
ÈÇÏÈÒ

ïî Ìàòåìàòè÷åñêè àíàëèç, 20 ñåïòåìâðè 2005ã.
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1.Ðàçãëåäàéòå ôèãóðàòà

K = {(x, y) ∈ R2 : xy ≥ 1, , x2 + y2 ≤ 4, y ≥ 1}

(a) Ïðåäñòàâåòå K êàòî êðèâîëèíååí òðàïåö.
(á) Äîêàæåòå, ÷å êðèâîëèíåéíèòå òðàïåöè (ñëåäîâàòåëíî è K) ñà èçìåðèìè ïî Ïåàíî-Æîðäàí.
(â) Äîêàæåòå, ÷å ôóíêöèÿòà

f(x, y) =


8x, y ≥ x, (x, y) ∈ K
9, y < x, (x, y) ∈ K
0, (x, y) 6∈ K

å èíòåãðóåìà ïî Ðèìàí.

2. Ðàçãëåäàéòå õîìîãåííà ìàòåðèàëíà íèøêà, ðàçïîëîæåíà ïî ïîëóîêðúæíîñò â ãîðíàòà
ïîëóðàâíèíà:

Γ = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ R2, y ≥ 0}
êúäåòî R å ïîëîæèòåëíà êîíñòàíòà. Êàêâà å ãðàâèòàöèîííàòà ñèëà, ñ êîÿòî ìàòåðèàëíàòà íèøêà
ïðèòåãëÿ ìàòåðèàëíà òî÷êà ñ ìàñà m0, ðàçïîëîæåíà â íà÷àëîòî íà êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà?

3. Äàéòå äåôèíèöèÿ íà ìíîæåñòâî, ïðåíåáðåæèìî ïî Ëåáåã. Äàéòå äåôèíèöèÿ íà ìíîæåñòâî,
ïðåíåáðåæèìî ïî Ïåàíî-Æîðäàí. Êàêâà å âðúçêàòà ìåæäó òÿõ? Äîêàæåòå, ÷å äâåòå ïîíÿòèÿ
ñúâïàäàò, àêî ìíîæåñòâîòî å êîìïàêòíî.

4. 2. Ðàçãëåäàéòå ôóíêöèÿòà f(x) = e‖x‖, êúäåòî x = (x1, x2, x3) ∈ R3.
(à) Íàïèøåòå ïîëåòî F (x) = gradf(x).
(á) Ïðåñìåòíåòå divF (x) è rotF (x) (F å îïðåäåëåíî â ïîäòî÷êà (à)).
(â) Êàê ùå îáÿñíèòå ðåçóëòàòà, ïîëó÷åí çà rotF (x)?

5. Íåêà F å äâóêðàòíî ãëàäêî âåêòîðíî ïîëå, äåôèíèðàíî â R3.
(à) Ôîðìóëèðàéòå òåîðåìàòà íà Ñòîêñ.
(á) Ôîðìóëèðàéòå íåîáõîäèìîòî óñëîâèå çà ïîòåíöèàëíîñò íà F . Äîêàæåòå, ÷å òîâà óñëîâèå å è
äîñòàòú÷íî â ñëó÷àÿ íà ïîâúðõíèííî åäíîñâúðçàíà îáëàñò.

6. Íàïèøåòå ôîðìóëàòà çà ñâåæäàíå íà ïîâúðõíèíåí èíòåãðàë îò ïúðâè ðîä êúì äâîåí ðèìàíîâ
èíòåãðàë. Èçâåäåòå ôîðìóëà çà ïîâúðõíèíà íà ðîòàöèîííî òÿëî.

7. Ïðåñìåòíåòå ïëîùòà íà òîðà:

ϕ(u, v) = ((a + b cos u) cos v, (a + b cos u) sin v, a + b sin u)

(u, v) ∈ [0, 2π]× [0, 2π], a > b > 0.


