
Ìåòîä íà Ôóðèå çà óðàâíåíèåòî íà ñòðóíàòà.

(Ïðèìåðíî ðàçâèâàíå íà âúïðîñà çà äúðæàâåí èçïèò)

1. Ôîðìóëèðîâêà íà ñìåñåíàòà çàäà÷à çà óðàâíåíèåòî íà ñòðóíàòà. ×àñòíîòî
äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå îò âòîðè ðåä ñ äâå íåçàâèñèìè ïðîìåíëèâè x - ïðîñòðàíñòâåíà
ïðîìåíëèâà è t - âðåìå

utt = a2uxx, a = (êîíñòàíòà) > 0,(1)

íàðè÷àìå óðàâíåíèå íà ñòðóíàòà. Íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ u(x, t) èìà ñìèñúë íà îòêëî-
íåíèå íà ñòðóíàòà îò ðàâíîâåñíîòî ïîëîæåíèå â òî÷êàòà x è ìîìåíòà t.

Ñìåñåíà çàäà÷à çà óðàâíåíèåòî íà ñòðóíàòà â èâèöàòà S = {0 ≤ x ≤ l, 0 ≤ t}
ôîðìóëèðàìå êàòî êúì óðàâíåíèåòî (1) äîáàâèì íà÷àëíèòå óñëîâèÿ

u(x, 0) = ϕ0(x), ut(x, 0) = ϕ1(x),(2)

è ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, t ≥ 0.(3)

Çà ôóíêöèèòå ϕ0(x), ϕ1(x) çàñåãà ùå ïðåäïîëîæèì, ÷å ñà íåïðåêúñíàòè â èíòåðâàëà [0, l].

Ïî-êúñíî ùå íàëîæèì îùå óñëîâèÿ.

Ìåòîäúò íà Ôóðèå ñå ñúñòîè îò íÿêîëêî ñòúïêè.
2. Ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå.

1) Ùe òúðñèì ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî íà ñòðóíàòà êàòî ñóìè (èçîáùî êàçàíî � áåçê-
ðàéíè, ò.å. ðåäîâå) íà ôóíêöèè ñ ðàçäåëåíè ïðîìåíëèâè � ïðîèçâåäåíèÿ íà ôóíêöèè íà
åäíà ïðîìåíëèâà:

u(x, t) = X(x)T (t).(4)

Ïîëàãàìå òîçè èçðàç â (1) è ïîëó÷àâàìå

T
′′
(t)X(x) = a2T (t)X

′′
(x)(5)

Òúé êàòî òúðñèì íåíóëåâè ðåøåíèÿ ìîæåì äà ïðåäïîëîæèì, ÷å ïðîèçâåäåíèåòî X(x)T (t)
e ðàçëè÷íî îò íóëà â íÿêîå îòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî íà äåôèíèöèîííàòà îáëàñò S. Òîãàâà
ìîæåì äà ðàçäåëèì äâåòå ñòðàíè íà(5) ñ äÿñíàòà ñòðàíà íà (4) è ùå ïîëó÷èì

T
′′
(t)

a2T (t)
=

X
′′
(x)

X(x)
= −λ = (êîíñòàíòà).

Â ãîðíîòî ðàâåíñòâî λ å íàèñòèíà êîíñòàíòà, çàùîòî å ðàâíà îò åäíà ñòðàíà íà èçðàç,
êîéòî íå çàâèñè îò x , îò äðóãà ñòðàíà å ðàâíà íà èçðàç, êîéòî íå çàâèñè îò t.
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Ïî òîçè íà÷èí óðàâíåíèåòî, êîãàòî ðåøåíèåòî å âúâ âèäà (4) ñå ñâåæäà äî äâîéêàòà
îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ

T
′′
(t) + λa2T (t) = 0,(6)

X
′′
(x) + λX(x) = 0.(7)

3. Çàäà÷à íà Ùóðì-Ëèóâèë. Ñëåäâàùàòà ñòúïêà å äà óäîâëåòâîðèì ãðàíè÷íèòå
óñëîâèÿ. Ùå ïîèñêàìå âñÿêî îò ÷àñòíèòå ðåøåíèÿ ñ ðàçäåëåíè ïðîìåíëèâè (4) äà ãè
óäîâëåòâîðÿâà. Òîâà âîäè äî óñëîâèÿòà:

u(0, t) = X(0)T (t) = 0, u(l, t) = X(l)T (t) = 0

Îò èçèñêâàíåòî ôóíêöèÿòà T (t) äà íå å òúæäåñòâåíî íóëà ïîëó÷àâàìå, ÷å ôóíêöèèòå
X(x), óäîâëåòâîðÿâÿùè (7), òðÿáâà äà óäîâëåòâîðÿâàò îùå è ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ

X(0) = X(l) = 0

Óðàâíåíèåòî (7) çà X è ïúðâîòî óñëîâèå X(0) = 0 äàâà ñëåäíèòå ðåøåíèÿ:

∣∣∣∣∣∣∣∣
X(x) = c(exp−kx − expkx) � ïðè λ = −k2 < 0

X(x) = cx � ïðè λ = 0

X(x) = c sin kx � ïðè λ = k2 > 0

Îò óñëîâèåòî X(l) = 0 ïîëó÷àâàìå, ÷å ïðè λ ≤ 0 ãîðíèòå ôîðìóëè äàâàò íóëåâè ðåøåíèÿ,
îò êîèòî íå ñå èíòåðåñóâàìå. Ïðè λ = k2 > 0 íàìèðàìå ñëåäíèòå ðåøåíèÿ.

Xn(x) = cn sin
nπx

l
, n = 1, 2, . . . .

è λ = (nπ
l
)2.

4. Íà÷àëíè óñëîâèÿ. Òàêà ïîëó÷åíèÿ èçðàç çà λ çàìåñòâàìå â óðàâíåíèåòî (6) çà
T . Íàìèðàìå ñëåäíèòå ðåøåíèÿ:

Tn(t) = An cos
nπat

l
+ Bn sin

nπat

l

Ñåãà ìîæåì äà ñúñòàâèì ÷àñòíè ðåøåíèÿ íà óðàâíåíèåòî íà ñòðóíàòà, êîèòî óäîâëåòâî-
ðÿâàò ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ:

un = (An cos
nπat

l
+ Bn sin

nπat

l
) sin

nπx

l
, n = 1, 2, . . . ,

ñ ïðîèçâîëíè êîíñòàíòè An, Bn. Îñòàâà äà óäîâëåòâîðèì íà÷àëíèòå óñëîâèÿ. Òúé êà-
òî óðàâíåíèåòî å ëèíåéíî, î÷åâèäíî âñÿêà êðàéíà ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ íà íàìåðåíèòå
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ðåøåíèÿ å ñúùî íåãîâî ðåøåíèå. Ñúùî òàêà å î÷åâèäíî, ÷å òàçè ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ
óäîâëåòâîðÿâà è ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ. Ïîðàäè òîâà ùå ñúñòàâèì ðåä îò ãîðíèòå ôóíêöèè
è ùå ñå îïèòàìå äà óäîâëåòâîðèì íà÷àëíèòå óñëîâèÿ. Íåêà òúðñåíîòî ðåøåíèå å

u(x, t) =
∞∑

n=1

(An cos
nπat

l
+ Bn sin

nπat

l
) sin

nπx

l
(8)

ñ íåèçâåñòíè çàñåãà êîåôèöèåíòè. Öåëòà íè å äà îïðåäåëèì òåçè êîåôèöèåíòè. Äà ïðåä-
ïîëîæèì, ÷å òîçè ðåä, êàêòî è ðåäîâåòå îò ïðîèçâîäíèòå ìó ñà ðàâíîìåðíî ñõîäÿùè. Äà
íàïèøåì èçèêâàíèÿòà, ÷å (8) óäîâëåòâîðÿâà íà÷àëíèòå óñëîâèÿ. Ïúðâîòî óñëîâèå îò (2)
äàâà

u(x, 0) =
∞∑

n=1

An sin
nπx

l
= ϕ0(x),

êîåòî ìîæåì äà èíòåðïðåòèðàìå êàòî ðàçâèòèå íà ôóíêöèÿòà ϕ0(x) â ðåä íà Ôóðèå. Äåéñ-
òâèòåëíî ñèñòåìàòà îò ôóíêöèè sin nπx

l
, n = 1, 2, . . . å ïúëíà â ïðîñòðàíñòâîòî L2([0, l]).

Ñëåäîâàòåëíî âñÿêà íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ ñå ðàçâèâà â ðåä íà Ôóðèå (â ñìèñúë íà
L2([0, l]))ïî òàçè ñèñòåìà. Ñ äðóãè äóìè êîåôèöèåíòèòå An ìîãàò äà ñå èç÷èñëÿò ïî ñòàí-
äàðòíèòå ôîðìóëè:

An =

∫ l

0
ϕ0(x) sin nπx

l
dx∫ l

0
sin2 nπx

l
dx

.(9)

Òî÷íî ïî ñúùèÿ íà÷èí âòîðîòî íà÷àëíî óñëîâèå ut(x, 0) = ϕ1(x) íè äàâà

ut(x, 0) =
∞∑

n=1

nπa

l
Bn sin

nπx

l
= ϕ1(x).

Ùå îòáåëåæèì, ÷å ïðîèçâîäíàòà ñúùåñòâóâà ïîðàäè ïðåäïîëîæåíèåòî, ÷å ðåäîâåòå îò
ïðîèçâîäíèòå íà (8) ñà ðàâíîìåðíî ñõîäÿùè. Îòòóê ïðåñìÿòàìå êîåôèöèåíòèòå Bn:

Bn
nπa

l
=

∫ l

0
ϕ1(x) sin nπx

l
dx∫ l

0
sin2 nπx

l
dx

.

Îñòàâà äà äîêàæåì, ÷å ðåäúò, ïîëó÷åí ÷ðåç òàêà íàìåðåíèòå êîåôèöèåíòè An, Bn, êàê-
òî è ðåäîâåòå îò ïðîèçâîäíèòå ñà ðàâíîìåðíî ñõîäÿùè. Ñåãà ùå íàïðàâèì äîïúëíèòåëíè
ïðåäïîëîæåíèÿ çà ôóíêöèèòå ϕ0(x), ϕ1(x). Íåêà ôóíêöèÿòà ϕ0(x) å òðèêðàòíî ãëàäêà, à
ôóíêöèÿòà ϕ1(x) å äâóêðàòíî ãëàäêà â öÿëàòà äåôèíèöèîííà îáëàñò. Ùå ïîèñêàìå îùå
äà ñà èçïúëíåíè è åñòåñòâåíèòå óñëîâèÿ çà ñúãëàñóâàíå:

ϕ0(0) = ϕ0(l) = ϕ
′′

0(0) = ϕ
′′

0(l) = 0

ϕ1(0) = ϕ1(l) = 0
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Ùå ïîêàæåì, ðåäîâåòå îò âòîðèòå ïðîèçâîäíè íà ðåäà (8) ñà ðàâíîìåðíî ñõîäÿùè.
Èìàìå

uxx(x, t) =
∞∑

n=1

(nπ)2

l2
(An cos

nπat

l
+ Bn sin

nπat

l
) sin

nπx

l
(10)

Ñëåäîâàòåëíî å äîñòàòú÷íî äà äîêàæåì, ÷å ÷èñëîâèòå ðåäîâå

∞∑
n=1

An
(nπ)2

l2
è

∞∑
n=1

Bn
(nπ)2

l2
(11)

ñà àáñîëþòíî ñõîäÿùè (çàùî å äîñòàòú÷íî?). Ùå äîêàæåì òîâà çà ïúðâèÿ ðåä. Òúé êàòî
ôóíêöèÿòà ϕ0(x) å òðèêðàòíî äèôåðåíöèðóåìà ñ íåïðåêúñíàòà òðåòà ïðîèçâîäíà ϕ

′′′
0 (x)

ìîæåì äà ðàçâèåì ïîñëåäíàòà â ðåä íà Ôóðèå:

ϕ
′′′

0 (x) =
∞∑

n=1

A
′′′

n sin
nπx

l
.

Íåðàâåíñòâîòî íà Áåñåë íè äàâà, ÷å

∞∑
n=1

(A
′′′

n )2 < ∞.

Îò äðóãà ñòðàíà èíòåãðèðàéêè ïî ÷àñòè èíòåãðàëà, äåôèíèðàù An (÷èñëèòåëÿ â (9)),
íàìèðàìå

An = −A
′′′

n

l3

(nπ)3
.

Ñëåäîâàòeëíî çà êîåôèöèåíòèòå íà ðåäà (10) ïîëó÷àâàìå

(nπ)2

l2
|An| = |A′′′

n |
l

nπ
≤ 1

2
(|A′′′

n |2 +
l2

(nπ)2
),

ò.å. òåõíèòå àáñîëþòíè ñòîéíîñòè ñå ìàæîðèðàò îò ÷ëåíîâå íà ñõîäÿù ÷èñëîâ ðåä. Ðåäúò
îò âòîðèòå ïðîèçâîäíè ïî t ñå èçñëåäâà ïî ñúùèÿ íà÷èí.

Òîâà íè äàâà âúçìîæíîñò äà äèôåðåíöèðàìå ïî÷ëåííî è äà ïðîâåðèì, ÷å ôóíêöèÿòà
u(x, t)c óäîâëåòâîðÿâà óðàâíåíèåòî íà ñòðóíàòà è íà÷àëíèòå óñëîâèÿ (çà ãðàíè÷íèòå òîâà
å î÷åâèäíî).

Ðåäàêòèðàíî îò Åìèë Õîðîçîâ
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