ПРОГРАМА НА ЛЕКЦИИТЕ ПО МАТЕМАТИЧЕСКИ АНАЛИЗ – 1
ЗА I КУРС, СП. МАТЕМАТИКА И ПРИЛОЖНА МАТЕМАТИКА
I. Граница на функция.
1. Числови функции: множеството 
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 на реалните числа; основни числови множества – множеството 
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 на естествените числа, множеството 
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 на целите числа,  множеството 
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 на рационалните числа, ирационални числа; интервали – крайни и безкрайни, отворени, затворени и полуотворени, околности; точки на сгъстяване; несобствени точки; околности на несобствените точки; числови функции – дефиниционна област, област от стойности; графика на функция; монотонни, периодични и ограничени функции – горна и долна граница, 
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; алгебрични операции с функции – полином, рационална функция; сложна функция; обратна функция – обратните функции на 
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 и на тригонометричните функции; основни елементарни функции – дефиниционни области, области от стойностите, графики, граници в краищата на дефиниционните области.

2. Граница на функция: Дефиниция 1. Казваме, че 
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 е граница (гранична стойност) на функцията 
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; едностранни граници; примери.
3. Основни граници: граници на основните елементарни функции; забележителни граници.
4. Правила за граничен преход: правила за граничен преход с крайни граници – граница на сбор, разлика, произведение, частно на функции: Ако 
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.  граница на сложна функция: Ако 
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; правила за граничен преход с безкрайни граници: а) 
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; съществуване на граници на монотонни функции. 
5. Граничен преход в неравенства: теорема за двустранното ограничение.
6. Критерий на Коши за съществуване на крайна граница на функция.

7. Числови редици: дефиниция; граница на числова редица; сходящи и расходящи редици; правила за граничен преход; сходимост на монотонните редици; основни граници; критерий на Коши за сходимост на числова редица.
II. Непрекъснати функции.
8. Непрекъснатост на функция: дефиниции; непрекъснатост в множество; примери; непрекъснатост на основните елементарни функции.

9. Локални свойства на непрекъснатите функции: алгебрични операции с непрекъснати функции; непрекъснатост на сложна функция; теорема за запазване на знака на непрекъсната функция

10. Глобални свойства на непрекъснатите функции: теорема на Болцано-Коши; теореми на Вайерщрас; следствия.
11. Непрекъснатост на монотонните и обратните функции.
12. Равномерна непрекъснатост на функция: дефиниция; необходимо и достатъчно условие; примери; теорема на Кантор; функции, удовлетворяващи условието на Липшиц.
III. Производна на функция.
13. Дефиниция за производна на функция: дефиниция: 
[image: image39.wmf](
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; едностранни производни; примери; геометрично значение на производната: 
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; уравнение на допирателната: 
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14. Диференцируемост на функция: дефиниция : 
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; диференцируемост и непрекъснатост; диференциал на функция: 
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; геометрично значение на диференциала.

15. Правила за диференциране: производна на произведение на константа с функция; производна на сбор, произведение и частно от функции; производни на сложна и на обратна функция: 
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16. Производни на основните елементарни функции:  
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; производни на основните сложни функции: 
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17. Производни и диференциали от по-висок ред:
дефиниции: 
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; свойства: 
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; формула на Лайбниц: 
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;  n-ти производни на основните елементарни функции: 
[image: image91.wmf](

)

(

)

n

xx

ee

=

; 
[image: image92.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

1

1!

ln11

1

n

n

n

n

x

x

-

-

+=-

+

; 
[image: image93.wmf](

)

(

)

sin

n

x

=

 
[image: image94.wmf]sin

2

xn

p

æö

=+

ç÷

èø

; 
[image: image95.wmf](

)

(

)

coscos

2

n

xxn

p

æö

=+

ç÷

èø

; 
[image: image96.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

112...11

n

n

xnx

aa

aaaa

-

éù

+=---++

ëû

.
 IV. Приложение на производните.
18. Теореми за средните стойности: лема на Ферма; теорема на Коши: 
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; теорема на Лагранж (за крайните нараствания): 
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; теорема на Рол. 

19. Следствия от теоремата за крайните нараствания: критерий за константност; критерий за монотонност; теорема за диференцируемост.

20. Теореми на Лопитал: 
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. Разкриване на неопределености: 
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21. Формула на Тейлор: локална: 
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 и глобална формула на Тейлор: 
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. Формули на Маклорен. Формули на Маклорен на функциите 
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; асимптотични равенства. 
22. Локални екстремуми на функция: дефиниции; необходимо условие; достатъчни условия; най-малка и най-голяма стойности на функция.

23. Изпъкнали функции: дефиниция; критерий за изпъкналост; инфлексни точки.

24. Асимптоти: вертикална асимптота: 
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25. Изследване на функции: дефиниционна област; четност, нечетност и периодичност; непрекъснатост, точки на прекъсване; граници в краищата на дефиниционната област; асимптоти; пресечни точки на графиката с координатните оси и асимптотите; монотонност; локални екстремуми; изпъкналост и инфлексни точки; графика.
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УПРАЖНЕНИЯ ПО МАТЕМАТИЧЕСКИ АНАЛИЗ – 1
ЗА I КУРС, СП. МАТЕМАТИКА И ПРИЛОЖНА МАТЕМАТИКА
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4. Абсолютна стойност.
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5. Числови функции. Дефиниция за граница на функция. Основни елементарни функции.
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5.7. Като използвате общата дефиниция за граница на функция от §2, напишете дефинициите за граница на функция при 
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5.9. Докажете равенствата (забележителни граници): а) 
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6.5. Сборника: стр. 52-54, задачи 310, 313, 315, 316, 320; стр.55-58, задачи 323-332, 334, 335, 336
7. Непрекъснати функции.
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8.10. Сборника: стр. 71, зад. 127-142; стр. 73, зад. 162-172,188; стр. 79, зад. 259-261.

 9. Критерии за константност и за монотонност на диференцируеми функции.
9.1. Докажете тъждествата: а) 
[image: image499.wmf]3

arcsin4arccotg

4

x

x

x

-

-=

-

 при 
[image: image500.wmf][

)

3,4

x

Î

; б) 
[image: image501.wmf]2

2

arcsinarctg

1

x

x

x

p

=-

+

 при 
[image: image502.wmf]1.

x

³

 в) 
[image: image503.wmf]2

arcsin2arctg

1

x

x

x

p

+=

+

 при 
[image: image504.wmf]1

x

³

. г) 
[image: image505.wmf]21

arctg(2)arccotg

21

x

x

x

+

-=

-

 
[image: image506.wmf]3

4

p

=-

 при 
[image: image507.wmf]2

1

<

x

.
д) 
[image: image508.wmf]arccotg,1

1

4

arctg

3

1

arccotg,1

4

xx

x

x

xx

p

p

ì

+>

ï

+

ï

=

í

-

ï

-<

ï

î

; е) 
[image: image509.wmf]2

2

2arctgarcsinsgn

1

x

xx

x

p

+=

+

 при 
[image: image510.wmf](

]

[

)

,11,

x

Î-¥-È+¥

;

ж) 
[image: image511.wmf]2

arcsinarctg

1

x

x

x

=

-

 при 
[image: image512.wmf](

)

1,1

x

Î-

; з) 
[image: image513.wmf]2

2arctgx,1

2

arcsin2arctgx,1

1

arctgx,1

x

x

x

x

x

p

p

--£-

ì

ï

=£

í

+

ï

-³

î

; и) 
[image: image514.wmf]2

2

1

arccos

1

x

x

-

=

+

 
[image: image515.wmf]2arctg

x

=

, 
[image: image516.wmf]x

Î

¡

. 9.2. Докажете неравенствата а) 
[image: image517.wmf]3

3

9

39arctg(3)3

2

x

xxxx

-££-

 при 
[image: image518.wmf]01

x

££

 и 
[image: image519.wmf]3

3

9

3arctg339

2

x

xxxx

-££-

 при  
[image: image520.wmf]10

x

-££

. б) 
[image: image521.wmf](

)

2

22

2

2

ln122

12

x

xx

x

£+£

+

, 
[image: image522.wmf]x

Î

¡

; в) 
[image: image523.wmf]3

sin

6

x

xxx

-££

 при 
[image: image524.wmf]0

x

³

; г) 
[image: image525.wmf]3

sin

6

x

xx

-£

 при 
[image: image526.wmf]x

Î

¡

; д) 
[image: image527.wmf]3

tg

3

x

xx

³+

 при 
[image: image528.wmf]0,

2

x

p

éö

Î

÷

ê

ëø

; 
[image: image529.wmf]23

1

26

x

xx

ex

³+++

 при 
[image: image530.wmf]x

Î

¡

; 
[image: image531.wmf]2

1ln0

xx

--³

 при 
[image: image532.wmf]1

x

³

; 
[image: image533.wmf](

)

1

arctgln1

x

x

+³

 при 
[image: image534.wmf]1

x

³

; 
[image: image535.wmf]sincos0

xxx

-³

 при 
[image: image536.wmf]0

x

³

; 
[image: image537.wmf]2sin

x

x

x

p

££

 при 
[image: image538.wmf]0,

2

x

p

æù

Î

ç

ú

èû

; 
[image: image539.wmf](

)

2

1

ln1

2

xx

£-

 при 
[image: image540.wmf]0

x

>

; 
[image: image541.wmf](

)

11

xx

a

a

+³+

 при 
[image: image542.wmf]1,1

x

a

³-³

; 
[image: image543.wmf]sin

xx

£

; 
[image: image544.wmf]arctg

xx

£

 при 
[image: image545.wmf]x

Î

¡

; е) 
[image: image546.wmf](

)

xyxy

a

aa

+³+

 при 
[image: image547.wmf],0,1

xy

a

³³

; 
[image: image548.wmf](

)

arctgarctgarctg

xyxy

+£+

; 
[image: image549.wmf]arctgarctg

xy

-£

 
[image: image550.wmf]xy

£-

 при 
[image: image551.wmf],

xy

Î

¡

; 
[image: image552.wmf]sinsin

xyxy

-£-

; 
[image: image553.wmf]111

xyxy

xyxy

+

£+

++++

, при 
[image: image554.wmf],

xy

Î

¡

. 9.3. Сборника: стр. 
88-90, зад. 409-416, 418,-425. 9.4. Сборника: стр.100, зад. 412, 413, 415-421, 424, 425.
10. Теореми на Лопитал. Теореми за средните стойности.
Намерете границите: 10.1. а) 
[image: image555.wmf]3

0

tg

lim

arctg

x

xx

x

®

-

. б) 
[image: image556.wmf]0

arctg

lim

arcsin

x

xx

xx

®

-

-

. в) 
[image: image557.wmf]3

0

sincos

lim

sin

x

xxx

x

®

-

. г) 
[image: image558.wmf]sin

0

lim

sin

xx

x

ee

xx

®

-

-

. 

[image: image559.wmf]2

0

1cos

lim

x

x

x

xe

®

-

; 
[image: image560.wmf]3

0

2tg2

lim

x

xx

x

®

-

; 
[image: image561.wmf]4

2

0

lim

2cos2

x

x

xx

®

+-

; 
[image: image562.wmf](

)

4sin

0

ln13cos2

lim

arcsin2arctg3

x

x

exx

xx

®

++-

-

;  д) 
[image: image563.wmf]0

(1)ln(1)

lim

1

x

x

xxx

ex

®

++-

--

.
е) 
[image: image564.wmf]33

3

0

3(1)2(1)

lim

xx

x

xee

x

®

+--

. ж) 
[image: image565.wmf](

)

2

0

ln1

lim

sin

x

xxx

xx

®

-++

-

. з) 
[image: image566.wmf]2

2

arcsin(2)

lim

32

x

x

xx

®

-

-+

. и) 
[image: image567.wmf]2

0

cos

lim

cos1

x

xx

x

®

-

.
к) 
[image: image568.wmf]1

0

(1)

lim

xx

x

ex

x

®

-+

. 10.2 а) 
[image: image569.wmf]ln

lim,lim

ln

xx

xx

x

x

a

a

®+¥®+¥

æö

ç÷

èø

; 
[image: image570.wmf]2

ln

lim

x

x

x

a

®+¥

. б) 
[image: image571.wmf]lim,lim

x

x

xx

ex

xe

a

a

®+¥®+¥

æö

ç÷

èø

; 
[image: image572.wmf]2

2

lim

2

x

x

e

xx

®+¥

+

;
в) 
[image: image573.wmf]10

ln(1)

lim

tg2

x

x

x

p

®+

-

. г) 
[image: image574.wmf]2

22

2

23ln

lim

232sin

x

x

xxex

xxx

-

®+¥

æö

-++

ç÷

+-

èø

. д) 
[image: image575.wmf](

)

2

22

23cos21

lim

42ln14

x

x

xxx

xxx

-

®+¥

+--

--+-

. е) 
[image: image576.wmf](

)

(

)

5

2

ln2

lim

ln6

x

x

x

e

e

®+¥

+

+

. 10.3. а) 
[image: image577.wmf](

)

lim2arctgln

x

xx

p

®+¥

-

. б) 
[image: image578.wmf]2

limlnarctg

x

xx

p

®+¥

æö

ç÷

èø

. в) 
[image: image579.wmf](

)

lim2arctg

x

xx

p

®+¥

-

; г) 
[image: image580.wmf](

)

lim2arctg

x

xx

p

®+¥

-

; 
[image: image581.wmf]2

lim2arcsin

1

x

x

x

x

p

®+¥

æö

-

ç÷

+

èø

; д) 
[image: image582.wmf]

 EMBED Equation.DSMT4  [image: image583.wmf]1

lim1

x

x

xe

x

®¥

éù

æö

-+

êú

ç÷

èø

êú

ëû

. 10.4. а) 
[image: image584.wmf]0

11

lim

1

x

x

xe

®

æö

-

ç÷

-

èø

; б) 
[image: image585.wmf]1

11

lim

ln1

x

xx

®

æö

-

ç÷

-

èø

; 
[image: image586.wmf](

)

(

)

2

0

ln1

1

lim

1

x

x

xxx

®

æö

+

-

ç÷

ç÷

+

èø

; 10.5. а) 
[image: image587.wmf](

)

tg2

4

limcotg

x

x

x

p

®

; б) 
[image: image588.wmf]1

0

2

limarccos

x

x

x

p

®

æö

ç÷

èø

; в) 
[image: image589.wmf]2

1

0

arcsin

lim

x

x

x

x

®

æö

ç÷

èø

; 
[image: image590.wmf](

)

tg2

4

limtg

x

x

x

p

®

;
г) 
[image: image591.wmf]2

1

0

sin

lim

x

x

x

x

®

æö

ç÷

èø

; 
[image: image592.wmf]2

1

11

0

sin

lim

x

x

x

x

+-

®

éù

êú

ëû

; 10.6. а)  
[image: image593.wmf]0

lim

x

x

x

+

®

; 
[image: image594.wmf](

)

tg

0

limsin

x

x

x

+

®

; 
[image: image595.wmf](

)

sin

0

limcotg

x

x

x

+

®

; 
[image: image596.wmf]1

limarctg

2

x

x

x

p

®+¥

æö

-

ç÷

èø

.

б) 
[image: image597.wmf](

)

sin

0

limlncotg

x

x

x

®

; в) 10.7. а) 
[image: image598.wmf]2

1

limarctg

n

n

n

n

®¥

æö

ç÷

èø

; б) 
[image: image599.wmf]2

limarctg

n

n

n

p

®¥

æö

ç÷

èø

; в) 
[image: image600.wmf]2

2

limln1,0

n

a

na

n

®¥

æö

+>

ç÷

èø

.
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11. Локални и глобални екстремуми на функция.
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12. Изследване на функции.
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12.2. Сборника: Зад. 767 – 781, 798 – 802, 805 – 807, 818, 820, 822.
ПРИМЕРНИ ТЕСТОВЕ ЗА ИЗПИТ ПО МАТЕМАРИЧЕСКИ АНАЛИЗ - 1
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[image: image687.wmf](

)

2

22

2

2

ln122

12

x

xx

x

£+£

+

 при 
[image: image688.wmf]x

Î

¡
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в) Формулирайте и докажете теоремата за крайните нараствания. Удовлетворява ли функцията 
[image: image702.wmf]f

 условията на тази теорема. Намерете стойностите на числото 
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Зад. 6. Намерете границите: а) 
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; в) Изследвайте функцията f за монотонност и намерете локалните й екстремуми; г) Напишете уравненията на наклонената и вертикалната асимптоти към графиката на функцията f.
РАЗПРЕДЕЛЕНИЕ НА УПРАЖНЕНИЯТА ПО МАТЕМАТИЧЕСКИ АНАЛИЗ-1

ЗА СП. МАТЕМАТИКА И ПРИЛОЖНА МАТЕМАТИКА
1
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. Знакът 
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. Математическа индукция. Биномни коефициенти. Бином на Нютон. Абсолютна стойност – 4 часа.
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. Обратни тригонометрични функции. Основни елементарни функции – дефиниция (аналитичен израз); дефиниционна област; област от стойностите; граници в краищата на дефиниционната област; графика: 
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3. Правила за граничен преход – с крайни граници; с безкрайни граници; граничен преход в неравенства; граници на числови редици – 6 часа.

4. Непрекъснати функции – 1 час.

5. Техника за диференциране на функции (производни от първи и по-висок ред) – 6 часа.

6. Теореми на Лопитал – 5 часа.

7. Теореми за средните стойности. Критерии за константност. Изследване за монотонност на функции. Доказателство на неравенства – 4 часа.

8. Локални и глобални екстремуми на функция. Доказателство на неравенства – 4 часа.

9. Изпъкналост и вдлъбнатост на функция. Инфлексни точки – 1 час.
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. Изследване на функции (в декартови координати) – 4 часа.
КУРСОВА РАБОТА ПО МАТЕМАТИЧЕСКИ АНАЛИЗ – 1
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.4. Формулирайте дефиницията за непрекъснатост на дадена функция 
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8. Формулирайте и докажете критерия за константност на диференцируема функция. Докажете, че равенството 
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