
Çà äà îïðåäåëèì ìíîæåñòâîòî ∅, èçïîëçâàìå, ÷å çà âñÿêî ìíîæåñòâî
A å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî:

A ∪ ∅ = A.

Òâúðäèì, ÷å è îáðàòíî àêî B ⊆ N å òàêîâà, ÷å çà âñÿêî A ⊆ N å â ñèëà,

÷å A∪B = A, òî B = ∅. Íàèñòèíà, íåêà A = ∅ ⊆ N. Òîãàâà B = ∅∪B = ∅,
îòêúäåòî B = ∅.

Ñëåäîâàòåëíî {∅} å îïðåäåëèìî ÷ðåç ôîðìóëàòà:

φ∅(X) 
 ∀A(p(A,X,A)).

Îïðåäåëÿìå N äóàëíî. Çà âñÿêî B ⊆ N å âÿðíî, ÷å N∪B = N. Îáðàòíî,
àêî çà íÿêîå A ⊆ N çà âñÿêî ìíîæåñòâî B å èçïúëíåíî, ÷å A∪B = A, òî
â ÷àñòíîñò ïðè B = N ïîëó÷àâàìå, ÷å N = A∪N = A, òîåñò N = A. Òàêà
ôîðìóëà, îïðåäåëÿùà N å ñëåäíàòà:

φN(X) 
 ∀B(p(X,B,X)).

ßñíî å, ÷å àêî A ⊆ B, òî B = A ∪ (B \ A), òîåñò èìà ìíîæåñòâî C,
çà êîåòî B = A ∪ C. Îáðàòíî, àêî B = A ∪ C, òî î÷åâèäíî å, ÷å A ⊆ B.
Òàêà ïîëó÷èõìå, ÷å ìíîæåñòâîòî {〈A,B〉 |A ⊆ B,B ⊆ N} ñå îïðåäåëÿ îò
ôîðìóëàòà:

φ⊆(X, Y ) 
 ∃C(p(X,C, Y )).

Íàêðàÿ, C = A ∩ B òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî C ⊆ A, C ⊆ B è

C å íàé-ãîëÿìîòî ïî âêëþ÷âàíå ìíîæåñòâî, èçïúëíÿâàùî òåçè óñëîâèÿ.

Òàêà ìîæå äà îïðåäåëèì ìíîæåñòâîòî {〈A,B,C〉 |A,B ⊆ N, C = A ∩ B}
÷ðåç ôîðìóëàòà:

φ∩(X, Y, Z) 
 φ1(X, Y, Z)&∀T (φ1(X, Y, T )⇒ φ⊆(T, Z)),

êúäåòî:

φ1(X, Y, Z) 
 φ⊆(Z,X)&φ⊆(Z, Y ).

Íåêà A 6= ∅ è A 6= N. Ùå äîêàæåì, ÷å A íå å îïðåäåëèìî. Íàèñòèíà,

íåêà a ∈ A è b ∈ N \A ñà ïðîèçâîëíè. Òàêèâà èìà, çàùîòî A íå å ïðàçíî

è A íå ñúâïàäà ñ öÿëîòî ìíîæåñòâî N. Íåêà f : N → N å ôóíêöèÿòà,

çàäàäåíà ÷ðåç:

f(n) =


a àêî n = b

b àêî n = a

n àêî n 6∈ {a, b}
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Äåôèíèðàìå ôóíêöèÿòà F : P(N)→ P(N) êàòî:

F (X) = {f(x) |x ∈ X}.

ßñíî å, ÷å f å áèåêöèÿ. Íàèñòèíà, íåêà f(n) = f(m). Îò äåôèíèöèÿòà

íà f ñëåäâà, ÷å n ∈ {a, b} ⇐⇒ f(n) ∈ {a, b}. Ñëåäîâàòåëíî, àêî
f(n) 6∈ {a, b}, òî n 6∈ {a, b}, îòêúäåòî f(n) = n. Àíàëîãè÷íî f(m) = m
è ñëåäîâàòåëíî n = m. Íåêà f(n) ∈ {a, b}. Òîãàâà n ∈ {a, b} è f(n) 6=
n. Î÷åâèäíî, ñúùîòî ñâîéñòâî èìà è m, òîåñò f(m) 6= m. Òúé êàòî

m,n ∈ {a, b} \ {f(n)}. òî n = m. Ñ òîâà ïîêàçàõìå, ÷å f å èíåêöèÿ. Îò

äåôèíèöèÿòà ñå âèæäà, ÷å f ïðèìåà ñòîéíîñòèòå a è b, à àêî n 6∈ {a, b},
òî f(n) = n, ñëåäîâàòåëíî f å ñþðåêöèÿ âúðõó N.

Ñåãà å ÿñíî, ÷å F å áèåêöèÿ. Íàèñòèíà F (X) = F (Y ) å èçïúëíåíî

òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî çà âñÿêî x ∈ X(f(x) ∈ F (Y )) è y ∈ Y (f(y) ∈
F (X)). Íî òúé êàòî f å èíåêöèÿ f(x) ∈ F (Y ) òî÷íî êîãàòî x ∈ Y , òàêà ÷å
X ⊆ Y . Àíàëîãè÷íî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å è Y ⊆ X. Íàêðàÿ F è ñþðåêöèÿ,

çàùîòî çà âñÿêî ìíîæåñòâî X å èçïúëíåíî:

X = {f(f−1(x)) |x ∈ X} = F ({f−1(x) |x ∈ X}).

Íåùî ïîâå÷å èìàìå, ÷å:

F (X∪Y ) = {f(x) |x ∈ X∪Y } = {f(x) |x ∈ X}∪{f(x) |x ∈ Y } = F (X)∪F (Y ).

Ñëåäîâàòåëíî p(X, Y, Z)→ p(F (X), F (Y ), F (Z)). È îáðàòíî, àêî F (X) ∪
F (Y ) = F (Z), òî:

F (Z) = {f(x) |x ∈ X} ∪ {f(y) | y ∈ Y } = {f(x) |x ∈ X ∪ Y } = F (X ∪ Y )

è òúé êàòî F å áèåêöèÿ, òî X ∪ Y = Z. Ñëåäîâàòåëíî, ïîëó÷èõìå, ÷å è
p(F (X), F (Y ), F (Z))→ p(X, Y, Z).

Ñ òîâà ïðîâåðèõìå, ÷å F å àâòîìîðôèçúì â ñòðóêòóðàòà A.
Îò äðóãà ñòðàíà F (A) = {f(x) |x ∈ A} è òúé êàòî a ∈ A, òî f(a) ∈

F (A). Òàêà ïîëó÷èõìå, ÷å b ∈ F (A), êîåòî ïîêàçâà, ÷å F (A) 6= A. Ñëåäîâàòåëíî
A íå å îïðåäåëèìî.
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