8. Разширяване на езици. Обогатяване на структури. Скулемизация.
Разширяване на език

Дефиниция (разширяване на език)
Нека 
 INCLUDEPICTURE "http://fmi.wikidot.com/local--math/inline/d56608ace7cb575dd00bcc20fabcd957.png" \* MERGEFORMATINET 


са предикатни езици. Ще казваме, че обогатява [image: image2.png]


ако са в сила следните изисквания:

· двата езика са от един и същи тип1;

· всички нелогически символи от [image: image3.png]


са нелогически символи от [image: image4.png]


2;

· ако [image: image5.png]


е предикатен вимвол в [image: image6.png]


, то в [image: image7.png]


той има същата арност (от второто условие знаем че го има);

· ако [image: image8.png]


е функционален символ в [image: image9.png]


, то в [image: image10.png]


има функционален символ [image: image11.png]


и той е със същата арност (от второто условие знаем че го има).

Забележка: Дефиницията всъщност казва, че разширение на един език може да правим като само добавяме нови константи, функционални символи и предикати към езика, но нямаме право да променяме съществуващите такива на оригиналния език. И понеже в езика се казва само арността на функционалните и предикатите символи - значи нямаме право да я променяме. Обърнете внимание че в структурата се задава интерпретацията, а не в самия език.

Свойства на разширените езици

· всеки терм от [image: image12.png]


е терм и от [image: image13.png]


;

· всяка атомарна формула от [image: image14.png]


е атомарна формула и от [image: image15.png]


;

· всяка формула от [image: image16.png]


е и формула от [image: image17.png]


.

Обогатяване на структура

Дефиниция (обогатяване на структура)
Нека [image: image18.png]


е разширение на [image: image19.png]


. И [image: image20.png]


е структура за [image: image21.png]


.
Ще казваме, че [image: image22.png]As



е обогатяване на [image: image23.png]Ay



до структура за [image: image24.png]


, ако са изпълнени следните изисквания:

· [image: image25.png]


;

· за всеки нелогичен символ [image: image26.png]fely



е изпълнено [image: image27.png]


.

Свойства на обогатените структури

· всяка структура за езика [image: image28.png]


може да се обогати до структура за разширение на [image: image29.png]


;

· нека [image: image30.png]


е език, [image: image31.png]


е негово разширение, [image: image32.png]Ay



е структура за [image: image33.png]


и [image: image34.png]As



е обогатяване на [image: image35.png]Ay



за езика [image: image36.png]


. Нека [image: image37.png]


е оценка на индивидните променливи в [image: image38.png]


. Тогава: 

· за всеки терм [image: image39.png]TeTg,



е изпълнено [image: image40.png]I [e] = |7 |12 [v]



;

· за всяка предикатна формула [image: image41.png]


от езика [image: image42.png]


е изпълнено [image: image43.png]el [¢] = |le|*2[v]



.

Скулемизация на предикатни формули (Скулемова нормална форма)

В тази точка ще покажем, как може да преобразуваме една формула от ПНФ (всички квантори отпред) до СНФ (всички квантори отпред, но без 'съществува'). За да постигнем този холокост на всички 'съществува' ще въвеждаме константи и функционални символи, които ще забождат променливите след квантора на някаква фиксирана стойност която върши работа. Ето няколко примера:

Съществува константа, такава че като я умножим по радиуса на окръжност получаваме полу-дължината й.

става:

Като умножим радиуса на окръжност по [image: image44.png]


получаваме полу-дължината на окръжността.

тук константата [image: image45.png]


е дефинирана в самия език - колко точно е оставяме на различните структури да определят.

Още един пример:

За всяко епсилон, съществува делта, такова че при [image: image46.png]ry — ra| < 48



е изпълнено [image: image47.png]|flxy) — fza)| <€




става:

За всяко епсилон е вярно, че при [image: image48.png]


е изпълнено [image: image49.png]|flxy) — fza)| <€




Сега сигурно ще си кажете - еее ама това [image: image50.png]


колко е точно (примерно [image: image51.png]et % 0.549.10 7!




). Истината е, че тази функция може да няма явен вид (като в примера) - просто е някакво изображение. По-точно бигхме могли да кажем, че съществува функция [image: image52.png]


за която при …, но това изказване даже не е в език от първи ред (защото има квантор по функция, а не по обект, ако приемем че обектите са реалните числа). Това което ние правим е да разширим езика, така че в него да има функционален символ [image: image53.png]


с арност 1 - т.е магически вкарваме на ниско ниво съществуването на символ [image: image54.png]


, който е функционален, и когато се наложи да го интерпретираме слагаме подходящо изображение под него (не задължително функция в явен вид).

За да получим от всяка формула в ПНФ, неин еквивалент в който няма 'съществува' първо ще обясним как се маха едно съществува и после ще повторим докато не се разкарат всичките.

Дефиниция (едностъпкова скулемизация)
Нека [image: image55.png]


е затворена формула в ПНФ. Дефинираме [image: image56.png]


по следния начин:
(1) Ако в кванторния префикс на [image: image57.png]


не се среща [image: image58.png]


, тогава [image: image59.png]Ys — @




(2) В противен случай разглеждаме два възможни случая за местположението на [image: image60.png]


:
(2.1) [image: image61.png]


3.
Дефинираме си нова индивидна константа [image: image62.png]


и [image: image63.png]


.
(2.2) [image: image64.png]Ty .




4
Дефинираме си нов функционален символ [image: image65.png]


с арност [image: image66.png]


и [image: image67.png]


5
Дефиниция (скулемова нормална форма)
Нека [image: image68.png]


е затворена формула в ПНФ. Скулемова нормална форма на [image: image69.png]


наричаме формулата [image: image70.png]


, дефинирана по следния начин:

(1) 

[image: image71.png]



където [image: image72.png]


е броя срещания на [image: image73.png]


в кванторния префикс на [image: image74.png]


.

С други думи - прилагаме едностъпковата скулемизация докато не останат квантори 'съществува'.

Твърдение (свойства на едностъпковата скулемизация)
Нека [image: image75.png]


е затворена формула в ПНФ. Тогава са в сила следните твърдения:
(i) [image: image76.png]



(ii) ако [image: image77.png]


е структура и [image: image78.png]


то съществува обогатяване [image: image79.png]


на [image: image80.png]


, такова че [image: image81.png]


;
(iii) [image: image82.png]


е изпълнима т.с.т.к. [image: image83.png]


е изпълнима.

Доказателство:
(i.1) [image: image84.png]


. В този случай [image: image85.png]©s = V[z/cy]



.
Но [image: image86.png]= lr/ey] = Jry



е тавталогия. С това тази част е доказана.
(i.2) [image: image87.png]Ty .




. В този случай [image: image88.png]


.
Използвайки същата тавталогия получаваме, че [image: image89.png]E e/ folrr, ... xn)] = 3y



. Това към което ние се стремим обаче, е

(2) 

[image: image90.png]EVz . Ve ¥z/fo(, ... 20)] = T2y . Yz, 32y





Сега ще го докажем: Нека [image: image91.png]


е структура и [image: image92.png]


е оценка в нея, и нека: [image: image93.png]AV Vo) fo(r..




. Ще докажем, че [image: image94.png]A= Vay .. Vo, Ty




. Нека [image: image95.png]


е оценка като [image: image96.png]


, но всички хиксове са заместени с конкретни стойности от универсума: [image: image97.png]


. Сега [image: image98.png]A =[x/ fo (s

)]




. Използвайки тавталогията която споменахме по-горе [image: image99.png]A= Szy



, и понеже направихме разсъждението за произволни [image: image100.png]


получаваме, че [image: image101.png]A= Vay .. Vo, Ty




. Т.е показахме, че от [image: image102.png]AV Vo) fo(r..




следва [image: image103.png]A= Vay .. Vo, Ty




. И това за произволна структура и оценка. Следователно тавтологията е доказана.

(ii.1) [image: image104.png]


. Тогава [image: image105.png]©s = V[z/cy]



.
Нека [image: image106.png]


. Следователно за произволна оценка [image: image107.png]


имаме: [image: image108.png]A= Szy



. От семантиката на [image: image109.png]


получаваме, че съществува обект от универсума [image: image110.png]


, такъв че [image: image111.png]AEw




. Нека си построим структура [image: image112.png]


такава че [image: image113.png]


. Използвайки това твърдение получаваме, че [image: image114.png]


, и сега използвайки това получаваме, че [image: image115.png]


. Следователно [image: image116.png]ol feplll o] = & = As = ou



. Понеже направихме разсъждението за произволна оценка, то то е вярно за всяка, с което твърдението е доказано.
(ii.2) [image: image117.png]Ty .




. Тогава [image: image118.png]


.
Нека [image: image119.png]


. Следователно за произволна оценка [image: image120.png]


имаме: [image: image121.png]A= Vay .. Vo, Ty




. От семантиката на [image: image122.png]


получаваме, че за произволни n обекта от универсума [image: image123.png]


е изпълнено [image: image124.png]


. Нека [image: image125.png]


(за да не пишем много). Сега като използваме и семантиката на [image: image126.png]


получаваме, че съществува елемент [image: image127.png]


, такъв че [image: image128.png]


. Нека да си отбележим това изображение където на n обекта от универсума [image: image129.png]


съпоставяме обекта [image: image130.png]


с функцията [image: image131.png]
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(3) 

[image: image132.png]



Сега остава да дефинираме функцията [image: image133.png]


в структурата [image: image134.png]


: [image: image135.png]


. Ще докажем, че [image: image136.png]As = s



.
Нека първо да проверим, че [image: image137.png]= vl fol:




. Отново използваме това твърдение, но първо ще покажем, че [image: image138.png]


:

(4) 

[image: image139.png]= 2l w
= 2l
= fian....a,)

= Flay....,a,)

Izl w])

I A g

1o (s szl

— a




Следователно [image: image140.png]


(накрая използваме и това). Сега остава просто да се върнем назад:

(5) 

[image: image141.png]Ao e/ 2)] SAL T

o A V. Ve300




[image: image142.png]


идва от тавталогията.
С това твърдението е доказано.
(iii) Следва от предните две:
Ако [image: image143.png]


е изпълнима, тогава съществува структура [image: image144.png]


, в която да е истина (няма нужда от оценка, понеже формулата е затворена). Сега използваме (ii) и получаваме, че съществува друга структура [image: image145.png]


в която [image: image146.png]


е вярна. Следователно [image: image147.png]


е изпълнима.
Ако [image: image148.png]


е изпълнима, тогава съществува структура [image: image149.png]


, в която е вярна. Сега използваме (i) и заключаваме, че в структурата [image: image150.png]


е вярна и [image: image151.png]


(защото импликацията е истина, предпоставката е истина, следователно и това което следва е истина). Следователно [image: image152.png]


е изпълнима.

Теорема (свойства на скулемизацията)

Нека [image: image153.png]


е затворена формула в ПНФ. Тогава:
(i) [image: image154.png]



(ii) Ако [image: image155.png]


е структура и [image: image156.png]


, то съществува обогатяване [image: image157.png]


, такова че [image: image158.png]



(iii) [image: image159.png]


е изпълнима т.с.т.к. [image: image160.png]


е изпълнима.

Доказателство: Просто прилагаме многократно свойствата за едностъпкова скулемизация.

Следствие за множество формули

Нека [image: image161.png]


е множество от затворени формули в ПНФ. Нека [image: image162.png]rs
¥

lee

T}



, то:
(i) Ако [image: image163.png]BET*®



, то [image: image164.png]BET



;
(ii) Ако [image: image165.png]


, то съществува обогатяване [image: image166.png]


на [image: image167.png]


, такова че [image: image168.png]


;
(iii) [image: image169.png]


е изпълнимо т.с.т.к. [image: image170.png]rs



е изпълнимо.

Footnotes

1. не гарантирам, но мисля че това значи и 2та да са от първи ред, а не единия от първи другия от втори

2. това ще рече, че константите, функциите и предикатите от [image: image171.png]


ги има и в [image: image172.png]



3. Обърнете внимание че [image: image173.png]


не е задължително безкванторна. Но тя със сигурност е в ПНФ (т.е този запис показва че сме отделили едно [image: image174.png]


и всичко останало е [image: image175.png]


- в него може да има още квантори)

4. тук същата забележка като горе

5. тук [image: image176.png]


е просто терм - извършваме замяна на променлива с терм

6. понеже за всеки избор на [image: image177.png]


елемента от универсума ние съпоставяме един - [image: image178.png]


и това съпоставяне зависи от избора на [image: image179.png]


-те спокойно може да го разглеждаме като функция, която казва кой обект да изберем ако й подадем вече избраните елементи
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