
2.Термове и предикатни формули в език на предикатното смятане от 1ви ред

Терм

Дефиниция (терм)
Индуктивна дефиниция (спомнете си дефиницията на кореново дърво от ДМ):

1. Всяка индивидна променлива е терм;

2. Всяка индивидна константа е терм;

3. Ако [image: image1.png]T, T2.

Tn



са термове, а [image: image2.png]f € Fune



и [image: image3.png]


, то [image: image4.png]T T2 )



също е терм.

Ще бележим термовете над езика [image: image5.png]


с [image: image6.png]


.
Забележка: Терм е чисто синтактично понятие. Когато казваме, че [image: image7.png]


е терм, имаме предвид, че ако поставим буквата [image: image8.png]


(която всъщност е буква за отбелязване на функции), последвана от буквата [image: image9.png]


, последвана от думата [image: image10.png]


, последвана от запетайка ([image: image11.png]


) и т.н., ще получим нова дума и тази дума ще бъде терм според дефиницията.

Примери

Следните думи са термове в езика на Пеановата аритметика: [image: image12.png]


, [image: image13.png]


, [image: image14.png]


, [image: image15.png]


, [image: image16.png]


, [image: image17.png]


.
Забележка: Под [image: image18.png]


всъщност 'разбираме' [image: image19.png]


(кога е правилно операцията да стои отпред и кога - между аргументите си, ще спорим друг път).

Предикатни формули

Дефиниция (атомарна формула)
Нека [image: image20.png]


е FOL и [image: image21.png]T, T2.

Tn



са термове в него.
Нека [image: image22.png]p € Pred



и [image: image23.png]


.
Тогава [image: image24.png]p(T1. T2,




е атомарна формула.
Ако в [image: image25.png]


има формално равенство, тогава [image: image26.png]


също е атомарна формула.
Ще бележим множеството на всички атомарни формули над [image: image27.png]


с [image: image28.png]


.

Дефиниция (предикатна формула)
Нека [image: image29.png]


е FOL.

· ако [image: image30.png]


е атомарна формула над [image: image31.png]


, то [image: image32.png]


е предикатна формула;

· ако [image: image33.png]


е предикатна формула, то [image: image34.png]


също е предикатна формула;

· ако [image: image35.png]


са предикатни формули, то [image: image36.png]


, [image: image37.png](V)



, [image: image38.png]


, [image: image39.png]


са предикатни формули;

· ако [image: image40.png]


е предикатна формула, а [image: image41.png]


е индивидна променлива, то [image: image42.png]Vry



и [image: image43.png]Jre



са предикатни формули.

Множеството от всички предикатни формули над [image: image44.png]


ще бележим с [image: image45.png]


.

Забележка: Предикатните и атомарните формули са също синтактични образувания - просто поредица от символи. За момента не влагаме никакъв смисъл в тях, просто обясняваме как може рекурсивно да се изграждат от други предикатни/атомарни формули и/или термове (всички които са все думи - т.е. поредица от символи).

Структура за език на предикатното смятане

Дефиниция (структура за език)

Нека [image: image46.png]


e FOL.
Структура за [image: image47.png]


ще наричаме наредена двойка [image: image48.png]


, където:

· [image: image49.png]A#a



- универсум на структурата;

· [image: image50.png]


е интерпретация, където: 

· [image: image51.png]


, за всяка константа [image: image52.png]< Const



;

· [image: image53.png]Ip] CAx Ax-ox A= A"



, където [image: image54.png]p € Pred



и [image: image55.png]


;

· [image: image56.png]I[f]: A% - A



, където [image: image57.png]f € Fune



.

Структура на един език просто задава универсум (свят, в който се намират елементите) и 'смисъл' на константите, функциите и предикатите.
Обикновено като пишем структура ще изброяваме интерпретациите на константите, функциите и предикатите в този ред:

(1) 

[image: image58.png]



Забележка: Понякога вместо [image: image59.png]


ще пишем просто [image: image60.png]


, което означава точно интерпретацията на [image: image61.png]


в структурата [image: image62.png]


(тъй като интерпретацията [image: image63.png]


е част от структурата [image: image64.png]


).

Примери

Структура на Пеановата аритметика:

(2) 

[image: image65.png](MN,0,-,+,<)




Структура на Пеановата аритметика само с 1 елемент:

(3) 

[image: image66.png]{{m},m H,H, Id,{(m,7)})





Измислена структура с 3 елемента:

(4) 

[image: image67.png]{5,17,205}
(A17.F)
AxA—A
205




Оценка в език на предикатното смятане от 1ви ред

Дефиниция (оценка)
Нека [image: image68.png]


е FOL.
Нека [image: image69.png]


е структура за [image: image70.png]


.
Оценка [image: image71.png]


в [image: image72.png]


наричаме изображението [image: image73.png]


, т.е [image: image74.png]v(r)e A



.

Дефиниция (стойност на терм)
Нека [image: image75.png]


е FOL, [image: image76.png]


е структура за [image: image77.png]


и [image: image78.png]


е оценка. За всеки терм [image: image79.png]


от [image: image80.png]


дефинираме стойност на [image: image81.png]


в [image: image82.png]


при оценка [image: image83.png]


. Ако [image: image84.png]


е терм, стойноста му в структура [image: image85.png]


и оценка [image: image86.png]


ще отбелязваме с [image: image87.png]1714w



. Дефиницията ще извършим по индукция:

· Ако [image: image88.png]


е индивидна променлива [image: image89.png]


, тогава стойността е просто оценката на [image: image90.png]


: [image: image91.png][lz)|*[v] = v(z)



;

· Ако [image: image92.png]


е индивидна константа [image: image93.png]


, стойността не зависи от оценката, а само от интерпретацията (т.е. от [image: image94.png]


): [image: image95.png]


;

· И в общия случай, когато [image: image96.png]


е функция приложена към няколко терма [image: image97.png]


, където [image: image98.png]


, [image: image99.png]f € Fune



и [image: image100.png]


са термове, за който [image: image101.png]


е дефинирано, тогава просто заместваме [image: image102.png]


с неговата интерпретация и термовете с техите оценки:

(5) 

[image: image103.png]3

(Il - s Il [0])




Забележка: [image: image104.png]


означава "равно по дефиниция". Ще го използвам консистентно оттук нататък.

Дефиниция (Var[t])
Нека [image: image105.png]


е терм. С [image: image106.png]


ще отбелязваме всички променливи, срещащи се в [image: image107.png]


. Строгата дефиниция е по индукция:

· [image: image108.png]Var[r| = {r} =& Var




· [image: image109.png]



· [image: image110.png]



Дефиниция (рестрикция)
Нека [image: image111.png]ftA—=DB



е функция и [image: image112.png]


е подмножество на дефиниционното множество на [image: image113.png]


.
[image: image114.png]


или рестрикция на [image: image115.png]


до [image: image116.png]


наричаме функцията [image: image117.png]fftR—B



, за която [image: image118.png]


.
С други думи рестрикцията на функция до множество е нова функция която има по-ограничено дефиниционно множество (не е дефинирана навсякъде, където е дефинирана оригиналната функция), но стойностите които заема са същите като оригиналната функция.

Твърдение (равенство на стойностите на термовете)
Нека [image: image119.png]


и [image: image120.png]


са оценки в [image: image121.png]


и [image: image122.png]


е терм.
Ако [image: image123.png]vy [ Var]

[ Var[7]



, то [image: image124.png]


.
Т.е. ако имаме две оценки (функции, свързващи всяка индивидна променлива с обект от универсума) и те съпоставят едни и същи обекти на индивидните променливи които се срещат в [image: image125.png]


, то стойностите на [image: image126.png]


при [image: image127.png]


и [image: image128.png]


съвпадат.
Доказателство: Ще извършим доказателство по индуктивното построение на [image: image129.png]


.

· Нека [image: image130.png]


. Да видим какво означава [image: image131.png]vy [ Var]

[ Var[7]



:

(6) 

[image: image132.png]vy | Var|7] vy [ Varlr] <=

wilz) = ol <
n@) = v —
2l 4] = [z




[image: image133.png]


- рестрикцията на функция до [image: image134.png]


- интересуваме се от функционалната стойност на [image: image135.png]


. Затова и [image: image136.png]


.

· Нека [image: image137.png]


. Оценката на индивидните константи не зависи от оценката [image: image138.png]


:

(7) 

[image: image139.png]llell ™ [wa]





· Нека [image: image140.png]


и твърдението е вярно за [image: image141.png]


.

Първо ще докажем, че стойностите на [image: image142.png]


при двете оценки се запазват - за целта трябва да покажем, че [image: image143.png]vy [ Var|r| = vg [ Var[r]



за всяко [image: image144.png]


и да използваме индуктивното предположение. От дефиницията на [image: image145.png]


имаме:

(8) 

[image: image146.png]Jar[ry| U - - U Var[r,] 2 Var[r;] Vi




Комбинираме с даденото:

(9) 

[image: image147.png]vy | Var[r|
Var(r]

vy | Var[7]

} =y | Varlr
7]

] =12 [ Var[ry]

N





Оттук веднага получаваме, че [image: image148.png]


. Сега остава да разпишем стойността на [image: image149.png]


при двете оценки:

(10) 

[image: image150.png]17117 ]
1714 [v2]

177y, m) [ [en]
[1F(r, o 7))

FAUnN ] 17l o0 ])
FAUTA o2 17l f2])

§ = 1) = 4




Дефиниция (затворен терм)
Нека [image: image151.png]


е терм. Казваме, че той е затворен ако [image: image152.png]


.

Следствие (от горното твърдение за затворен терм)
Ако [image: image153.png]


е затворен терм и [image: image154.png]LN ]



са две оценки в структура [image: image155.png]


, то [image: image156.png]


.
Т.е. ако термът няма никакви индивидни променливи, неговата стойност зависи единствено от структурата, затова може да записваме [image: image157.png]


.

Дефиниция

Ще дефинираме [image: image158.png]


.1
Нека [image: image159.png]


са индивидни променливи и [image: image160.png]


.
Нека [image: image161.png]Ay, g



са произволни обекти от универсума [image: image162.png]


.
Нека [image: image163.png]LN ]



са две произволни оценки, за които [image: image164.png]


(това е по-силно от [image: image165.png]vy [ {zy, -




, защото искаме функциите да съвпадат върху ограниченото множество и специфично задаваме функционалните им стойности).
Сега използваме предното твърдениe(равенство на стойностите на термовете): [image: image166.png]


. Следователно за произволна оценка, изпълняваща горните условия имаме, че стойността на терма [image: image167.png]


е една и съща. Тя зависи единствено от избора на обекти от универсума [image: image168.png]Ay, g



. Следователно на всеки един такъв избор на обекти може да съпоставим стойност на терма [image: image169.png]


при оценка изпълняваща горепосочените условия. Ще записваме тази съпоставена стойност като [image: image170.png]™ [ay. -

Lag]]



.
Дефиниция (термална функция):

Нека [image: image171.png]


е структура за [image: image172.png]


.
Нека [image: image173.png]P

Ak
A



е функция. Ще казваме, че [image: image174.png]


е термална, ако съществува терм [image: image175.png]


с [image: image176.png]


индивидни променливи ([image: image177.png]


) [image: image178.png]


и
[image: image179.png]



Пример

Нека [image: image180.png]


е структура на Пеановата аритметика.

· полиномите с [image: image181.png]


коефициенти са термални функции в [image: image182.png]


;

· функцията [image: image183.png]


не е термална в [image: image184.png]


;

· функцията [image: image185.png]


е термална;

· функцията [image: image186.png]


е термална, само ако [image: image187.png]< Const



;
FOL означава First-Order Predicate Language.
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