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1 Ñëó÷àéíà âåëè÷èíà

1.1 Ñëó÷àåí åêñïåðèìåíò

Ñëó÷àéíà âåëè÷èíà å îñíîâíîòî ïîíÿòèå â òåîðèÿòà íà âåðîÿòíîñòèòå è
ñòàòèñòè÷åñêèÿ àíàëèç íà äàííè. Â ìàòåìàòèêàòà (è â ïðîãðàìèðàíåòî),
íàé-ïðîñòî êàçàíî, ðàçëè÷àâàìå äâà âèäà âåëè÷èíè:

• êîíñòàíòè, êîèòî ñà ôèêñèðàíè è íå ïðîìåíÿò ñòîéíîñòòà ñè;

• ïðîìåíëèâè âåëè÷íè, êîèòî ìîãàò äà ïðèåìàò ïðîèçâîëíà ñòîéíîñò îò
îïðåäåëåíî ìíîæåñòâî.

Îáëàñò íà èçìåíåíèå íà ïðîìåíëèâàòà ìîæå äà ñà öåëèòå ÷èñëà, ðåàëíè
÷èñëà, âåêòîðè îò äàäåíà ðàçìåðíîñò èëè ïðîèçâîëíî, íî äîáðå îïèñàíî
ìíîæåñòâî. Ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà çàåìà ìÿñòî ìåæäó ïðîìåíëèâèòå è êîí-
ñòàíòèòå â ñìèñúë, ÷å êúì âñÿêà îò ñòîéíîñòèòå, êîèòî ìîæå äà ïðèåìà
ïðîìåíëèâàòà ñìå ïðèêà÷èëè î÷àêâàíåòî íè èëè íàäåæäàòà âåëè÷èíàòà äà
ïðèåìå òî÷íî òàçè êîíêðåòíà ñòîéíîñò. Î÷àêâàíåòî íè èçìåðâàìå èëè ïî
òî÷íî îöåíÿâàìå â ñêàëà îò 0 äî 1 (èëè îò 0 äî 100%) è ãî íàðè÷àìå âåðî-
ÿòíîñò.

Íàïðèìåð, äàäåíà ëîãè÷åñêà ïðîìåíëèâà ìîæå äà ïðèåìà äâå ñòîéíîñòè
- �True� è �False� èëè �1� è �0�. Èçìåðâàìå î÷àêâàíåòî íè âåëè÷èíàòà äà èìà
ñòîéíîñòòà �1� ñ ÷èñëî ìåæäó 0 è 1. Êîëêîòî ïî-âåðîÿòíà å òàçè ñòîéíîñò,
òîëêîâà ïî-ìàëêî âåðîÿòíà å äðóãàòà âúçìîæíà ñòîéíîñò �0�. Î÷àêâàíåòî íè
ñå ðàçïðåäåëÿ ìåæäó òåçè äâå ñòîéíîñòè è òîâà ðàçïðåäåëåíèå ñå îïðåäåëÿ
îò êîíêðåòíèÿ ñëó÷àé.

Îáèêíîâåíî ñòîéíîñòòà íà äàäåíà âåëè÷èíà ñå îïðåäåëÿ åäíîçíà÷íî êà-
òî íÿêîÿ îò âúçìîæíèòå ñòîéíîñòè ñëåä ïðîâåæäàíå íà åêñïåðèìåíò (èëè
íàáëþäåíèå). Ïî÷òè âèíàãè ðåçóëòàòúò íå ìîæå äà áúäå òî÷íî èçâåñòåí
ïðåäâàðèòåëíî è èìà, â èçâåñòíà ñòåïåí, èãðà íà ñëó÷àÿ. Êàçâàìå, ÷å å ïðî-
âåäåí ñëó÷àåí åêñïåðèìåíò.

1.2 Âåðîÿòíîñòíî ïðîñòðàíñòâî

Ìàòåìàòè÷åñêèÿò ìîäåë íà ñëó÷àåí åêñïåðèìåíò å âåðîÿòíîñòíî ïðîñò-
ðàíñòâî (Ω,A, P ). Ïúðâèòå äâà ñèìâîëà â òðîéêàòà îçíà÷àâàò

• ìíîæåñòâîòî îò åëåìåíòàðíèòå ñúáèòèÿ Ω = {ω1, ω2, . . .} - ìíîæåñòâî-
òî îò âñè÷êè âúçìîæíè ðåçóëòàòè îò åêñïåðèìåíòà;

• àëãåáðàòà A = {A|A ⊂ Ω} îò ïîäìíîæåñòâà A íà Ω, íàðè÷àìå ãè
ñúáèòèÿ, çà êîèòî ìîæå äà áúäå îïðåäåëåíà (îöåíåíà èëè èçìåðåíà)
âåðîÿòíîñòòà.

(Áóëîâà) àëãåáðà å ìíîæåñòâî îò ïîäìíîæåñòâà íà äàäåíî ìíîæåñòâî,
êîèòî èçïúëíÿâàò óñëîâèÿòà:

(i) Ω ∈ A;
(ii) A ∈ A ⇒ Ac = {ω ∈ Ω|ω /∈ A} ∈ A;
(iii) A ∈ A & B ∈ A ⇒ A ∪B ∈ A.
Àëãåáðà å σ−àëãåáðà, êîãàòî (iii) å â ñèëà è çà îáåäèíåíèå íà èçáðîèìî

ìíîãî ïîäìíîæåñòâà íà Ω:
çà âñÿêà ðåäèöà Ak ∈ A, k = 1, . . . , n, . . . å â ñèëà

⋃
k Ak ∈ A.
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Äâîéêàòà (Ω,A) íàðè÷àìå èçìåðèìî (σ−èçìåðèìî) ïðîñòðàíñòâî - ïðîñ-
òðàíñòâîòî íà íàáëþäåíèÿòà/èçìåðâàíèÿòà.

Âåðîÿòíîñòòà íà ñúáèòèåòî A ∈ A, îçíà÷àâàìå ñ P (A), å ÷èñëî â èí-
òåðâàëà [0, 1] (ïîíÿêîãà ñå ïðåäñòàâÿ â ïðîöåíòè). Âåðîÿòíîñòòà å ìÿðêà íà
î÷àêâàíåòî äà ñå íàáëþäàâà êîíêðåòíî ñúáèòèå A. Âåðîÿòíîñòòà P : Ω→ R
å îãðàíè÷åíà, ïîëîæèòåëíà è àäèòèâíà (σ-àäèòèâíà) ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà
âúðõó ìíîæåñòâîòî îò ñúáèòèÿ A ∈ A:

1. P (Ω) = 1 (îãðàíè÷åíà)

2. P (A) ≥ 0, ∀A ∈ A (ïîëîæèòåëíà)

3. P (A ∪B) = P (A) + P (B) (àäèòèâíà)

Ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî å â ñèëà çà âñÿêà äâîéêà íåïðåñè÷àùè ñå ñúáèòèÿ
A ∈ A, B ∈ A, A ∩ B = ∅. Ïðè áåçêðàåí áðîé íà åëåìåíòàðíèòå èçõîäè å
íåîáõîäèìî äà ñå ïîñòàâè îãðàíè÷åíèå çà íåïðåêúñíàòîñò, êîåòî å åêâèâà-
ëåíòíî íà áåçêðàéíà èçáðîèìà àäèòèâíîñò (σ−àäèòèâíîñò):

P (
∞⋃
n=1

An) =
∞∑
n=1

P (An),

êúäåòî A1, A2, . . . , An, . . . e ðåäèöà îò íåïðåñè÷àùè ñå ñúáèòèÿ:
Ai ∈ A, i = 1, . . . , n, . . . , Aj ∩Ak = ∅ çà âñÿêà äâîéêà j 6= k.
Âåðîÿòíîñòíîòî ïðîñòðàíñòâî ñå ñúñòîè îò èçìåðèìî ïðîñòðàíñòâî è âå-

ðîÿòíîñòíà ôóíêöèÿ (âåðîÿòíîñòíà ìÿðêà èëè âåðîÿòíîñòíî ðàçïðåäåëå-
íèå). Âúðõó åäíî èçìåðèìî ïðîñòðàíñòâî ìîãàò äà áúäàò îïðåäåëåíè ðàç-
ëè÷íè âåðîÿòíîñòíè ðàçïðåäåëåíèÿ èëè ðàçëè÷íè ìîäåëè íà åêñïåðèìåíòà.

Ñëó÷àéíà âåëè÷èíà íàðè÷àìå (ðåàëíà) åäíîçíà÷íà ôóíêöèÿ
X(ω), äåôèíèðàíà âúðõó ìíîæåñòâîòî îò åëåìåíòàðíè ñúáèòèÿ
Ω è çà êîÿòî å èçïúëíåíî óñëîâèåòî:

(*) Ìíîæåñòâàòà îò òèïà {ω ∈ Ω|X(ω) ≤ x} ïðèíàäëåæàò
íà àëãåáðàòà (σ-àëãåáðàòà) îò ñúáèòèÿ A çà âñÿêà ñòîéíîñò íà
x ∈ R.

Êàçâàìå, ÷å ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà å (Ω,A)−èçìåðèìà ôóíêöèÿ. Îò óñ-
ëîâèåòî (*) ñëåäâà, ÷å çà âñÿêî Áîðåëîâî ìíîæåñòâî B (èçáðîèìî ìíîãî
ñå÷åíèÿ è îáåäèíåíèÿ íà îòâîðåíè/çàòâîðåíè êðàéíè/áåçêðàéíèå èíòåðâà-
ëè â R, ñúùî è äîïúëíåíèÿ, ò.å. åëåìåíò íà Áîðåëîâàòà σ−àëãåáðà B) å â
ñèëà {ω|X(ω) ∈ B} ∈ A.

Ôóíêöèÿ íà ðàçïðåäåëåíèå íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X îïðåäåëÿìå êàòî
âåðîÿòíîñòòà íà ñúáèòèåòî {ω ∈ Ω|X(ω) ≤ x} (ñúêðàòåíî çàïèñâàìå êàòî
{X ≤ x} èëè ñàìî X ≤ x) è îçíà÷àâàìå ñ FX(x):

FX(x) = P ({X ≤ x}).

Èíäåêñúò X íà F ïðè ïîäðàçáðàíå ñå èçïóñêà.
Ôóíêöèÿòà íà ðàçïðåäåëåíèå íà âñÿêà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà å äåôèíèðàíà

çà âñÿêî x ∈ R, êàòî F (x) ∈ [0, 1] è ïðèòåæàâà ñëåäíèòå î÷åâèäíè ñâîéñòâà

1. F (x′) ≤ F (x′′) çà x′ < x′′
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2. limx→−∞ F (x) = 0

3. limx→+∞ F (x) = 1

4. limε→0,ε>0 F (x+ ε) = F (x)

Ïîñëåäíîòî óñëîâèå å èçïúëíåíî çà âñÿêî x ∈ R. Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà å
íåïðåêúñíàòà îòäÿñíî è çàïèñâàìå ñúêðàòåíî F (x+) = F (x).

1.3 Äèñêðåòíî ðàçïðåäåëåíèå

Ñëó÷àéíà âåëè÷èíà ñ äèñêðåòíî ðàçïðåäåëåíèå èëè äèñêðåò-
íà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà íàðè÷àìå ñëó÷àéíà âåëè÷èíà, êîÿòî ïðè-
åìà êðàåí áðîé èëè èçáðîèìî ìíîãî ðàçëè÷íè ñòîéíîñòè ñ âåðî-
ÿòíîñò ïî-ãîëÿìà îò íóëà.

Àêî îçíà÷èì òåçè ñòîéíîñòè ñ x0, x1, x2, . . . , xn (ñúîòâåòíî x0, x1, x2, . . . , xn, . . .
ïðè èçáðîèìî ìíîãî ñòîéíîñòè), òî ñúáèòèÿòà Hk = {ω|X(ω) = xk} îáðàçó-
âàò ïúëíà ãðóïà îò ñúáèòèÿ èëè ðàçáèâàíå íà ìíîæåñòâîòî íà åëåìåíòàð-
íèòå ñúáèòèÿ Ω:⋃

k

Hk = Ω, & ∀(k, j)|k 6= j : Hj ∩Hk = ∅.

Îçíà÷àâàìå ñúîòâåòíèòå âåðîÿòíîñòè P (Hk) = P (X = xk) ñ pk, k =
0, 1, 2, . . . , n(, . . .), êîèòî ñà êðàéíà (èçáðîèìà) ðåäèöà îò ïîëîæèòåëíè ÷èñëà
ñúñ ñóìà ðàâíà íà 1.

Â ðåçþìå, ðàçïðåäåëåíèåòî íà âñÿêà äèñêðåòíà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà ñå çà-
äàâà ñ êðàåí áðîé (èëè èçáðîèìî ìíîãî) äâîéêè ÷èñëà (xk, pk), êàòî pk > 0
è
∑
k pk = 1. Êîãàòî íÿìà îïàñíîñò îò ìíîãîçíà÷íîñò, ùå îçíà÷âàìå ñòîé-

íîñòèòå íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X ñ x è ìíîæåñòâîòî èì (êðàéíî èëè èç-
áðîèìî) ñ X, ñúîòâåòíî âåðîÿòíîñòèòå P (X = x) = px,

∑
x px = 1, êàòî

ñóìèðàíåòî å ïî âñè÷êè x ∈ X. Àíàëîãè÷íî ñúáèòèÿòà Hx, çà x ∈ X îáðà-
çóâàò êðàéíî èëè èçáðîèìî ðàçáèâàíå íà Ω. Ìíîæåñòâîòî {px}X îïðåäåëÿ
ðàçïðåäåëåíèå íà âåðîÿòíîñòèòå âúðõó ðàçáèâàíåòî {Hx}X è âúðõó ñàìîòî
X.

Ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà ñ êðàåí áðîé ñòîéíîñòè (ñ ïîëîæèòåëíè âåðîÿò-
íîñòè) ñå íàðè÷à ïðîñòà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà.

Öåëî÷èñëåíà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà óêàçâà, ÷å ÷èñëàòà xk ñà öåëè è ìîæåì
äà ïðèåìåì xk = k è è ñúîòâåòíèòå èì âåðîÿòíîñòè pk.

Êîíñòàíòàòà å ÷àñòí ñëó÷àé íà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà - åäíà ñòîéíîñò ñ
âåðîÿòíîñò 1.

Íà âñÿêî ñúáèòèå A ∈ A ñúîòâåòñòâà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà èíäèêàòîð
íà ñúáèòèåòî A:

IA(ω) =
{

1 ω ∈ A
0 ω /∈ A.

Ôóíêöèÿòà íà ðàçïðåäåëåíèå íà äèñêðåòíàòà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà X ñ
ðàçïðåäåëåíèå px = P (X = x) = P (Hx) å ñóìà îò âåðîÿòíîñòè

FX(x) = P (X ≤ x) = P (
⋃
u≤x

Hu) =
∑

u ≤ xP (Hu) =
∑

u ≤ xpu.
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Ôóíêöèÿòà íà ðàçïðåäåëåíèå íà âñÿêà äèñêðåòíà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà å
ñòúïàëîâèäíà, íåïðåêúñíàòà îòäÿñíî ôóíêöèÿ, ñ êðàåí áðîé èëè èçáðîèìî
ìíîãî ïðåêúñâàíèÿ. Áåç îãðàíè÷åíèå, ìîæåì äà ïðåäïîëîæèì, ÷å ñòîéíîñ-
òèòå ñà íàðåäåíè â íàðàñòâàù ðåä x1 < x2 < · · · < xn è íåêà ñà êðàåí
áðîé:

F (x) =


0 x < x1∑k
i=1 pi x ∈ [xk, xk+1), k = 1, . . . , n− 1

1 x ∈ [xn,+∞)

Ñõåìàòè÷íà ãðàôèêà å ïðåäñòàâåíà íà Ôèãóðà 1

Ôèãóðà 1: Ôóíêöèÿ íà ðàçïðåäåëåíèå íà ïðîñòà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà

Ôóíêöèÿòà íà ðàçïðåäåëåíèå íà êîíñòàíòà c (èçðîäåíà ñëó÷àéíà âåëè-
÷èíà, êîÿòî ïðèåìà åäèíñòâåíà ñòîéíîñò ñ âåðîÿòíîñò 1) èìà ñàìî åäíî
ñòúïàëî â òî÷êàòà c ñ âèñî÷èíà 1.

Èíäèêàòîðúò íà ñúáèòèå A ñ âåðîÿòíîñò P (A) = p èìà ôóíêöèÿ íà
ðàçïðåäåëåíèå ñ äâå ñòúïàëà: â íóëàòà ñ âèñî÷èíà 1− p è ñ âèñî÷èíà p ïðè
x = 1.

Âñÿêà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî ëèíéíà êîìáèíàöèÿ
íà èíäèêàòîðè:

X =
∑
k

xk.IHk

êúäåòî ñúáèòèÿòà Hk = {ω|X(ω) = xk} ñà îïðåäåëåíîòî ïî-ãîðå êðàéíî
(èçáðîèìî) ðàçáèâàíå íà Ω.

Íåêà X è Y ñà äâå äèñêðåòíè ñëó÷àéíè âåëè÷èíè. Ðàçïðåäåëåíèåòî íà
X å îïðåäåëåíî îò åëåìåíòèòå x ∈ X è âåðîÿòíîñòèòå px è íåêà {Hx}X å ñú-
îòâåòíîòî ìó ðàçáèâàíå íà Ω. Àíàëîãè÷íî çà ðàçïðåäåëåíèåòî íà Y èìàìå
ñòîéíîñòè y ∈ Y ñ âåðîÿòíîñòè P (Y = y) = py è ñúîòâåòíîòî ðàçáèâàíå å
{Hy}Y. Ìíîæåñòâîòî îò íåïðàçíèòå ñå÷åíèÿ Hx ∩Hy ñúùî îáðàçóâà ðàçáè-
âàíå.

Âåðîÿòíîñòòà çà ñúâìåñòíîòî ñúáèòèòå {ω|X(ω) = x&Y (ω) = y} îçíà-
÷àâàìå ñ äâîåí èíäåêñ:

pxy = P ({X = x} ∩ {Y = y}) = P (Hx ∩Hy).
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Ìíîæåñòâîòî {pxy}X×Y îïðåäåëÿò ñúâìåñòíî ðàçïðåäåëåíèå âúðõó X × Y.
Çà âñÿêî x ∈ X è çà âñÿêî y ∈ Y, îò àäèòèâíîòî ñâîéñòâî íà âåðîÿòíîñòèòå,
ñëåäâàò ðàâåíñòâàòà: ∑

y

pxy = px,
∑
x

pxy = py,

ñóìèðàíåòî â ïúðâàòà ñóìà å ïî âñè÷êè y ∈ Y, âúâ âòîðàòà ïî x ∈ X.
Ðàçïðåäåëåíèÿòà {px}X è {py}Y íàðè÷àìå ìàðãèíàëíè ðàçïðåäåëåíèÿ (íà
ñúâìåñòíîòî ðàçïðåäåëåíèå). Åäíè è ñúùè ìàðãèíàëíè ðçïðåäåëåíèÿ ìîãàò
äà ñúîòâåòñòâàò íà ðàçëè÷íè ñúâìåñòíè ðàçïðåäåëåíèÿ.

Óñëîâíî ðàçïðåäåëåíèå íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà Y ïðè óñëîâèå ñúáèòèåòî
X = x, îïðåäåëÿìå êàòî óñëîâíèòå âåðîÿòíîñòè

P (Y = y|X = x) =
P (Y = y,X = x)

P (X = x)
=
P (Hx ∩Hy

P (Hx)
=
pxy
px

.

Åñòåñòâåíî å èçèñêâàíåòî ñúáèòèåòî X = x äà å ñ ïîëîæèòåëíà âåðîÿòíîñò
è çà òàêèâà x å îïðåäåëåíî îçíà÷åíèåòî py|x = P (Y = y|X = x).

Ôîðìóëàòà çà ïúëíàòà âåðîÿòíîñò íè äàâà âðúçêà ìåæäó ñúâìåñòíî,
ìàðãèíàëíî è óñëîâíî ðàçïðåäåëåíèÿ:

py =
∑
x

py|x.px,

êàòî ñóìèðàíåòî å ïî ñòîéíîñòèòå íà x, çà êîèòî px > 0.
Íåçàâèñèìîñò íà ñëó÷àéíè âåëè÷èíè. Ñëó÷àéíèòå âåëè÷èíè X è Y íà-

ðè÷àìå íåçàâèñèìè, àêî çà âñÿêà äâîéêà (x, y) ñúáèòèÿòà Hx è Hy ñà íå-
çàâèñèìè. Â òîçè ñëó÷àé óñëîâíîòî ðàçïðåäåëåíèå ñúâïàäà ñ áåçóñëîâíîòî
(ìàðãèíàëíî) ðàçïðåäåëåíèå py = py|x (px = px|y), ñúâìåñòíîòî å ïðîèçâåç-
äåíèå íà ìàðãèíàëíèòå pxy = px.py

Îçíà÷àâàìå X⊥⊥Y .
Â îáùèÿ ñëó÷àé íåçàâèñèìîñòà íà äâå ñëó÷àéíè âåëè÷èíè ñå èçðàçÿâà

ñúñ ñúîòâåòíèòå ôóíêöèè íà ðàçïðåäåëåíèå:

FXY (x, y) = P ({X ≤ x}∩{Y ≤ y}) = P ({X ≤ x})P ({Y ≤ y}) = FX(x).FY (y).

Íàêðàÿ äà îòáåëåæèì, ÷å ñóìà íà äâå ñëó÷àéíè âåëè÷èíè å ñëó÷àéíà âå-
ëè÷èíà. Íàèñòèíà, íåêà îçíà÷èì Z = X+Y . Âåëè÷èíàòà Z ïðèåìà ñòîéíîñò
z = x + y, êîãàòî ω ∈

⋃
x+y=z(Hx ∩Hy) - îáåäèíåíèåòî å ïî îíåçè ñå÷åíèÿ

íà Hx è Hy, ÷èÿòî ñóìà å ðàâíà íà z.
Ìíîæåñòâîòî

⋃
x+y=z(Hx ∩Hy) å ïîäìíîæåñòâîòî íà Ω, îïðåäåëÿ ñå îò

âåëè÷èíàòà z è åñòåñòâåíî îçíà÷àâàìå ñ Hz. Çà âñÿêà ñòîéíîñò íà z ∈ R
ìíîæåñòâîòî Hz ïðèíàäëåæè íà àëãåáðàòà A, òúé êàòî å îáåäèíåíèå îò
ñå÷åíèÿ íà åëåìåíòè îò A:

∀z ∈ R Hz ∈ A

èëè âåëè÷èíàòà Z å ñëó÷àéíà âåëè÷èíà (Z : Ω→ R å èçìåðèìà ôóíêöèÿ).
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2 Ìàòåìàòè÷åñêî î÷àêâàíå

2.1 Ìîìåíòè

Ìàòåìàòè÷ñêî î÷àêâàíå íà äèñêðåòíà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà X å ïðåòåãëå-
íàòà ñóìà îò ñòîéíîñòèòå �è ñ òåãëà ñúîòâåòíèòå èì âåðîÿòíîñòè (E êàòî
expectation):

EX =
∑
k

xk.pk èëè ïî-ïðîñòî EX =
∑
x

x.px.

Êîãàòî ñóìàòà å áåçêðàåí ðåä êàçâàìå, ÷å î÷àêâàíåòî ñúùåñòâóâà, àêî
ðåäúò å àáñîëþòíî ñõîäÿù: E |X| < +∞.

Î÷åâèäíî, àêî ñëó÷àéíà âåëè÷èíà å êîíñòàíòà, ò.å. X = c ñ âåðîÿòíîñò
1, òî ìàòåìàòè÷åñêîòî �è î÷àêâàíå å EX = 1.c = c.

Ìàòåìàòè÷ñêîòî î÷àêâàíå îïðåäåëÿ ïàðàìåòúð, õàðàêòåðèçèðàù ïîëî-
æåíèåòî (ëîêàöèÿòà) íà ðàçïðåäåëåíèåòî è çàòîâà ñå íàðè÷à îùå ñðåäíà
ñòîéíîñò. Íàèñòèíà, íåêà èçìåñòèì âñè÷êè ñòîéíîñòè íà ñëó÷àéíàòà âåëè-
÷èíà X íà åäíî è ñúùî ðàñòîÿíèå c èëè ñ äðóãè äóìè îïðåäåëèì ñëó÷àéíà
âåëè÷èíà Y = X + c ñúñ ñòîéíîñòè yk = xk + c. Ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå
íà Y èëè X + c å

E (X + c) =
∑
k

(xk + c).pk =
∑
k

xk.pk + c.
∑
k

pk = EX + c.

Àíàëîãè÷íî ñå ïîëó÷àâà E (c.X) = c.EX.
Ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå íà ñóìà îò äâå ñëó÷àéíå âåëè÷èíè X è Y , íà

ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà Z = X+Y å ñóìàòà îò î÷àêâàíèÿòà EZ = E (X+Y ) =
EX + EY . Íàèñòèíà

EZ = E (X + Y ) =
∑
z

z.P (
⋃

x+y=z

(Hx ∩Hy)

=
∑
z

z.
∑

x,y|x+y=z

pxy =
∑
z

∑
x+y=z

(x+ y)pxy =

=
∑
x,y

(x+ y)pxy =
∑
x

x.px +
∑
y

y.py =

= EX + EY.

Àêî äâåòå ñëó÷àéíè âåëè÷èíè X è Y ñà íåçàâèñèìè, ò.å. pxy = px.py, òî
î÷àêâàíåòî íà ïðîèçâåäåíèå íà äâå ñëó÷àéíè âåëè÷èíè å ïðîèçâåäåíèå îò
î÷àêâàíèÿòà èì:

E (X.Y ) =
∑
x,y

x.y.pxy =
∑
x,y

x.y.px.py =
∑
x

x.px.
∑
y

y.py = (EX).(EY ).

Òúé êàòî ðàçëè÷íè ñúâìåñòíè ðàçïðåäåëåíèÿ ìîãàò äà èìàò åäíè è ñúùè
ìàðãèíàëíè ðàçïðåäåëåíèÿ, òî ðàçëèêàòà E (X.Y ) − (EX).(EY ) ìîæå äà
ïðèåìà ðàçëè÷íè ñòîéíîñòè, âêëþ÷èòåëíî è íóëà.

Íàèñòèíà, äîðè ðàçëèêàòà äà å ðàâíà íà íóëà, íå ñëåäâà íåçàâèñèìîñò.
Íàïðèìåð, íåêà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X ïðèåìà äâå ðàçëè÷íè ñòîéíîñòè
-1, 0 è +1 è ñúîòâåòíî ñ âåðîÿòíîñòè 1/4, 1/2 è 1/4. Î÷åâèäíî EX = 0.
Ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà Y = X2 èìà ðàçïðåäåëåíèå âúðõó 0 è 1 è äâåòå
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ñòîéíîñòè ñà ñ âåðîÿòíîñò 1/2. Î÷åâèäíî X è Y ñà çàâèñèìè, òúé êàòî
ïðè óñëîâèå X = x ïðè âñÿêà îò òðèòå ñòîéíîñòè íà x, óñëîâíîòî ðàç-
ïðåäåëåíèå å ðàçëè÷íî. Âúïðåêè òîâà î÷àêâàíåòî íà ïðîèçâåäåíèåòî èì
E (X.Y ) = E (X3) = EX = 0 ñúâïàäà ñ ïðîèçâåäåíèåòî íà î÷àêâàíèåòà
EX.EY = 0× 1 = 0.

Âàðèàöèÿ (èëè äèñïåðñèÿ) íà äèñêðåòíà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà X íàðè÷àìå
ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâíå íà êâàäðàòèòå îò îòêëîíåíèÿòà íà ñëó÷àéíàòà
âåëè÷èíà îò ìàòåìàòè÷åñêîòî �è î÷àêâàíå (îçíà÷àâàìå Var êàòî variance):

Var (X) = E (X − EX)2.

Íàðè÷à ñå îùå âòîðè öåíòðàëåí ìîìåíò. Ïîíÿêîãà å óäîáíî ïðåäñòàâÿíåòî

Var (X) = E (X − EX)2 = E (X2 − 2.X.EX + (EX)2) =
= E (X2)− 2.EX.EX + (EX)2 =
= E (X2)− (EX)2,

âàðèàöèÿòà ñå ïðåäñòàâÿ êàòî ðàçëèêà íà âòîðè (íåöåíòðàëåí) ìîìåíò ìè-
íóñ êâàäðàòà íà ïúðâèÿ ìîìåíò.

Î÷åâèäíî, àêî ñëó÷àéíà âåëè÷èíà å êîíñòàíòà, ò.å. X = c ñ âåðîÿòíîñò
1, âàðèàöèÿòà �è å íóëà: VarX = E (X − EX)2 = 1.(c − c)2 = 0. Îáðàòíîòî
ñúùî å â ñèëà: àêî âàðèàöèÿòà íà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà X å ðàâíà íà íóëà,
ñëåäâà ÷å x = EX å åäèíñòâåíàòà ñòîéíîñò ñ ïîëîæèòåëíà âåðîÿòíîñò è
âåðîÿòíîñòòà �è å ðàâíà íà 1, ò.å. å êîíñòàíòà.

Âàðèàöèÿòà çàâèñè ñàìî îò ìàùàáà èëè ñêàëàòà íà èçìåðâàíå è íå çàâèñè
îò òðàíñëàöèÿ. Íàèñòèíà

Var (X + c) = E ((X + c)− E (X + c))2 = E (X + c− EX − c))2 =
= E (X − EX)2 =
= VarX.

Ïðè óìíîæåíèå ñ êîíñòàíòà c å â ñèëà

Var (c.X) = E [(c.X)− E (c.X)]2 = E [c.(X − EX)]2 = E [c2.(X − EX)2] =
= c2.E [c2.(X − EX)2] =
= c2.VarX

èëè âàðèàöèÿòà çàâèñè ëèíåéíî îò êâàäðàòà íà ìíîæèòåëÿ.
Ìÿðêàòà çà ìàùàáà èëè ðàçñåéâàíåòî îêîëî ñðåäíàòà ñòîéíîñò å êâàä-

ðàòíèÿò êîðåí îò âàðèàöèÿòà íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà. Íàðè÷à ñå ñòàíäàð-
òíî îòêëîíåíèå è å ïðèåòî å äà ñå îçíà÷àâà ñúñ σX , ò.å. σ

2
X = VarX.

Êîâàðèàöèÿòà, ñúâìåñòíàòà âàðèàöèÿ, íà äâåòå ñëó÷àéíè âåëè÷èíè X
è Y å ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå íà ïðîèçâåäåíèåòî îò îòêëîíåíèÿòà îò
î÷àêâàíèÿòà èì cov(X,Y ) = E (X − EX)(Y − EY ).

Êîâàðèàöèÿòà å ðàâíà íà íóëà, êîãàòî äâåòå ñëó÷àéíè âåëè÷èíè ñà íå-
çàâèñèìè. Íàèñòèíà, ñëåä ðàçêðèâàíå íà ñêîáèòå

cov(X,Y ) = E (X − EX)(Y − EY ) = E (X.Y −X.EY − Y.EX + EX.EY ) =
= E (X.Y )− EX.EY.
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Îáðàòíîòî íå å âåðíî. Êàêòî âèäÿõìå ïî-ãîðå å âúçìîæíî E (X.Y ) = EX.EY
è äâåòå ñëó÷àéíè âåëè÷èíè ñà äàæå ôóíêöèîíàëíî çàâèñèìè.

Êâàäðàòúò íà êîâàðèàöèÿòà å îãðàíè÷åí îò ïðîèçâåäåíèåòî íà âàðèàöè-
èòå [cov(X,Y )]2 ≤ σ2

X .σ
2
Y . Íàèñòèíà, íåðàâåíñòâîòî

E [(X − EX) + t.(Y − EY )]2 ≥ 0

å â ñèëà çà âñÿêî ðåàëíî ÷èñëî t. Ïîëèíîìúò ñïðÿìî t îòëÿâî å îò âòîðà ñòå-
ïåí. Îò íåðàâåíñòâîòî ñëåäâà, ÷å ïîëèíîìúò íå ìîæå äà èìà äâà ðàçëè÷íè
êîðåíè, ìîæå äà èìà íàé-ìíîãî åäèí (äâîåí) ðåàëåí êîðåí. Óñëîâèåòî çà
òîâà å äèñêðèìèíàíòàòà íà êâàäðàòíèîòî óðàâíåíèå

E [(X − EX) + t.(Y − EY )]2 = σ2
X + 2t.cov(X,Y ) + t2.σ2

Y = 0,

äà å îòðèöàòåëíà èëè íàé-ìíîãî íóëà: D = [2.cov(X,Y )]2 − 4.σ2
X .σ

2
Y ≤ 0,

êîåòî å åêâèâàëåíòíî íà [cov(X,Y )]2 ≤ σ2
X .σ

2
Y . Ðàâåíñòâî ñå äîñòèãà, êîãàòî

X å ëèíåéíà ôóíêöèÿ íà Y , ò.å. êîãàòî (X − EX) + t.(Y − EY = 0).
Êîåôèöèåíò íà êîðåëàöèÿ íà äâå ñëó÷àéíè âåëè÷èíè X è Y íàðè÷àìå

íîðìèðàíàòà èì ñ ïðîèçâåäåíèåòî íà ñòàíäàðòíèòå èì îòêëîíåíèÿ êîâàðè-
àöèÿ. Îçíà÷àâàìå ñ ρ(X,Y ):

ρ(X,Y ) =
cov(X,Y )√
σ2
X .σ

2
Y

.

Ñóìàòà íà äâå ñëó÷àéíè âåëè÷èíè íå âèíàãè å ðàâíà íà ñóìàòà îò äèñ-
ïåðñèèòå íà ñúáèðåìèòå:

Var (X + Y ) = E [(X + Y )− E (X + Y )]2 = E [(X − EX) + (Y − EY )]2 =
= E [(X − EX)2 + 2(X − EX).(Y − EY ) + (Y − EY )2] =
= VarX + 2.E (X − EX)(Y − EY ) + Var Y =

= VarX + Var Y + 2.

=︷ ︸︸ ︷
cov(X,Y ) .

Ñ äðóãè äóìè Var (X+Y ) = VarX+Var Y ñàìî êîãàòî cov(X,Y ) = 0 èëè
êîâàðèàöèÿòà, ñúîòâåòíî ñúùî è êîðåëàöèÿòà, å ðàâíà íà íóëà. Íàðè÷àìå ãè
íåêîðåëèðàíè. Äâå íåçàâèñèìè ñëó÷àéíè âåëè÷èíè ñà âèíàãè íåêîðåëèðàíè.
Êàêòî âèäÿõìå â ïðèìåðà ïî-ãîðå, íåêîðåëèðàíèòå ñà ñëó÷àéíè âåëè÷èíè
X è Y = X2 ñà çàâèñèìè.

2.2 Ïîðàæäàùà ìîìåíòèòå ôóíêöèÿ

Ïîðàæäàùà ìîìåíòèòå ôóíêöèÿ èëè ôóíêöèÿMX(t), ïîðàæäàùà ìîìåí-
òèòå íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X å ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå íà ñëó÷àéíàòà
âåëè÷èíà et.X :

MX(t) = E et.X .

Çàáåëåæèòåëíîòî íà òàçè ôóíêöèÿ å, ÷å âèíàãè ïðè t = 0 å ðàâíà íà 1:
MX(0) = 1. Àêî îñâåí òîâà ñúùåñòâóâà ïðîèçâîäíà îò ðåä k â îêîëíîñò íà
íóëàòà - çà |t| < h, ïðè íÿêàêâî h > 0, ñúùåñòâóâàò è âñè÷êè ïðîèçâîäíè îò
ðåä m < k. Ïðîèçâîäíàòà îò ðåä k íà ôóíêöèÿòà MX(t) èìàò ñëåäíèÿ âèä:

dk

dtk
MX(t) =

dk

dtk
E et.X = E

dk

dtk
et.X = EXket.X .
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Ñòîéíîñòòà �è ïðè t = 0 ñúâïàäà ñ ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå íà Xk:

dk

dtk
MX(0) = E (Xke0.X) = E (Xk).

Êîãàòî ðàçïðåäåëåíèåòî íà X å òàêîâà, ÷å ôóíêöèÿòà ïîðàæäàùà ìî-
ìåíòèòå ìó èìà ïúðâè äâå ïðîèçâîäíè â îêîëíîñò íà íóëàòà, ìàòåìàòè÷åñ-
êî î÷àêâàíå è âàðèàöèÿ ñå îïðåäåëÿò îò ñòîéíîñòèòå íà ïðîèçâîäíèòå ïðè
t = 0:

EX = M ′(0),
VarX = E (X − EX)2 = E (X2 − 2.X.EX + (EX)2) =

= E (X2)− (EX)2 = M ′′(0)− (M ′(0))2.

3 Íÿêîè äèñêðåòíè ðàçïðåäåëåíèÿ

3.1 Ðàâíîìåðíî äèñêðåòíî ðàçïðåäåëåíèå

Ñëó÷àéíà âåëè÷èíà X èìà äèñêðåòíî ðàâíîìåðíî ðàçïðåäåëåíèå, êîãàòî å
äèñêðåòíà, êðàéíà (ïðîñòà) X = {x1, . . . , xn} è ñ ðàâíè âåðîÿòíîñòè, êîíñ-
òàíòà, çà âñÿêà îò ñòîéíîñòèòå �è: P (X = xk) = c. Îò óñëîâèåòî

∑
x px = 1

ñå îïðåäåëÿ ñòîéíîñòòà íà êîíñòàíòàòà c = 1
n .

Ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå íà X å ñðåäíàòà àðèòìåòè÷íà îò ñòîéíîñòèòå
â X

EX =
n∑
k=1

xk.
1
n

=
x1 + · · ·+ xn

n
= x̄

.
Âàðèàöèÿòà íà X e ñðåäíîòî êâàäðàòè÷íî îòêëîíåíèå (ñðåäíàòà àðèò-

ìåòè÷íà íà êâàäðàòèòå íà îòêëîíåíèÿòà) îò ñðåäíàòà àðèòìåòè÷íà:

VarX =
n∑
k=1

(xk − x̄)2.
1
n

=
(x1 − x̄)2 + · · ·+ (xn − x̄)2

n
.

Ïðèìåðè.

• Ñëó÷àéíà âåëè÷èíà X ñ ðàâíîìåðíî ðàçïðåäåëåíèå âúðõó öåëèòå ÷èñ-
ëà 1, 2, . . . , n èìà ìàòåìàòè÷åñêî î÷àêâàíå

EX =
n∑
k=1

1
n
.k =

1
n
.

n∑
k=1

k =
1
n
.
n.(n+ 1)

2
=
n+ 1

2

è äèñðåëñèÿ

VarX = E (X − EX)2 = E (X2)− (EX)2 =
1
n
.

n∑
k=1

k2 −
(
n+ 1

2

)2

=

=
1
n
.
(2n+ 1).n.(n+ 1)

6
− (n+ 1)2

4
=

=
n+ 1

12
. [2.(2n+ 1)− 3.(n+ 1)] =

(n+ 1).(n− 1)
12

=
n2 − 1

12
.
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• Ðàâíîìåðíîòî ðàçïðåäåëåíèå å ìîäåë ïðè ÷åñòíè õàçàðòíè èãðè êàòî
çàðîâå, òîòî, çà êîèòî ñå ïðåäïîëàãà åäíàêâè âåðîÿòíîñòè çà âñåêè
ðåçóëòàò.

• Åìïèðè÷íî ðàçïðåäåëåíèå. Ïðè n íàáëþäåíèÿ - íàáëþäåíèÿ íà êîëè-
÷åñòâåíà õàðàêòåðèñòèêà íà n îáåêòà, êîãàòî íÿìà äðóãè ñúîáðàæåíèÿ
çà ïðåäïî÷èòàíèå íà íÿêîå îò íàáëþäåíèÿòà, âñè÷êè ñà ðàâíîñòîéíè
èëè ñ äðóãè äóìè ñà ïðåäñòàâèòåëíà (è õîìîãåííà) èçâàäêà îò ãåíå-
ðàëíà ñúâêóïíîñò (ïîïóëàöèÿ) íà âñÿêî íàáëþäåíèå ïðèïèñâàìå ðàâ-
íè òåãëà ïî 1

n . Åìïèðè÷íîòî ðàçïðåäåëåíèå ïðèïèñâà âåðîÿòíîñò
1
n íà

âñÿêî íàáëþäåíèå. Òî å ðàâíîìåðíî, àêî íÿìà ïîâòîðåíèÿ. Àêî íÿêîë-
êî íàáëþäåíèÿ, äà êàæåì k, èìàò åäíà è ñúùà ñòîéíîñò, òî åñòåñòâåíî
ïðèïèñâàìå íà òàêàâà ñòîéíîñò âåðîÿòíîñò k

n è ðàâíîìåðíîñòòà ñå íà-
ðóøàâà.

3.2 Áèíîìíî ðàçïðåäåëåíèå

Ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X èìà áèíîìíî ðàçïðåäåëåíèå, êîãàòî ñòîéíîñòèòå �è
ñà öåëèòå ÷èñëà îò 0 äî n, X = {0, 1, 2, . . . , n}, âåðîÿòíîñòèòå èì ñà

P (X = k) =
(
n

k

)
pk.qn−k =

n!
k!(n− k)!

, k = 0, 1, 2, . . . , n,

êúäåòî ïàðàìåòúðúò p ∈ [0, 1] è çà óäîáñòâî å ïîëîæåíî q = 1− p.
Çíàêúò

(
n
k

)
(à ñúùî è Ckn - êîìáèíàöèè îò n åëåìåíòà k-òè êëàñ) å èçâåñ-

òíèÿ áèíîìåí êîåôèöèåíò îò ðàçâèòèåòî íà Íþòîíîâèÿ áèíîì

(a+ b)n =
(
n

0

)
a0.bn +

(
n

1

)
a1.bn−1 + · · ·+

(
n

k

)
ak.bn−k + · · ·+

(
n

n

)
an.b0.

Ïîíÿêîãà îçíà÷àâàìå
(
n
k

)
ñ Ckn - êîìáèíàöèè îò n åëåìåíòà k-òè êëàñ,

à ñ Bi(n, p) êëàñà íà ñëó÷àéíèòå âåëè÷èíè ñ áèíîìíî ðàçïðåäåëåíèå X ∈
Bi(n, p) èëè X ∼ Bi(n, p).

Ìàòåìàòè÷åñêî î÷àêâàíå è âàðèàöèÿ. Èçïîëçâàìå Íþòîíîâèÿ áèíîì è
ïîëó÷àâàìå çà ïîðàæäàùàòà ìîìåíòèòå ôóíêöèÿ íà X:

M(t) = E (et.X) =
n∑
k=0

(
n

k

)
pk.qn−k.et.k =

=
n∑
k=0

(
n

k

)
(p.et)k.qn−k = (p.et + q)n.

Äèôåðåíöèðàìå äâà ïúòè

M ′(t) =
d

dt
(p.et + q)n = n.(p.et + q)n−1.p.et,

M ′′(t) =
d

dt

[
n.p.(p.et + q)n−1.et

]
=

= n.p.(p.et + q)n−1 + n.p.(n− 1).(p.et + q)n−2.p.et
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Çàìåñòâàìå ñ t = 0 è ïîëó÷àâàìå:

EX = M ′(0) = n.p.(p.e0 + q)n−1 = n.p.(p+ q)n−1 = n.p,

EX2 = M ′′(0) = n.p+ n.p.(n− 1).p = n.p+ n.(n− 1).p2,

VarX = EX2 − (EX)2 = n.p+ n2.p2 − n.p2 − (n.p)2 =
= n.p− n.p2 = n.p.q.

Ïðèìåð. (Ñõåìà íà Áåðíóëè) Ïðîâåæäàò ñå n îïèòà (åêñïåðèìåíòà) íåçà-
âèñèìî è ïðè åäíè è ñúùè óñëîâèÿ. Íàáëþäàâà ñå äàëè ñúáèòèåòî A ñå ñáúä-
âà èëè íå. Àëãåáðàòà îò ñúáèòèÿ âúâ âåðîÿòíîñòíîòî ïðîñòðàíñòâî (Ω,A, P )
ïðè åäèí îïèò ñå ñúñòîè îò ÷åòèðèòå ìíîæåñòâà A = {∅, A,Ac,Ω}. Íåêà
IA(ω) å èíäèêàòîðúò íà ñúáèòèåòî A è íåêà P (IA = 1) = p. Âåðîÿòíîñòíî-
òî ïðîñòðàíñòâî çà åäèí îïèò å èçîìîðôíî íà ïîðîäåíîòî îò èíäèêàòîðà,
à èìåííî Ω = {1, 0}, àëãåáðàòà îò ñúáèòèÿ å A å ïîðîäåíà îò ðàçáèâàíåòî
H0 = {0}, H1 = {1}. Ìîæå äà çàïèøåì, ÷å P (IA = x) = px.(1 − p)1−x çà
x ∈ Ω = {1, 0}.

Âåðîÿòíîñòíîòî ïðîñòðàíñòâî çà n-òå îïèòà ìîæå äà ñå êîíñòðóèðà êàòî
äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå íà n-òå ïðîñòðàíñòâà çà âñåêè åäèí îò n-òå îïè-
òà (Ω×n,A×n, Pn). Ìíîæåñòâîòî îò åëåìåíòàðíèòå ñúáèòèÿ Ω×n ñå ñúñòîè
îò âñè÷êè âåêòîðè (x1, x2, . . . , xn) êàòî çà xi å ñòîéíîñòòà íà èíäèêàòîðà
íà A â i-òèÿ îïèò ñ âúçìîæíèòå ñòîéíîñòè 0 èëè 1. Âåðîÿòíîñòòà íà åäíî
åëåìåíòàðíî ñúáèòèå å

P (ω) = P (x1, x2, . . . , xn) = pk.(1− p)n−k,
êúäåòî k å áðîÿò íà åäèíèöèòå â ω è n− k - áðîÿò íà íóëèòå: k =

∑n
i=1 xi.

Ñóìàòà íà èíäèêàòîðèòå èëè áðîÿ íà óñïåøíèòå îïèòè â ñåðèÿ îò n
íåçàâèñèìè åäíîòèïíè åêñïåðèìåíòà èìà áèíîìíî ðàçïðåäåëåíèå.

3.3 Ãåîìåòðè÷íî ðàçïðåäåëåíèå

Äèñêðåòíî öåëî÷èñëåíî, íî íå êðàéíî, ðàçïðåäåëåíèå îïðåäåëåíî ñ X =
{0, 1, 2, . . .} è âåðîÿòíîñòè px = p.(1 − p)x, x ∈ X íàðè÷àìå ãåîìåòðè÷íî ñ
ïàðàìåòúð p ∈ [0, 1] è îçíà÷àâàìå ñ Ge(p). Ñëó÷àéíà âåëè÷èíà X ∼ Ge(p)
îçíà÷àâà, ÷å

P (X = k) = pk = p.(1− p)k = p.qk, (p+ q = 1), k = 0, 1, 2, . . . .

Óñëîâèåòî
∑
x px = 1 ñëåäâà îò ñóìàòà íà áåçêðàéíàòà ãåîìåòðè÷íà ïðîãðå-

ñèÿ, îòêúäåòî å è èìåòîíà ðàçïðåäåëåíèåòî:
∞∑
k=0

p.qk = lim
n→∞

p.
1− qn+1

1− q
= p.

1
1− q

= 1.

Ìàòåìàòè÷åñêî î÷àêâàíå è âàðèàöèÿ. Çà ïîðàæäàùàòà ìîìåíòèòå ôóí-
êöèÿ íà X ∼ Ge(p) ïîëó÷àâàìå :

M(t) = E (et.X) =
∞∑
k=0

p.qk.et.k =

= =
∞∑
k=0

p. [q.e]t.k =

= p.
1

1− q.et
.
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Äèôåðåíöèðàìå äâà ïúòè

M ′(t) =
d

dt

[
p

1− q.et

]
=
p.(−1).(−q).et

(1− q.et)2
=

p.q.et

(1− q.et)2
,

M ′′(t) =
d

dt

[
p.q.et

(1− q.et)2

]
=
p.q.et.(1− q.et)2 − p.q.et.2.(1− q.et).(−q).et

(1− q.et)4
=

=
p.q.et + p.q2.e2.t

(1− q.et)3
.

Çàìåñòâàìå ñ t = 0 è ïîëó÷àâàìå:

EX = M ′(0) =
p.q.e0

(1− q.e0)2
=

p.q

(1− q)2
=
q

p
,

EX2 = M ′′(0) =
p.q + p.q2

(1− q)3
=
q + q2

p2
,

VarX = EX2 − (EX)2 =
q + q2

p2
− q2

p2
=

q

p2
.

Ïðèìåðè. Ãåîìåòðè÷íîòî ðàçïðåäåëåíèå å ïîäõîäÿù ìîäåë çà èçñëåäâà-
íå íàäåæäíîñò íà èçäåëèÿ ïðè ìíîãîêðàòíà óïîòðåáà (âåäíúæ ñòîìíà çà
âîäà, äâàæ . . . è íàêðàÿ ÿ íÿìà ;); êëàñè÷åñêè ïðèìåð å ñòðåëáà â öåë äî
ïîðàçÿâàíå.

3.4 Ïîàñîíîâî ðàçïðåäåëåíèå

Äèñêðåòíî öåëî÷èñëåíî, íî íå êðàéíî, ðàçïðåäåëåíèå îïðåäåëåíî ñ X =
{0, 1, 2, . . .} è âåðîÿòíîñòè

px = e−λ.
λx

x!
, x ∈ X

íàðè÷àìå Ïîàñàíîâî ñ ïàðàìåòúð λ > 0 è îçíà÷àâàìå ñ Po(λ). Ñëó÷àéíà
âåëè÷èíà X ∼ Po(λ) îçíà÷àâà, ÷å

P (X = k) = e−λ.
λk

k!
, k = 0, 1, 2, . . . .

Èçïúëíåíèåòî íà óñëîâèåòî
∑
x px = 1 ñëåäâà îò ðàçëàãàíåòî íà åêñïîíåí-

öèàëíàòà ôóíêöèÿ â áåçêðàåí ðåä:

ex =
∞∑
k=0

xk

k!
.

Ìàòåìàòè÷åñêî î÷àêâàíå è âàðèàöèÿ. Çà ïîðàæäàùàòà ìîìåíòèòå ôóí-
êöèÿ íà X ∼ Po(λ) ïîëó÷àâàìå :

M(t) = E et.X =
∞∑
k=0

e−λ.
λk

k!
.et.k = e−λ.

∞∑
k=0

ek. lnλ

k!
.et.k =

= e−λ. exp{et+lnλ} = exp{λet − λ} =
= exp{λ(et − 1)}.

13



Äèôåðåíöèðàìå äâà ïúòè

M ′(t) =
d

dt
exp{λ(et − 1)} = exp{λ(et − 1)}.λet,

M ′′(t) =
d

dt
exp{λ(et − 1)}.λet =

= exp{λ(et − 1)}.λet + exp{λ(et − 1)}.(λet)2.

Çàìåñòâàìå ñ t = 0 è ïîëó÷àâàìå:

EX = M ′(0) = exp{λ(e0 − 1)}.λe0 = exp{λ(1− 1)}.λ = λ,

EX2 = M ′′(0) = exp{λ(e0 − 1)}.λe0 + exp{λ(e0 − 1)}.(λe0)2 = λ+ λ2,

VarX = EX2 − (EX)2 = λ+ λ2 − λ2 = λ.

Ïðèìåðè. Ðàçïðåäåëåíèåòî íà Ïîàñîí å ïðèáëèæåíèå íà áèíîìíîòî ðàç-
ïðåäåëåíèå çà ãîëåìè (ðàñòÿùè) ñòîéíîñòè n è ïîñòîÿííî ïðîèçâåäåíèåòî
n.p ðàâíî (èëè ñ ãðàíèöà) λ.

Òî å êëàñè÷åñêè ìîäåë íà �ðåäêè� ñúáèòèÿ. Íåêà T å ìîìåíòúò íà íàñòúï-
âàíå íà �ðÿäêîòî� ñúáèòèå è äà îçíà÷èì íàñòúïâàíåòî ìó â åäèíè÷íèÿ èí-
òåðâàë [0, 1] ñ A = {T ∈ [0, 1]}. Îçíà÷àâàìå âåðîÿòíîñòòà ìó ñ P (A) = p1 = λ.
Âåðîÿòíîñòòà çà ïîâòîðíî íàñòúïâàíå íà ñúáèòèåòî å �ïðåíåáðåæèìî ìàë-
êà�. Ñëåäîâàòåëíî, ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå �ïî÷òè ñúâïàäà� ñ âåðîÿò-
íîñòòà λ.

Ñåãà íåêà ðàçäåëèì åäèíè÷íèÿ èíòåðâàë íà n ïîñëåäîâàòåëíè èíòåðâàëà
îò âðåìå ñ äúëæèíà 1

n è íåêà Ai = {T ∈ [(i− 1)/n, i/n]} å íàñòúïâàíå íà
�ðåäêî� ñúáèòèå â i-òèÿ èíòåðâàë.

Äîïóñêàìå ñåãà, ÷å âåðîÿòíîñòòà íà âñÿêî ñúáèòèå Ai å åäíà è ñúùà
pn = λ

n è ñúáèòèÿòà A1, A2, . . . , An ñà íåçàâèñèìè. Áðîÿò íà èíòåðâàëèòå, â
êîèòî ðåäêèòå ñúáèòèÿ ñà íàñòúïèëè å ñëó÷àéíà âåëè÷èíà ñ áèíîìíî ðàçï-
ðåäåëåíèå Bi(n, pn) ñ ìàòåìàòè÷åñêî î÷àêâíå n.pn = λ.

Âåðîÿòíîñòòà pn êëîíè êúì 0 ïðè n → ∞ è ïðîèçâåäåíèåòî n.pn =
n.λn = λ å êîíñòàíòà. Ïðè òåçè óñëîâèÿ (Òåîðåìà íà Ïîàñîí), áèíîìíèòå
âåðîÿòíîñòè êëîíÿò êúì âåðîÿòíîñòèòå íà Ïîàñîíîâîòî ðàçïðåäåëåíèå ñ
ïàðàìåòúð λ. Òîâà å îñíîâàíèå äà èçïîëçâàìå ïðèáëèæåíèåòî:

e−λ
λk

k!
≈ n!
k!.(n− k)!

pk.(1− p)n−k, k = 0, 1, 2, . . . .

è â ïðàêòè÷åñêè ñëó÷àè íà ãîëåìè n è ìàëêî p. Àïðîêñèìèðàìå âåðîÿò-
íîñòèòå íà áèíîìíîòî ðàçïðåäåëåíèå Bi(n, p) ñ âåðîÿòíîñòèòå íà Ïîàñîíîâî
ðàçïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòúð λ = n.p.

3.5 Õèïåðãåîìåòðè÷íî ðàçïðåäåëåíèå

Õèïåðãåîìåòðè÷íîòî ðàçïðåäåëåíèå å öåëî÷èñëåíî ðàçïðåäåëåíèå ñ âåðîÿò-
íîñòè

pk =

(
M
k

)
.
(
N
n−k
)(

M+N
n

) =
M !

k!.(M−k)! .
N !

(n−k)!.(N−n+k)!

(M+N)!
n!.(M+N−n)!

,

êîãàòî âñè÷êè ôàêòîðèåëè èìàò íåîòðèöàòåëåí àðãóìåíò è pk = 0 â îñòà-
íàëèòå ñëó÷àè. Õèïåðãåîìåòðè÷íîòî ðàçïðåäåëåíèå å êðàéíî. Íåêà X å ñ
õèïåðãåîìåòðè÷íî ðàçïðåäåëåíèå:
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P (X = k) = pk, k = 0, 1, 2, . . . , n, à àêî k > M èëè k < n−N âåðîÿòíîñòòà
pk = 0.

Äà ïðîâåðèì, ÷å ñóìàòà îò âåðîÿòíîñòèòå pk å ðàâíà íà 1. Îò óðíà ñ
M + N òîïêè èçâàæäàìå n îò òÿõ ïî

(
M+N
n

)
íà÷èíà. Íåêà M ñà áåëè è N

ñèíè. Îò èçâàäêèòå òî÷íî
(
M
k

)
.
(
N
n−k
)

ñà ñ k áåëè è n − k ñèíè. Áðîÿò íà
áåëèòå k ìîæå äà å 0, 1, . . . , n. Ñëåäîâàòåëíî(

M +N

n

)
=

n∑
k=0

(
M

k

)
.

(
N

n− k

)
,

îò êîåòî ñëåäâà, ÷å
∑
k pk = 1.

Ìàòåìàòè÷åñêî î÷àêâàíå è âàðèàöèÿ. Ùå ãè îïðåäåëèì äèðåêòíî êàòî
èçïîëçâàìå ïúðâî, ÷å k.

(
M
k

)
= M.

(
M−1
k−1

)
è
(
M+N
n

)
= M+N

n

(
M+N−1
n−1

)
:

EX =
∑
k

k.pk =
∑
k

k.
(
M
k

)
.
(
N
n−k
)(

M+N
n

) =
M.n

M +N
.
∑
k

(
M−1
k−1

)
.
(
N
n−k
)(

M+N−1
n−1

)︸ ︷︷ ︸
=1

,

èëè EX = M.n
M+N .

Àíàëîãè÷íî çà î÷àêâàíåòî íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X.(X − 1) (âòîðè
ôàêòîðèëåí ìîìåíò íà X) ïîëó÷àâàìå

E (X.(X − 1)) =
∑
k

k.(k − 1).
(
M
k

)
.
(
N
n−k
)(

M+N
n

) =

=
M.(M − 1).n.(n− 1

(M +N).(M +N − 1)
.
∑
k

(
M−2
k−2

)
.
(
N
n−k
)(

M+N−2
n−2

)︸ ︷︷ ︸
=1

.

Âàðèàöèÿòà ùå ïîëó÷èì îò ðàâåíñòâîòî:

VarX = E (X.(X − 1)) + EX − (EX)2 =

=
M.(M − 1).n(n− 1

(M +N)(M +N − 1)
+

M.n

M +N
− (M.n)2

(M +N)2
,

êîåòî ñëåä ïðèâåæäàíå ïîä îáù çíàìåíàòåë è ðàçêðèâàíå ñêîáèòå â ÷èñëè-
òåëÿ ïîëó÷àâàìå

VarX =
n.M.N.(M +N − n)

(M +N)2.(M +N − 1)
.

Ïðèìåð. Â ïàðòèäà îò M + N èçäåëèÿ M ñà äåôåêòíè, à N íå ñà. Ïðè
ñëó÷àéíà èçâàäêà áåç âðúùàíå ñ îáåì n, âåðîÿòíîñòòà áðîÿò íà äåôåêòíèòå
èçäåëèÿ â èçâàäêàòà X èìà õèïåðãåîìåòðè÷íî ðàçïðåäåëåíèå

P (X = k) =

(
M
k

)
.
(
N
n−k
)(

M+N
n

) .

Áðîÿò íà ïîçíàòèòå ÷èñëà â åäèí ôèø ïðè åäíî òåãëåíå îò èãðàòà �6 îò
49� èìà õèïåðãåîìåòðè÷íî ðàçïðåäåëåíèå

P (X = k) =

(
6
k

)
.
(

43
6−k
)(

49
6

) .
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