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1. БȡșеȐȖ ȢȡțȘцȖȖ. ТеȜȞеȚȎ țȎ ПȜȟȠ-ȍȏșȜțȟȘȖ ȕȎ 
ȝъșțȜȠȎ. 

 
 

ǻȓȘȎ J2 = { еб ж}г ǰȟȭȘȎ ȢȡțȘȤȖȭ f п J2
n  J2, n  , n ≥ 1 țȎȞȖȥȎȚȓ 

 

двоична (булева) функция. 
ǰȟȭȘȎ ȢȡțȘȤȖȭ f п J2

n  J2 ȚȜȔȓȚ ȒȎ ȞȎȕȑșȓȔȒȎȚȓ ȘȎȠȜ ȢȡțȘȤȖȭ 
țȎ n țȓȕȎȐȖȟȖȚȖ ȝȞȜȚȓțșȖȐȖ x1, x2, …б xn. 
ǿ F2

n ȧȓ ȜȕțȎȥȎȐȎȚȓ ȚțȜȔȓȟȠȐȜȠȜ țȎ ȐȟȖȥȘȖ ȒȐȜȖȥțȖ ȢȡțȘȤȖȖ țȎ 
2n 

n ȝȞȜȚȓțșȖȐȖ. ǼȥȓȐȖȒțȜ ȓб ȥȓ |F2
n| = 2  . 


ǼȕțȎȥȎȐȎȚȓ F2 = Fn - ȚțȜȔȓȟȠȐȜȠȜ țȎ ȐȟȖȥȘȖ ȒȐȜȖȥțȖ ȢȡțȘȤȖȖ. 

n=1 

ǰȨȐȓȔȒȎȚȓ ȟȠȎțȒȎȞȠțȎ (șȓȘȟȖȘȜȑȞȎȢȟȘȎ) țȎȞȓȒȏȎ țȎ J2
n:  = a1a2…an ȝȞȓȒȦȓȟȠȐȎ  = b1b2…bn, ȎȘȜ ȟȨȧȓȟȠȐȡȐȎ 

i  { 1, 2, .., n}, ȠȎȘȜȐȎ ȥȓ a1 = b1, a2 = b2, …б ai-1 = bi-1, 
ai < bi (ai = 0, bi = 1). ǽȞȖ ȟȠȎțȒȎȞȠțȜ ȝȜȒȞȓȒȓțȖ ȐȓȘȠȜȞȖ ȜȠ J2

n 

ȐȟȭȘȎ ȏȡșȓȐȎ ȢȡțȘȤȖȭ ȟȓ ȕȎȒȎȐȎ ȓȒțȜȕțȎȥțȜ ȟ ȒȐȜȖȥȓț 
ȐȓȘȠȜȞ-ȟȠȨșȏ ȟ ȞȎȕȚȓȞțȜȟȠ 2n. ТȜȐȎ ȜȕțȎȥȎȐȎб ȥȓ i-ȠȎȠȎ ȘȜȚȝȜțȓțȠȎ 
țȎ ȐȓȘȠȜȞȎ-ȟȠȨșȏ ȓ ȟȠȜȗțȜȟȠȠȎ țȎ ȢȡțȘȤȖȭȠȎ ȕȎ i-ȠȖȭ ȐȓȘȠȜȞ ȜȠ J2

n 

Ȑ ȟȠȎțȒȎȞȠțȎȠȎ țȎȞȓȒȏȎг 
 
ǻȓȘȎ f (x1, x2, …б xn)  F2

n, gi (y1, y2, …б ym)  F2
m, i = 1, 2, ..., n. 

ФȡțȘȤȖȭȠȎ h (y1, y2, …б ym) = f (g1 (y1, …б ym), g2 (y1, …б ym), …б 
gn  (y1, …б ym)) țȎȞȖȥȎȚȓ суперпозиция țȎ g1, g2, …б gn ȐȨȐ f. 

 

 

КȎȕȐȎȚȓб ȥȓ ȢȡțȘȤȖȭȠȎ f : J2
n  J2 не зависи съществено ȜȠ 

ȝȞȜȚȓțșȖȐȎȠȎ xi, ȎȘȜ f (x1, …б xi-1, 0, xi+1, …б xn) = f (x1, …б xi-1, 1, xi+1, 
…б xn). Ǽȧȓ ȘȎȕȐȎȚȓб ȥȓ xi ȓ фиктивна променлива. 
ȍȟțȜ ȓб ȥȓ ȘȨȚ ȐȟȭȘȎ ȒȐȜȖȥțȎ ȢȡțȘȤȖȭ țȎ n ȝȞȜȚȓțșȖȐȖ ȚȜȔȓȚ ȒȎ 
ȒȜȏȎȐȖȚ ȘȜșȘȜȠȜ ȖȟȘȎȚȓ ȢȖȘȠȖȐțȖ ȝȞȜȚȓțșȖȐȖ. ТȎȘȎ ȚȜȔȓȚ ȒȎ 
ȟȥȖȠȎȚȓб ȥȓ ȟȡȝȓȞȝȜȕȖȤȖȭȠȎ țȎ g1, g2, …б gn ȐȨȐ f ȓ ȒȓȢȖțȖȞȎțȎ 
ȒȜȞȖ ȘȜȑȎȠȜ g1, g2, …б gn ȟȎ ȢȡțȘȤȖȖ țȎ ȞȎȕșȖȥȓț ȏȞȜȗ ȝȞȜȚȓțșȖȐȖ. 

 
ǻȓȘȎ F = { f0, f1, …}  F2. ǻȓȘȎ X = { f, x, еб жб (б )б сȕȎȝȓȠȎȭ> }. 
ǽȜ-țȎȠȎȠȨȘ ȧȓ ȕȎȝȖȟȐȎȚȓ ȒȡȚȖȠȓ f, x, ȘȨȒȓȠȜ ,   { 0, 1}+ ȘȎȠȜ 

fi, xj, ȘȨȒȓȠȜ  ȓ ȒȐȜȖȥțȜȠȜ ȝȞȓȒȟȠȎȐȭțȓ țȎ ȥȖȟșȜȠȜ i,  ȓ ȒȐȜȖȥțȜȠȜ 
ȝȞȓȒȟȠȎȐȭțȓ țȎ ȥȖȟșȜȠȜ jг ДȓȢȖțȖȞȎȚȓ ȖțȒȡȘȠȖȐțȜ ȝȜțȭȠȖȓȠȜ 
формула над множеството от функции F: 

ǯȎȕȎп ǵȎ ȐȟȭȘȎ ȢȡțȘȤȖȭ fi  F țȎ n ȝȞȜȚȓțșȖȐȖ ȒȡȚȎȠȎ 
fi (x1, x2, …б xn)  X* ȓ ȢȜȞȚȡșȎ țȎȒ F. 
ǽȞȓȒȝȜșȜȔȓțȖȓп ǻȓȘȎ fi  F ȓ ȢȡțȘȤȖȭ țȎ n ȝȞȜȚȓțșȖȐȖ Ȗ 1, 2, …б n  X* ȟȎ ȢȜȞȚȡșȖ țȎȒ F ȖșȖ ȝȞȜȚȓțșȖȐȖ, Ƞгȓг ȜȠ ȐȖȒȎ xk. 

ǿȠȨȝȘȎп ТȜȑȎȐȎ ȒȡȚȎȠȎ fi (1, 2, …б n)  X* ȓ ȢȜȞȚȡșȎ țȎȒ F. 
 
ФȡțȘȤȖȭ ȜȠ ȐȖȒȎ f (x1, …б xn) = xk țȎȞȖȥȎȚȓ идентитет. 



x i 

ǻȓȘȎ F = { f0, f1, …}  F2. ǻȎ ȐȟȭȘȎ ȢȜȞȚȡșȎ  țȎȒ F ȟȨȝȜȟȠȎȐȭȚȓ 
ȢȡțȘȤȖȭ f  F2 ȝȜ ȟșȓȒțȖȭ țȎȥȖț: 
ǯȎȕȎп ǮȘȜ  = fi (x1, …б xn), ȠȜ ȜȝȞȓȒȓșȭȚȓ f = fi  F. 

ǽȞȓȒȝȜșȜȔȓțȖȓп ǻȓȘȎ fi  F ȓ ȢȡțȘȤȖȭ țȎ n ȝȞȜȚȓțșȖȐȖ Ȗ 1, 2, …б n ȟȎ ȢȜȞȚȡșȖ ȖșȖ ȝȞȜȚȓțșȖȐȖ Ȗ ȟȨȜȠȐȓȠțȖȠȓ ȖȚ 
ȢȡțȘȤȖȖ ȟȎ g1, g2, …б gn  F2. цȘȜ j ȓ ȝȞȜȚȓțșȖȐȎȠȎ xk, ȠȜ 
ȟȨȜȠȐȓȠțȎȠȎ ȢȡțȘȤȖȭ gj ȓ ȖȒȓțȠȖȠȓȠȨȠ xk. 

ǿȠȨȝȘȎп ТȜȑȎȐȎ țȎ ȢȜȞȚȡșȎȠȎ  = fi (1, …б n) ȟȨȝȜȟȠȎȐȭȚȓ 
ȟȡȝȓȞȝȜȕȖȤȖȭȠȎ f = fi (g1, …б gn). 

 
ǿ [F] ȧȓ ȜȕțȎȥȎȐȎȚȓ ȚțȜȔȓȟȠȐȜȠȜ ȜȠ ȐȟȖȥȘȖ ȒȐȜȖȥțȖ ȢȡțȘȤȖȖ, 
ȟȨȝȜȟȠȎȐȓțȖ țȎ ȢȜȞȚȡșȖȠȓ țȎȒ F Ȗ ȧȓ ȑȜ țȎȞȖȥȎȚȓ затваряне țȎ 
F (ȜȠțȜȟțȜ ȟȡȝȓȞȝȜȕȖȤȖȭȠȎ)г 

 
ǺțȜȔȓȟȠȐȜȠȜ ȜȠ ȢȡțȘȤȖȖ F  F2 ȓ пълно Ȑ F2, ȎȘȜ [F] = F2. 
ǼȥȓȐȖȒțȜ ȓб ȥȓ [ F2 ] = F2, țȜ ȟȨȧȓȟȠȐȡȐȎțȓȠȜ țȎ ȝȨșțȖ ȚțȜȔȓȟȠȐȎб 
ȞȎȕșȖȥțȖ ȜȠ F2 țȓ ȓ ȜȥȓȐȖȒțȜг 

 
ǻȓȘȎ F  F2. КȎȕȐȎȚȓб ȥȓ F ȓ базис, ȎȘȜп 

1. F ȓ ȝȨșțȜб Ƞгȓг [F] = F2. 
2. F ȓ ȚȖțȖȚȎșțȜ ȝȜ ȐȘșȬȥȐȎțȓ ȟ ȠȜȐȎ ȟȐȜȗȟȠȐȜб Ƞгȓг 

G  F  [G]  F2. 
 

ДȓȢȖțȖȞȎȚȓ ȒȐȜȖȥțȎ ȢȡțȘȤȖȭ f (x, ) = x ȝȜ ȟșȓȒțȖȭ țȎȥȖț: 

x = x, ȎȘȜ  = 1 Ȗ x = x б ȎȘȜ  = 0. 

 

Лемап 0 =  , 1 = . 

 

ФȜȞȚȡșȖ ȜȠ ȐȖȒȎ x i1 

1 

i2 

2 ...x 
k 

k б ȘȨȒȓȠȜ x i j  x is ȝȞȖ j  s, j  { 0, 1}, 

țȎȞȖȥȎȚȓ елементарни конюнкции. 
 

Теорема (Бул)п ǺțȜȔȓȟȠȐȜȠȜ { x  y, xy, x } ȓ ȝȨșțȜг 
ДȜȘȎȕȎȠȓșȟȠȐȜп ǮȘȜ f = 0 , ȚȜȔȓȚ ȒȎ ȝȞȓȒȟȠȎȐȖȚ f = x x Ȗ ȠȜȑȎȐȎ 

f  [{ x  y, xy, x } ]. 

ǻȓȘȎ f  0 . ТȜȑȎȐȎ f (x1, x2, …б xn) =  x 
1 x 2 ...x n б ȘȜȓȠȜ ȓ 

   ...    Jn 1       2             n 
1  2       n       2 

 
ȢȜȞȚȡșȎ țȎȒ { x  y, xy, x }. 

f (1 ,2 ,...,n ) =1 

 

ǰ ȜȕțȎȥȓțȖȭȠȎ țȎ ȒȜȘȎȕȎȠȓșȟȠȐȜȠȜб ȘȜȑȎȠȜ f  0 , ȢȜȞȚȡșȎȠȎ ȟȓ 

țȎȞȖȥȎ съвършена дизюнктивна нормална форма țȎ f. 
 
Теоремап ǻȓȘȎ F  F2 ȓ ȝȨșțȜ ȚțȜȔȓȟȠȐȜб G  F2 Ȗ ȕȎ ȐȟȭȘȎ 
ȢȡțȘȤȖȭ f  F ȖȚȎȚȓ f  [G]. ТȜȑȎȐȎ G ȓ ȝȨșțȜ ȚțȜȔȓȟȠȐȜг 



Следствиеп { xy, x } ȓ ȝȨșțȜб { x  y, x } ȓ ȝȨșțȜб 
{ 0 , 1 , xy, x  y }  ȓ ȝȨșțȜг 
ДȜȘȎȕȎȠȓșȟȠȐȜп ǼȠ ȠȓȜȞȓȚȎȠȎ țȎ ǯȡș Ȗ ȕȎȘȜțȖȠȓ țȎ Дȓ ǺȜȞȑȎț 

x  y = x y , xy = x  y Ȗ ȜȠ x = x  1 . 
 

 

ДȎ ȟȓ ȟȝȞȓȚ țȎ ȝȜȟșȓȒțȜȠȜ ȝȨșțȜ ȚțȜȔȓȟȠȐȜ ȜȠ ȟșȓȒȟȠȐȖȓȠȜг 
ǻȓȘȎ f  F2. ТȜȑȎȐȎ f ȖȚȎ ȢȜȞȚȡșȎ țȎȒ { 0 , 1 , xy, x  y }. 

ǾȎȕȘȞȖȐȎȚȓ ȟȘȜȏȖȠȓ ȐȨȐ ȢȜȞȚȡșȎȠȎб ȘȎȠȜ ȝȞȖșȎȑȎȚȓ 
ȒȖȟȠȞȖȏȡȠȖȐțȖȭ ȕȎȘȜț țȎ ȘȜțȬțȘȤȖȭȠȎ ȟȝȞȭȚȜ ȟȨȏȖȞȎțȓȠȜ ȝȜ 
ȚȜȒȡș 2, ȖȕȝȜșȕȐȎȚȓ ȖȒȓȚȝȜȠȓțȠțȜȟȠȠȎ țȎ ȡȚțȜȔȓțȖȓȠȜ (xx = x) Ȗ 

ȢȎȘȠȎб ȥȓ f  f = 0 г ǻȎȘȞȎȭ ȝȜșȡȥȎȐȎȚȓ ȚțȜȑȜȘȞȎȠțȎ ȟȡȚȎ ȝȜ 

ȚȜȒȡș 2 ȜȠ ȓșȓȚȓțȠȎȞțȖ ȘȜțȬțȘȤȖȖ ȏȓȕ ȜȠȞȖȤȎțȖȭб ȘȎȠȜ ȓȒțȎ 
ȓșȓȚȓțȠȎȞțȎ ȘȜțȬțȘȤȖȭ ȡȥȎȟȠȐȎ țȎȗ-ȚțȜȑȜ ȐȓȒțȨȔ. ǽȞȖ ȠȜȐȎб ȜȠ 
ȎțȎșȜȑȖȭȠȎ țȎ ȘȜțȬțȘȤȖȭȠȎ ȟ ȡȚțȜȔȓțȖȓȠȜ ȝȜ ȚȜȒȡș 2, ȝȜșȡȥȓțȎȠȎ 
ȢȜȞȚȡșȎ ȚȜȔȓ ȒȎ ȞȎȕȑșȓȔȒȎȚȓ ȘȎȠȜ ȝȜșȖțȜȚ țȎȒ ȝȜșȓȠȜ GF (2) 
(ȝȜșȓȠȜ ȟ ȒȐȎ ȓșȓȚȓțȠȎ)г ǻȎȞȖȥȎȚȓ ȭ полином на Жегалкин. 

 
Теоремап ǰȟȭȘȎ ȏȡșȓȐȎ ȢȡțȘȤȖȭ ȖȚȎ Ȗ ȠȜ ȓȒȖțȟȠȐȓț ȝȜșȖțȜȚ țȎ 
ǴȓȑȎșȘȖț. 
ДȜȘȎȕȎȠȓșȟȠȐȜп ǰȟȭȘȎ ȢȡțȘȤȖȭ ȖȚȎ ȝȜșȖțȜȚ, ȞȎȕșȖȥțȖȠȓ ȢȡțȘȤȖȖ 

2n 

ȖȚȎȠ ȞȎȕșȖȥțȖ ȝȜșȖțȜȚȖ Ȗ ȏȞȜȭȠ țȎ ȝȜșȖțȜȚȖȠȓ ȓ 2   = |F2
n|. 

 

КȎȕȐȎȚȓб ȥȓ ȚțȜȔȓȟȠȐȜȠȜ F  F2 ȓ затворено, ȎȘȜ [F] = F. 

ǻȎȝȞȖȚȓȞ F2 ȓ ȕȎȠȐȜȞȓțȜб ȠȨȗ ȘȎȠȜ [F2] = F2. 

ǺțȜȔȓȟȠȐȎȠȎ { 0 }, {1 }, { x, x } ȟȨȧȜ ȟȎ ȕȎȠȐȜȞȓțȖ. 

 
Теорема (критерий за затвореност)п ǻȓȘȎ F  F2 ȓ ȠȎȘȜȐȎб ȥȓ 

1. f (x) = x  F; 

2. ȕȎ ȐȟȭȘȎ ȢȡțȘȤȖȭ f (x1, …б xn)  F Ȗ g1, …б gn  F ȖȚȎȚȓ 
h = f (g1, …б gn)  F. 

ТȜȑȎȐȎ F ȓ ȕȎȠȐȜȞȓțȜ ȚțȜȔȓȟȠȐȜг 
 
KȎȕȐȎȚȓб ȥȓ ȢȡțȘȤȖȭȠȎ f (x1, …б xn)  F2 запазва нулата, ȎȘȜ 
f (еб …б е) т 0. KȎȕȐȎȚȓб ȥȓ ȢȡțȘȤȖȭȠȎ f (x1, …б xn)  F2 запазва 
единицата, ȎȘȜ f (1, …б ж) = 1. 

 
OȕțȎȥȎȐȎȚȓ ȟ T0 ȚțȜȔȓȟȠȐȜȠȜ ȜȠ ȐȟȖȥȘȖ ȏȡșȓȐȖ ȢȡțȘȤȖȖ, ȘȜȖȠȜ 
ȕȎȝȎȕȐȎȠ țȡșȎȠȎг TȓȕȖ ȜȠ Ƞȭȣ ȘȜȖȠȜ ȟȎ țȎ n ȝȞȜȚȓțșȖȐȖ 
ȜȕțȎȥȎȐȎȚȓ ȟ T0

n. OȕțȎȥȎȐȎȚȓ ȟ T1 ȚțȜȔȓȟȠȐȜȠȜ ȜȠ ȐȟȖȥȘȖ ȏȡșȓȐȖ 
ȢȡțȘȤȖȖ, ȘȜȖȠȜ ȕȎȝȎȕȐȎȠ ȓȒȖțȖȤȎȠȎ Ȗ ȟ T1

n ȠȓȕȖ ȜȠ Ƞȭȣб ȘȜȖȠȜ ȟȎ 
țȎ n ȝȞȜȚȓțșȖȐȖ. 

ǻȎȝȞȖȚȓȞ xy  T0, x  y  T0, xy  T1, x  y  T1, x  T0, x  T1, 

x  T0, x  T1, x  y  T0, x  y  T1. 

ТȎȘȎ T0  F2 Ȗ T1  F2. 



1
n 

 

ǼȥȓȐȖȒțȜб |T0
n| = 22n -1 = |T  |, ȠȨȗ ȘȎȠȜ ȐȟȭȘȎ ȢȡțȘȤȖȭ ȕȎȝȎȕȐȎȧȎ 

ȘȜȭ ȒȎ ȓ ȜȠ ȘȜțȟȠȎțȠȖȠȓ ȟȓ ȒȓȢȖțȖȞȎ ȝȜ ȝȞȜȖȕȐȜșȓț țȎȥȖț ȐȨȞȣȡ 
ȐȟȖȥȘȖ ȐȓȘȠȜȞȖ ȜȟȐȓț ȓȒȖț. 

 
Теоремап ǺțȜȔȓȟȠȐȎȠȎ T0 Ȗ T1 ȟȎ ȕȎȠȐȜȞȓțȖ ȚțȜȔȓȟȠȐȎ ȜȠ ȏȡșȓȐȖ 
ȢȡțȘȤȖȖ. 
ДȜȘȎȕȎȠȓșȟȠȐȜп ДȖȞȓȘȠțȜ ȜȠ ȘȞȖȠȓȞȖȭ ȕȎ ȕȎȠȐȜȞȓțȜȟȠ. 

 

 

ǻȓȘȎ f (x1, …б xn)  F2. ФȡțȘȤȖȭȠȎ f *(x1, …б xn), ȜȝȞȓȒȓșȓțȎ ȝȜ 
ȟșȓȒțȖȭ țȎȥȖț: ȕȎ ȐȟȓȘȖ ȐȓȘȠȜȞ a1…an  J2

n, 

f *(a1, …б an) = f (a
1
,a

2
,...,a

n 
) țȎȞȖȥȎȚȓ двойнствена țȎ f. 

 

 

ǰȓȘȠȜȞȖȠȓ  = a1a2…an  J2
n Ȗ  = 

противоположни вектори. 

a1 a2 … a n  J2
n țȎȞȖȥȎȚȓ 

 
Лемап ǰ ȟȠȎțȒȎȞȠțȎȠȎ țȎȞȓȒȏȎ țȎ J2

n, ȝȞȜȠȖȐȜȝȜșȜȔțȖȠȓ ȐȓȘȠȜȞȖ 
ȟȎ ȟȖȚȓȠȞȖȥțȜ ȞȎȕȝȜșȜȔȓțȖ ȜȠțȜȟțȜ ȟȞȓȒȎȠȎ țȎ ȠȎȏșȖȤȎȠȎг 

 
ǼȠ ȠȎȕȖ șȓȚȎ ȝȜșȡȥȎȐȎȚȓ ȟșȓȒțȖȭȠ ȎșȑȜȞȖȠȨȚ ȕȎ țȎȚȖȞȎțȓ țȎ 
ȒȐȜȗțȟȠȐȓțȎ ȢȡțȘȤȖȭ, ȕȎȒȎȒȓțȎ ȟȨȟ ȟȐȜȭ ȐȓȘȠȜȞ-ȟȠȨșȏп 

1. ȖțȐȓȞȠȖȞȎȚȓ ȐȟȭȘȎ ȟȠȜȗțȜȟȠ Ȑ ȟȠȨșȏȎр 
2. ȕȎȐȨȞȠȎȚȓ ȟȖȚȓȠȞȖȥțȜ ȟȠȨșȏȎ ȜȘȜșȜ ȟȞȓȒȎȠȎг 

КȎȠȜ țȓȝȜȟȞȓȒȟȠȐȓțȜ ȟșȓȒȟȠȐȖȓ ȜȠ ȎșȑȜȞȖȠȨȚȎ ȝȜșȡȥȎȐȎȚȓп 
ȕȎ ȐȟȭȘȎ ȢȡțȘȤȖȭ f  F2, (f *)* = f. 

 

ǿ ȝȞȖșȎȑȎțȓ țȎ ȎșȑȜȞȖȠȨȚȎ ȚȜȔȓȚ ȒȎ ȡȟȠȎțȜȐȖȚ ȟșȓȒțȖȠȓ 
ȒȐȜȗțȟȠȐȓțȜȟȠȖ: ( 0 )* = 1 , (x)* = x, ( x )* = x , (xy)* = x  y. 

 
Лема (двойнственост на сложна функция)п 
ǮȘȜ h = f (g1, …б gn), ȠȜ h* = f *(g1*, …б gn*). 

 
ФȡțȘȤȖȭȠȎ f (x1, …б xn)  F2 țȎȞȖȥȎȚȓ самодвойнствена, 
ȎȘȜ f * = fг ǿȨȟ S ȜȕțȎȥȎȐȎȚȓ ȚțȜȔȓȟȠȐȜȠȜ ȜȠ ȐȟȖȥȘȖ 
ȟȎȚȜȒȐȜȗțȟȠȐȓțȖ ȢȡțȘȤȖȖ, ȟȨȟ Sn ȠȓȕȖ ȜȠ Ƞȭȣб ȘȜȖȠȜ ȟȎ țȎ n 
ȝȞȜȚȓțșȖȐȖ. 

 

 

ǻȎȝȞȖȚȓȞ x, x ȟȎ ȟȎȚȜȒȐȜȗțȟȠȐȓțȖ, xy țȓ ȓ ȟȎȚȜȒȐȜȗțȟȠȐȓțȎг 
ТȎȘȎ S  F2. 

 
Лемап ФȡțȘȤȖȭȠȎ f țȎ n ȝȞȜȚȓțșȖȐȖ ȓ ȟȎȚȜȒȐȜȗțȟȠȐȓțȎ 
ȕȎ ȐȟȓȘȖ ȐȓȘȠȜȞ   J2

n ȓ Ȑ ȟȖșȎ f ()  f (  ). 
 

ǰȓȥȓ ȓ ȭȟțȜб ȥȓ |Sn| = 22n-1 

, ȠȨȗ ȘȎȠȜ ȐȟȭȘȎ ȟȎȚȜȒȐȜȗțȟȠȐȓțȎ 

ȢȡțȘȤȖȭ țȎ n ȝȞȜȚȓțșȖȐȖ ȟȓ ȒȓȢȖțȖȞȎ ȟȐȜȏȜȒțȜ ȠȜȥțȜ ȐȨȞȣȡ ȓȒȖț 
ȜȠ ȐȟȭȘȎ ȒȐȜȗȘȎ ȝȞȜȠȖȐȜȝȜșȜȔțȖ ȐȓȘȠȜȞȖ. 



Теоремап ǺțȜȔȓȟȠȐȜȠȜ S ȓ ȕȎȠȐȜȞȓțȜ ȚțȜȔȓȟȠȐȜ ȜȠ ȏȡșȓȐȖ 
ȢȡțȘȤȖȖ. 
ДȜȘȎȕȎȠȓșȟȠȐȜп ǽȞȖșȎȑȎȚȓ ȘȞȖȠȓȞȖȭ ȕȎ ȕȎȠȐȜȞȓțȜȟȠб ȘȎȠȜ 
ȖȕȝȜșȕȐȎȚȓ șȓȚȎȠȎ ȕȎ ȒȐȜȗțȟȠȐȓțȜȟȠ țȎ ȟșȜȔțȎ ȢȡțȘȤȖȭ. 

 
ǰȨȐȓȔȒȎȚȓ țȜȐȎ ȞȓșȎȤȖȭ  Ȑ J2

n: 

ȎȘȜ  = a1a2…an Ȗ  = b1b2…bn, ȠȜ     a1  b1, …б an  bn. 

ǾȓșȎȤȖȭȠȎ  ȜȥȓȐȖȒțȜ ȓ ȥȎȟȠȖȥțȎ țȎȞȓȒȏȎб ȘȜȭȠȜ țȓ ȓ șȖțȓȗțȎг 
ǰȨȐȓȔȒȎȚȓ ȞȓșȎȤȖȭ  Ȑ J2

n: 

ȎȘȜ  = a1a2…an Ȗ  = b1b2…bn,     ȟȨȧȓȟȠȐȡȐȎ 

i  { жб зб …б n },  ȠȎȘȜȐȎ ȥȓ ai < bi (ai = 0, bi = ж) Ȗ aj = bj ȝȞȖ j  i. 
 
Лемап ǮȘȜ    Ȗ   , ȠȜ ȟȨȧȓȟȠȐȡȐȎȠ 1, …б k  J2

n, 

ȠȎȘȖȐȎ ȥȓ   1  …  k   (ȒȜȝȡȟȘȎȚȓ k = 0). 

 
КȎȕȐȎȚȓб ȥȓ ȢȡțȘȤȖȭȠȎ f (x1, …б xn)  F2 ȓ монотонна, ȎȘȜ ȕȎ ȐȟȓȘȖ ,   J2

n, ȠȎȘȖȐȎ ȥȓ    ȖȚȎȚȓ f ()  f (). 

ǿ M ȜȕțȎȥȎȐȎȚȓ ȚțȜȔȓȟȠȐȜȠȜ ȜȠ ȐȟȖȥȘȖ ȚȜțȜȠȜțțȖ ȢȡțȘȤȖȖ, 
ȟ Mn ȠȓȕȖ ȜȠ Ƞȭȣб ȘȜȖȠȜ ȟȎ țȎ n ȝȞȜȚȓțșȖȐȖ. 

ФȡțȘȤȖȖȠȓ x, xy, x  y, 0 , 1 ȟȎ ȚȜțȜȠȜțțȖ, ȒȜȘȎȠȜ x țȓ ȓ 

ȚȜțȜȠȜțțȎб ȠȨȗ ȘȎȠȜ 0  1, țȜ 1 = 0 > 1 = 0. 

ТȎȘȎ M  F2. 
 
ǵȎȒȎȥȎȠȎ ȕȎ țȎȚȖȞȎțȓ țȎ ȭȐțȎ ȢȜȞȚȡșȎ ȕȎ ȏȞȜȭ țȎ ȚȜțȜȠȜțțȖȠȓ 
ȢȡțȘȤȖȖ țȎ n ȝȞȜȚȓțșȖȐȖ țȓ ȓ ȞȓȦȓțȎг 

 
Лемап ǻȓȘȎ f  M. ТȜȑȎȐȎ ȟȨȧȓȟȠȐȡȐȎȠ ,   J2

n, ȠȎȘȖȐȎ ȥȓ 

    Ȗ f () > f (). 

ДȜȘȎȕȎȠȓșȟȠȐȜп ТȨȗ ȘȎȠȜ f  M, ȠȜ ȟȨȧȓȟȠȐȡȐȎȠ   ,   , 

ȠȎȘȖȐȎ ȥȓ f () > f (), Ƞгȓг f () = 1, f () = ег ǼȠ ȑȜȞțȎȠȎ șȓȚȎ 
ȟȨȧȓȟȠȐȡȐȎȠ 1, …б k  J2

n, ȠȎȘȖȐȎ ȥȓ   1  …  k 

 г ДȎ ȜȕțȎȥȖȚ 0 = , k+1 = г ДȎ ȒȜȝȡȟțȓȚ, ȥȓ ȕȎ ȐȟȭȘȜ 
i  { еб жб …б k } ȖȚȎȚȓ f (i)  f (i+1). 

ТȜȑȎȐȎ 1 = f (0)  f (1)  … f (k)  f (k+1) = 0 – ȝȞȜȠȖȐȜȞȓȥȖȓг 
ТȎȘȎ ȟȨȧȓȟȠȐȡȐȎ ȖțȒȓȘȟ i, ȠȎȘȨȐ ȥȓ f (i) > f (i+1) Ȗ i  i+1. 

 

 

Теоремап ǺțȜȔȓȟȠȐȜȠȜ M ȓ ȕȎȠȐȜȞȓțȜ ȚțȜȔȓȟȠȐȜ ȜȠ ȏȡșȓȐȖ 
ȢȡțȘȤȖȖ. 
ДȜȘȎȕȎȠȓșȟȠȐȜп ǽȞȖșȎȑȎȚȓ ȘȞȖȠȓȞȖȭ ȕȎ ȕȎȠȐȜȞȓțȜȟȠ. 

 
ǰȟȭȘȎ ȢȡțȘȤȖȭ f (x1, …б xn)  F ȟ ȝȜșȖțȜȚ țȎ ǴȓȑȎșȘȖț 
ȜȠ ȐȖȒȎ a0  a1x1  … anxn, țȎȞȖȥȎȚȓ линейна функция. 
ǿ L ȜȕțȎȥȎȐȎȚȓ ȚțȜȔȓȟȠȐȜȠȜ ȜȠ ȐȟȖȥȘȖ șȖțȓȗțȖ ȢȡțȘȤȖȖ, 
ȟ Ln ȠȓȕȖ ȜȠ Ƞȭȣб ȘȜȖȠȜ ȟȎ țȎ n ȝȞȜȚȓțșȖȐȖ. 

ǻȎȝȞȖȚȓȞ x, x = x  1  L, țȜ xy  L, x  y = x  y  xy  L. 



1      2             n 

ТȎȘȎ L  F2. 
ǼȥȓȐȖȒțȜ |Ln| = 2n+1, ȠȨȗ ȘȎȠȜ Ȑ ȜȏȧȖȭ ȐȖȒ șȖțȓȗțȖȠȓ ȝȜșȖțȜȚȖ 
țȎ ǴȓȑȎșȘȖț ȖȚȎȠ n+1 ȟȐȜȏȜȒțȖ ȘȜȓȢȖȤȖȓțȠȖ. 

 
Теоремап ǺțȜȔȓȟȠȐȜȠȜ L ȓ ȕȎȠȐȜȞȓțȜ ȚțȜȔȓȟȠȐȜ ȜȠ ȏȡșȓȐȖ 
ȢȡțȘȤȖȖ. 
ДȜȘȎȕȎȠȓșȟȠȐȜп ǶȕȝȜșȕȐȎȚȓ ȘȞȖȠȓȞȖȭ ȕȎ ȕȎȠȐȜȞȓțȜȟȠ. 

 
Теорема (Пост-Яблонски)п ǻȓȘȎ F  F2. ТȜȑȎȐȎ F ȓ ȝȨșțȜ  F țȓ ȓ 
ȝȜȒȚțȜȔȓȟȠȐȜ țȎ țȖȠȜ ȓȒțȜ ȜȠ ȚțȜȔȓȟȠȐȎȠȎ T0, T1, S, M, L. 
ДȜȘȎȕȎȠȓșȟȠȐȜп 
ǻȓȘȎ F ȓ ȝȨșțȜ Ȗ K  { T0, T1, S, M, L }г ДȎ ȒȜȝȡȟțȓȚ, ȥȓ F  K. 

ТȜȑȎȐȎ [F]  [K]. ǼȠ ȝȨșțȜȠȎȠȎ țȎ F ȖȚȎȚȓ [F] = F2  [K] = F2. 
ǼȠ ȒȞȡȑȎ ȟȠȞȎțȎ ȕȎ ȚțȜȔȓȟȠȐȜȠȜ K Ȑȓȥȓ ȝȜȘȎȕȎȣȚȓб ȥȓ [K] = K  F2 – 
ȝȞȜȠȖȐȜȞȓȥȖȓг TȎȘȎ F țȓ ȓ ȝȜȒȚțȜȔȓȟȠȐȜ țȎ țȖȠȜ ȓȒțȜ ȜȠ 
ȚțȜȔȓȟȠȐȎȠȎ T0, T1, S, M, L. 
ǻȓȘȎ F țȓ ȓ ȝȜȒȚțȜȔȓȟȠȐȜ țȎ țȖȠȜ ȓȒțȜ ȜȠ ȚțȜȔȓȟȠȐȎȠȎ 

T0, T1, S, M, L. ТȜȑȎȐȎ ȟȨȧȓȟȠȐȡȐȎȠ ȢȡțȘȤȖȖ f0, f1, fs, fm, fl  F, 

țȓ țȓȝȞȓȚȓțțȜ ȞȎȕșȖȥțȖ, ȠȎȘȖȐȎ ȥȓ f0  T0, f1  T1, fs  S, 
fm  M, fl  L. ДȎ ȜȕțȎȥȖȚ F = { f0, f1, fs, fm, fl}, F  F. 

ȇȓ ȝȜȘȎȔȓȚ, ȥȓ xy, x  [F]. 
ФȡțȘȤȖȭȠȎ g0 (x) = f0 (x, x, …б x)  [F], ȠȨȗ ȘȎȠȜ ȐȨȐ ȢȡțȘȤȖȭȠȎ 
f0 ȟȚȓ ȕȎȚȓȟȠȖșȖ ȝȞȜȚȓțșȖȐȖ. ǶȚȎȚȓ g0 (0) = f0 (еб еб …б е) = 1, ȠȨȗ 
ȘȎȠȜ f0  T0. ФȡțȘȤȖȭȠȎ g1 (x) = f1 (x, x, …б x)  [F], ȠȨȗ ȘȎȠȜ ȐȨȐ 
ȢȡțȘȤȖȭȠȎ f1 ȟȚȓ ȕȎȚȓȟȠȖșȖ ȝȞȜȚȓțșȖȐȖ. 
ǶȚȎȚȓ g1 (1) = f1 (жб жб …б ж) т 0, ȠȨȗ ȘȎȠȜ f1  T1. 

ǵȎ g0 (ж) Ȗ g1 (0) ȖȚȎȚȓ ȥȓȠȖȞȖ ȐȨȕȚȜȔțȜȟȠȖ: 

1. g0 (1) = 0 Ȗ g1 (0) = 0 – ȠȜȑȎȐȎ g0 (x) = x , g1 (x) = 0

Ȗ ȠȎȘȎ 0  [F] Ȗ g0 (g1 (x)) = 1  [F]; 
2. g0 (1) = 0 Ȗ g1 (0) = 1 – ȠȜȑȎȐȎ g0 (x) = x Ȗ g1 (x) = x 

Ȗ ȠȎȘȎ x  [F]; 
3. g0 (1) = 1 Ȗ g1 (0) = 0 – ȠȜȑȎȐȎ g0 (x) = 1 Ȗ g1 (x) = 0

Ȗ ȠȎȘȎ 0  [F], 1  [F]; 
4. g0 (1) = 1 Ȗ g1 (0) = 1 – ȠȜȑȎȐȎ g0 (x) = 1 Ȗ g1 (x) = x 

Ȗ ȠȎȘȎ g1 (g0 (x)) = 0  [F] Ȗ 1  [F]. 
ТȎȘȎ Ȑ ȠȞȖ ȜȠ ȟșȡȥȎȖȠȓ ȝȜșȡȥȖȣȚȓ ȒȐȓȠȓ ȘȜțȟȠȎțȠȖ. 
ДȎ ȞȎȕȑșȓȒȎȚȓ ȐȠȜȞȖȭ ȟșȡȥȎȗ, ȝȞȖ ȘȜȗȠȜ ȝȜșȡȥȖȣȚȓ ȟȎȚȜ 
ȜȠȞȖȤȎțȖȓȠȜг 
ФȡțȘȤȖȭȠȎ fs  S  ȟȨȧȓȟȠȐȡȐȎ  = a1a2…an  J2

n, ȠȎȘȎ ȥȓ 

fs () = fs (  ). ФȡțȘȤȖȭȠȎ gs (x) = fs ( x
a1 , xa2 , ..., xan )  [F]: 

ȎȘȜ ai = 1, ȠȜ 
ȎȘȜ ai = 0, ȠȜ 

xa i 

xa i
 

= x Ȗ ȕȎȚȓȟȠȐȎȚȓ ȟȎȚȜ ȝȞȜȚȓțșȖȐȎб 
= x , țȜ Ȑ ȠȜȕȖ ȟșȡȥȎȗ x  [F] Ȗ ȕȎȚȓȟȠȐȎȚȓ 

ȝȞȜȚȓțșȖȐȎ ȟ ȢȜȞȚȡșȎ țȎȒ F, ȠȎȘȎ ȥȓ ȜȠțȜȐȜ ȝȜșȡȥȎȐȎȚȓ 
ȢȜȞȚȡșȎ țȎȒ F. 
ǶȚȎȚȓ gs (0) = fs ( 0

a1 , 0a2 , ..., 0an ) = fs ( a , a , ..., a  ) = fs (  ), 



1      2             n gs (1) = fs (1
a1 , 1a2 , ...,1an ) = fs ( a , a , ..., a  ) = fs (  ). 

TȎȘȎ gs (0) = gs (1). 

цȘȜ gs (0) = gs (1) = 0, ȠȜ gs (x) = 0



 [F] Ȗ g1 (gs (x)) = 1  [F]. 
цȘȜ gs (0) = gs (1) = 1, ȠȜ gs (x) = 1  [F] Ȗ g1 (gs (x)) = 0  [F]. 
ТȎȘȎ ȟ ȢȜȞȚȡșȖ țȎȒ { f0, f1, fs } ȝȜȟȠȞȜȖȣȚȓ ȘȜțȟȠȎțȠȖȠȓ 0
ȐȟȖȥȘȖ ȟșȡȥȎȖ. 

Ȗ 1 ȐȨȐ 

ФȡțȘȤȖȭȠȎ fm  M Ȗ ȠȜȑȎȐȎ ȜȠ șȓȚȎȠȎ ȝȜ-ȑȜȞȓ ȟȨȧȓȟȠȐȡȐȎȠ ȐȓȘȠȜȞȖ 

,   J2
n, ȠȎȘȖȐȎ ȥȓ    Ȗ fm () = 1, fm () = 

0. ǻȓȘȎ  = a1…ai-10ai+1…an,  = a1…ai-11ai+1…an. 
ФȡțȘȤȖȭȠȎ gm (x) = fm (a1, …б ai-1, x, ai+1, …б an)  [F], ȠȨȗ ȘȎȠȜ 

ȕȎȚȓȟȠȐȎȚȓ ȝȞȜȚȓțșȖȐȖ ȟ Ȑȓȥȓ ȝȜșȡȥȓțȖȠȓ ȢȜȞȚȡșȖ 
ǶȚȎȚȓ gm (0) = fm (a1, …б ai-1, 0, ai+1, …б an) = fm () = 1, 

gm (1) = fm (a1, …б ai-1, 1, ai+1, …б an) = fm () = 0. 

ТȎȘȎ gm (x) = x  [F]. 

0 , 1 țȎȒ F. 

ǻȓȘȎ xyz1z2…zk (k  е) ȓ țȎȗ-ȘȨȟȖȭȠ țȓșȖțȓȓț ȥșȓț Ȑ ȝȜșȖțȜȚȎ țȎ 
ǴȓȑȎșȘȖț ȕȎ ȢȡțȘȤȖȭȠȎ fl. ТȎȘȨȐ ȖȚȎб ȠȨȗ ȘȎȠȜ fl  L. ǰȨȐ 
ȢȜȞȚȡșȎȠȎ ȕȎ fl ȕȎȚȓȟȠȐȎȚȓ ȝȞȜȚȓțșȖȐȖȠȓ z1, …б zk ȟ Ȑȓȥȓ 

ȝȜșȡȥȓțȎȠȎ ȢȜȞȚȡșȎ 1 țȎȒ F Ȗ ȐȟȖȥȘȖ ȜȟȠȎțȎșȖ ȝȞȜȚȓțșȖȐȖ ȏȓȕ 

x Ȗ y ȟ Ȑȓȥȓ ȝȜșȡȥȓțȎȠȎ ȢȜȞȚȡșȎ 0 țȎȒ F. ТȎȘȎ ȝȜșȡȥȎȐȎȚȓ 

ȢȡțȘȤȖȭ gl (x, y)  [F]. ǽȜșȖțȜȚȨȠ țȎ ǴȓȑȎșȘȖț ȕȎ gl (x, y) ȖȚȎ ȐȖȒȎ 
gl (x, y) = xy  ax  by  c, ȠȨȗ ȘȎȠȜ ȐȟȖȥȘȖ ȜȟȠȎțȎșȖ țȓșȖțȓȗțȖ 
ȥșȓțȜȐȓ ȟȨȒȨȞȔȎȠ ȝȜțȓ ȓȒțȎ ȝȞȜȚȓțșȖȐȎб ȞȎȕșȖȥțȎ ȜȠ 
x, y, z1, …б zk Ȗ ȟȓ ȎțȡșȖȞȎȠ. ДȎ țȎȝȞȎȐȖȚ ȟșȓȒțȎȠȎ ȟȚȭțȎ țȎ 
ȝȞȜȚȓțșȖȐȖȠȓп x = u  b, y = v  a. Тȭ ȓ ȝȜȕȐȜșȓțȎп 
ȎȘȜ b = 0, ȠȜ u  b = u Ȗ ȕȎȚȓȟȠȐȎȚȓ ȟȎȚȜ ȝȞȜȚȓțșȖȐȎб 
ȎȘȜ b = 1, ȠȜ u  b = u  [F] Ȗ ȕȎȚȓȟȠȐȎȚȓ ȝȞȜȚȓțșȖȐȎ ȟ ȢȜȞȚȡșȎ 
țȎȒ F, ȠȎȘȎ ȥȓ ȜȠțȜȐȜ ȝȜșȡȥȎȐȎȚȓ ȢȜȞȚȡșȎ țȎȒ F. 
TȎȘȎ ȝȜșȡȥȎȐȎȚȓ ȢȡțȘȤȖȭ 

hl (u, v) = (u  b)(v  a)  a(u  b)  b(v  a)  c = uv  d, 

ȘȨȒȓȠȜ d = ab  c. 
ǮȘȜ d = 0, ȠȜ hl (u, v) = uv, 

ȎȘȜ d = 1, ȠȜ hl (u, v) = uv Ȗ gm (hl (u, v)) = uv. 

ǽȜșȡȥȖȣȚȓб ȥȓ ȘȜțȬțȘȤȖȭȠȎ ȓ ȢȜȞȚȡșȎ țȎȒ F. 
ТȎȘȎ { xy, x }  [F]  [F] Ȗ { xy, x } ȓ ȝȨșțȜ ȚțȜȔȓȟȠȐȜ Ȗ ȜȠ ȓȒțȎ 
ȠȓȜȞȓȚȎ ȕȎ ȝȨșțȖ ȚțȜȔȓȟȠȐȎ  F ȓ ȝȨșțȜ ȚțȜȔȓȟȠȐȜг 

 
КȎȕȐȎȚȓб ȥȓ ȢȡțȘȤȖȭȠȎ f  F2 ȓ Шеферова, ȎȘȜ [ { f } ] = F2. 
ǿȨȑșȎȟțȜ ȠȓȜȞȓȚȎȠȎ țȎ ǽȜȟȠ-ȍȏșȜțȟȘȖ f ȓ ȆȓȢȓȞȜȐȎ 
f  T0, f  T1, f  S, f  M, f  L. ȇȓ ȝȜȘȎȔȓȚ ȓȒțȜ ȒȜȟȠȎȠȨȥțȜ 
ȡȟșȜȐȖȓ ȕȎ ȆȓȢȓȞȜȐȜȟȠ. 

 
Теоремап ǻȓȘȎ f  F2 Ȗ f  T0, f  T1, f  S. ТȜȑȎȐȎ f ȓ ȆȓȢȓȞȜȐȎг 
ДȜȘȎȕȎȠȓșȟȠȐȜп 
ȇȓ ȝȜȘȎȔȓȚ, ȥȓ f  M Ȗ f  L Ȗ ȠȜȑȎȐȎ ȜȠ ȠȓȜȞȓȚȎȠȎ țȎ ǽȜȟȠ- 
ȍȏșȜțȟȘȖ ȢȡțȘȤȖȭȠȎ f e ȆȓȢȓȞȜȐȎг 



i i i 

i i 

ТȨȗ ȘȎȠȜ f  T0, ȠȜ f (еб еб …б е) т 1. 

ǿȨȧȜ ȜȠ f  T1  f (жб жб …б ж) т 0. 
ǻȜ (еб еб …е)  (жб жб …б ж) Ȗ f (еб еб …б е) > f (жб жб …б ж)б 
ȠȎȘȎ ȥȓ f  M. 

ДȎ ȒȜȝȡȟțȓȚ, ȥȓ f  L, Ƞгȓг f т a0  x   x    … x  . 
1                 2                                   k 

ǼȠ f  T0  f (еб …б е) т 1, Ƞгȓг a0 = 1. ǼȠ f  T1  f (жб жб …б ж) т 0, 

Ƞгȓг 11... 1 = 0  k ȓ țȓȥȓȠțȜг ǿȓȑȎ 
k+1ȝȨȠȖ 

f * = 1  ( x    1)  … ( x    1)  1 = 1  1  ...  1 
x    … x   =

 
i1                                                     ik          i1                                 ik 

k+2 ȝȨȠȖ 

= 1  x    …
1 

x   = f  f  S – ȝȞȜȠȖȐȜȞȓȥȖȓг TȎȘȎ f  L. 
k 



 
 


