26. Глобални свойства на непрекъснатите функции. Теореми на Вайерщрас, Коши и Кантор

Def. Нека f(x) е непрекъсната върху X, x0 Є X, тогава:

1. Казваме, че f(x) е непрекъсната в точката х0, ако [image: image2.png]lim, o f(x)



 = f(x0) или точката х0 е изолирана. 

2. Казваме, че f(x) е непрекъсната върху Х, ако е непрекъсната във всяка точка х Є X
Th. Вайерщрас

Нека f(x) е непрекъсната в крайния затворен интервал [ a, b ]. Тогава f(x) е ограничена върху [ a, b ], т.е. съществува 

µ > 0 , такова че за всяко х Є [ a, b ] => |f(x)| <= µ. 
Док.  Допускаме, че f(x) не е ограничена върху [ a, b ]
Тогава за всяко µ > 0, съществува хµ Є [ a, b ], такова че |f(хµ)| > µ
Тогава за всяко n € N, съществува хn Є [ a, b ], такова че |f(хn)| > n 
Построяваме редицата:

1. хn Є [ a, b ]
2. |f(хn)| > n 
3. Тъй като за всяко n Є N, такова че хn Є [ a, b ] и |f(хn)| > n => {xn}∞n=1 е ограничена  

=>(теорема на Болцано)  можем да изберем съществуваща сходяща редица {xnк}∞к=1 и

 нека  [image: image4.png]lim,_.., Xnk = x0




Тъй като за всяко к Є N : а <= xnк <= b => а <= x0 <= b
· f(x) е непрекъсната върху интервала  [ a, b ] 

· f(x) е непрекъсната в точката х0
· [image: image6.png]lim, o f(x)



 = f(x0) е сходяща и ограничена

Th.  Ako f(x) е непрекъсната в точката х0 Є X и [image: image8.png]lim,,_, .. xn = x0




· Съществува [image: image10.png]lim, o f(x)



 = f(x0)
Док. За всяко ε >0, съществува N = N€, и за всяко n> N€
· |f(xn) - f(x0)| < ε
f(x) е непрекъсната във всяка точка x0 Є X
1. За всяко ε >0, съществува δ >0 и за всяко x Є X , имаме че |x - x0| < δ => |f(x) - f(x0)| < ε
2. Съществува N = Nδ = N€ >0 и за всяко n > Nδ => |xn - x0| < δ
От 1. и 2. следва, че за всяко ε >0, съществува δ >0 и съществува Nδ и за всяко n > Nδ => |xn - x0| < δ
· |f(xn) - f(x0)| < ε
Th. Вайерщрас

Нека f(x) е непрекъсната в крайния затворен интервал [ a, b ]. Тогава съществуват x0 и x1 Є [ a, b ] и за всяко х Є [ a, b ] имаме f(x0) <= f(x) <= f(x1), т.е.
1. f(x0) = min f(x), където х Є [ a, b ]

2. f(x1) = max f(x), където х Є [ a, b ]
Док. Нека f(x) е непрекъсната върху крайния затворен интервал [ a, b ] => f(x) е ограничена в този интервал.

Нека R(f) = {f(x): х Є [ a, b ]} е ограничено

· Съществува sup f(x) = α за х Є [ a, b ] и съществува inf f(x) = β за х Є [ a, b ]
Тъй като α  = sup f(x) за х Є [ a, b ] =>

1. За всяко х Є [ a, b ], имаме f(x) <= α
2. Съществува ε > 0 и съществува х Є [ a, b ], такива че α – ε < f(x) 
Съгласно 2. => за всяко n Є N (ε = 1/n), съществува xn Є [ a, b ], такова че α - 1/n < f(xn)

Построяваме редицата {xn}∞n=1, за която α – 1/n < f(xn) <= α < α + 1/n, тъй като {xn}∞n=1 е ограничена => съществува сходяща подредица {xnk}∞k = 1 и [image: image12.png]lim,_.., Xnk = x0



, но f(x) е непрекъсната в точката x0 => limk->∞f(xkn) = f(x0)

Th. Коши

Нека f(x) е непрекъсната върху крайния затворен интервал [ a, b ] и f(a)*f(b) < 0. То съществува c Є (a, b), такова че f(c) = 0.

Док. Нека за определеност f(a) < 0 <f(b)

Нека c1 = (a1 +b1) /2 => 
1. f(c1) = 0 -> рещение 

2. f(c1) <> 0

В поне един от двата интервала [a,c1] или [c1,b], f(c2) си запазва знака. Нека той е [a1,b1].

Нека c2 = (a1 + b1) / 2 =>

1. f(c2) = 0 -> решение
2. f(c2) <> 0
Така построяваме редица от вложени затворени интервали, в които f(an) * f(bn) <0

[a, b] > [a1, b1] > … > [an, bn]> …

1. |[an, bn ]| = (b - a)/2n  -> 0 при n ->∞ 

2. f(an) < 0 < f(bn)

От 1. И 2. => f(x) е непрекусната върху [a, b] => f(x) е непрекъсната в точката с, с Є [a, b] и от 1. 
=> f(c) = limn->∞f(an) = limn->∞f(bn), но f(an) < 0 < f(bn) => f(c) < f(c) < f(c) => f(c) = 0
Def. Нека f(x) е дефинирана върху [image: image14.png]lim,_.., Xnk = x0



 QUOTE  

X. Ще казваме, че f(x) е равномерно непрекъсната върху Х, ако за всяко ε > 0, съществува δ = δ(ε) > 0 и за всяко х’ и х”  Є Х , за които | х’ - х”| < δ => |f(х’) – f(х”)| < ε.

Тв. Ако f(x) е дефинирана върху [image: image16.png]lim,_.., Xnk = x0



 QUOTE  

X и е равномерно непрекъсната върху Х, то f(x)е непрекъсната върху Х.

Th. Ако f(x) е непрекъсната върху [a, b], тогава f(x) е равномерно непрекъсната върху [a, b].

Док. Да допуснем, че f(x) не е равномерно непрекъсната върху [a, b].

· Съществува ε > 0 и за всяко δ(ε) > 0, съществуват х’ и х”  Є Х , за които | х’ - х”| < δ и |f(х’) – f(х”)| > ε.

Т.е. за всяко n Є N и δ = 1/n, съществуват х’ и х”  Є [a, b], за които | х’ - х”| < 1/n => |f(х’) – f(х”)| > ε.
Ще построим сходящите редици {x’n}∞n=1 и {x”n}∞n=1 лежащи в интервала [a, b]
1. | х’n - х”n| < 1/n
2. |f(х’n) – f(х”n)| > ε0
Тъй като {x’n}∞n=1 Є [a, b] => {xn}∞n=1 е ограничена

· Съществува сходяща подредица {x’nк}∞n=1 и нека limk->∞x’nk = x0 Є [a, b]
Тъй като за всяко к Є N имаме | х’nk - х”nk| < 1/nk при n1 < n2 < … < nk < … 
х’nk – 1/ nk < х”nk < х’nk + 1/ nk, където 

1. х’nk – 1/ nk клони към x0
2. х”nk клони към x0
3. х’nk + 1/ nk ​ клони към x0
· По теоремата за двамата полицая  limk->∞x”nk = x0, но f(x) е непрекъсната за всяко х => f(x) е непрекъсната за всяко х0.

· Съществува limk->∞f(x’nk ) =f(x0) и съществува limk->∞f(x”nk ) =f(x0)
· limk->∞[f(x’nk ) - f(x”nk )] = 0 е противоречие с допускането, че за ε0 > 0, съществува к0 и за всяко к > к0 

=>|f(x’nk ) - f(x”nk )| < ε0 (при положение че сме фиксирали ε0).

