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Ãëàâà 1

Óâîä

1.1 Ñúæäèòåëíî ñìÿòàíå

Íà àíãë. Propositional calculus

Ñúæäèòåëíîòî ñìÿòàíå íàïîäîáÿâà àðèòìåòè÷íîòî ñìÿòàíå, êàòî âìåñòî
àðèòìåòè÷íèòå îïåðàöèè +,−, ·, /, èìàìå ñúæäèòåëíè îïåðàöèè êàòî ¬,∧,∨.
Íàïðèìåð, (p ∨ q) ∧ ¬r å ñúæäèòåëåí èçðàç. Îñâåí òîâà, äîêàòî àðèòìåòè÷-
íèòå ïðîìåíëèâè ïðèåìàò ñòîéíîñòè ïðîèçâîëíè ÷èñëà, òî ñúæäèòåëíèòå
ïðîìåíëèâè ïðèåìàò ñàìî ñòîéíîñòè èñòèíà (1) èëè íåèñòèíà (0).

Ñúæäèòåëåí èçðàç íàðè÷àìå ñúâêóïíîñòòà îò ñúæäèòåëíè ïðîìåí-
ëèâè p, q, r, . . . , ñâúðçàíè ñúñ çíàöèòå çà ëîãè÷åñêè îïåðàöèè ¬,∨,∧,→,↔ è
ñêîáè, îïðåäåëÿùè ðåäà íà îïåðàöèèòå.

Ñúæäèòåëíè îïåðàöèè

• Îòðèöàíèå ¬

• Äèçþíêöèÿ ∨

• Êîíþíêöèÿ ∧

• Èìïëèêàöèÿ →

• Åêâèâàëåíòíîñò ↔

Ùå èçïîëçâàìå òàáëèöà çà èñòèííîñò çà äà îïðåäåëèì ñòîéíîñòèòå íà
îñíîâíèòå ñúæäèòåëíè îïåðàöèè ïðè âñè÷êè âúçìîæíè íàáîðè íà ñòîéíîñ-
òèòå íà ïðîìåíëèâèòå.

p q ¬p p ∨ q p ∧ q p→ q ¬p ∨ q p ↔ q (¬p ∧ q) ∨ (p ∧ ¬q)
0 0 1 0 0 1 1 1 1
0 1 1 1 0 1 1 0 0
1 0 0 1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 1 1 1 1 1
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Ñúæäèòåëíî âåðåí (âàëèäåí) å òîçè ëîãè÷åñêè èçðàç, êîéòî èìà âåð-
íîñòíà ñòîéíîñò 1 ïðè âñè÷êè âúçìîæíè íàáîðè íà ñòîéíîñòèòå íà ñúæäè-
òåëíèòå ïðîìåíëèâè â èçðàçà, ò.å. ñòúëáúò íà èçðàçà â òàáëèöàòà çà èñòèí-
íîñò òðÿáâà äà ñúäúðæà ñàìî ñòîéíîñòè 1.

Äâà ñúæäèòåëíè èçðàçà ϕ è ψ ñà åêâèâàëåíòíè, êîåòî îçíà÷àâàìå
ϕ ≡ ψ, àêî ñà ñúñòàâåíè îò åäíè è ñúùè ñúæäèòåëíè ïðîìåíëèâè è äâàòà èç-
ðàçà èìàò åäíè è ñúùè âåðíîñòíè ñòîéíîñòè ïðè âñè÷êè êîìáèíàöèè îò âåð-
íîñòíè ñòîéíîñòè íà ïðîìåíëèâèòå. Ñ äðóãè äóìè, êîëîíèòå íà äâàòà èçðàçà
â ñúîòâåòíèòå èì òàáëèöè çà èñòèííîñò òðÿáâà äà ñúâïàäàò. Òàêà íàïðèìåð,
îò ãîðíàòà òàáëèöà ñå âèæäà, ÷å p→ q ≡ ¬p∨q è p ↔ q ≡ (¬p∧q) ∨ (p∧¬q).

Ñúæäèòåëíè çàêîíè

I) Êîìóòàòèâåí çàêîí
p ∨ q ≡ q ∨ p

p ∧ q ≡ q ∧ p

II) Àñîöèàòèâåí çàêîí

(p ∨ q) ∨ r ≡ p ∨ (q ∨ r)

(p ∧ q) ∧ r ≡ p ∧ (q ∧ r)

III) Äèñòðèáóòèâåí çàêîí

p ∧ (q ∨ r) ≡ (p ∧ q) ∨ (p ∧ r)

p ∨ (q ∧ r) ≡ (p ∨ q) ∧ (p ∨ r)

IV) Çàêîíè íà äå Ìîðãàí

¬(p ∧ q) ≡ (¬p ∨ ¬q)

¬(p ∨ q) ≡ (¬p ∧ ¬q)

V) Çàêîí çà êîíòðàïîçèöèÿòà

p→ q ≡ ¬q → ¬p

VI) Îáîáùåí çàêîí çà êîíòðàïîçèöèÿòà

(p ∧ q)→ r ≡ (p ∧ ¬r)→ ¬q

VII) Çàêîí çà èçêëþ÷åíîòî òðåòî

p ∨ ¬p ≡ 1

VIII) Çàêîí çà ñèëîãèçìà (òðàíçèòèâíîñò)

[(p→ q) ∧ (q → r)]→ (p→ r) ≡ 1

Ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà ñ òàáëèöèòå çà èñòèííîñò, ÷å çàêîíèòå ñà âàëèäíè.
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1.2 Ïðåäèêàòíî ñìÿòàíå

1.3 Äîêàçàòåëñòâà íà òâúðäåíèÿ

Äîïóñêàíå íà ïðîòèâíîòî

Äà ïðèåìåì, ÷å èñêàìå äà äîêàæåì, ÷å ñâîéñòâîòî P (x) å âÿðíî çà âñÿêî
åñòåñòâåíî ÷èñëî. Åäèí íà÷èí äà íàïðàâèì òîâà å ñëåäíèÿ:

• Äîïóñêàìå, ÷å ñúùåñòâóâà åëåìåíò n, çà êîéòî ¬P (n).

• Èçïîëçâàéêè, ÷å ¬P (n) ïðàâèì èçâîä, îò êîéòî ñëåäâà ôàêò, çà êîé-
òî çíàåì, ÷å âèíàãè å ëúæà. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å äîêàçâàìå ñëåäíîòî
òâúðäåíèå

∃x¬P (x)→ 0.

• Òîãàâà ìîæåì äà çàêëþ÷èì, ÷å ∀xP (x), çàùîòî èìàìå ñëåäíèÿ èçâîä:

∃x¬P (x)→ 0

1→ ¬∃x¬P (x)

¬∃x¬P (x)

∀xP (x)

Ùå èëþñòðèðàìå òîçè ìåòîä êàòî ðåøèì íÿêîëêî ïðîñòè çàäà÷è.

Çàäà÷à 1. Çà âñÿêî a ∈ Z, àêî a2 å ÷åòíî, òî a å ÷åòíî.

Äîê. Íèå èñêàìå äà äîêàæåì òâúðäåíèåòî P , êúäåòî:

P ≡ (∀a ∈ Z)[a2 å ÷åòíî → a å ÷åòíî].

Äà äîïóñíåì ïðîòèâíîòî, ò.å. èçïúëíåíî å ¬P . Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å ¬(∀x)(A(x)→ B(x)) å
åêâèâàëåíòíî íà
(∃x)(A(x) ∧ ¬B(x))¬P ↔ (∃a ∈ Z)[a2 å ÷åòíî ∧ a íå å ÷åòíî].

Äà âçåìåì åäíî òàêîâà íå÷åòíî a, çà êîåòî a2 å ÷åòíî. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å
a = 2k + 1, çà íÿêîå k ∈ Z, è

a2 = (2k + 1)2 = 4k2 + 4k + 1,

êîåòî î÷åâèäíî å íå÷åòíî ÷èñëî. Íî íèå äîïóñíàõìå, ÷å a2 å ÷åòíî. Òàêà
äîñòèãàìå äî ïðîòèâîðå÷èå, ñëåäîâàòåëíî íàøåòî äîïóñêàíå å ãðåøíî è

(∀a ∈ Z)[a2 å ÷åòíî → a å ÷åòíî].

Çàäà÷à 2. Äîêàæåòå,
√

2 íå å ðàöèîíàëíî ÷èñëî.

Äîê. Äà äîïóñíåì, ÷å
√

2 å ðàöèîíàëíî ÷èñëî. Òîãàâà ñúùåñòâóâàò a, b ∈
Z, òàêèâà ÷å √

2 =
a

b
.
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Áåç îãðàíè÷åíèå, ìîæåì äà ïðèåìåì, ÷å a è b ñà åñòåñòâåíè ÷èñëà, êîèòî
íÿìàò îáùè äåëèòåëè, ò.å. íå ìîæåì äà ñúêðàòèì äðîáòà a

b . Ïîëó÷àâàìå, ÷å

2b2 = a2.

Òîãàâà a2 å ÷åòíî ÷èñëî è îò Çàäà÷à 1, a å ÷åòíî ÷èñëî. Íåêà a = 2k.
Ïîëó÷àâàìå, ÷å

2b2 = 4k2,

îò êîåòî ñëåäâà, ÷å
b2 = 2k2.

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å b ñúùî å ÷åòíî ÷èñëî, b = 2n, çà íÿêîå n ∈ Z. Ñëåäîâà-
òåëíî, a è b ñà ÷åòíè ÷èñëà è èìàò îáù äåëèòåë 2, êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå ñ
íàøåòî äîïóñêàíå, ÷å a è b íÿìàò îáùè äåëèòåëè. Òàêà äîñòèãàìå äî ïðî-
òèâîðå÷èå. Íàêðàÿ çàêëþ÷àâàìå, ÷å

√
2 íå å ðàöèîíàëíî ÷èñëî.

Èíäóêöèÿ âúðõó åñòåñòâåíèòå ÷èñëà

Äîêàçàòåëñòâîòî ñ èíäóêöèÿ ïî N ïðåäñòàâëÿâà ñëåäíàòà ñõåìà: Äà íàïîìíèì, ÷å åñòåñòâåíèòå
÷èñëà ñà N = {0, 1, 2, . . . }

P (0) (∀x ∈ N)[P (x)→ P (x+ 1)]

(∀x ∈ N)P (x)

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å àêî èñêàìå äà äîêàæåì, ÷å ñâîéñòâîòî P (x) å âÿðíî çà
âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî x, òî òðÿáâà äà äîêàæåì ïúðâî, ÷å å èçïúëíåíî P (0)
è ñëåä òîâà, çà ïðîèçâîëíî åñòåñòâåíî ÷èñëî x, àêî P (x) âÿðíî, òî ñúùî
òàêà å âÿðíî P (x+ 1).

Çàäà÷à 3. Âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n ≥ 2 ìîæå äà ñå çàïèøå êàòî ïðîèçâå-
äåíèå íà ïðîñòè ÷èñëà.

Äîê. Äîêàçàòåëñòâîòî ïðîòè÷à ñ èíäóêöèÿ ïî n ≥ 2.

à) Çà n = 2 å ÿñíî.

á) Àêî n+ 1 å ïðîñòî ÷èñëî, òî âñè÷êî å ÿñíî. Àêî n+ 1 å ñúñòàâíî, òî

n+ 1 = n1 · n2.

Òîãàâà n1 = pn1
1 · · · p

nk

k è n2 = qm1
1 · · · qmr

r , êúäåòî p1, . . . , pk è q1, . . . , qr
ñà ïðîñòè ÷èñëà. Òîãàâà å ÿñíî, ÷å n+ 1 ñúùî å ïðîèçâåäåíèå íà ïðîñòè
÷èñëà.

Çàäà÷à 4. Äîêàæåòå, ÷å çà âñÿêî n,

n∑
i=0

2i = 2n+1 − 1.

Äîê. Äîêàçàòåëñòâîòî ïðîòè÷à ñ èíäóêöèÿ ïî n.

• Çà n = 0,
∑0
i=0 2i = 1 = 21 − 1.
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• Íåêà òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà n. Ùå äîêàæåì, ÷å òâúðäåíèåòî å âÿðíî
çà n+ 1.

n+1∑
i=0

2i =

n∑
i=0

2i + 2n+1

= 2n+1 − 1 + 2n+1 (îò È.Ï.)

= 2.2n+1 − 1

= 2(n+1)+1 − 1.

1.4 Ìíîæåñòâà, ðåëàöèè, ôóíêöèè

Îñíîâíè îïåðàöèè âúðõó ìíîæåñòâà

Ùå ðàçãëåäàìå íÿêîëêî îïåðàöèè âúðõó ïðîèçâîëíè ìíîæåñòâà A è B.

• Ñå÷åíèå
A ∩B = {x | x ∈ A ∧ x ∈ B}.

• Îáåäèíåíèå
A ∪B = {x | x ∈ A ∨ x ∈ B}.

• Ðàçëèêà
A \B = {x | x ∈ A ∧ x 6∈ B}.

• Ñòåïåííî ìíîæåñòâî

P(A) = {x | x ⊆ A}.

Ïðèìåðè:

� P(∅) = {∅}.
� P({∅}) = {∅, {∅}}.
� P({∅, {∅}}) = {∅, {∅}, {{∅}}, {∅, {∅}}}.
� P({1, 2}) = {∅, {1}, {2}, {1, 2}}.

Íåêà èìàìå ðåäèöà îò ìíîæåñòâà {A1, A2, . . . , An}. Òîãàâà èìàìå ñëåäíèòå
îïåðàöèè:

• Îáåäèíåíèå íà ðåäèöà îò ìíîæåñòâà
n⋃
i=1

Ai = {x | ∃i(1 ≤ i ≤ n & x ∈ Ai)}.

• Ñå÷åíèå íà ðåäèöà îò ìíîæåñòâà
n⋂
i=1

Ai = {x | ∀i(1 ≤ i ≤ n→ x ∈ Ai)}.
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Çàäà÷à 5. Ïðîâåðåòå âåðíè ëè ñà ñâîéñòâàòà:

à) A ⊆ B ↔ A \B = ∅ ↔ A ∪B = B ↔ A ∩B = A;

á) A \ ∅ = A, ∅ \A = ∅, A \B = B \A.

â) A ∩ (B ∪A) = A ∩B;

ã) A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C) è A ∩ (B ∪ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C);

ä) A\B = A ↔ A ∩B = ∅;

å) A\B = A\(A ∩B) è A\B = A\(A ∪B);

æ) (A ∪B) \ C = (A \ C) ∪ (B \ C);

ç) A \ (B \ C) = (A \B) \ C; Íå å âÿðíî!

è) C \ (A ∪B) = (C\A) ∩ (C\B) è C\(A ∩B) = (C\A) ∪ (C\B) Çàêîíè íà Äå Ìîðãàí

ê) C\(
⋃n
i=1Ai) =

⋂n
i=1(C\Ai) è C\(

⋂n
i=1Ai) =

⋃n
i=1(C\Ai);

ë) (A\B)\C = (A\C)\(B\C) è A\(B\C) = (A\B) ∪ (A ∩ C);

ì) A ⊆ B ⇒P(A) ⊆P(B);

í) P(A ∩B) = P(A) ∩P(B) è P(A ∪B) = P(A) ∪P(B); X ⊆ A ∪ B ?⇒ X ⊆ A ∨X ⊆ B

Çà äà äàäåì îïðåäåëåíèå íà ïîíÿòèåòî ðåëàöèÿ, òðÿáâà ïúðâî äà âúâåäåì
ïîíÿòèåòî äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå íà ìíîæåñòâà, êîåòî ïúê îò ñâîÿ ñòðàíà
ñå îñíîâàâà íà ïîíÿòèåòî íàðåäåíà äâîéêà.

Íàðåäåíà äâîéêà

Çà äâà åëåìåíòà a è b âúâåæäàìå îïðåöèÿòà íàðåäåíà äâîéêà 〈a, b〉. Íà-
ðåäåíàòà äâîéêà 〈a, b〉 èìà ñëåäíîòî õàðàêòåðèñòè÷íîòî ñâîéñòâî:

a1 = a2 ∧ b1 = b2 ↔ 〈a1, b1〉 = 〈a2, b2〉.

Ïîíÿòèåòî íàðåäåíà äâîéêà ìîæå äà ñå äåôèíèðà ïî ìíîãî íà÷èíè, ñòèãà
äà èçïúëíÿâà õàðåêòåðèñòè÷íîòî ñâîéñòâî. Åòî ïðèìåðè êàê òîâà ìîæå äà
ñòàíå:

1) Ïúðâîòî òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåíî îïðåäåëåíèå íà ïîíÿòèåòî íàðåäåíà Norbert Wiener (1914)

äâîéêà å äàäåíî îò Íîðáåðò Âèíåð:

〈a, b〉 äåô= {{{a}, ∅}, {{b}}}.

2) Îïðåäåëåíèåòî íà Êóðàòîâñêè ñå ïðèåìà çà ½ñòàíäàðòíî� â íàøè äíè: Kazimierz Kuratowski (1921)

〈a, b〉 äåô= {{a}, {a, b}}.

Çàäà÷à 6. Äîêàæåòå, ÷å ãîðíèòå äåôèíèöèè íàèñòèíà èçïúëíÿâàò õàðåê-
òåðèñòè÷íîòî ñâîéñòâî çà íàðåäåíè äâîéêè.
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Îïðåäåëåíèå 1. Ñåãà ìîæåì, çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n ≥ 1, äà âúâåäåì Ïðèìåð çà èíäóêòèâíà
(ðåêóðñèâíà) äåôèíèöèÿïîíÿòèåòî íàðåäåíà n-îðêà 〈a1, . . . , an〉:

〈a1〉
äåô
= a1,

〈a1, a2, . . . , an〉
äåô
= 〈a1, 〈a2, . . . , an〉〉

Îòòóê íàòàòúê ùå ñ÷èòàìå, ÷å èìàìå îïåðàöèÿòà íàðåäåíà n-îðêà, áåç
äà ñå èíòåðåñóâàìå îò íåéíàòà ôîðìàëíà äåôèíèöèÿ.

Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå

Íà àíãë. cartesian product

Ñ÷èòàìå, ÷å (A× B)× C =
A× (B × C) = A× B × C

Çà äâå ìíîæåñòâà A è B, îïðåäåëÿìå òÿõíîòî äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå
êàòî

A×B = {〈a, b〉 | a ∈ A & b ∈ B}.

Çà êðàåí áðîé ìíîæåñòâà A1, A2, . . . , An, îïðåäåëÿìå

A1 ×A2 × · · · ×An = {〈a1, a2, . . . , an〉 | a1 ∈ A1 & a2 ∈ A2 & . . . & an ∈ An}.

Çàäà÷à 7. Ïðîâåðåòå, ÷å:

à) A× (B ∪ C) = (A×B) ∪ (A× C).

á) (A ∪B)× C = (A× C) ∪ (B × C).

â) A× (B ∩ C) = (A×B) ∩ (A× C).

ã) (A ∩B)× C = (A× C) ∩ (B × C).

ä) A× (B \ C) = (A×B) \ (A× C).

å) (A \B)× C = (A× C) \ (B × C).

Îñíîâíè âèäîâå áèíàðíè ðåëàöèè

Ïîäìíîæåñòâàòà R îò âèäà R ⊆ A × A × · · · × A ñå íàðè÷àò ðåëàöèè. Ðå-
ëàöèèòå îò âèäà R ⊆ A × A ñà âàæåí êëàñ, êîéòî ùå ñðåùàìå ÷åñòî. Äà
ðàçãëåäàìå íÿêîëêî îñíîâíè âèäîâå ðåëàöèè îò òîçè êëàñ:

I) ðåôëèêñèâíà, àêî
(∀x ∈ A)[〈x, x〉 ∈ R].

Íàïðèìåð, ðåëàöèÿòà ≤ ⊆ N× N å ðåôëåêñèâíà, çàùîòî

(∀x ∈ N)[x ≤ x].

II) òðàíçèòèâíà, àêî

(∀x, y, z ∈ A)[〈x, y〉 ∈ R & 〈y, z〉 ∈ R→ 〈x, z〉 ∈ R].

Íàïðèìåð, ðåëàöèÿòà ≤ ⊆ N× N å òðàíçèòèâíà, çàùîòî

(∀x, y, z ∈ A)[x ≤ y & y ≤ z → x ≤ z].
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III) ñèìåòðè÷íà, àêî

(∀x, y ∈ A)[〈x, y〉 ∈ R→ 〈y, x〉 ∈ R].

Íàïðèìåð, ðåëàöèÿòà = ⊆ N× N å ðåôëåêñèâíà, çàùîòî

(∀x, y ∈ N)[x = y → y = x].

IV) àíòèñèìåòðè÷íà, àêî

(∀x, y ∈ A)[〈x, y〉 ∈ R & 〈y, x〉 ∈ R→ x = y].

Íàïðèìåð, ðåëàöèÿòà ≤ ⊆ N× N å àíòèñèìåòðè÷íà, çàùîòî

(∀x, y, z ∈ A)[x ≤ y & y ≤ x → x = y].

• Åäíà áèíàðíà ðåëàöèÿ R íàä ìíîæåñòâîòî A ñå íàðè÷à ðåëàöèÿ íà
åêâèâàëåíòíîñò, àêî R å ðåôëåêñèâíà, òðàíçèòèâíà è ñèìåòðè÷íà.

• Çà âñåêè åëåìåíò a ∈ A, îïðåäåëÿìå íåãîâèÿ êëàñ íà åêâèâàëåíò-
íîñò îòíîñíî ðåëàöèÿòà íà åêâèâàëåíòíîñò R ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

[a]R
äåô
= {b ∈ A | 〈a, b〉 ∈ R}.

Çàáåëåæêà. Ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å çà âñåêè äâà åëåìåíòà a, b ∈ A,

〈a, b〉 ∈ R ↔ [a]R = [b]R.

Ïðèìåð 1. Çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n ≥ 2, äåôèíèðàìå ðåëàöèÿòà Rn
êàòî

〈x, y〉 ∈ Rn ↔ x ≡ y (mod n).

ßñíî å, ÷å Rn ñà ðåëàöèè íà åêâèâàëåíòíîñò.

Îïåðàöèè âúðõó áèíàðíè ðåëàöèè

I) Êîìïîçèöèÿ íà äâå ðåëàöèè R ⊆ B × C è P ⊆ A × B å ðåëàöèÿòà
R ◦ P ⊆ A× C, îïðåäåëåíà êàòî:

R ◦ P äåô
= {〈a, c〉 ∈ A× C | (∃b ∈ B)[〈a, b〉 ∈ P & 〈b, c〉 ∈ R]}.

II) Îáðúùàíå íà ðåëàöèÿòà R ⊆ A×B å ðåëàöèÿòà R−1 ⊆ B ×A, îïðå-
äåëåíà êàòî:

R−1 äåô
= {〈x, y〉 ∈ B ×A | 〈y, x〉 ∈ R}.

III) Ðåôëåêñèâíî çàòâàðÿíå íà ðåëàöèÿòà R ⊆ A×A å ðåëàöèÿòà Î÷åâèäíî å, ÷å P å
ðåôëåêñèâíà ðåëàöèÿ, äîðè
àêî R íå å.

P
äåô
= R ∪ (A×A).

IV) Èòåðàöèÿ íà ðåëàöèÿòà R ⊆ A× A äåôèíèðàìå êàòî çà âñÿêî åñòåñ-
òâåíî ÷èñëî n, äåôèíèðàìå ðåëàöèÿòà Rn ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å R1 = R

R0 äåô
= A×A

Rn+1 äåô
= Rn ◦R.
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V) Òðàíçèòèâíî çàòâàðÿíå íà R ⊆ A×A å ðåëàöèÿòà - Ïðîâåðåòå, ÷å R+ å
òðàíçèòèâíà ðåëàöèÿ!

R+ äåô
=
⋃
n≥1

Rn.

Çà äàäåíà ðåëàöèÿ R, ñ R? ùå îçíà÷àâàìå íåéíîòî ðåôëåêñèâíî è òðàí-
çèòèâíî çàòâàðÿíå. Îò äåôèíèöèèòå å ÿñíî, ÷å

R? =
⋃
n≥0

Rn.

Âèäîâå ôóíêöèè

Ôóíêöèÿòà f : A→ B å:

• èíåêöèÿ, àêî (èëè f å îáðàòèìà)

(∀a1, a2 ∈ A)[a1 6= a2 → f(a1) 6= f(a2)],

èëè åêâèâàëåíòíî,

(∀a1, a2 ∈ A)[f(a1) = f(a2)→ a1 = a2].

• ñþðåêöèÿ, àêî (èëè f å âúðõó B)

(∀b ∈ B)(∃a ∈ A)[f(a) = b].

• áèåêöèÿ, àêî å èíåêöèÿ è ñþðåêöèÿ.

Çàäà÷à 8. Äîêàæåòå, ÷å f : N× N→ N å áèåêöèÿ, êúäåòî Êàíòîðîâî êîäèðàíå. Äà ñå
íàðèñóâà êàðòèíêà

f(x, y) =
(x+ y)(x+ y + 1)

2
+ x.

1.5 Àçáóêè, äóìè, åçèöè

Îñíîâíè ïîíÿòèÿ

• Àçáóêà ùå íàðè÷àìå âñÿêî êðàéíî ìíîæåñòâî, êàòî îáèêíîâåíî ùå
ÿ îçíà÷àâàìå ñúñ Σ. Åëåìåíòèòå íà àçáóêàòà Σ ùå íàðè÷àìå áóêâè ×åñòî ùå èçïîëçâàìå áóêâèòå

a, b, c çà äà îçíà÷àâàìå
áóêâè.

èëè ñèìâîëè.

• Äóìà íàä àçáóêàòà Σ å ïðîèçâîëíà êðàéíà ðåäèöà îò åëåìåíòè íà Σ.
Íàïðèìåð, çà Σ = {a, b}, aababba å äóìà íàä Σ ñ äúëæèíà 7. Ñ |α| ùå
îçíà÷àâàìå äúëæèíàòà íà äóìàòà α. Îáèêíîâåíî ùå îçíà÷àâàìå

äóìèòå ñ α, β, γ, ω.

• Îáúðíåòå âíèìàíèå, ÷å èìàìå åäèíñòâåíà äóìà ñ äúëæèíà 0. Òàçè
äóìà ùå îçíà÷àâàìå ñ ε è ùå ÿ íàðè÷àìå ïðàçíàòà äóìà, ò.å. |ε| = 0.

• Ñ an ùå îçíà÷àâàìå äóìàòà ñúñòàâåíà îò n a-òà. Ôîðìàëíàòà èíäóê-
òèâíà äåôèíèöèÿ å ñëåäíàòà:

a0 äåô
= ε,

an+1 äåô
= ana.
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• Ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè äóìè íàä àçáóêàòà Σ ùå îçíà÷àâàìå ñúñ Σ?.
Íàïðèìåð, çà Σ = {a, b},

Σ? = {ε, a, b, aa, ab, ba, bb, aaa, aab, . . . }.

Îáúðíåòå âíèìàíèå, ÷å ∅? = {ε}.

• Ëåêñèêîãðàôñêà íàðåäáà

Îïåðàöèè âúðõó äóìè

• Îïåðàöèÿòà êîíêàòåíàöèÿ âçèìà äâå äóìè α è β è îáðàçóâà íîâàòà
äóìà α ·β êàòî ñëåïâà äâåòå äóìè. Íàïðèìåð aba ·bb = ababb. Îáúðíåòå
âíèìàíèå, ÷å â îáùèÿ ñëó÷àé α ·β 6= β ·α. Ìîæåì äà äàäåì ôîðìàëíà ×åñòî ùå ïèøåì αβ âìåñòî

α · βèíäóêòèâíà äåôèíèöèÿ íà îïåðàöèÿòà êîíêàòåíàöèÿ ïî äúëæèíàòà íà
äóìàòà β.

� Àêî |β| = 0, òî β = ε. Òîãàâà α · ε äåô
= α.

� Àêî |β| = n+ 1, òî β = γb, |γ| = n. Òîãàâà α · β äåô
= (α · γ)b.

• Äðóãà ÷åñòî ñðåùàíà îïåðàöèÿ âúðõó äóìè å îáðúùàíåòî íà äóìà.
Äåôèíèðàìå äóìàòà αR êàòî îáðúùàíåòî íà α ïî ñëåäíèÿ íà÷èí.

� Àêî |α| = 0, òî α = ε è αR
äåô
= ε.

� Àêî |α| = n+ 1, òî α = aβ, êúäåòî |β| = n. Òîãàâà αR
äåô
= (βR)a.

Íàïðèìåð, reverseR = esrever.

• Êàçâàìå, ÷å äóìàòà α å ïðåôèêñ íà äóìàòà β, àêî ñúùåñòâóâà äóìà
γ, òàêàâà ÷å β = α ·γ. α å ñóôèêñ íà β, àêî β = γ ·α, çà íÿêîÿ äóìà γ.

• Íåêà A è B ñà ìíîæåñòâà îò äóìè. Äåôèíèðàìå êîíêàòåíàöèÿòà íà Îáúðíåòå âíèìàíèå, ÷å
∅ · A = A · ∅ = ∅
Ñúùî òàêà,
{ε} · A = A · {ε} = A

A è B êàòî

A ·B äåô
= {α · β | α ∈ A & β ∈ B}.

• Ñåãà çà åäíî ìíîæåñòâî îò äóìè A, äåôèíèðàìå An èíäóêòèâíî:

A0 äåô
= {ε},

An+1 äåô
= An ·A.

Àêî A = {ab, ba}, òî A0 = {ε}, A1 = A, A2 = {abab, abba, baba, baab}.
Àêî A = {a, b}, òî An = {α ∈ {a, b}? | |α| = n}.

• Çà åäíî ìíîæåñòâîòî îò äóìè A, äåôèíèðàìå: Îïåðàöèÿòà ? å èçâåñòíà êàòî
çâåçäà íà Êëèíè

A?
äåô
=
⋃
n≥0

An

= A0 ∪A1 ∪A2 ∪A3 ∪ . . .

A+ äåô
= A ·A?.
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Çàäà÷à 9. Äîêàæåòå, ÷å:

à) îïåðàöèÿòà êîíêàòåíàöèÿ å àñîöèàòèâíà, ò.å. çà âñåêè òðè äóìè α, β, γ,

(α · β) · γ = α · (β · γ);

á) çà ìíîæåñòâàòà îò äóìè A, B è C,

(A ·B) · C = A · (B · C);

â) {ε}? = ε;

ã) çà ïðîèçâîëíî ìíîæåñòâî îò äóìè A, A? = A? ·A? è (A?)? = A?;

ä) çà ïðîèçâîëíè áóêâè a è b, {a, b}? = {a}? · ({b} · {a}?).

Çàäà÷à 10. Äîêàæåòå, ÷å çà âñåêè äâå äóìè α è β å èçïúëåíî:

à) (α · β)R = βR · αR;

á) α å ïðåôèêñ íà β òî÷íî òîãàâà, êîãàòî αR å ñóôèêñ íà βR;

â) (αR)R = α;

ã) (αn)R = (αR)n, çà âñÿêî n ≥ 0.

Áèáëèîãðàôèÿ

Ïîâå÷åòî êíèãè çàïî÷âàò ñ óâîäíà ãëàâà çà ìíîæåñòâà, ðåëàöèè è åçèöè.

• Ãëàâà 1 îò [Ros12].

• Ãëàâà 1 îò [PL98].

• Íà ïðàêòèêà ñëåäâàìå Ãëàâà 2 îò [Koz97] â îïèñàíèåòî íà äóìè è
àçáóêè.
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Ãëàâà 2

Åçèöè è àâòîìàòè

2.1 Àâòîìàòíè åçèöè

Îïðåäåëåíèå 2. Êðàåí àâòîìàò å ïåòîðêà A = 〈Q,Σ, s, δ, F 〉, êúäåòî

1) Q å êðàéíî ìíîæåñòâî îò ñúñòîÿíèÿ;

2) Σ å àçáóêà;

3) δ : Q× Σ→ Q å (÷àñòè÷íà) ôóíêöèÿ íà ïðåõîäèòå; (Sipser ðàçãëåæäà òîòàëíè δ
ôóíêöèè)

4) s ∈ Q å íà÷àëíî ñúñòîÿíèå;

5) F ⊆ Q å ìíîæåñòâîòî îò ôèíàëíè ñúñòîÿíèÿ, F 6= ∅.

Àêî ôóíêöèÿòà íà ïðåõîäèòå δ å òîòàëíà ôóíêöèÿ, òî êàçâàìå, ÷å àâ-
òîìàòúò A å òîòàëåí. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å çà âñÿêà äâîéêà (a, q) ∈ Σ × Q,
ñúùåñåñòâóâà q′ ∈ Q, çà êîåòî δ(a, q) = q′.

Íåêà èìàìå åäíà äóìà α ∈ Σ?, α = a1a2 · · · an. Êàçâàìå, ÷å α ñå ðàçïîç-
íàâà îò àâòîìàòà A, àêî ñúùåñòâóâà ðåäèöà îò ñúñòîÿíèÿ q0, q1, q2, . . . , qn,
òàêèâà ÷å:

• q0 = s, íà÷àëíîòî ñúñòîÿíèå íà àâòîìàòà;

• δ(qi, ai+1) = qi+1, çà âñÿêî i = 0, . . . , n− 1;

• qn ∈ F .

Êàçâàìå, ÷å A ðàçïîçíàâà åçèêà L, àêî A ðàçïîçíàâà òî÷íî äóìèòå îò
L, ò.å. L = {α ∈ Σ? | A ðàçïîçíàâà α}. Îáèêíîâåíî îçíà÷àâàìå åçèêà, êîéòî
ñå ðàçïîçíàâà îò äàäåí àâòîìàò A ñ L(A). Â òàêúâ ñëó÷àé ùå êàçâàìå, ÷å
åçèêúò L å àâòîìàòåí.

Ïðè äàäåíà (÷àñòè÷íà) ôóíêöèÿ íà ïðåõîäèòå δ, ÷åñòî å óäîáíî äà ðàç-
ãëåæäàìå (÷àñòè÷íàòà) ôóíêöèÿ δ? : Q × Σ? → Q, êÿòî å äåôèíèðàíà ïî
ñëåäíèÿ íà÷èí: Òîâà å ïðèìåð çà èíäóêòèâíà

(ðåêóðñèâíà) äåôèíèöèÿ ïî
äúëæèíàòà íà äóìàòà α• δ?(q, ε) = q, çà âñÿêî q ∈ Q;

• δ?(q, aβ) = δ?(δ(q, a), β), çà âñÿêî q ∈ Q, âñÿêî a ∈ Σ è β ∈ Σ?.
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Òîãàâà åäíà äóìà α ñå ðàçïîçíàâà îò àâòîìàòà A òî÷íî òîãàâà, êîãàòî
δ?(s, α) ∈ F . Îòòóê ñëåäâà, ÷å

L(A) = {α ∈ Σ? | δ?(s, α) ∈ F}.

Òâúðäåíèå 1. (∀q ∈ Q)(∀α, β ∈ Σ?)[δ?(q, αβ) = δ?(δ?(q, α), β)].

Äîê. Èíäóêöèÿ ïî äúëæèíàòà íà α. - Íàïèøå äîêàçàòåëñòâîòî!

Ìîìåíòíîòî îïèñàíèå íà èç÷èñëåíèå ñ êðàåí àâòîìàò ïðåäñòàâëÿâà
äâîéêà îò âèäà (q, α) ∈ Q × Σ?, ò.å. àâòîìàòúò ñå íàìèðà â ñúñòîÿíèå q,
à äóìàòà, êîÿòî îñòàâà äà ñå ïðî÷åòå å α. Óäîáíî å äà âúâåäåì áèíàðíàòà
ðåëàöèÿ `A íàä Q × Σ?, êîÿòî ùå íè êàçâà êàê ìîìåíòíîòî îïèñàíèå íà
àâòîìàòà A ñå ïðîìåíÿ ñëåä èçïúëíåíèå íà åäíà ñòúïêà:

(q, xα) `A (p, α), àêî δ(q, x) = p.

Ðåôëåêñèâíîòî è òðàíçèòèâíî çàòâàðÿíå íà `A ùå îçíà÷àâàìå ñ `?A. Ïîëó-
÷àâàìå, ÷å

L(A) = {α ∈ Σ? | (s, α) `?A (p, ε) & p ∈ F}.

Íàøàòà äåôèíèöèÿ íà àâòîìàò ïîçâîëÿâà δ äà áúäå ÷àñòè÷íà ôóíêöèÿ,
ò.å. ìîæå äà èìà q ∈ Q è a ∈ Σ, çà êîèòî δ(q, a) íå å äåôèíèðàíà. Ñëåäâà-
ùîòî òâúðäåíèå íè êàçâà, ÷å íèå ñúâñåì ñïîêîéíî ìîæåì äà ðàçãëåæäàìå
àâòîìàòè ñàìî ñ òîòàëíè ôóíêöèè íà ïðåõîäèòå δ.

Òâúðäåíèå 2. Çà âñåêè êðàåí àâòîìàò A, ñúùåñòâóâà òîòàëåí êðàåí àâ-
òîìàò A′, çà êîéòî L(A) = L(A′).

Äîê. Íåêà A = 〈Q,Σ, s, δ, F 〉. Äåôèíèðàìå òîòàëíèÿ àâòîìàò

A′ = 〈Q ∪ {qe},Σ, δ′, s, F 〉,

êàòî çà âñåêè ïðåõîä (q, a), çà êîéòî δ íå å äåôèíèðàíà, äåôèíèðàìå δ′ äà
îòèâà â íîâîòî ñúñòîÿíèå qe. Åòî è öÿëàòà äåôèíèöèÿ íà íîâàòà ôóíêöèÿ
íà ïðåõîäèòå δ′:

• δ′(qe, a) = qe, çà âñÿêî a ∈ Σ; qe - error ñúñòîÿíèå

• Çà âñÿêî q ∈ Q, a ∈ Σ, àêî δ(q, a) = p, òî δ′(q, a) = p; A′ ñèìóëèðà A

• Çà âñÿêî q ∈ Q, a ∈ Σ, àêî δ(q, a) íå å äåôèíèðàíî, òî δ′(q, a) = qe.

Ñåãà ëåñíî ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å L(A) = L(A′). - Äîâúðøåòå
äîêàçàòåëñòâîòî!

Òâúðäåíèå 3. Êëàñúò íà àâòîìàòíèòå åçèöè å çàòâîðåí îòíîñíî îïåðàöèÿ-
òà îáåäèíåíèå. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å àêî L1 è L2 ñà äâà ïðîèçâîëíè àâòîìàòíè
åçèêà íàä àçáóêàòà Σ, òî L1 ∪ L2 ñúùî å àâòîìàòåí åçèê.

Äîê. Íåêà L1 = L(A1) è L2 = L(A2), êúäåòî A1 = 〈Q1,Σ, s1, δ1, F1〉 è Çàùî èçèñêâàìå A1 è A2 äà
ñà òîòàëíè?A2 = 〈Q2,Σ, s2, δ2, F2〉 ñà òîòàëíè. Îïðåäåëÿìå àâòîìàòà A = 〈Q,Σ, s, δ, F 〉,

êîéòî ðàçïîçíàâà L1 ∪ L2 ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

• Q = Q1 ×Q2;

• Îïðåäåëÿìå çà âñÿêî 〈r1, r2〉 ∈ Q è âñÿêî a ∈ Σ, Åäíîâðåìåííî ñèìóëèðàìå
èç÷èñëåíèå è ïî äâàòà
àâòîìàòàδ(〈r1, r2〉, a) = 〈δ1(r1, a), δ2(r2, a)〉;
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• s = 〈s1, s2〉;

• F = {〈r1, r2〉 | r1 ∈ F1 ∨ r2 ∈ F2} = (F1 ×Q2) ∪ (Q1 × F2).

Ïî-íàòàòúê ùå äàäåì äðóãà
êîíñòðóêöèÿ çà îáåäèíåíèå,
êîÿòî ùå áúäå ïî-åôåêòèâíà.

- Ïðîâåðåòå, ÷å
L(A) = L(A1) ∪ L(A2)

Ñëåäñòâèå 1. Êëàñúò íà àâòîìàòíèòå åçèöè å çàòâîðåí îòíîñíî îïåðàöèÿòà
ñå÷åíèå. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å àêî L1 è L2 ñà äâà ïðîèçâîëíè àâòîìàòíè åçèêà
íàä àçáóêàòà Σ, òî L1 ∩ L2 ñúùî å àâòîìàòåí åçèê.

Äîê. Èçïîëçâàéòå êîíñòðóêöèÿòà íà àâòîìàòàA = 〈Q,Σ, s, δ, F 〉 îò Òâúð- - Äîêàæåòå, ÷å òàêà
ïîñòðîåíèÿ àâòîìàò A
ðàçïîçíàâà L1 ∩ L2!

äåíèå 3, ñ åäèíñòâåíàòà ðàçëèêà, ÷å òóê èçáèðàìå ôèíàëíèòå ñúñòîÿíèÿ äà
áúäàò åëåìåíòèòå íà ìíîæåñòâîòî

F = {〈q1, q2〉 | q1 ∈ F1 & q2 ∈ F2} = F1 × F2.

Òâúðäåíèå 4. Íåêà L å àâòîìàòåí åçèê. Òîãàâà Σ? \ L ñúùî å àâòîìàòåí
åçèê.

Äîê. Íåêà L = L(A), êúäåòî A = 〈Q,Σ, s, δ, F 〉 å òîòàëåí. Äà âçåìåì Çàùî èñêàìå A äà áúäå
òîòàëåí ?àâòîìàòà A′ = 〈Q,Σ, s, δ,Q \ F 〉, ò.å. A′ å ñúùèÿ êàòî A, ñ åäèíñòâåíàòà

ðàçëèêà, ÷å ôèíàëíèòå ñúñòîÿíèÿ íà A′ ñà òåçè ñúñòîÿíèÿ, êîèòî íå ñà
ôèíàëíè â A. - Ïðîâåðåòå, ÷å

Σ? \ L = L(A′)
Çàäà÷à 11. Çà âñåêè îò ñëåäíèòå åçèöè L, ïîñòðîéòå àâòîìàò A, êîéòî
ðàçïîçíàâà åçèêà L.

à) L = {anb | n ≥ 0};

á) L = {ε, a, b};

â) L = ∅;

ã) L = {a, b}? \ {ε};

ä) L = {anbm | n,m ≥ 0};

å) L = {anbm | n,m ≥ 1};

æ) L = {a, b}? \ {a};

ç) L = {w ∈ {a, b}? | ñúäúðæà ïîíå äâå a};

è) L = {w ∈ {a, b}? | ñúäúðæà ïîíå äâå a è ïîíå åäíî b};

ê) L = {w ∈ {a, b}? | íà âñÿêà íå÷åòíà ïîçèöèÿ íà w å áóêâàòà a};

ë) L = {w ∈ {a, b}? | w ñúäúðæà ÷åòåí áðîé a è íàé-ìíîãî åäíî b};

ì) L = {w ∈ {a, b}? | |w| ≤ 3};

í) L = {w ∈ {a, b}? | w íå çàïî÷âà ñ ab};

î) L = {w ∈ {a, b}? | w çàâúðøâà ñ ab};

ï) L = {w ∈ {a, b}? | w ñúäúðæà bab};
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ð) L = {w ∈ {a, b}? | w íå ñúäúðæà bab};

ñ) L = {w ∈ {a, b}? | w íÿìà äâå ïîñëåäîâàòåëíè a}; (ðåøåíà å ïî-äîëó)

ò) L = {w ∈ {a, b}? | w çàïî÷âà è çàâúðøâà ñ áóêâàòà a};

ó) L = {w ∈ {a, b}? | w çàïî÷âà è çàâúðøâà ñ åäíà è ñúùà áóêâà};

ô) L = {ω ∈ {a, b}? | |ω| ≡ 0 (mod 2) & ω ñúäúðæà òî÷íî åäíî a};

õ) L = {w ∈ {a, b}? | âñÿêî a â w ñå ñëåäâà îò ïîíå åäíî b};

ö) L = {w ∈ {a, b}? | |w| ≡ 0 mod 3};

÷) L = {w ∈ {a, b}? | Na(w) ≡ 0 mod 3}; Na(w) - áðîÿò íà ñðåùàíèÿòà
íà áóêâàòà a â äóìàòà w

ø) L = {w ∈ {a, b}? | Nb(w) ≡ 1 mod 2};

ù) L = {w ∈ {a, b}? | Na(w) ≡ 0 mod 3 & Nb(w) ≡ 1 mod 2};

þ) L = {ω ∈ {a, b}? | Na(ω) ≡ 0 mod 2 ∨ ω ñúäúðæà òî÷íî äâå b};

ÿ) L = {ω ∈ {a, b}? | ω ñúäúðæà ðàâåí áðîé ñðåùàíèÿ íà ab è íà ba}.

- Çà âñè÷êè òåçè àâòîìàòè,
äåôèíèðàéòå ôóíêöèÿòà íà
ïðåõîäèòå èì!

s

start

q1 q2 q3

a

b

b

a

a

b

a, b

(à) {ω ∈ {a, b}? | ω ñúäúðæà bab}

s

start

q1 q2

b

a

b

a

a, b

(á) {ω ∈ {a, b}? | Na(ω) ≥ 2}

sstart q1

b

a

b

(â) {ω ∈ {a, b}? | âñÿêî a â ω ñå ñëåäâà îò
ïîíå åäíî b}

sstart q1 q2

b

a

b

a

b

a

(ã) {ω ∈ {a, b}? | Na(ω) ≡ 0 (mod 3)}

Â ïîâå÷åòî îò ãîðíèòå çàäà÷è å ëåñíî äà ñå ñúîáðàçè, ÷å ïîñòðîåíèÿ àâòî-
ìàò ðàçïîçíàâà æåëàíèÿ åçèê. Ïðè ïî-ñëîæíè çàäà÷è îáà÷å, ùå ñå íàëîæè
äà äàäåì äîêàçàòåëñòâî, êàòî îáèêíîâåíî ñå ïðèëàãà ìåòîäà íà ìàòåìà-

òè÷åñêàòà èíäóêöèÿ âúðõó äúëæèíàòà íà äóìèòå. Ùå ðàçãëåäàìå íÿêîëêî
òàêèâà ïðèìåðà.

Çàäà÷à 12. Äîêàæåòå, ÷å åçèêúò L å àâòîìàòåí, êúäåòî

L = {α ∈ {a, b}? | α íå ñúäúðæà äâå ïîðåäíè ñðåùàíèÿ íà a}.
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Äîê. Äà ðàçãëåäàìå A = 〈Q,Σ, s, δ, F 〉 ñ ôóíêöèÿ íà ïðåõîäèòå

sstart q1 q2

b

a

b

a

a, b

Ùå äîêàæåì, ÷å L = L(A). Ïúðâî ùå ñå êîíöåíòðèðàìå âúðõó äîêàçà-
òåëñòâîòî íà L(A) ⊆ L. Ùå äîêàæåì ñ èíäóêöèÿ ïî äúëæèíàòà íà äóìàòà Îçí. |α| - äúëæèíàòà íà

äóìàòà αα, ÷å:

(1) àêî δ?(s, α) = s, òî α íå ñúäúðæà äâå ïîðåäíè ñðåùàíèÿ íà a è àêî
|α| > 0, òî α çàâúðøâà íà b;

(2) àêî δ?(s, α) = q1, òî α íå ñúäúðæà äâå ïîðåäíè ñðåùàíèÿ íà a è çàâúð-
øâà íà a.

Çà |α| = 0, òî òâúðäåíèÿòà (1) è (2) ñà ÿñíè (Çàùî?). Äà ïðèåìåì, ÷å
òâúðäåíèÿòà (1) è (2) ñà âåðíè çà ïðîèçâîëíè äóìè α ñ äúëæèíà n. Íåêà
|α| = n+ 1, ò.å. α = βx, êúäåòî |β| = n è x ∈ Σ. Ùå äîêàæåì (1) è (2) çà α.

- Íåêà δ?(s, βx) = s = δ(δ?(s, β), x). Ñïîðåä äåôèíèöèÿòà íà ôóíêöèÿòà δ,
x = b è δ?(s, β) ∈ {s, q1}. Òîãàâà ïî È.Ï. çà (1) è (2), β íå ñúäúðæà äâå
ïîðåäíè ñðåùàíèÿ íà a. Òîãàâà å î÷åâèäíî, ÷å βx ñúùî íå ñúäúðæà äâå
ïîðåäíè ñðåùàíèÿ íà a.

- Íåêà δ?(s, βx) = q1 = δ(δ?(s, β), x). Ñïîðåä äåôèíèöèÿòà íà δ, x = a è
δ?(s, β) = s. Òîãàâà ïî È.Ï. çà (2), β íå ñúäúðæà äâå ïîðåäíè ñðåùàíèÿ
íà a è çàâúðøâà íà b. Òîãàâà å î÷åâèäíî, ÷å βx ñúùî íå ñúäúðæà äâå
ïîðåäíè ñðåùàíèÿ íà a.

Òàêà äîêàçàõìå ñ èíäóêöèÿ ïî äúëæèíàòà íà äóìàòà, ÷å çà âñÿêà äóìà
α ñà èçïúëíåíè òâúðäåíèÿòà (1) è (2). Ïî äåôèíèöèÿ, àêî α ∈ L(A), òî
δ?(s, α) ∈ {s, q1} è îò (1) è (2) ñëåäâà, ÷å è â äâàòà ñëó÷à α íå ñúäúðæà äâå
ïîðåäíè ñðåùàíèÿ íà áóêâàòà a, ò.å. α ∈ L. Ñ äðóãè äóìè, äîêàçàõìå, ÷å

L(A) ⊆ L.

Ñåãà ùå äîêàæåì äðóãàòà ïîñîêà, ò.å. L ⊆ L(A). Òîâà îçíà÷àâà äà äîêà-
æåì, ÷å

(∀α ∈ Σ?)[α ∈ L ⇒ δ?(s, α) ∈ F ],

êîåòî å åêâèâàëåíòíî íà Äà íàïîìíèì, ÷å
p⇒ q ≡ ¬q ⇒ ¬p

(∀α ∈ Σ?)[δ?(s, α) 6∈ F ⇒ α 6∈ L]. (2.1)

Òîâà å ëåñíî äà ñå ñúîáðàçè. Ùîì δ?(s, α) 6∈ F , òî δ?(s, α) = q2 è äóìàòà α
ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

α = βaγ & δ?(s, β) = q1.

Èçïîëçâàéêè ñâîéñòâî (2) îò ïî-ãîðå, ïîíåæå δ?(s, β) = q1, òî β íå ñú-
äúðæà äâå ïîðåäíè ñðåùàíèÿ íà a, íî çàâúðøâà íà a. Ñåãà å î÷åâèäíî,
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÷å βa ñúäúðæà äâå ïîðåäíè ñðåùàíèÿ íà a è ùîì βa å ïðåôèêñ íà α, òî
äóìàòà α 6∈ L. Ñ òîâà äîêàçàõìå Ñâîéñòâî 2.1, à ñëåäîâàòåëíî è ïîñîêàòà
L ⊆ L(A).

Çà åäíà äóìà α ∈ {0, 1}?, íåêà ñ α(2) äà îçíà÷èì ÷èñëîòî â äåñåòè÷íà
áðîéíà ñèñòåìà, êîåòî ñå ïðåäñòàâÿ â äâîè÷íà áðîéíà ñèñòåìà êàòî α.
Íàïðèìåð, 1101(2) = 1 · 23 + 1 · 22 + 0 · 21 + 1 · 20 = 13. Òîãàâà èìàìå
ñëåäíèòå ñâîéñòâà:

• ε(2) = 0,

• (α0)(2) = 2 · (α)(2),

• (α1)(2) = 2 · (α)(2) + 1.

Äà îòáåëåæèì, ÷å çà âñÿêî
÷èñëî n èìà áåçêðàéíî ìíîãî
äóìè α, çà êîèòî α(2) = n.
Íàïðèìåð,
10(2) = 010(2) = 0010(2) = · · ·

Çàäà÷à 13. Äîêàæåòå, ÷å L = {ω ∈ {0, 1}? | ω(2) ≡ 2 (mod 3)} å àâòîìàòåí.

Äîê. Íàøèÿò àâòîìàò ùå èìà òðè ñúñòîÿíèÿ {q0, q1, q2}, êàòî íà÷àëíîòî
ñúñòîÿíèå ùå áúäå q0. Öåëòà íè å äà äåôèíèðàìå òàêà àâòîìàòà, ÷å äà èìàìå
ñëåäíîòî ñâîéñòâî:

(∀α ∈ Σ?)(∀i < 3)[α(2) ≡ i (mod 3) ⇔ δ?(q0, α) = qi], (2.2)

ò.å. âñÿêî ñúñòîÿíèå îòãîâàðÿ íà îïðåäåëåí îñòàòúê ïðè äåëåíèå íà òðè. Ïî-
íåæå èñêàìå íàøèÿ àâòîìàò äà ðàçïîçíàâà òåçè äóìè α, çà êîèòî α(2) ≡ 2
mod 3, ôèíàëíîòî ñúñòîÿíèå ùå áúäå q2. Äåôèíèðàìå ôóíêöèÿòà δ ñëåä-
âàéêè ñëåäíèòå ñâîéñòâà:

• α(2) ≡ 0 mod 3 ⇒ (α0)(2) ≡ 0 mod 3; δ(q0, 0) = q0

• α(2) ≡ 0 mod 3 ⇒ (α1)(2) ≡ 1 mod 3; δ(q0, 1) = q1

• α(2) ≡ 1 mod 3 ⇒ (α0)(2) ≡ 2 mod 3; δ(q1, 0) = q2

• α(2) ≡ 1 mod 3 ⇒ (α1)(2) ≡ 0 mod 3; δ(q1, 1) = q0

• α(2) ≡ 2 mod 3 ⇒ (α0)(2) ≡ 1 mod 3; δ(q2, 0) = q1

• α(2) ≡ 2 mod 3 ⇒ (α1)(2) ≡ 2 mod 3. δ(q2, 1) = q2

Åòî è êàðòèíêà íà àâòîìàòà A:

q0start q1 q2

0

1

01

0

1

Ôèãóðà 2.2: L(A)
?
= {ω ∈ {0, 1}? | α(2) ≡ 2 (mod 3)}

Äà ðàçãëåäàìå òâúðäåíèÿòà:
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(1) δ?(q0, α) = q0 ⇒ α(2) ≡ 0 mod 3;

(2) δ?(q0, α) = q1 ⇒ α(2) ≡ 1 mod 3;

(3) δ?(q0, α) = q2 ⇒ α(2) ≡ 2 mod 3.

Ùå äîêàæåì (1), (2) è (3) åäíîâðåìåííî ñ èíäóêöèÿ ïî äúëæèíàòà íà äóìàòà
α. Çà |α| = 0, âñè÷êè óñëîâèÿ ñà èçïúëíåíè. (Çàùî?) Äà ïðèåìåì, ÷å (1),
(2) è (3) ñà èçïúëíåíè çà äóìè ñ äúëæèíà n. Íåêà |α| = n+ 1, ò.å. α = βx,
|β| = n. Çà äà ïðèëîæèì èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå, ùå èçïîëçâàìå
ñëåäíîòî ñâîéñòâî:

δ?(q0, βx) = δ(δ?(q0, β), x).

Ùå äîêàæåì ïîäðîáíî ñàìî (3) ïîíåæå äðóãèòå òâúðäåíèÿ ñå äîêàçâàò
ïî ñõîäåí íà÷èí. Íåêà δ?(q0, βx) = q2. Èìàìå äâà ñëó÷àÿ: Îáúðíåòå âíèìàíèå, ÷å â

äîêàçàòåëñòâîòî íà (3)
èçïîëçâàìå È.Ï. íå ñàìî çà
(3), íî è çà (2)

• x = 0. Òîãàâà, ïî äåôèíèöèÿòà íà δ, δ(q1, 0) = q2 è ñëåäîâàòåëíî,
δ?(q0, β) = q1. Ïî È.Ï. çà (2) ñ β,

δ?(q0, β) = q1 ⇒ β(2) ≡ 1 mod 3

Òîãàâà, (β0)(2) ≡ 2 mod 3. Òàêà äîêàçàõìå, ÷å

δ?(q0, β0) = q2 ⇒ (β0)(2) ≡ 2 mod 3.

• x = 1. Òîãàâà, ïî äåôèíèöèÿòà íà δ, δ(q2, 1) = q2 è ñëåäîâàòåëíî,
δ?(q0, β) = q2. Ïî È.Ï. çà (3) ñ β,

δ?(q0, β) = q2 ⇒ β(2) ≡ 2 mod 3.

Òîãàâà, (β1)(2) ≡ 2 mod 3. Òàêà äîêàçàõìå, ÷å

δ?(q0, β1) = q2 ⇒ (β1)(2) ≡ 2 mod 3.

Çà äà äîêàæåì (1), íåêà δ?(q0, βx) = q0.

• x = 0. Ðàçñúæäåíèÿòà ñà àíàëîãè÷íè, êàòî èçïîëçâàìå È.Ï. çà (1).

• x = 1. Ðàçñúæäåíèÿòà ñà àíàëîãè÷íè, êàòî èçïîëçâàìå È.Ï. çà (2).

Ïî ñúùèÿ íà÷èí äîêàçâàìå è (2). Íåêà δ?(q0, βx) = q1.

• Ïðè x = 0, èçïîëçâàìå È.Ï. çà (3).

• Ïðè x = 1, èçïîëçâàìå È.Ï. çà (1).

Îò (1), (2) è (3) ñëåäâà äèðåêòíî, ÷å L(A) ⊆ L.
Çà äðóãàòà ïîñîêà, íåêà α ∈ L, ò.å. (α)(2) ≡ 2 mod 3. Àêî äîïóñíåì, ÷å α 6∈

L(A), òî òîâà îçíà÷àâà, ÷å δ?(q0, α) ∈ {q0, q1}. Íî â òåçè ñëó÷àè ïîëó÷àâàìå
îò òâúðäåíèÿ (1) è (2), ÷å (α)(2) ≡ 0 mod 3 èëè (α)(2) ≡ 1 mod 3. Òîâà å
ïðîòèâîðå÷èå ñ èçáîðà íà α ∈ L. Ñëåäîâàòåëíî, àêî α ∈ L, òî δ(q0, α) = q2.
Òàêà äîêàçàõìå è ïîñîêàòà L ⊆ L(A).
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2.2 Ðåãóëÿðíè åçèöè

Îïðåäåëåíèå 3. Íåêà å äàäåíà àçáóêà Σ. Äåôèíèðàìå ìíîæåñòâîòî îò Òîâà å äðóã ïðèìåð çà
èíäóêòèâíà (ðåêóðñèâíà)
äåôèíèöèÿ.

ðåãóëÿðíè åçèöè íàä àçáóêàòà Σ è åäíîâðåìåííî ñ òîâà ìíîæåñòâîòî îò
ðåãóëÿðíè èçðàçè, êîèòî ðàçïîçíàâàò òåçè åçèöè.

1) çà âñåêè ñèìâîë a ∈ Σ, {a} å ðåãóëÿðåí åçèê, êîéòî ñå ðàçïîçíàâà îò
ðåãóëÿðíèÿ èçðàç a;

2) {ε} å ðåãóëÿðåí åçèê, êîéòî ñå ðàçïîçíàâà îò ðåãóëÿðíèÿ èçðàç ε;

3) ∅ å ðåãóëÿðåí åçèê, êîéòî ñå ðàçïîçíàâà îò ðåãóëÿðíèÿ èçðàç ∅;

4) L1 ∪ L2, êúäåòî L1 è L2 ñà ðåãóëÿðíè åçèöè, êîéòî ñå ðàçïîçíàâà îò
ðåãóëÿðíèÿ èçðàç (r1 + r2), êúäåòî r1 è r2 ñà ðåãóëÿðíèòå èçðàçè çà L1

è L2. Çàïèñâàìå, ÷å L(r1) ∪ L(r2) = L(r1 + r2).

5) L1 · L2 = {uw | u ∈ L1 & w ∈ L2}, êúäåòî L1 è L2 ñà ðåãóëÿðíè åçè- Òàçè îïåðàöèÿ ñå íàðè÷êà
êîíêàòåíàöèÿ. Îáèêíîâåíî
èçïóñêàìå çíàêà ·öè, êîéòî ñå ðàçïîçíàâà îò ðåãóëÿðíèÿ èçðàç (r1 · r2), êúäåòî r1 è r2 ñà

ðåãóëÿðíèòå èçðàçè çà L1 è L2. Çàïèñâàìå, ÷å L(r1) · L(r2) = L(r1 · r2).

6) L? = {w1w2 · · ·wn | n ∈ N & wi ∈ L çà âñÿêî i ≤ n}, êúäåòî L å ðå- Çâåçäà íà Êëèíè

ãóëÿðåí åçèê, êîéòî ñå ðàçïîçíàâà îò ðåãóëÿðíèÿ èçðàç (r?), êúäåòî r å
ðåãóëÿðíèÿ èçðàç çà L. Çàïèñâàìå, ÷å L(r)? = L(r?). Ìîæåì äà çàïèøåì,
÷å L? =

⋃
n L

n, êúäåòî L0 = {ε} è Ln+1 = Ln · L.

Ïðèìåð 2. Íåêà äà ðàçãëåäàìå íÿêîëêî ïðèìåðà êàêâî òî÷íî ïðåäñòàâëÿâà
ïðèëàãàíåòî íà îïåðàöèÿòà çâåçäà íà Êëèíè âúðõó åäèí åçèê.

• Íåêà L = {0, 11}. Òîãàâà:

� L0 = {ε}, L1 = L,

� L2 = L1 · L1 = {00, 011, 110, 1111},
� L3 = L1 · L2 = {000, 0011, 0110, 01111, 1100, 11011, 11110, 111111}.

• Íåêà L = ∅. Òîãàâà:

� L0 = {ε},
� L1 = ∅,
� L2 = L1 · L1 = ∅.

Ïîëó÷àâàìå, ÷å L? = {ε}, ò.å. êðàåí åçèê

• Íåêà L = {0i | i ∈ N} = {ε, 0, 00, 000, . . . }. Òîãàâà ëåñíî ìîæå äà ñå
âèäè, ÷å L = L?.

Çàäà÷à 14. Çà ïðîèçâîëíè ðåãóëÿðíè èçðàçè r è s, ïðîâåðåòå:

à) r + s = s+ r;

á) (ε+ r)? = r?;

â) ∅? = ε;

ã) (r?s?) = (r + s)?;
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ä) (r?)? = r?;

å) (rs+ r)?r = r(sr + r)?;

æ) s(rs+ s)?r = rr?s(rr?s)?;

ç) (r + s)? = r? + s?;

è) ∅? = ε?;

Òåîðåìà 1 (Êëèíè). Âñåêè àâòîìàòåí åçèê ñå îïèñâà ñ ðåãóëÿðåí èçðàç.

Äîê. Íåêà L = L(A), çà íÿêîé êðàåí äåòåðìèíèðàí àâòîìàò A. Äà ôèê- ñòð. 79 îò [PL98], ñòð. 33 îò
[HU79]ñèðàìå åäíî èçáðîÿâàíå íà ñúñòîÿíèÿòà Q = {q1, . . . , qn}, êàòî íà÷àëíîòî

ñúñòîÿíèå å q1. Ùå îçíà÷àâàìå ñ L(i, j, k) ìíîæåñòâîòî îò òåçè äóìè, êîèòî
ìîãàò äà ñå ðàçïîçíàÿò îò àâòîìàòà ïî ïúò, êîéòî çàïî÷âà îò qi, çàâúðø-
âà â qj , è ìåæäèííèòå ñúñòîÿíèÿ èìàò èíäåêñè ≤ k. Íàïðèìåð, çà äóìàòà
α = a1a2 · · · an èìàìå, ÷å α ∈ L(i, j, k) òî÷íî òîãàâà, êîãàòî ñúùåñòâóâàò
ñúñòîÿíèÿ ql1 , . . . , qln−1

, êàòî l1, . . . , ln−1 ≤ k è

qi
a1→ ql1

a2→ ql2
a3→ · · · an−1→ qln−1

an→ qj .

Òîãàâà çà n = |Q|,

L(i, j, n) = {α ∈ Σ? | δ?(qi, α) = qj}.

Òàêà ïîëó÷àâàìå, ÷å

L(A) =
⋃
{L(1, j, n) | qj ∈ F} =

⋃
qj∈F

L(1, j, n).

Ùå äîêàæåì ñ èíäóêöèÿ ïî k, ÷å çà âñÿêî i, j, k, ìíîæåñòâàòà îò äóìè
L(i, j, k) ñå îïèñâàò ñ ðåãóëÿðåí èçðàç rki,j

à) Íåêà k = 0. Ùå äîêàæåì, ÷å çà âñÿêî i, j, L(i, j, 0) ñå îïèñâà ñ ðåãóëÿðåí
èçðàç. Èìàìå äà ðàçãëåäàìå äâà ñëó÷àÿ.

Àêî i = j, òî

L(i, j, 0) = {ε} ∪ {a ∈ Σ | δ(qi, a) = qj}.

Àêî i 6= j, òî
L(i, j, 0) = {a ∈ Σ | δ(qi, a) = qj}.

á) Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å k > 0 è çà âñÿêî i, j, ìîæåì äà íàìåðèì ðåãóëÿð-
íèòå èçðàçè ñúîòâåòñòâàùè íà L(i, j, k − 1). Òîãàâà

L(i, j, k) = L(i, j, k − 1) ∪ L(i, k, k − 1) · (L(k, k, k − 1)?) · L(k, j, k − 1).

Òîãàâà ïî È.Ï. ñëåäâà, ÷å L(i, j, k) ìîæå äà ñå îïèøå ñ ðåãóëÿðåí èçðàç,
êîéòî å

rk−1
i,j + rk−1

i,k · (r
k−1
k,k )? · rk−1

k,j .
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Çàêëþ÷àâàìå, ÷å çà âñÿêî i, j, k, L(i, j, k) ìîæå äà ñå îïèøå ñ ðåãóëÿðåí èçðàç
rki,j . Òîãàâà àêî F = {qi1 , . . . , qik}, òî L(A) ñå îïèñâà ñ ðåãóëÿðíèÿ èçðàç

rn1,i1 + rn1,i2 + · · ·+ rn1,ik .

Ïðèìåð 3. Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíèÿ àâòîìàò:

q1start q2

1

0

0, 1

Çà äà íàìåðèì ðåãóëÿðíèÿ åçèê çà àâòîìàòà îò Ïðèìåð 3, òðÿáâà äà
íàìåðèì r2

1,2, çàùîòî íà÷àëíîòî ñúñòîÿíèå å q1, ôèíàëíîòî å q2 è áðîÿò íà
ñúñòîÿíèÿòà â àâòîìàòà å 2.

r0
1,1 = ε+ 1,

r0
1,2 = 0,

r0
2,1 = ∅,
r0
2,2 = ε+ 0 + 1,

r1
1,2 = r0

1,2 + r0
1,1 · (r0

1,1)? · r0
1,2 = 0 + (ε+ 1)(ε+ 1)?0 = 1?0,

r1
2,2 = r0

2,2 + r0
2,1 · (r0

1,1)? · r0
1,2 = ε+ 0 + 1 + ∅(ε+ 1)?0 = ε+ 0 + 1

r2
1,2 = r1

1,2 + r1
1,2(r1

2,2)?r1
2,2

= 1?0 + 1?0(ε+ 0 + 1)?(ε+ 0 + 1) = 1?0(0 + 1)?.

ßñíî å, ÷å L1 ñå îïèñâà ñ ðåãóëÿðíèÿ èçðàç r
2
1,2 = 1?0(0 + 1)?.

Ñëåäâàùàòà íè öåë å äà âèäèì, ÷å èìàìå è îáðàòíàòà ïîñîêà íà ãîðíàòà
ëåìà. Ùå äîêàæåì, ÷å âñåêè ðåãóëÿðåí åçèê å àâòîìàòåí. Çà òàçè öåë ïúðâî
ùå âúâåäåì åäíî îáîáùåíèå íà ïîíÿòèåòî êðàåí äåòåðìèíèðàí àâòîìàò.

2.3 Íåäåòåðìèíèðàíè êðàéíè àâòîìàòè

Îïðåäåëåíèå 4. Íåäåòåðìèíèðàí êðàåí àâòîìàò ïðåäñòàâëÿâà Âúâåäåíè îò Ðàáèí è Ñêîò
[RS59]

N = 〈Q,Σ, s,∆, F 〉,

• Q å êðàéíî ìíîæåñòâî îò ñúñòîÿíèÿ;

• Σ å êðàéíà àçáóêà;

• ∆ : Q × Σ → P(Q) å ôóíêöèÿòà íà ïðåõîäèòå. Îáúðíåòå âíèìàíèå, Äà íàïîìíèì, ÷å
P(Q) = {R | R ⊆ Q},
|P(Q)| = 2|Q|

Sipser ïîçâîëÿâà ε-ïðåõîäè

÷å òÿ å òîòàëíà.

• s ∈ Q å íà÷àëíîòî ñúñòîÿíèå;

• F ⊆ Q å ìíîæåñòâîòî îò ôèíàëíè ñúñòîÿíèÿ.
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Òåîðåìà 2. Çà âñåêè ÍKÀ N ñúùåñòâóâà åêâèâàëåíòåí íà íåãî ÄÊÀ D,
ò.å. L(N ) = L(D).

Äîê. Íåêà N = 〈Q,Σ, s,∆, F 〉. Ùå ïîñòðîèì ÄÊÀ D = (Q′,Σ, δ, s′, F ′).
Êîíñòðóêöèÿòà å ñëåäíàòà: Äà îòáåëåæèì, ÷å

äåòåðìèíèðàíèÿò àâòîìàò D
èìà íå ïîâå÷å îò 2|Q| íà áðîé
ñúñòîÿíèÿ

• Q′ = P(Q);

• δ(R, a) = {q ∈ Q | (∃r ∈ R)[q ∈ ∆(r, a)]} =
⋃
r∈R ∆(r, a);

• s′ = {s};

• F ′ = {R ⊆ Q | R ∩ F 6= ∅}.

Çàäà÷à 15. Çà âñåêè ÍÊÀ N ñúùåñòâóâà ÍÊÀ N ′ ñ åäíî ôèíàëíî ñúñòî-
ÿíèå, çà êîéòî L(N ) = L(N ′).

Óïúòâàíå. Âìåñòî ôîðìàëíà êîíñòðóêöèÿ, äà ðàçãëåäàìå åäèí ïðèìåð,
êîéòî èëþñòðèðà èäåÿòà.

sstart

q1

q2

a

b
a

a

b

(à) àâòîìàò N

sstart

q1

q2

f

a

b
a

b

a

a

a

b

(á) àâòîìàò N ′, L(N ′) = L(N )

Çà ïðîèçâîëåí àâòîìàò N , ôîðìóëèðàéòå òî÷íî êîíñòðóêöèÿòà íà N ′ ñ
åäíî ôèíàëíî ñúñòîÿíèå è äîêàæåòå, ÷å íàèñòèíà L(N ) = L(N ′). Îáúðíåòå
âíèìàíèå, ÷å ïðèìåðà ïîêàçâà, ÷å å âúçìîæíîN äà å äåòåðìèíèðàí àâòîìàò,
íî ïîëó÷åíèÿò N ′ äà áúäå íåäåòåðìèíèðàí.

Çàäà÷à 16. Äîêàæåòå, ÷å àêî L å àâòîìàòåí åçèê, òî LR = {ωR | ω ∈ L} Íåêà A, L = L(A), å ñàìî ñ
åäíî ôèíàëíî ñúñòîÿíèå.ñúùî å àâòîìàòåí.

Ëåìà 1. Ñúùåñòâóâà ÍÊÀ N = 〈Q,Σ, s,∆, F 〉, êîéòî ðàçïîçíàâà åçèêà
L(r), êúäåòî r = ∅, r = ε èëè r = a, çà a ∈ Σ.

Äîê.

sstart

(à) L(∅)

sstart

(á) L(ε)

sstart qa

(â) L(a)
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Ëåìà 2. Êëàñúò íà àâòîìàòíèòå åçèöè å çàòâîðåí îòíîñíî îïåðàöèÿòà êîí-
êàòåíàöèÿ. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å àêî L1 è L2 ñà äâà ïðîèçâîëíè àâòîìàòíè
åçèêà, òî L1 · L2 ñúùî å àâòîìàòåí åçèê.

Äîê. Íåêà ñà äàäåíè àâòîìàòèòå:

• N1 = 〈Q1,Σ, s1,∆1, F1〉, êàòî L(N1) = L1;

• N2 = 〈Q2,Σ, s2,∆2, F2〉, êàòî L(N2) = L2.

Ùå äåôèíèðàìå àâòîìàòà N = 〈Q,Σ, s,∆, F 〉 êàòî

L(N ) = L1 · L2 = L(N1) · L(N2).

• Q = Q1 ∪Q2;

• s = s1;

• F =

{
F1 ∪ F2, àêî s2 ∈ F2

F2, èíà÷å.

• ∆(q, a) =


∆1(q, a), àêî q ∈ Q1 \ F1 & a ∈ Σ

∆2(q, a), àêî q ∈ Q2 & a ∈ Σ

∆1(q, a) ∪∆2(s2, a), àêî q ∈ F1 & a ∈ Σ.

s1start q1

q2

q3

a

a

b

a

b

(à) àâòîìàò N1

s2start

q4

q5

a

a

b

(á) àâòîìàò N2

Ïðèìåð 4. Çà äà ïîñòðîèì àâòîìàò, êîéòî ðàçïîçíàâà êîíêàòåíàöèÿòà íà
L(N1) è L(N2), òðÿáâà äà ñâúðæåì ôèíàëíèòå ñúñòîÿíèÿ íà N1 ñ èçõîäÿ-
ùèòå îò s2 ñúñòîÿíèÿ íà N2.

25



s1start q1

q2

q3

s2

q4

q5

a

a

b

a

b

a

a

b

a

b

a

b

Ôèãóðà 2.6: L(N ) = L(N1) · L(N2)

Îáúðíåòå âíèìàíèå, ÷å N1 è N2 ñà äåòåðìèíèðàíè àâòîìàòè, íî N å
íåäåòåðìèíèðàí. Ñúùî òàêà, â òîçè ïðèìåð ñå îêàçâà, ÷å âå÷å s2 å íåäîñ-
òèæèìî ñúñòîÿíèå, íî â îáùèÿ ñëó÷àé íå ìîæåì äà ãî ïðåìàõíåì, çàùîòî
ìîæå äà èìà ïðåõîäè âëèçàùè â s2.

Ëåìà 3. Êëàñúò îò àâòîìàòíèòå åçèöè å çàòâîðåí îòíîñíî îïåðàöèÿòà îáå-
äèíåíèå.

Äîê. Íåêà ñà äàäåíè àâòîìàòèòå:

• N1 = 〈Q1,Σ, s1,∆1, F1〉, êàòî L(N1) = L1;

• N2 = 〈Q2,Σ, s2,∆2, F2〉, êàòî L(N2) = L2.

Ùå äåôèíèðàìå àâòîìàòà N = 〈Q,Σ, s,∆, F 〉, òàêà ÷å

L(N ) = L(N1) ∪ L(N2).

• Q = Q1 ∪Q2 ∪ {s};

• F =

{
F1 ∪ F2 ∪ {s}, àêî s1 ∈ F1 ∨ s2 ∈ F2

F1 ∪ F2, èíà÷å

• ∆(q, a) =


∆1(q, a), àêî q ∈ Q1 & a ∈ Σ

∆2(q, a), àêî q ∈ Q2 & a ∈ Σ

∆1(s1, a) ∪∆2(s2, a), àêî q = s & a ∈ Σ.

Çàáåëåæêà. Â íà÷àëíîòî ñúñòîÿíèå íà íîâîïîñòðîåíèÿ àâòîìàò N íå âëè-
çàò ðåáðà.

Ïðèìåð 5. Çà äà ïîñòðîèì àâòîìàò, êîéòî ðàçïîçíàâà îáåäèíåíèåòî íà
L(N1) è L(N2), òðÿáâà äà ñâúðæåì ôèíàëíèòå ñúñòîÿíèÿ íà N1 ñ èçõîäÿ-
ùèòå îò s2 ñúñòîÿíèÿ íà N2.
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sstart

s1 q1

q2

q3

s2

q4

q5

a

a

b

a

b

a

a

b

a

a

b

Ôèãóðà 2.7: L(N ) = L(N1) ∪ L(N2)

Îáúðíåòå âíèìàíèå, ÷å N1 è N2 ñà äåòåðìèíèðàíè àâòîìàòè, íî N å
íåäåòåðìèíèðàí. Îñâåí òîâà, íîâîòî ñúñòîÿíèå s òðÿáâà äà áúäå ìàðêèðàíî
êàòî ôèíàëíî, çàùîòî s1 å ôèíàëíî.

Ëåìà 4. Êëàñúò îò àâòîìàòíèòå åçèöè å çàòâîðåí îòíîñíî îïåðàöèÿòà çâåç-
äà íà Êëèíè.

Äîê. Íåêà å äàäåí àâòîìàòà N = 〈Q,Σ, s,∆, F 〉, çà êîéòî å èçïúíåíî, ÷å
L(N ) = L(r). Ïúðâàòà ñòúïêà å äà ïîñòðîèì N1 = 〈Q1,Σ, s1,∆1, F1〉, òàêúâ
÷å

L(N1) =
⋃
n≥1

(L(N ))n =
⋃
n≥1

(L(r))n = L(r+).

• Q1 = Q;

• s1 = s;

• F1 = F ;

• ∆1(q, a) =

{
∆(q, a), àêî q ∈ Q \ F, a ∈ Σ

∆(q, a) ∪∆(s, a), àêî q ∈ F, a ∈ Σ.

Íàêðàÿ ñòðîèì àâòîìàò N2, çà êîéòî L(N2) = {ε} ∪ L(N1).

s1start q1 q2
a b

b

Ôèãóðà 2.8: àâòîìàò N3
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Ïðèìåð 6. Íåêà äà ïðèëîæèì êîíñòðóêöèÿòà çà äà íàìåðèì àâòîìàò ðàç-
ïîçíàâàù L(N3)?.

sstart

s1 q1 q2

a

a

b

b

a

Ôèãóðà 2.9: L(N ) = L(N3)? = L(N3)+ ∪ {ε}

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å L(N1) = {(abb)nab | n ∈ N}. Ôîðìàëíî ïîãëåäíàòî,
ñëåä êàòî ïîñòðîèì àâòîìàò çà åçèêà L(N1)+, òðÿáâà äà ïðèëîæèì êîíñò-
ðóêöèÿòà çà îáåäèíåíèå íà àâòîìàòà çà åçèêà L(N1)+ ñ àâòîìàòà çà åçèêà
{ε}. Çàùî òðÿáâà äà äîáàâèì íîâî íà÷àëíî ñúñòîÿíèå s? Äà äîïóñíåì, ÷å
âìåñòî òîâà ñìå íàïðàâèëè s1 ôèíàëíî. Òîãàâà èìà îïàñíîñò äà ðàçïîçíàåì
ïîâå÷å äóìè. Íàïðèìåð, äóìàòà abb áè ñå ðàçïîíàëà îò òîçè àâòîìàò, íî
abb 6∈ L(N1)?.

Çàäà÷à 17. Äà ôèêñèðàìå åäíà äóìà α íàä äàäåíà àçáóêà Σ. Îïèøåòå (òåêñòîâèÿò ôàéë β ∈ Σ?)

àëãîðèòúì, êîéòî çà âõîä ïðîèçâîëåí òåêñòîâ ôàéë β, îòãîâàðÿ äàëè äóìàòà
α ñå ñðåùà â β. Êàêâà å ñëîæíîñòòà íà òîçè àëãîðèòúì îòíîñíî äúëæèíèòå
íà α è β ?

2.4 Åçèöè, êîèòî íå ñà ðåãóëÿðíè

Ëåìà 5 (çà ïîêà÷âàíåòî (ðåãóëÿðíè åçèöè)). Íåêà L äà áúäå ðåãóëÿðåí Íà àíãë. ñå íàðè÷à
Pumping Lemma

Èìà ïîäîáíà ëåìà è çà
áåçêîíòåêñòíè åçèöè

Îáúðíåòå âíèìàíèå, ÷å 0 ∈ N
è xy0z = xz

åçèê. Ñúùåñòâóâà ÷èñëî p ≥ 1, çàâèñåùî ñàìî îò L, çà êîåòî çà âñÿêà äóìà
α ∈ L, |α| ≥ p ìîæå äà áúäå çàïèñàíà âúâ âèäà α = xyz è

1) |y| ≥ 1;

2) |xy| ≤ p;

3) (∀i ∈ N)[xyiz ∈ L].

Äîê. Ïîíåæå L å ðåãóëÿðåí, òîé ñå ðàçïîçíàâà îò A = 〈Q,Σ, s, δ, F 〉. Äà ñòð. 88 îò [PL98], ñòð. 78 îò
[Sip97]ïîëîæèì p = |Q| è íåêà α = a1a2 · · · ak å äóìà, çà êîÿòî k ≥ p. Äà ðàçãëåäàìå

ïúðâèòå p ñòúïêè îò èçïúëíåíèåòî íà α âúðõó A:

q0
a1→ q1

a2→ · · · ap→ qp.

Òúé êàòî |Q| = p, à ïî òîçè ïúò ó÷àñòâàò n + 1 ñúñòîÿíèÿ q0, q1, . . . , qp, òî
ñúùåñòâóâàò ÷èñëà i, j, çà êîèòî 0 ≤ i < j ≤ p è qi = qj . Íåêà ðàçäåëèì
äóìàòà α íà òðè ÷àñòè ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

x = a1 · · · ai, y = ai+1 · · · aj , z = aj+1 · · · ak.

ßñíî å, ÷å |y| ≥ 1 è |xy| = j ≤ p. Îñâåí òîâà, ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å - Äîêàæåòå!
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çà âñÿêî i ∈ N, xyiz ∈ L. Äà ðàçãëåäàìå ñàìî ñëó÷àÿ çà i = 0. Äóìàòà
xy0z = xz ∈ L, çàùîòî èìàìå ñëåäíîòî èç÷èñëåíèå:

q0
a1→ · · · ai→ qi

aj+1→ qj+1 · · ·
ap→ qp ∈ F,

çàùîòî qi = qj .
Ïðè ôèêñèðàí åçèê L, óñëîâèåòî íà Ëåìà 5 ìîæå ôîðìàëíî äà ñå çàïèøå

òàêà:

(∃p ≥ 1)(∀α ∈ L)[|α| ≥ p⇒ (∃x, y, z ∈ Σ
?
)[α = xyz ∧ |y| ≥ 1 ∧ |xy| ≤ p ∧ (∀i ∈ N)[xy

i
z ∈ L]]].

Îòðèöàíèåòî íà ãîðíàòà ôîðìóëà ìîæå äà ñå çàïèøå ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

(∀p ≥ 1)(∃α ∈ L)[|α| ≥ p ∧ (∀x, y, z ∈ Σ
?
)[α 6= xyz ∨ |y| 6≥ 1 ∨ |xy| 6≤ p ∨ (∃i ∈ N)[xy

i
z 6∈ L]]],

êîåòî å åêâèâàëåíòíî íà:

(∀p ≥ 1)(∃α ∈ L)[|α| ≥ p ∧ (∀x, y, z ∈ Σ
?
)[(α = xyz ∧ |y| ≥ 1 ∧ |xy| ≤ p)⇒ (∃i ∈ N)[xy

i
z 6∈ L]]].

Ëåìà 5 å ïîëåçíà, êîãàòî èñêàìå äà äîêàæåì, ÷å äàäåí åçèê L íå
å ðåãóëÿðåí. Çà äà ïîñòèãíåì òîâà, íèå äîêàçâàìå îòðèöàíèåòî íà
óñëîâèÿòà îò Ëåìà 5 çà L, ò.å. çà âñÿêà êîíñòàíòà p ≥ 1, íàìèðàìå äóìà
α ∈ L, |α| ≥ p, òàêàâà ÷å çà âñÿêî ðàçáèâàíå íà äóìàòà íà òðè ÷àñòè,
α = xyz, ñúñ ñâîéñòâàòà |y| ≥ 1 è |xy| ≤ p, å èçïúëíåíî, ÷å (∃i)[xyiz 6∈ L].

Ïðèìåð 7. Åçèêúò L = {anbn | n ∈ N} íå å ðåãóëÿðåí.

Äîê. Äà äîïóñíåì, ÷å L å ðåãóëÿðåí. Ùå äîñòèãíåì äî ïðîòèâîðå÷èå Òîâà å âàæåí ïðèìåð.
Ïî-êúñíî ùå âèäèì, ÷å òîçè
åçèê å áåçêîíòåêñòåí

êàòî äîêàæåì îòðèöàíèåòî íà óñëîâèåòî íà Ëåìà 5, ò.å. ùå äîêàæåì, ÷å

(∀p ≥ 1)(∃α ∈ L)[|α| ≥ p ∧ (∀x, y, z ∈ Σ
?
)[(α = xyz ∧ |y| ≥ 1 ∧ |xy| ≤ p)⇒ (∃i ∈ N)[xy

i
z 6∈ L]].

Äîêàçàòåëñòâîòî ñëåäâà ñòúïêèòå:

• Ðàçãëåæäàìå ïðîèçâîëíî ÷èñëî p ≥ 1 (íÿìàìå âëàñò íàä èçáîðà íà p).

• Èçáèðàìå äóìà α ∈ L, çà êîÿòî |α| ≥ p. Èìàìå ñâîáîäàòà äà èçáåðåì
êàêâîòî α ñè õàðåñàìå, ñòèãà òî äà ïðèíàäëåæè íà L è äà èìà äúëæèíà
ïîíå p. Ùîì èìàìå òàçè ñâîáîäà, íåêà äà èçáåðåì äóìàòà α = apbp ∈ L.
Î÷åâèäíî å, ÷å |α| ≥ p.

• Ðàçãëåæäàìå ïðîèçâîëíî ðàçáèâàíå íà α íà òðè ÷àñòè, α = xyz, çà
êîèòî èçèñêâàìå ñâîéñòâàòà |xy| ≤ p è |y| ≥ 1 (íå çíàåì íèùî äðóãî
çà x, y è z îñâåí òåçè äâå ñâîéñòâà).

• Ùå íàìåðèì i ∈ N, çà êîåòî xyiz 6∈ L. Ïîíåæå |xy| ≤ p, òî y = ak, çà
1 ≤ k ≤ p. Òîãàâà àêî âçåìåì i = 0, ïîëó÷àâàìå xy0z = ap−kbp. ßñíî
å, ÷å xz 6∈ L, çàùîòî p− k < p.

Äîêàçàõìå, ÷å àêî L å ðåãóëÿðåí åçèê, òî ñâîéñòâàòà îò Ëåìà 5 íå ñà èçïúë-
íåíè. Ñëåäîâàòåëíî, åçèêúò L íå å ðåãóëÿðåí.

Ïðèìåð 8. Åçèêúò L = {ambn | m,n ∈ N & m < n} íå å ðåãóëÿðåí.
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Äîê. Äà äîïóñíåì, ÷å L å ðåãóëÿðåí. Ñëåäâàìå ñúùàòà ïðîöåäóðà êàêòî
â ïðåäèøíèÿ ïðèìåð. Äîêàçàòåëñòâîòî ñëåäâà ñòúïêèòå:

• Ðàçãëåæäàìå ïðîèçâîëíî ÷èñëî p ≥ 1.

• Èçáèðàìå äóìà α ∈ L, çà êîÿòî |α| ≥ p. Ìîæåì äà èçáåðåì êàêâîòî
α ñè õàðåñàìå, ñòèãà òî äà ïðèíàäëåæè íà L è äà èìà äúëæèíà ïîíå
p. Ùîì èìàìå òàçè ñâîáîäà, íåêà äà èçáåðåì äóìàòà α = apbp+1 ∈ L.
Î÷åâèäíî å, ÷å |α| ≥ p.

• Ðàçãëåæäàìå ïðîèçâîëíî ðàçáèâàíå íà α íà òðè ÷àñòè, α = xyz, çà
êîèòî èçèñêâàìå ñâîéñòâàòà |xy| ≤ p è |y| ≥ 1 (íå çíàåì íèùî äðóãî
çà x, y è z îñâåí òåçè äâå ñâîéñòâà).

• Ùå íàìåðèì i ∈ N, çà êîåòî xyiz 6∈ L. Ïîíåæå |xy| ≤ p, òî y = ak, çà
1 ≤ k ≤ p. Òîãàâà àêî âçåìåì i = 2, ïîëó÷àâàìå

xy2z = ap−ka2kbp+1 = ap+kbp+1.

ßñíî å, ÷å xy2z 6∈ L, çàùîòî p+ k ≥ p+ 1.

Ïðèìåð 9. Åçèêúò L = {an | n å ïðîñòî ÷èñëî} íå å ðåãóëÿðåí.

Äîê. Äà äîïóñíåì, ÷å L å ðåãóëÿðåí åçèê. Ùå äîñòèãíåì äî ïðîòèâîðå÷èå
êàòî äîêàæåì îòðèöàíèåòî íà óñëîâèåòî íà Ëåìà 5, ò.å. ùå äîêàæåì, ÷å

(∀p ≥ 1)(∃α ∈ L)[|α| ≥ p ∧ (∀x, y, z ∈ Σ?)[(α = xyz ∧ |y| ≥ 1 ∧ |xy| ≤ p)⇒
(∃i ∈ N)[xyiz 6∈ L]].

Äîêàçàòåëñòâîòî ñëåäâà ñòúïêèòå:

• Ðàçãëåæäàìå ïðîèçâîëíî ÷èñëî p ≥ 1.

• Èçáèðàìå äóìà w ∈ L, çà êîÿòî |w| ≥ p. Ìîæåì äà èçáåðåì êàêâîòî w
ñè õàðåñàìå, ñòèãà òî äà ïðèíàäëåæè íà L è äà èìà äúëæèíà ïîíå p.
Ùîì èìàìå òàçè âëàñò, íåêà äà èçáåðåì äóìàòà w ∈ L, òàêàâà ÷å |w| >
p + 1. Çíàåì, ÷å òàêàâà äóìà ñúùåñòâóâà, çàùîòî L å áåçêðàåí åçèê.
Ïî-äîëó ùå âèäèì çàùîòî òîçè èçáîð å âàæåí çà íàøèòå ðàçñúæäåíèÿ.

• Ðàçãëåæäàìå ïðîèçâîëíî ðàçáèâàíå íà w íà òðè ÷àñòè, w = xyz, çà
êîèòî èçèñêâàìå ñâîéñòâàòà |xy| ≤ p è |y| ≥ 1.

• Ùå íàìåðèì i, çà êîåòî xyiz 6∈ L, ò.å. ùå íàìåðèì i, çà êîåòî |xyiz| =
|xz|+ i · |y| å ñúñòàâíî ÷èñëî. Ïîíåæå |xy| ≤ p è |xyz| > p+1, òî |z| > 1.
Äà èçáåðåì i = |xz| > 1. Òîãàâà:

|xyiz| = |xz|+ i.|y| = |xz|+ |xz|.|y| = (1 + |y|)|xz|

å ñúñòàâíî ÷èñëî, ñëåäîâàòåëíî xyiz 6∈ L.

Äîêàçàõìå, ÷å àêî L å ðåãóëÿðåí åçèê, òî ñâîéñòâîòî çà ïîêà÷âàíå îò Ëåìà 5
íå å èçïúëíåíî. Ñëåäîâàòåëíî, åçèêúò L íå å ðåãóëÿðåí.
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Çàäà÷à 18. Äîêàæåòå, ÷å åçèêúò L = {an2 | n ∈ N} íå å ðåãóëÿðåí.

Äîê. Äà äîïóñíåì, ÷å L å ðåãóëÿðåí. Îòíîâî ùå äîêàæåì îòðèöàíèåòî
íà ñâîéñòâîòî çà ïîêà÷âàíå îò Ëåìà 5. Äîêàçàòåëñòâîòî èìà ñòúïêèòå:

• Ðàçãëåæäàìå ïðîèçâîëíî ÷èñëî p ≥ 1.

• Èçáèðàìå äóìà w = ap
2

.

• Ðàçãëåæäàìå ïðîèçâîëíî ðàçáèâàíå íà w íà òðè ÷àñòè, w = xyz, êàòî
|xy| ≤ p è |y| ≥ 1.

• Ùå íàìåðèì i, çà êîåòî xyiz 6∈ L. Â íàøèÿ ñëó÷àé òîâà îçíà÷àâà, ÷å
|xz|+ i · |y| íå å òî÷åí êâàäðàò. Òîãàâà çà i = 2,

p2 = |xyz| < |xy2z| = |xz|+ 2|y| ≤ p2 + 2p < (p+ 1)2.

Ïîëó÷àâàìå, ÷å p2 < |xy2z| < (p+ 1)2, îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å |xy2z| íå å
òî÷åí êâàäðàò. Ñëåäîâàòåëíî, xy2z 6∈ L.

Çàäà÷à 19. Äîêàæåòå, ÷å åçèêúò L = {an! | n ∈ N} íå å ðåãóëÿðåí.

Äîê.

• Ðàçãëåæäàìå ïðîèçâîëíî ÷èñëî p ≥ 1.

• Èçáèðàìå äîñòàòú÷íî äúëãà äóìà. Íàïðèìåð, íåêà ω = a(p+2)!.

• Ðàçãëåæäàìå ïðîèçâîëíî ðàçáèâàíå íà ω íà òðè ÷àñòè, ω = xyz, êàòî
|xy| ≤ p è |y| ≥ 1. Äà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å 1 ≤ |y| ≤ p

• Ùå íàìåðèì i, çà êîåòî xyiz 6∈ L. Â íàøèÿ ñëó÷àé òîâà îçíà÷àâà,
÷å |xz| + i · |y| íå å îò âèäà n!. Âúçìîæíî ëè å xy0z ∈ L? Ïîíåæå
|xyz| = (p+ 2)!, òîâà îçíà÷àâà, ÷å |xz| = k!, çà íÿêîå k ≤ p+ 1. Òîãàâà

|y| = |xyz|− |xz| = (p+ 2)!−k! ≥ (p+ 2)!− (p+ 1)! = (p+ 1).(p+ 1)! > p.

Äîñòèãíàõìå äî ïðîòèâîðå÷èå.

2.4.1 Ñëåäñòâèÿ îò ëåìàòà çà ïîêà÷âàíåòî

Òâúðäåíèå 5. Íåêà å äàäåí àâòîìàòà A = 〈Q,Σ, s, δ, F 〉. Åçèêúò L(A) å
íåïðàçåí å íåïðàçåí òî÷íî òîãàâà, êîãàòî ñúäúðæà äóìà α, |α| < |Q|.

Äîê. Ùå ðàçãëåäàìå äâåòå ïîñîêè íà òâúðäåíèåòî.

(⇒) Íåêà L å íåïðàçåí åçèê è íåêà m = min{|α| | α ∈ L}. Ùå äîêàæåì, ÷å
m < |Q|. Çà öåëòà, äà äîïóñíåì, ÷å m ≥ |Q| è äà èçáåðåì α ∈ L, çà
êîÿòî |α| = m. Ñïîðåä Ëåìà 5, ñúùåñòâóâà ðàçáèâàíå xyz = α, òàêîâà
÷å xz ∈ L. Ïðè ïîëîæåíèå, ÷å |y| ≥ 1, òî |xz| < m, êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå
ñ ìèíèìàëíîñòòà íà m. Çàêëþ÷àâàìå, ÷å íàøåòî äîïóñêàíå å ãðåøíî.
Òîãàâà m < |Q|, îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà äóìà α ∈ L ñ |α| <
|Q|.
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(⇐) Òàçè ïîñîêà å òðèâèàëíà. Àêî L ñúäúðæà äóìà α, çà êîÿòî |α| < |Q|,
òî å î÷åâèäíî, ÷å L å íåïðàçåí åçèê.

Ñëåäñòâèå 2. Ñúùåñòâóâà àëãîðèòúì, êîéòî îïðåäåëÿ äàëè äâà àâòîìàòà (L1 \ L2) ∪ (L2 \ L1) = ∅?

A1 è A2 ðàçïîçíàâàò åäèí è ñúù åçèê.

Òâúðäåíèå 6. Ðåãóëÿðíèÿò åçèê L, ðàçïîçíàâàí îò ÊÄÀ A, å áåçêðàåí
òî÷íî òîãàâà, êîãàòî ñúäúðæà äóìà α, |Q| ≤ |α| < 2|Q|.

Äîê. Äà ðàçãëåäàìå äâåòå ïîñîêè íà òâúðäåíèåòî.

(⇐) Íåêà L å ðåãóëÿðåí åçèê, çà êîéòî ñúùåñòâóâà äóìà α, òàêàâà ÷å |Q| ≤
|α| < 2|Q|. Òîãàâà îò Ëåìà 5 ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà ðàçáèâàíå α =
xyz ñúñ ñâîéñòâîòî, ÷å çà âñÿêî i ∈ N, xyiz ∈ L. Ñëåäîâàòåëíî, L å
áåçêðàåí, çàùîòî |y| ≥ 1.

(⇒) Íåêà L å áåçêðàåí åçèê è äà âçåìåì íàé-êúñàòà äóìà α ∈ L, çà êîÿòî
|α| ≥ 2|Q|. Ïîíåæå L å áåçêðàåí, çíàåì, ÷å òàêàâà äóìà ñúùåñòâóâà.
Òîãàâà îòíîâî ïî Ëåìà 5, èìàìå ñëåäíîòî ðàçáèâàíå íà α:

α = xyz, |xy| ≤ |Q|, 1 ≤ |y|, xz ∈ L.

Íî ïîíåæå |xyz| ≥ 2|Q|, à 1 ≤ |y| ≤ |Q|, òî |xyz| > |xz| ≥ |Q| è
ïîíåæå èçáðàõìå α = xyz äà áúäå íàé-êúñàòà äóìà ñ äúëæèíà ïîíå
2|Q|, çàêëþ÷àâàìå, ÷å |Q| ≤ |xz| < 2|Q| è xz ∈ L.

Ñëåäñòâèå 3. Ñúùåñòâóâà àëãîðèòúì, êîéòî ïðîâåðÿâà äàëè äàäåí ðåãó-
ëÿðåí åçèê å áåçêðàåí.

Ïðèìåðè, êîãàòî ëåìàòà íå å ïðèëîæèìà

Çàäà÷à 20. Äà ñå äàäå ïðèìåð çà åçèê L, êîéòî íå å ðåãóëÿðåí, íî óäîâ- Íàïðèìåð,
c+{anbn | n ∈ N} ∪ (a|b)?ëåòâîðÿâà óñëîâèåòî íà Ëåìà 5.

Ïðèìåð 10. Åçèêúò L = {ckanbm | k, n,m ∈ N & k = 1 =⇒ m = n} íå å
ðåãóëÿðåí, íî óñëîâèåòî çà ïîêà÷âàíå îò Ëåìà 5 å èçïúëíåíî çà íåãî.

Äîê. Äà äîïóñíåì, ÷å L å ðåãóëÿðåí. Òîãàâà ùå ñëåäâà, ÷å

L1 = L ∩ ca?b? = {canbn | n ∈ N}

å ðåãóëÿðåí, íî ñ ëåìàòà çà ðàçðàñòâàíåòî ëåñíî ñå âèæäà, ÷å L1 íå å.
Ñåãà äà ïðîâåðèì, ÷å óñëîâèåòî çà ïîêà÷âàíå îò Ëåìà 5 å èçïúëíåíî çà

L. Äà èçáåðåì êîíñòàíòà p = 2. Ñåãà òðÿáâà äà ðàçãëåäàìå âñè÷êè äóìè
α ∈ L, |α| ≥ 2 è çà âñÿêà α äà ïîñî÷èì ðàçáèâàíå xyz = α, çà êîåòî ñà
èçïúëíåíè òðèòå ñâîéñòâà îò ëåìàòà. Óñëîâèÿòà çà x, y, z ñà:

|xy| ≤ 2

|y| ≥ 1

(∀i ∈ N)(xy
i
z ∈ L)

• Àêî α = an èëè α = bn, n ≥ 2, òî å î÷åâèäíî, ÷å ìîæåì äà íàìåðèì
òàêîâà ðàçáèâàíå.

• α = anbm è n+m ≥ 2, n ≥ 1. Èçáèðàìå x = ε, y = a, z = an−1bm.
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• α = canbn, n ≥ 1. Èçáèðàìå x = ε, y = c, z = anbn.

• α = c2anbm. Èçáèðàìå x = ε, y = c2, z = anbm.

• α = ckanbm, k ≥ 3. Èçáèðàìå x = ε, y = c, z = ck−1anbm.
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2.5 Ìèíèìèçàöèÿ íà ÄÊÀ

• Íåêà L ⊆ Σ? å åçèê è íåêà x, y ∈ Σ?. Êàçâàìå, ÷å x è y ñà åêâèâà- ≈L å èçâåñòíà êàòî ðåëàöèÿ
íà Ìàéõèë-Íåðîóäëåíòíè îòíîñíî L, êîåòî çàïèñâàìå êàòî x ≈L y, àêî å èçïúëíåíî:

(∀z ∈ Σ?)[xz ∈ L ↔ yz ∈ L].

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å x ≈L y àêî èëè è äâå äóìè ñà â L èëè è äâåòå íå ñà
â L è îñâåí òîâà, êàòî ïðèáàâèì ïðîèçâîëíà äóìà íà êðàÿ íà x è y,
íîâîïîëó÷åíèòå äóìè ñà èëè è äâåòå â L èëè è äâåòå íå ñà â L.

• Íåêà A = 〈Q,Σ, s, δ, F 〉 å ÄÊÀ. Êàçâàìå, ÷å äâå äóìè α, β ∈ Σ? ñà Òðÿáâà ëè A äà å òîòàëåí?

åêâèâàëåíòíè îòíîñíî A, êîåòî îçíà÷àâàìå ñ α ∼A β, àêî

δ?(s, α) = δ?(s, β).

• Ïðîâåðåòå, ÷å ≈L è ∼A ñà ðåëàöèè íà åêâèâàëåíòíîñò, ò.å. òå ñà
ðåôëåêñèâíè, òðàíçèòèâíè è ñèìåòðè÷íè.

• Êëàñúò íà åêâèâàëåíòíîñò íà äóìàòà α îòíîñíî ðåëàöèÿòà ≈L îçíà÷à-
âàìå êàòî

[α]L = {β ∈ Σ? | α ≈L β}.

Ñ |≈L| ùå îçíà÷àâàìå áðîÿ íà êëàñîâåòå íà åêâèâàëåíòíîñò íà ðåëà-
öèÿòà ≈L.

• Êëàñúò íà åêâèâàëåíòíîñò íà äóìàòà α îòíîñíî ðåëàöèÿòà ∼A îçíà-
÷àâàìå êàòî

[α]A = {β ∈ Σ? | α ∼A β}.

Ñ |∼A| ùå îçíà÷àâàìå áðîÿ íà êëàñîâåòå íà åêâèâàëåíòíîñò íà ðåëà-
öèÿòà ∼A.

• Ñúîáðàçåòå, ÷å âñÿêî ñúñòîÿíèå íà A, êîåòî å äîñòèæèìî îò íà÷àëíîòî
ñúñòîÿíèå, îïðåäåëÿ êëàñ íà åêâèâàëåíòíîñò îòíîñíî ðåëàöèÿòà ∼A.
Òîâà îçíà÷àâà, ÷å àêî çà âñÿêà äóìà îçíà÷èì qα = δ?A(s, α), òî α ∼A β
òî÷íî òîãàâà, êîãàòî qα = qβ . Çàêëþ÷àâàìå, ÷å áðîÿò íà êëàñîâåòå íà
åêâèâàëåíòíîñò íà ∼A å ðàâåí íà áðîÿ íà äîñòèæèìèòå îò s ñúñòîÿíèÿ.

• Ðåëàöèèòå ≈L è ∼A ñà äÿñíî-èíâàðèàíòíè, ò.å. çà âñåêè äâå äóìè α è
β å èçïúëíåíî:

α ∼A β =⇒ (∀γ ∈ Σ?)[αγ ∼A βγ],

α ≈L β =⇒ (∀γ ∈ Σ?)[αγ ≈L βγ].

Òåîðåìà 3. Íåêà å äàäåí ÄÊÀ A = 〈Q,Σ, s, δ, F 〉 è L(A) å åçèêà, ðàçïîç-
íàâàí îò A. Òîãàâà å èçïúëíåíî

(∀α, β ∈ Σ?)[α ∼A β =⇒ α ≈L(A) β].

Ñ äðóãè äóìè, [α]A ⊆ [α]L(A), çà âñÿêà äóìà α ∈ Σ?.
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Äîê. Äà îçíà÷èì çà âñÿêà äóìà α, qα = δ?A(s, α). Ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å
çà âñåêè äâå äóìè α è β èìàìå

α ∼A β ↔ δ?(s, α) = δ?(s, β) (ïî äåô. íà ∼A)

↔ qα = qβ .

Íåêà α ∼A β. Ùå ïðîâåðèì, ÷å α ≈L(A) β. Çà ïðîèçâîëíî γ ∈ Σ? èìàìå:

αγ ∈ L(A) ↔ δ?(s, αγ) ∈ F (ïî äåô. íà L(A))

↔ δ?(δ?(s, α), γ) ∈ F (ïî äåô. íà δ?)

↔ δ?(qα, γ) ∈ F (qα = δ?(s, α))

↔ δ?(qβ , γ) ∈ F (qα = qβ , çàùîòî α ∼A β)

↔ δ?(δ?(s, β), γ) ∈ F (qβ = δ?(s, β))

↔ δ?(s, βγ) ∈ F (ïî äåô. íà δ?)

↔ βγ ∈ L(A) (ïî äåô. íà L(A)).

Çàêëþ÷àâàìå, ÷å

(∀α, β ∈ Σ?)[α ∼A β =⇒ α ≈L(A) β].

Ñëåäñòâèå 4. Çà âñåêè òîòàëåí ÄÊÀ A å èçïúëíåíî, ÷å

|≈L(A)| ≤ |∼A|.

Äîê. Íåêà A = {[α]L(A) | α ∈ Σ?} è B = {[α]A | α ∈ Σ?}. Äà ðàçãëåäàìå
èçîáðàæåíèåòî f : B → A, îïðåäåëåíî êàòî f([α]A) = [α]L(A).

• Ïúðâî ùå ïðîâåðèì, ÷å f å ôóíêöèÿ, ò.å. òðÿáâà äà ïðîâåðèì, ÷å

(∀α, β ∈ Σ?)[α ∼A β =⇒ f([α]A) = f([β]A)].

Äà äîïóñíåì, ÷å ñúùåñòâóâàò äóìè α è β, òàêèâà ÷å [α]A = [β]A, íî
f([α]A) = [α]L(A) 6= [β]L(A) = f([β]A). Ïîíåæå ∼A ðåëàöèÿ íà åêâè-
âàëåíòíîñò, îò [α]L(A) 6= [β]L(A) ñëåäâà, ÷å [α]L(A) ∩ [β]L(A) = ∅. Îò
Òåîðåìà 3 ñëåäâà âåäíàãà, ÷å òîâà å íåâúçìîæíî, çàùîòî

∅ 6= [α]A = [β]A ⊆ [α]L(A) ∩ [β]L(A).

• Î÷åâèäíî å, ÷å f å ñþðåêöèÿ, çàùîòî íà âñåêè êëàñ [α]L(A) ñúîòâåò- (∀a ∈ A)(∃b ∈ B)(f(b) = a)

ñòâà êëàñà [α]A.

• Îò òîâà, ÷å f : B → A å ñþðåêòèâíà ôóíêöèÿ ñëåäâà, ÷å |B| ≤ |A|. Çàùî?
- Îáÿñíåòå!

Ñëåäñòâèå 5. Íåêà L å ïðîèçâîëåí ðåãóëÿðåí åçèê L. Âñåêè òîòàëåí ÄÊÀ
A, êîéòî ðàçïîçíàâà L èìà ñâîéñòâîòî

|Q| ≥ |≈L|.
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Äîê. Äà èçáåðåì A, êîéòî ðàçïîçíàâà L, áúäå òàêúâ, ÷å äà íÿìà íåäîñ-
òèæèìè ñúñòîÿíèÿ. Òúé êàòî âñÿêî äîñòèæèìî ñúñòîÿíèå îïðåäåëÿ êëàñ
íà åêâèâàëåíòíîñò îòíîñíî ∼A, òî ïîëó÷àâàìå, ÷å |Q| = |∼A|. Êîìáèíèðàé-
êè ñúñ Ñëåäñòâèå 4,

|Q| = |∼A| ≥ |≈L|.

Òàêà ïîëó÷àâàìå äîëíà ãðàíèöà çà áðîÿ íà ñúñòîÿíèÿòà â òîòàëåí àâòî-
ìàò ðàçïîçíàâàù åçèêà L. Òîçè áðîé å íå ïî-ìàëúê îò áðîÿ íà êëàñîâåòå íà
åêâèâàëåíòíîñò íà ≈L.

2.5.1 Ïðîâåðêà çà ðåãóëÿðíîñò íà åçèê

Òâúðäåíèå 7. Åçèêúò L å ðåãóëÿðåí òî÷íî òîãàâà, êîãàòî ðåëàöèÿòà
≈L èìà êðàéíî ìíîãî êëàñîâå íà åêâèâàëåíòíîñò.

Äîê. Àêî L å ðåãóëÿðåí, òî òîé ñå ðàçïîçíàâà îò íÿêîé ÄÊÀ A, êîéòî
èìà êðàéíî ìíîãî ñúñòîÿíèÿ è ñëåäîâàòåëíî êðàéíî ìíîãî êëàñîâå íà åê-
âèâàëåíòíîñò îòíîñíî ∼A. Ðåëàöèÿòà ≈L å ïî-ãðóáà îò ∼A è èìà ïî-ìàëêî
êëàñîâå íà åêâèâàëåíòíîñò. Ñëåäîâàòåëíî, ≈L èìà êðàéíî ìíîãî êëàñîâå íà
åêâèâàëåíòíîñò.

Çà äðóãàòà ïîñîêà, àêî ≈L èìà êðàéíî ìíîãî êëàñîâå íà åêâèâàëåíòíîñò,
òî ìîæåì äà ïîñòðîèì ÄÊÀ A êàêòî â äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 4, êîéòî
ðàçïîçíàâà L.

Òîâà ñëåäñòâèå íè äàâà îùå åäèí íà÷èí çà ïðîâåðêà äàëè äàäåí åçèê å
ðåãóëÿðåí. Çà ðàçëèêà îò Ëåìà 5, ñåãà èìàìå íåîáõîäèìî è äîñòàòú÷íî
óñëîâèå. Ïðè äàäåí åçèê L, íèå ðàçãëåæäàìå íåãîâàòà ðåëàöèÿ ≈L. Àêî
òÿ èìà êðàéíî ìíîãî êëàñîâå, òî åçèêúò L å ðåãóëÿðåí. Â ïðîòèâåí ñëó÷àé,
åçèêúò L íå å ðåãóëÿðåí.

Ïðèìåð 11. Çà åçèêà L = {anbn | n ∈ N} èìàìå, ÷å |≈L| =∞, çàùîòî

(∀k, j ∈ N)[k 6= j =⇒ [akb]L 6= [ajb]L].

Ïðîâåðåòå, ÷å [akb]L = {akb, ak+1b2, . . . , ak+lbl+1, . . . }. Òàêà ïîëó÷àâàìå, ÷å
ðåëàöèÿòà ≈L èìà áåçêðàéíî ìíîãî êëàñîâå íà åêâèâàëåíòíîñò. Çàêëþ÷à-
âàìå, ÷å òîçè åçèê íå å ðåãóëÿðåí.

Ïðèìåð 12. Çà åçèêà L = {an2 | n ∈ N} èìàìå, ÷å |≈L| =∞, çàùîòî

(∀m,n ∈ N)[m 6= n =⇒ [an
2

]L 6= [am
2

]L].

Áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà, äà ðàçãëåäàìå n < m è äóìàòà γ = a2n+1.
Òîãàâà an

2

γ = a(n+1)2 ∈ L, íî m2 < m2 + 2n+ 1 < (m+ 1)2 è ñëåäîâàòåëíî

am
2

γ = am
2+2n+1 6∈ L.

Ïðèìåð 13. Çà åçèêà L = {an! | n ∈ N} èìàìå, ÷å |≈L| =∞, çàùîòî

(∀m,n ∈ N)[m 6= n =⇒ [an!]L 6= [am!]L].

Áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà, äà ðàçãëåäàìå n < m è äóìàòà γ = a(n!)n.
Òîãàâà an!γ = a(n+1)! ∈ L, íî m! < m! + (n!)n < m! + (m!)m = (m + 1)! è
ñëåäîâàòåëíî am!γ = am!+(n!)n 6∈ L.
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Çàäà÷à 21. Äà ðàçãëåäàìå åçèêà

L = {afn | f0 = f1 = 1 & fn+2 = fn+1 + fn}.

Äîêàæåòå, ÷å |≈L| =∞.

2.5.2 Òåîðåìà çà ñúùåñòâóâàíå íà ÌÄÊÀ

Îïðåäåëåíèå 5. Íåêà A à òîòàëåí ÄÊÀ, çà êîéòî L = L(A). Êàçâàìå, ÷å
A å ìèíèìàëåí çà åçèêà L, àêî |QA| = |≈L|.

Òåîðåìà 4 (Ìàéõèë-Íåðîóä). Íåêà L ⊆ Σ? å ðåãóëÿðåí åçèê. Òîãàâà ñú- íà àíãë. Myhill-Nerode

ùåñòâóâà ÄÊÀ A = 〈Q,Σ, s, δ, F 〉, êîéòî ðàçïîçíàâà L, ñ òî÷íî òîëêîâà
ñúñòîÿíèÿ, êîëêîòî ñà êëàñîâåòå íà åêâèâàëåíòíîñò íà ðåëàöèÿòà ≈L, ò.å.
|Q| = |≈L|.

Äîê. Äà ôèêñèðàìå ðåãóëÿðíèÿ åçèê L. Ùå äåôèíèðàìå òîòàëåí ÄÊÀ
A = 〈Q,Σ, s, δ, F 〉, ðàçïîçíàâàù L, êàòî:

• Q = {[α]L | α ∈ Σ?};

• s = [ε]L;

• F = {[α]L | α ∈ L} = {[α]L | [α]L ∩ L 6= ∅};

• Îïðåäåëÿìå èçîáðàæåíèåòî δ êàòî çà âñÿêà áóêâà x ∈ Σ è âñÿêî ñúñ-
òîÿíèå [α]L ∈ Q,

δ([α]L, x) = [αx]L.

Ïúðâî, òðÿáâà äà ñå óâåðèì, ÷å ìíîæåñòâîòî îò ñúñòîÿíèÿ Q å êðàéíî,
ò.å. ðåëàöèÿòà ≈L èìà êðàéíî ìíîãî êëàñîâå íà åêâèâàëåíòíîñò. È òàêà, òúé
êàòî L å ðåãóëÿðåí åçèê, òî òîé ñå ðàçïîçíàâà îò íÿêîé òîòàëåí ÄÊÀ A′. Îò
Ñëåäñòâèå 5 èìàìå, ÷å |QA′ | ≥ |≈L|. Ïîíåæå QA

′
å êðàéíî ìíîæåñòâî, òî

≈L èìà êðàéíî ìíîãî êëàñîâå è ñëåäîâàòåëíî Q ñúùî å êðàéíî ìíîæåñòâî.
Âòîðî, òðÿáâà äà ñå óâåðèì, ÷å èçîáðàæåíèåòî δ çàäàâà ôóíêöèÿ, ò.å. äà

ïðîâåðèì, ÷å çà âñåêè äâå äóìè α, β è âñÿêà áóêâà x,

[α]L = [β]L =⇒ δ([α]L, x) = δ([β]L, x).

Íî òîâà ñå âèæäà âåäíàãà, çàùîòî îò îïðåäåëåíèåòî íà ðåëàöèÿòà ≈L ñëåä-
âà, ÷å àêî α ≈L β, òî çà âñÿêà áóêâà x, αx ≈L βx, ò.å. [αx]L = [βx]L è

[α]L = [β]L =⇒ [αx]L = [βx]L (ñâîéñòâî íà ≈L)

=⇒ δ([α]L, x) = [αx]L = [βx]L = δ([β]L, x) (äåô. íà δ)

Òàêà âå÷å ñìå ïîêàçàëè, ÷å A å êîðåêòíî çàäàäåí òîòàëåí ÄÊÀ. Îñòàâà
äà ïîêàæåì, ÷å A ðàçïîçíàâà åçèêà L, ò.å. L(A) = L. Çà öåëòà, ïúðâî ùå
äîêàæåì åäíî ïîìîùíî òâúðäåíèå.

Òâúðäåíèå 8. Çà âñåêè äâå äóìè α è β, δ?([α]L, β) = [αβ]L.

Äîê. Ùå äîêàæåì òîâà ñâîéñòâî ñ èíäóêöèÿ ïî äúëæèíàòà íà β.

• Çà β = ε ñâîéñòâîòî ñëåäâà äèðåêòíî îò äåôèíèöèÿòà íà δ? êàòî ðåô-
ëåêñèâíî è òðàíçèòèâíî çàòâàðÿíå íà δ, çàùîòî δ?([α]L, ε) = [α]L.
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• Íåêà |β| = n+ 1 è äà ïðèåìåì, ÷å ñìå äîêàçàëè òâúðäåíèåòî çà äóìè
ñ äúëæèíà n. Òîãàâà β = γa, êúäåòî |γ| = n. Ñâîéñòâîòî ñëåäâà îò
ñëåäíèòå ðàâåíñòâà:

δ?([α]L, γa) = δ(δ?([α]L, γ), a) (äåô. íà δ?)

= δ([αγ]L, a) (îò È.Ï. çà γ)

= [αγa]L (îò äåô. íà δ)

= [αβ]L (β = γa).

Çà äà ñå óáåäèì, ÷å L = L(A) å äîñòàòú÷íî äà ïðîñëåäèì åêâèâàëåíòíîñòèòå:

α ∈ L(A) ↔ δ?(s, α) ∈ F (îò äåô. íà L(A))

↔ δ?([ε]L, α) ∈ F (ïî äåô. s = [ε]L)

↔ δ?([ε]L, α) = [α]L & α ∈ L (îò äåô. íà F )

↔ α ∈ L (îò ïîñëåäíîòî òâúðäåíèå).

Îïðåäåëåíèå 6. Íåêà A1 = 〈Q1,Σ, s1, δ1, F1〉 è A2 = 〈Q2,Σ, s2, δ2, F2〉.
Êàçâàìå, ÷å A1 è A2 ñà èçîìîðôíè, êîåòî îçíà÷àâàìå ñ A1

∼= A2, àêî
ñúùåñòâóâà áèåêöèÿ f : Q1 → Q2, çà êîÿòî:

• f(s1) = s2;

• f [F1] = {f(q) | q ∈ F1} = F2;

• (∀a ∈ Σ)(∀q ∈ Q1)[f(δ1(q, a)) = δ2(f(q), a)].

Ùå êàçâàìå, ÷å f çàäàâà èçîìîðôèçúì íà A1 âúðõó A2.

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å äâà àâòîìàòà A1 è A2 ñà èçîìîðôíè, àêî ìîæåì äà
ïîëó÷èì A2 êàòî ïðåèìåíóâàìå ñúñòîÿíèÿòà íà A1.

Ñëåäñòâèå 6. Íåêà å äàäåí ðåãóëÿðíèÿ åçèê L. Âñè÷êè ìèíèìàëíè àâòî-
ìàòè çà L ñà èçîìîðôíè íà A0, àâòîìàòà ïîñòðîåí â òåîðåìàòà íà Íåðîä-
Ìàéõèë.

Äîê. Íåêà A = 〈Q,Σ, s, δ, F 〉 å ïðîèçâîëåí òîòàëåí àâòîìàò, çà êîéòî
L(A) = L è |Q| = |≈L|. Ñúîáðàçåòå, ÷å A å ñâúðçàí, ò.å. âñÿêî ñúñòîÿíèå
íà A å äîñòèæèìî îò íà÷àëíîòî. Èñêàìå äà äîêàæåì, ÷å A ∼= A0. Ïîíåæå
A å ñâúðçàí, çà âñÿêî ñúñòîÿíèå q ìîæåì äà íàìåðèì äóìà ωq, çà êîÿòî
δ?(s, ωq) = q. Äà äåôèíèðàìå èçîáðàæåíèåòî f : Q→ [≈L] êàòî f(q) = [ωq]L.
Ùå äîêàæåì, ÷å f çàäàâà èçîìîðôèçúì íà A âúðõó A0.

• Ïúðâî äà ñúîáðàçèì, ÷å àêî δ?A(s, α) = q, òî [ωq]L = [α]L. Ïîíåæå
δ?A(s, α) = q = δ?A(s, ωq), òî ωq ∼A α. Îò Òåîðåìà 3 èìàìå, ÷å

ωq ∼A α =⇒ ωq ≈L α.

Òîâà îçíà÷àâà, [ωq]L = [α]L è ñëåäîâàòåëíî f å îïðåäåëåíà êîðåêòíî,
ò.å. f å ôóíêöèÿ.

38



• Ùå ïðîâåðèì, ÷å f å èíåêòèâíà, ò.å.

(∀q1, q2 ∈ Q)[q1 6= q2 =⇒ f(q1) 6= f(q2)].

Äà äîïóñíåì, ÷å èìà ñúñòîÿíèÿ q1 6= q2, çà êîèòî

f(q1) = [ωq1 ]L = [ωq2 ]L = f(q2).

Òîãàâà ωq1 6∼A ωq2 è ωq1 ≈L ωq2 . Íî òîãàâà îò Ñëåäñòâèå 5 ïîëó÷àâà- - Îáÿñíåòå!

ìå, ÷å |∼A| > |≈L|, êîåòî ïðîòèâîðå÷è ñ ìèíèìàëíîñòòà íà A.

• Çà äà áúäå f ñþðåêòèâíà òðÿáâà çà âñåêè êëàñ [β]L äà ñúùåñòâóâà
ñúñòîÿíèå q, çà êîåòî f(q) = [β]L. Ïîíåæå A å ñâúðçàí, ñúùåñòâóâà
ñúñòîÿíèå q, çà êîåòî δ?A(s, β) = q. Âå÷å ñå óáåäèõìå, ÷å â òîçè ñëó÷àé
β ≈L ωq, çàùîòî β ∼A ωq. Òîãàâà f(q) = [ωq]L = [β]L.

• Çà ïîñëåäíî îñòàâèõìå ïðîâåðêàòà, ÷å f íàèñòèíà å èçîìîðôèçúì:

f(δA(q, a)) = f(δA(δ?A(s, ωq), a)) (îò èçáîðà íà ωq)

= f(δ?A(s, ωqa)) (îò äåô. íà δ?A)

= [ωqa]L (îò äåô. íà f)

= δ?A0
([ε]L, ωqa) (îò äåô. íà A0)

= δA0
(δ?A0

([ε]L, ωq), a) (îò äåô. íà δ?A0
)

= δA0
([ωq]L, a) (ñâîéñòâî íà δ?A0

)

= δA0
(f(q), a) (f(q) = [ωq]L).

2.5.3 Àëãîðèòúì çà íàìèðàíå íà ÌÄÊÀ.

• Äà ôèêñèðàìå ïðîèçâîëåí òîòàëåí ÄÊÀ A = 〈Q,Σ, s, δ, F 〉.

• Êàçâàìå, ÷å äâå ñúñòîÿíèÿ p, q íà àâòîìàòà ñà åêâèâàëåíòíè, îçíà-
÷àâàìå p ≡A q, àêî

p ≡A q ↔ (∀γ ∈ Σ?)[δ?(p, γ) ∈ F ↔ δ?(q, γ) ∈ F ].

• Ðåëàöèÿòà ≡A ìåæäó ñúñòîÿíèÿ íà àâòîìàòà A å ðåëàöèÿ íà åêâèâà-
ëåíòíîñò.

• Íåêà qα å ñúñòîÿíèåòî, êîåòî ñúîòâåòñòâà íà äóìàòà α âA, ò.å. δ?A(s, α) =
qα. Òîãàâà:

qα ≡A qβ ↔ α ≈L(A) β.

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å àêî â A íÿìà íåäîñòèæèìè ñúñòîÿíèÿ îò íà÷àëíîòî
ñúñòîÿíèå s, òî |≡A| = |≈L(A)|.

Ïðè äàäåí åçèê L è òîòàëåí ÄÊÀ A = 〈Q,Σ, s, δ, F 〉, êîéòî ãî ðàçïîçíàâà,
íàøàòà öåë å äà ïîñòðîèì íîâ ÄÊÀ A0, êîéòî èìà òîëêîâà ñúñòîÿíèÿ êîë-
êîòî ñà êëàñîâåòå íà åêâèâàëåíòíîñò íà ðåëàöèÿòà ≈L. Òîâà ùå íàïðàâèì
êàòî �ñëååì� ñúñòîÿíèÿòà íà A, êîèòî ñà åêâèâàëåíòíè îòíîñíî ðåëàöèÿòà
≡A. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å âñÿêî ñúñòîÿíèå íà A0 ùå îòãîâàðÿ íà åäèí êëàñ
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íà åêâèâàëåíòíîñò íà ðåëàöèÿòà ≡A. Ïðîáëåìúò ñ íàìèðàíåòî íà êëàñî-
âåòå íà åêâèâàëåíòíîñò íà ðåëàöèÿòà ≡A å êâàíòîðúò ∀γ ∈ Σ? â íåéíàòà
äåôèíèöèÿòà.

Àëãîðèòúìúò ïðåäñòàâëÿâà íàìèðàíåòî íà ðåëàöèè ≡n, êúäåòî

p ≡n q ↔ (∀γ ∈ Σ?)[|γ| ≤ n → (δ?(p, γ) ∈ F ↔ δ?(q, γ) ∈ F )].

Ðåëàöèèòå ≡n ïðåäñòàâëÿâàò àïðîêñèìàöèè íà ðåëàöèÿòà ≡A. Îáúðíåòå
âíèìàíèå, ÷å çà âñÿêî n, ≡n å ïî-ãðóáà ðåëàöèÿ îò ≡n+1, êîÿòî íà ñâîé ðåä
å ïî-ãðóáà îò ≡A. Àëãîðèòúìúò ñòðîè ≡n äîêàòî íå ñðåùíåì n, çà êîåòî
≡n = ≡n+1. Òúé êàòî áðîÿò íà êëàñîâåòå íà åêâèâàëåíòíîñò íà ≡A å êðàåí
(≤ |Q|), òî ñúñ ñèãóðíîñò ùå íàìåðèì òàêîâà n, çà êîåòî ≡n = ≡n+1. Òîãàâà
çàêëþ÷àâàìå, ÷å ≡A = ≡n.

Ïîíåæå åäèíñòâåíàòà äóìà ñ äúëæèíà 0 e ε è ïî îïðåäåëåíèå δ?(p, ε) = p,
ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å ≡0 èìà äâà êëàñà íà åêâèâàëåíòíîñò. Åäèíèÿò å F ,
à äðóãèÿò å Q \ F .

Òâúðäåíèå 9. Çà âñåêè äâå ñúñòîÿíèÿ p, q ∈ Q, è âñÿêî n, p ≡n+1 q òî÷íî
òîãàâà, êîãàòî

à) p ≡n q è

á) (∀a ∈ Σ)[δ(q, a) ≡n δ(p, a)].

Äîê. (ñòð. 99 îò [PL98])

p ≡n+1 q ↔ (∀γ ∈ Σ≤n+1)[δ?(p, γ) ∈ F ↔ δ?(q, γ) ∈ F ]

↔ (∀γ ∈ Σ≤n)[δ?(p, γ) ∈ F ↔ δ?(q, γ) ∈ F ] ∧
(∀a ∈ Σ)(∀γ ∈ Σ≤n)[δ?(p, aγ) ∈ F ↔ δ?(q, aγ) ∈ F ]

↔ p ≡n q & (∀a ∈ Σ)[δ(p, a) ≡n δ(q, a)].

Íåêà å äàäåí àâòîìàòà A = 〈Q,Σ, s, δ, F 〉. Ñëåä êàòî ñìå íàìåðèëè ðåëà-
öèÿòà ≡A çà A, ñòðîèì àâòîìàòà A′ = (Q′,Σ, s′, δ′, F ′), êúäåòî:

1) Q′ = {[q]≡A | q ∈ Q};

2) s′ = [s]≡A ;

3) δ′([q]≡A , a) = [δ(q, a)]≡A ;

4) F ′ = {[q]≡A | F ∩ [q]≡A 6= ∅};

Îò âñè÷êî êàçàíî äîòóê çíàåì, ÷å A′ å ìèíèìàëåí àâòîìàò ðàçïîçíàâàù
åçèêà L(A).

Ïðèìåð 14. Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíèÿ êðàåí äåòåðìèíèðàí àâòîìàò A.
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0

start
1

2

3

4

5

a

b

a

b
b

a

a, b

a, b
a, b

(à) Ùå ïîñòðîèì ìèíèìàëåí àâ-
òîìàò ðàçïîçíàâàù L(A)

Q0
1

start

Q1
1 Q2

1

a, b a, b

a, b

(á) Ïîëó÷àâàìå ñëåäíèÿ ìèíèìàëåí àâ-
òîìàò A0, L(A0) = L(A)

Ñúîáðàçåòå, ÷å L(A) = {α ∈
{a, b}? | |α| ≥ 2}.Ùå ïðèëîæèì àëãîðèòúìà çà ìèíèìèçàöèÿ çà äà ïîëó÷èì ìèíèìàëíèÿ

àâòîìàò çà åçèêà L. Çà âñÿêî n = 0, 1, 2, . . . , ùå íàìåðèì êëàñîâåòå íà åêâè-
âàëåíòíîñò íà ≡n, äîêàòî íå íàìåðèì n, çà êîåòî ≡n = ≡n+1.

• Êëàñîâåòå íà åêâèâàëåíòíîñò íà ≡0 ñà äâà. Òå ñà Q
0
0 = Q\F = {0, 1, 2}

è Q1
0 = F = {3, 4, 5}.

• Ñåãà äà âèäèì äàëè ìîæåì äà ðàçáèåì íÿêîè îò êëàñîâåòå íà åêâèâà-
ëåíòíîñò íà ≡0.

Q 0 1 2 3? 4? 5?

≡0 Q0
0 Q0

0 Q0
0 Q1

0 Q1
0 Q1

0

a Q0
0 Q1

0 Q1
0 Q1

0 Q1
0 Q1

0

b Q0
0 Q1

0 Q1
0 Q1

0 Q1
0 Q1

0

Âèæäàìå, ÷å 0 6≡1 1 è 1 ≡1 2. Êëàñîâåòå íà åêâèâàëåíòíîñò íà ≡1 ñà
Q0

1 = {0}, Q1
1 = {1, 2}, Q2

1 = {3, 4, 5}.

• Ñåãà äà âèäèì äàëè ìîæåì äà ðàçáèåì íÿêîè îò êëàñîâåòå íà åêâèâà-
ëåíòíîñò íà ≡1.

Q 0 1 2 3? 4? 5?

≡1 Q0
1 Q1

1 Q1
1 Q2

1 Q2
1 Q2

1

a Q1
1 Q2

1 Q2
1 Q2

1 Q2
1 Q2

1

b Q1
1 Q2

1 Q2
1 Q2

1 Q2
1 Q2

1

Âèæäàìå, ÷å ≡1 = ≡2. Ñëåäîâàòåëíî, ìèíèìàëíèÿò àâòîìàò èìà òðè Ïîëó÷àâàìå, ÷å ≡A = ≡1

ñúñòîÿíèÿ. Òîé å èçîáðàçåí íà Ôèãóðà 2.10á. Ìèíèìàëíèÿò àâòîìàò
ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè è òàáëè÷íî:

δ Q0
1 Q1

1 Q2
1

a Q1
1 Q2

1 Q2
1

b Q1
1 Q2

1 Q2
1

Ïðèìåð 15. Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíèÿ êðàåí äåòåðìèíèðàí àâòîìàò A.
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1
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4

5

a

b

a

b
b

a

a, b

a, b
a, b

(à) Ùå ïîñòðîèì ìèíèìàëåí àâ-
òîìàò ðàçïîçíàâàù L(A)

Q0
2

start

Q1
2 Q2

2 Q3
2

a, b a, b a, b

a, b

(á) Ïîëó÷àâàìå ñëåäíèÿ ìèíè-
ìàëåí àâòîìàòA0, L(A0) = L(A)

Ñúîáðàçåòå, ÷å L(A) =
{a, b} ∪ {α ∈ {a, b}? | |α| ≥ 3}.Îòíîâî ñëåäâàìå ñúùàòà ïðîöåäóðà çà ìèíèìèçàöèÿ. Ùå íàìåðèì êëà-

ñîâåòå íà åêâèâàëåíòíîñò íà ≡n, äîêàòî íå íàìåðèì n, çà êîåòî ≡n = ≡n+1.

• Êëàñîâåòå íà åêèâàëåíîñò íà ≡0 ñà Q
0
0 = Q \ F = {0, 3, 4} è Q1

0 = F =
{1, 2, 5}.

• Ðàçáèâàìå êëàñîâåòå íà åêâèâàëåíòíîñò íà ≡0.

Q 0 1? 2? 3 4 5?

≡0 Q0
0 Q1

0 Q1
0 Q0

0 Q0
0 Q1

0

a Q1
0 Q0

0 Q0
0 Q1

0 Q1
0 Q1

0

b Q1
0 Q0

0 Q0
0 Q1

0 Q1
0 Q1

0

Âèæäàìå, ÷å 1 6≡1 5 è 1 ≡0 5. Ñëåäîâàòåëíî, ≡0 6= ≡1. Êëàñîâåòå íà
åêâèâàëåíòíîñò íà ≡1 ñà Q

0
1 = {0, 3, 4}, Q1

1 = {1, 2}, Q2
1 = {5}.

• Ñåãà ñå îïèòâàìå äà ðàçáèåì êëàñîâåòå íà åêâèâàëåíòíîñò íà ≡1.

Q 0 1? 2? 3 4 5?

≡1 Q0
1 Q1

1 Q1
1 Q0

1 Q0
1 Q2

1

a Q1
1 Q0

1 Q0
1 Q2

1 Q2
1 Q2

1

b Q1
1 Q0

1 Q0
1 Q2

1 Q2
1 Q2

1

Èìàìå, ÷å 0 ≡1 3, íî 0 6≡2 3. Ñëåäîâàòåëíî ≡1 6= ≡2. Êëàñîâåòå íà
åêâèâàëåíòíîñò íà ≡2 ñà Q

0
2 = {0}, Q1

2 = {1, 2}, Q2
2 = {3, 4}, Q3

2 = {5}.

• Îòíîâî, îïèòâàìå äà ðàçáèåì êëàñîâåòå íà ≡2.

Q 0 1? 2? 3 4 5?

≡2 Q0
2 Q1

2 Q1
2 Q2

2 Q2
2 Q3

2

a Q1
2 Q2

2 Q2
2 Q3

2 Q3
2 Q3

2

b Q1
2 Q2

2 Q2
2 Q3

2 Q3
2 Q3

2

Âèæäàìå, ÷å íå ìîæåì äà ðàçáèåì Q1
2 èëè Q

2
2. Ñëåäîâàòåëíî, ≡2 = ≡3 Ïîëó÷àâàìå, ÷å ≡A = ≡2

è ìèíèìàëíèÿò àâòîìàò ðàçïîçíàâàù åçèêà L èìà ÷åòèðè ñúñòîÿíèÿ.
Âèæòå Ôèãóðà 2.11á çà ïðåõîäèòå íà ìèíèìàëíèÿ àâòîìàò. Ìèíèìàë-
íèÿò àâòîìàò ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè è òàáëè÷íî:

δ Q0
2 Q1

2 Q2
2 Q3

2

a Q1
2 Q2

2 Q3
2 Q3

2

b Q1
2 Q2

2 Q3
2 Q3

2
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2.6 Àâòîìàòíè ãðàìàòèêè

Áèáëèîãðàôèÿ

Îñíîâíè èçòî÷íèöè â òàçè ãëàâà ñà:

• ãëàâè 2 è 3 îò [HU79].

• ãëàâè 2,3 è 4 îò [HMU01].

• Ãëàâà 1 îò [Sip97].

• ãëàâà 2 îò [PL98].

• Ïúðâà ÷àñò íà [Koz97]. Âúïðîñúò çà ìèíèìèçàöèÿ íà àâòîìàò å ðàçã-
ëåäàí ïîäðîáíî.
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2.7 Äîïúëíèòåëíè çàäà÷è

Çàäà÷à 22. Íåêà Σ = {a, b}. Ïðîâåðåòå äàëè L å ðåãóëÿðåí, êúäåòî

à) L = {αR | α ∈ L0}, êúäåòî L0 å ðåãóëÿðåí;

á) L = {aibi | i ∈ N}; α = apbp

â) L = {aibi | i, j ∈ N & i 6= j};

ã) L = {aibj | i > j}; α = ap+1bp.

ä) L = {anbm | n äåëè m}.

å) L = {a2n | n ≥ 1};

æ) L = {ambnam+n | m ≥ 1 & n ≥ 1};

ç) L = {an.m | n,m ñà ïðîñòè ÷èñëà};

è) L = {ω ∈ {a, b}? | Na(ω) = Nb(ω)}; Nx(ω) - áðîé ñðåùàíèÿ íà
áóêâàòà x â äóìàòà ω

ê) L = {ωω | ω ∈ {a, b}?}; α = apbapb

ë) L = {ωωR | ω ∈ {a, b}?};

ì) L = {αββ ∈ {a, b}? | β 6= ε};

í) L = {anbncn | n ≥ 0};

î) L = {ωωω | ω ∈ Σ?};

ï) L = {a2n | n ≥ 0};

ð) L = {ambn | n 6= m};

ñ) L = {an!bn! | n 6= 1};

ò) L = {afn | f0 = f1 = 1 & fn+2 = fn+1 + fn};

ó) L = {α ∈ {a, b}? | |na(α)− nb(α)| ≤ 2};

ô) L = {α ∈ {a, b}? | α = αβα & |β| ≤ |α|};

õ) L = {α ∈ {a, b}? | α = βγγR & |β| ≤ |γ|};

ö) L = {ckanbm | k,m, n > 0 & n 6= m};

÷) L = {ckanbn | k > 0 & n ≥ 0} ∪ {a, b}?;

ø) L = {ω ∈ {a, b}? | Na(ω) íå äåëè Nb(ω)};

ù) L = {ω ∈ {a, b}? | Na(ω) < Nb(ω)};

þ) L = {ω ∈ {a, b}? | Na(ω) = 2Nb(ω)};

ÿ) L = {ω ∈ {a, b}? | |Na(ω)−Nb(ω)| ≤ 3}.
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Çàäà÷à 23. Íåêà L å ðåãóëÿðåí åçèê. Äîêàæåòå, ÷å

In�x(L) = {α | (∃β, γ)[βαγ ∈ L]}

ñúùî å ðåãóëÿðåí åçèê.

Óïúòâàíå. Íàé-ëåñíî å äà ñå ïîñòðîè àâòîìàò çà In�x(L) êàòî ñå èçïîëçâà
àâòîìàòà çà L.

Çàäà÷à 24. Íåêà Σ = {a, b, c, d}. Äà ñå äîêàæå, ÷å åçèêà îò Âëàäèñëàâ

L = {a1a2 · · · a2n ∈ Σ? | (∀j ∈ [1, n])[a2j−1 = a2j ] & d ñå ñðåùà ≤ 3 ïúòè}

å ðåãóëÿðåí.

Çàäà÷à 25. Íåêà L1 è L2 ñà ðåãóëÿðíè åçèöè. Äîêàæåòå, ÷å L ñúùî å
ðåãóëÿðåí åçèê, êúäåòî

L = {α | (∃β, γ)[βαγ ∈ L1] & α ∈ L2 ∨ αR ∈ L2}.

Îïðåäåëåíèå 7. Äà ôèêñèðàìå äâå àçáóêè Σ1 è Σ2. Õîìîìîðôèçúì å
èçîáðàæåíèå h : Σ?1 → Σ?2 ñúñ ñâîéñòâîòî, ÷å çà âñåêè äâå äóìè α, β ∈ Σ?1,

h(αβ) = h(α) · h(β).

Ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å çà âñåêè õîìîìîðôèçúì h, h(ε) = ε.

Çàäà÷à 26. Íåêà L ⊆ Σ?1 å ðåãóëÿðåí åçèê è h : Σ?1 → Σ?2 å õîìîìîðôèçúì.
Òîãàâà h(L) = {h(α) ∈ Σ?2 | α ∈ L} å ðåãóëÿðåí.

Óïúòâàíå. Èíäóêöèÿ ïî ïîñòðîåíèåòî íà ðåãóëÿðíè åçèöè.

Çàäà÷à 27. Íåêà L ⊆ Σ?2 å ðåãóëÿðåí åçèê è h : Σ?1 → Σ?2 å õîìîìîðôèçúì.
Òîãàâà åçèêúò h−1(L) = {α ∈ Σ?1 | h(α) ∈ L} å ðåãóëÿðåí.

Óïúòâàíå. Êîíñòðóêöèÿ íà àâòîìàò çà h−1(L) ïðè äàäåí àâòîìàò çà
L.

Çàäà÷à 28. Ïðè äàäåíè åçèöè L, L′ íàä àçáóêàòà Σ, äà ðàçãëåäàìå: [PL98] ñòð. 84

à) Pref(L) = {α ∈ Σ? | (∃β ∈ Σ?)[αβ ∈ L]};

á) Suf(L) = {β ∈ Σ? | (∃α ∈ Σ?)[αβ ∈ L]};

â) In�x(L) = {α | (∃β, γ)[βαγ ∈ L]};

ã) 1
2 (L) = {ω ∈ Σ? | (∃α ∈ Σ?)[ωα ∈ L & |ω| = |α|]};

ä) L/L′ = {α ∈ Σ? | (∃β ∈ L′)[αβ ∈ L]};

å) Max(L) = {α ∈ Σ? | (∀β ∈ Σ?)[β 6= ε =⇒ αβ 6∈ L]}.

Çà âñè÷êè òåçè åçèöè, äîêàæåòå, ÷å ñà ðåãóëÿðíè ïðè óñëîâèå, ÷å L è L′ ñà
ðåãóëÿðíè. Îñâåí òîâà, äîêàæåòå, ÷å L/L′ å ðåãóëÿðåí è ïðè óñëîâèåòî, ÷å Òàçè êîíñòðóêöèÿ íÿìà äà

áúäå åôåêòèâíàL å ðåãóëÿðåí, íî L′ å ïðîèçâîëåí åçèê.

Óïúòâàíå.
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à) Èíäóêöèÿ ïî äåôèíèöèÿòà íà ðåãóëÿðåí èçðàç.

â) Íàé-ëåñíî å äà ñå ïîñòðîè àâòîìàò çà In�x(L) êàòî ñå èçïîëçâà àâòîìàòà
çà L.

ã) Êîíñòðóêöèÿ ñ àâòîìàò çà L è àâòîìàò çà LR.

Çàäà÷à 29. Çà äàäåí åçèê L íàä àçáóêàòà Σ, äà ðàçãëåäàìå åçèöèòå:

à) L′ = {α | (∃β ∈ Σ?)[|α| = 2|β| & αβ ∈ L]};

á) L′′ = {α | (∃β ∈ Σ?)[2|α| = |β| & αβ ∈ L]};

â) 1
3 (L) = {α | (∃β, γ)[|α| = |β| = |γ| & αβγ ∈ L]};

ã) 2
3 (L) = {β | (∃β, γ)[|α| = |β| = |γ| & αβγ ∈ L]};

ä) 3
3 (L) = {γ | (∃β, γ)[|α| = |β| = |γ| & αβγ ∈ L]};

å)
√
L = {α | (∃β)[|β| = |α|2 & αβ ∈ L]}.

Ïðîâåðåòå àêî L å ðåãóëÿðåí, òî êîè îò ãîðíèòå åçèöè ñúùî ñà ðåãóëÿðíè.

Çàäà÷à 30. Äà ðàçãëåäàìå åçèêà ([Sip97], ñòð. 90)

L = {ω ∈ {0, 1}? | ω ñúäúðæà ðàâåí áðîé ïîäíèçîâå 01 è 10}.

Íàïðèìåð, 101 ∈ L, çàùîòî ñúäúðæà ïî âåäíúæ 10 è 01. 1010 6∈ L, çàùîòî
ñúäúðæà äâà ïúòè 10 è ñàìî âåäíúæ 01. Äîêàæåòå, ÷å L å ðåãóëÿðåí.

Çàäà÷à 31. Äà ôèêñèðàìå àçáóêà ñàìî ñ åäèí ñèìâîë Σ = {a}. Äà ïîëîæèì ([Koz97], ñòð. 75; [PL98], ñòð.
89)çà âñÿêî p, q ∈ N,

L(p, q) = {ak | (∃n ∈ N)[k = p+ q · n]}.

Àêî çà åäèí åçèê L ñúùåñòâóâàò êîíñòàíòè p1, . . . , pk è q1, . . . , qk, òàêèâà ÷å

L =
⋃

1≤i≤k

L(pi, qi),

òî êàçâàìå, ÷å L å ïîðîäåí îò àðèòìåòè÷íè ïðîãðåñèè.

à) Äîêàæåòå, ÷å L ⊆ {a}? å ðåãóëÿðåí åçèê òî÷íî òîãàâà, êîãàòî L å ïîðîäåí
îò àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ.

á) Çà ïðîèçâîëíà àçáóêà Σ, äîêàæåòå, ÷å àêî L ⊆ Σ? å ðåãóëÿðåí åçèê, òî
åçèêúò {a|ω| | ω ∈ L} å ïîðîäåí îò àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ.

Óïúòâàíå.

à) Çà åäíàòà ïîñîêà, ðàçãëåäàéòå ÊÄÀ çà L.

á) Çà âòîðàòà ÷àñò, ðàçãëåäàéòå h : Σ → {a} äåô. êàòî (∀b ∈ Σ)[h(b) = a].
Äîêàæåòå, ÷å h å ïîðàæäà õîìîìîðôèçúì ìåæäó Σ? è {a}?. Òîãàâà
h(L) = {a|ω| | ω ∈ L}, à íèå çíàåì, ÷å ðåãóëÿðíèòå åçèöè ñà çàòâîðåíè
îòíîñíî õîìîìîðôíè îáðàçè.
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Çàäà÷à 32. Äà ðàçãëåäàìå àçáóêàòà:

Σ3 =


0

0
0

 ,
0

0
1

 ,
0

1
0

 ,
0

1
1

 , . . . ,
1

1
1

 .

Äîêàæåòå, ÷å L =


αβ
γ

 ∈ Σ?3 | α(2) + β(2) = γ(2)

 å àâòîìàòåí åçèê.

Çàäà÷à 33. Äà ðàçãëåäàìå àçáóêàòà:

Σ2 =

{[
0
0

]
,

[
0
1

]
,

[
1
0

]
,

[
1
1

]}
.

Åäíà äóìà íàä àçáóêàòà Σ2 íè äàâà äâà ðåäà îò 0-ëè è 1-öè, êîèòî ùå
ðàçãëåæäàìå êàòî ÷èñëà â äâîè÷íà áðîéíà ñèñòåìà. Äà ðàçãëåäàìå åçèöèòå:

• L1 = {ω ∈ Σ?2 | äîëíèÿò ðåä íà ω å ïî-ãîëÿìî ÷èñëî îò ãîðíèÿ ðåä};

• L2 = {ω ∈ Σ?2 | äîëíèÿò ðåä íà ω å òðè ïúòè ïî-ãîëÿìî ÷èñëî îò ãîðíèÿ};

• L3 = {ω ∈ Σ?2 | äîëíèÿò ðåä íà ω å îáðàòíèÿ íèç íà ãîðíèÿ ðåä}.

Äîêàæåòå, ÷å L1 è L2 ñà àâòîìàòíè, à L3 íå å àâòîìàòåí.
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Ãëàâà 3

Áåçêîíòåêñòíè åçèöè è

ñòåêîâè àâòîìàòè

3.1 Áåçêîíòåêñòíè ãðàìàòèêè

Îïðåäåëåíèå 8. Áåçêîíòåêñòíà ãðàìàòèêà e ÷åòâîðêà îò âèäà Íà àíãë. context-free
grammar

Äðóãè ñðåùàíè íàèìåíîâàíèÿ
íà áúëãàðñêè ñà
êîíòåêñòíî-ñâîáîäíà,
êîíòåêñòíî-íåçàâèñèìà

G = (V,Σ, R, S),

êúäåòî

• V å êðàéíî ìíîæåñòâî îò ïðîìåíëèâè; Ïðîìåíëèâèòå ñå íàðè÷àò
ñúùî íåòåðìèíàëè

• Σ å êðàéíî ìíîæåñòâî îò áóêâè, Σ ∩ V = ∅; Áóêâèòå ñå íàðè÷àò ñúùî
òåðìèíàëè.

• R ⊆ V × (V ∪ Σ)?, êðàéíî ìíîæåñòâî îò ïðàâèëà;

• S ∈ V å íà÷àëíàòà ïðîìåíëèâà.

Ïðè äàäåíà ãðàìàòèêà G, çà ïðàâèëàòà íà ãðàìàòèêàòà îáèêíîâåíî ùå
ïèøåì A→ α âìåñòî (A,α) ∈ R. Ùå âúâåäåì è ðåëàöèÿ ìåæäó äóìè α, β ∈
(V ∪ Σ)?, êîÿòî ùå êàçâà, ÷å äóìàòà β ñå ïîëó÷ààâà îò α êàòî ïðèëîæèì
ïðàâëî îò ãðàìàòèêàòà. Çà äâå äóìè u, v ∈ (V ∪ Σ)? ùå ïèøåì u →G v,
àêî ñúùåñòâóâàò äóìè x, y ∈ (Σ ∪ V )?, A ∈ V , ïðàâèëî A → α è u = xAy,
v = xαy. Ñ →?

G ùå îçíà÷àâàìå ðåôëåêñèâíîòî è òðàíçèòèâíî çàòâàðÿíå íà
ðåëàöèÿòà →G.

Åçèêúò ïîðîäåí îò ãðàìàòèêàòà G å ìíîæåñòâîòî îò äóìè

L(G) = {α ∈ Σ? | S →?
G α}.

Çàäà÷à 34. Äîêàæåòå, ÷å åçèêúò L = {ambnck | m+n ≥ k} å áåçêîíòåêñòåí.

Äîê. Äà ðàçãëåäàìå ãðàìàòèêàòà G ñ ïðàâèëà

S → aSc|aS|B
B → bBc|bB|ε.

Ëåñíî ñå âèæäà ñ èíäóêöèÿ ïî n, ÷å çà âñÿêî n èìàìå ñâîéñòâàòà: - Äîêàæåòå!
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• S →? anScn,

• S →? anS,

• B →? anBcn,

• B →? bnB.

Êîìáèíèðàéêè ãîðíèòå ñâîéñòâà, ìîæåì äà âèäèì, ÷å çà âñÿêî n ≥ k,

• S →? anSck,

• B →? bnBck.

Çà äà äîêàæåì, ÷å L ⊆ L(G), äà ðàçãëåäàìå åäíà äóìà ω ∈ L, ò.å. ω =
ambnck, êúäåòî m+ n ≥ k. Èìàìå äâà ñëó÷àÿ:

• k ≤ m, ò.å. m = k + l è m+ n = k + l + n. Òîãàâà èìàìå èçâîäèòå:

S →? akSck, S →? alS, S → B, B →? bnB, B → ε.

Îáåäèíÿâàéêè âñè÷êî òîâà, ïîëó÷àâàìå:

S →? ambnck.

• k > m, ò.å. k = m + l, çà íÿêîå l > 0, è m + n = k + r = m + l + r, çà
íÿêîå r. Òîãàâà èìàìå èçâîäèòå:

S →? amScm, S → B, B →? blBcl, B → brB, B → ε,

è îòíîâî ïîëó÷àâàìå S →? ambnck.

Òàêà äîêàçàõìå, ÷å ω ∈ L(G).
Ñåãà ùå äîêàæåì, ÷å L(G) ⊆ L. Ñ èíäóêöèÿ ïî äúëæèíàòà íà èçâîäà l,

ùå äîêàæåì, ÷å àêî S
l→ ω, òî ω ∈M , êúäåòî

M = {anSck | n ≥ k} ∪ {anbmBck | n+m ≥ k} ∪ {anbmck | n+m ≥ k}.

Àêî l = 0, òî å ÿñíî, ÷å S
0→ S è S ∈M .

Íåêà l > 0 è S
l−1→ α→ ω. Îò È.Ï. èìàìå, ÷å α ∈M . Íåêà ω ñå ïîëó÷àâà

îò α ñ ïðèëàãàíå íà ïðàâèëîòî C → γ. Ðàçãëåæäàìå âñè÷êè âàðèàíòè çà
äóìàòà α ∈ M è çà ïðàâèëîòî C → γ â ãðàìàòèêàòà G çà äà äîêàæåì, ÷å
ω ∈M . Óäîáíî å äà ïðåäñòàâèì âñè÷êè ñëó÷àè â òàáëèöà.

α ∈M C → γ ω ∈M?
anSck S → aSc an+1Sck+1

anSck S → aS an+1Sck

anSck S → B anBck

anbmBck B → bBc anbm+1Bck+1

anbmBck B → bB anbm+1Bck

anbmBck B → ε anbmck

Âúâ âñè÷êè ñëó÷àè ñå óñòàíîâÿâà, ÷å ω ∈M . Ñåãà, çà âñÿêà äóìà ω ∈ L(G)
ñëåäâà, ÷å

ω ∈ Σ? ∩M = {ambnck | m+ n ≥ k}.
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Çàäà÷à 35. Äîêàæåòå, ÷å åçèêúò L = {ambnck | m + n ≥ k + 1} å áåçêîí- S → aS | aSc | aB | bB
B → bB | bBc | εòåêñòåí.

Çàäà÷à 36. Íåêà ω å ïðîèçâîëíà äóìà íàä àçáóêàòà {a, b}. Òîãàâà:

à) àêî na(ω) = nb(ω) + 1, òî ñúùåñòâóâàò äóìè ω1, ω2, çà êîèòî ω = ω1aω2,
na(ω1) = nb(ω1) è na(ω2) = nb(ω2).

á) àêî nb(ω) = na(ω) + 1, òî ñúùåñòâóâàò äóìè ω1, ω2, çà êîèòî ω = ω1bω2,
na(ω1) = nb(ω1) è na(ω2) = nb(ω2).

Äîê. Ïúëíà èíäóêöèÿ ïî äúëæèíàòà íà äóìàòà ω, çà êîèòî na(ω) =
nb(ω) + 1.

• |ω| = 1. Òîãàâà ω1 = ω2 = ε è ω = a.

• |ω| = n+1. Ùå ðàçãëåäàìå äâà ñëó÷àÿ, â çàâèñèìîñò îò ïúðâèÿ ñèìâîë
íà ω.

� Ñëó÷àÿò ω = aω′ å ëåñåí. (Çàùî?)

� Èíòåðåñíèÿò ñëó÷àé å ω = bω′. Òîãàâà ω = bi+1aω′. Äà ðàçãëåäà-
ìå äóìàòà ω′′, êîÿòî ñå ïîëó÷àâà îò ω êàòî ïðåìàõíåì ïúðâîòî
ñðåùàíå íà äóìàòà ba, ò.å. ω′′ = biω′ è |ω′′| = n − 1. Ïîíåæå îò
ω ñìå ïðåìàõíàëè ðàâåí áðîé a-òà è b-òà, na(ω′′) = nb(ω

′′) + 1.
Ñïîðåä È.Ï. çà ω′′, ìîæåì äà çàïèøåì äóìàòà êàòî ω′′ = ω′′1aω

′′
2

è na(ω′′1 ) = nb(ω
′′
1 ), na(ω′′2 ) = nb(ω

′′
2 ). Ïîíåæå bi å ïðåôèêñ íà ω′′1 ,

çà äà ïîëó÷èì îáðàòíî ω, òðÿáâà äà ïðèáàâèì ïðåìàõíàòàòà ÷àñò
ba âåäíàãà ñëåä bi â ω′′1 .

Çàäà÷à 37. Çà ïðîèçâîëíà äóìà ω ∈ {a, b}?, äîêàæåòå, ÷å àêî na(ω) >
nb(ω), òî ñúùåñòâóâàò äóìè ω1 è ω2, çà êîèòî ω = ω1aω2 è na(ω1) ≥ nb(ω1),
na(ω2) ≥ nb(ω2).

Çàäà÷à 38. Äà ñå äîêàæå, ÷å åçèêúò L = {α ∈ {a, b}? | na(α) = nb(α)} å
áåçêîíòåêñòåí.

Äîê. Åäíà âúçìîæíà ãðàìàòèêà G å ñëåäíàòà: Àëòåðíàòèâíà ãðàìàòèêà çà
åçèêà L å

S → aB|bA
A→ a|aS|bAA
B → b|bS|aBB

S → aSbS|bSaS|ε.

Íàïðèìåð, äà ðàçãëåäàìå èçâîäà íà äóìàòà aabbba â òàçè ãðàìàòèêà:

S → aSbS → aaSbSbS → aaεbSbS → aabεbS → aabbbSaS

→ aabbbεaS → aabbba.

Êàòî ñëåäñòâèå îò Çàäà÷à 36 ìîæå ëåñíî äà ñå èçâåäå, ÷å çà äóìè ω, çà
êîèòî na(ω) = nb(ω), å èçïúëíåíî ñëåäíîòî:

à) àêî ω = aω′, òî ω = aω1bω2 è na(ω1) = nb(ω1), na(ω2) = nb(ω2);

á) àêî ω = bω′, òî ω = bω1aω2 è na(ω1) = nb(ω1), na(ω2) = nb(ω2).
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Ñåãà ïúðâî ùå ïðîâåðèì, ÷å L ⊆ L(G). Çà öåëòà ùå äîêàæåì ñ ïúëíà

èíäóêöèÿ ïî äúëæèíàòà íà äóìàòà ω, ÷å çà âñÿêà äóìà ω ñúñ ñâîéñòâîòî
na(ω) = nb(ω) å èçïúëíåíî S →? ω.

• Íåêà |ω| = 0. Òîãàâà S → ε.

• Íåêà |ω| = k + 1. Èìàìå äâà ñëó÷àÿ.

� ω = aω′, ò.å. îò ñâîéñòâî à), ω = aω1bω2 è na(ω1) = nb(ω1),
na(ω2) = nb(ω2). Òîãàâà |ω1| ≤ k è ïî È.Ï. S →? ω1. Àíàëî-
ãè÷íî, S →? ω2. Ïîíåæå èìàìå ïðàâèëî S → aSbS, çàêëþ÷àâàìå
÷å S →? aω1bω2.

� ω = bω′, ò.å. ñâîéñòâî á), ω = bω1aω2 è na(ω1) = nb(ω1), na(ω2) =
nb(ω2). Òîçè ñëó÷àé ñå ðàçãëåæäà àíàëîãè÷íî.

Ïðåìèíàâàìå êúì äîêàçàòåëñòâîòî íà äðóãàòà ïîñîêà, ò.å. L(G) ⊆ L. Òóê
ñ èíäóêöèÿ ïî äúëæèíàòà íà èçâîäà l ùå äîêàæåì, ÷å S

l→ ω, òî ω ∈ M ,
êúäåòî

M = {ω ∈ {a, b, S}? | na(ω) = nb(ω)}.

Çà l = 0 å ÿñíî, ÷å S
0

→? S. Çà l = k + 1, òî S
k

→? α → ω. Îò È.Ï. èìàìå,
÷å α ∈ M . Íåêà ω ñå ïîëó÷àâà îò α ñ ïðèëàãàíå íà ïðàâèëîòî C → γ.
Ðàçãëåæäàìå âñè÷êè âàðèàíòè çà äóìàòà α ∈ M è çà ïðàâèëîòî C → γ â
ãðàìàòèêàòà G çà äà äîêàæåì, ÷å ω ∈ M . Óäîáíî å äà ïðåäñòàâèì âñè÷êè
ñëó÷àè â òàáëèöà.

α C → γ ω
∈M S → aSbS ∈M
∈M S → bSaS ∈M
∈M S → ε ∈M

Âúâ âñè÷êè ñëó÷àè ëåñíî ñå óñòàíîâÿâà, ÷å ω ∈ M . Òàêà çà âñÿêà äóìà
ω ∈ L(G) ñëåäâà, ÷å

ω ∈ Σ? ∩M = L.

Çàäà÷à 39. Äîêàæåòå, ÷å ñëåäíèòå åçèöè ñà áåçêîíòåêñòíè.

à) L = {wwR | w ∈ {a, b}?}; S → aSa | bSb | ε

á) L = {w ∈ {a, b}? | w = wR}; S → aSa | bSb | a| b | ε

â) L = {anb2mcn | m,n ∈ N};

ã) L = {anbmcmdn | m,n ∈ N};

ä) L = {anb2k | n, k ∈ N & n 6= k};

å) L = {anbk | n > k}; S → aSb|aS|a

æ) L = {anbk | n ≥ 2k};

ç) L = {anbmcn+m | n,m ∈ N}; S → aSc|B, B → bBc|ε
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è) L = {anbkcm | n+ k ≥ m}; S → aSc|aS|B, B → bBc|bB|ε

ê) L = {anbkcm | n+ k ≥ m+ 1}; S → aSc|aS|aB|bB,
B → bBc|bB|ε

ë) L = {anbkcm | n+ k ≥ m+ 2};

ì) L = {anbkcm | n+ k + 1 ≥ m}; S → aSc|aS|B|Bc,
B → bBc|bB|ε

í) L = {anbkcm | n+ k + 2 ≥ m};

î) L = {anbkcm | n+ k ≤ m};

ï) L = {anbkcm | n+ k ≤ m+ 1};

ð) L = {anbmck | n,m, k íå ñà ñòðàíè íà òðèúãúëíèê}. Îáåäèíåíèå íà òðè åçèêà

ñ) L = {a, b}? \ {a2nbn | n ∈ N};

ò) L = {α ∈ {a, b}? | na(α) = nb(α) + 1}; S → EaE, E → aEbE|bEaE|ε

ó) L = {α ∈ {a, b}? | na(α) ≥ nb(α)}; S → E|SaS,
E → aEbE|bEaE|ε

ô) L = {α ∈ {a, b}? | na(α) > nb(α)};

õ) L = {ω1aω2b | ω1, ω2 ∈ {a, b}? & |ω1| = |ω2|};

ö) L = {αcβ | α, β ∈ {a, b}? & αR å ïîääóìà íà β}.

Çàäà÷à 40. Äà ðàçãëåäàìå ãðàìàòèêàòà G = 〈V,Σ, R, S〉, êúäåòî V = îò Âëàäèñëàâ

{S,A,B}, Σ = {a, b}, à ïðàâèëàòà R ñà

S → AA|B,A→ B|bb, B → aa|aB.

Äà ñå íàìåðè åçèêà íà òàçè ãðàìàòèêà è äà ñå äîêàæå, ÷å ãðàìàòèêàòà
ðàçïîçíàâà òî÷íî òîçè åçèê.

Çàäà÷à 41. Äîêàæåòå, ÷å ñëåäíèòå åçèöè ñà áåçêîíòåêñòíè:

à) L1 = {ω1aω2 | ω1, ω2 ∈ {b, c}? & |ω1| = |ω2|};

á) L2 = {ω1aω2a · · · aωn | n ≥ 2 & ω1, ω2, . . . , ωn ∈ {b, c}? & |ω1| = |ω2|};

â) L3 = {ω1aω2a · · · aωn | n ≥ 2 & ω1, . . . , ωn ∈ {b, c}? & (∃i, j)[i 6= j & |ωi| =
|ωj |]}.

3.2 Åçèöè, êîèòî íå ñà áåçêîíòåêñòíè

Ëåìà 6 (çà ïîêà÷âàíåòî (áåçêîíòåêñòíè åçèöè)). Çà âñåêè áåçêîíòåêñòåí (ñòð. 123 îò [Sip97]; ñòð. 125
îò [HU79])åçèê L ñúùåñòâóâà p > 0, òàêîâà ÷å àêî α ∈ L, |α| ≥ p, òî ñúùåñòâóâà

ðàçáèâàíå íà äóìàòà íà ïåò ÷àñòè, α = xyuvw, çà êîåòî å èçïúëíåíî:

1) |yv| ≥ 1,

2) |yuv| ≤ p, è

3) (∀i ≥ 0)[xyiuviw ∈ L].
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Äîê. Íåêà G å ãðàìàòèêàòà çà åçèêà L. Íåêà Çà ïðîñòîòà, ìîæåì äà ñè
ìèñëèì, ÷å G å â ÍÔ×.
Òîãàâà b = 2.

b = max{|β| | A→G β}.

Ìîæåì äà ïðèåìåì, ÷å b ≥ 2. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å âúâ âñÿêî äúðâî íà èçâîä, Âúçëèòå âúâ âúòðåøíîñòòà íà
äúðâîòî ñà ïðîìåíëèâè, à
ëèñòàòà ñà áóêâè èëè ε

âñåêè âúçåë èìà íå ïîâå÷å îò b íàñëåäíèêà. Íåêà p = b|V |+ 1. Ùå ïîêàæåì,
÷å p å êîíñòàíòà íà ïîêà÷âàíåòî çà ãðàìàòèêàòà G. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å âñÿêà
äóìà ñ äúëæèíà ïîíå p â åçèêà L èìà äúðâî íà èçâîä ñ âèñî÷èíà ïîíå |V |+1.

Íåêà |α| ≥ p è T å äúðâî íà èçâîäà çà äóìàòà α. Ïîíåæå äóìàòà α ìîæå
äà èìà ìíîãî äúðâåòà íà èçâîä, íåêà T ñúùî òàêà äà áúäå ñ ìèíèìàëåí

áðîé âúçëè. Îò íàïðàâåíèòå ïî-ãîðå ðàçñúæäåíèÿ å ÿñíî, ÷å âèñî÷èíàòà íà
T å ïîíå |V |+ 1, Ñëåäîâàòåëíî, ïî íàé-äúëãèÿ ïúò π â T èìàìå ïîíå |V |+ 2
âúçåëà, îò êîèòî ïîíå |V |+1 ñà ïðîìåíëèâè, çàùîòî ñàìî ëèñòàòà ìîãàò äà íå
ñà ïðîìåíëèâè. Äà ðàçãëåäàìå ïîñëåäíèòå |V |+1 ïðîìåíëèâè ïî ïúòÿ π. Îò
ïðèíöèïà íà Äèðèõëå ñëåäâà, ÷å èçìåæäó òåçè |V |+1 ïðîìåíëèâè èìà ïîíå
åäíà ïîâòàðÿùà ñå. Íåêà R äà áúäå åäíà òàêàâà ïðîìåíëèâà. Ïîñëåäíèòå
äâå ïîâòàðÿíèÿ íà R ðàçäåëÿò äóìàòà α íà ïåò ÷àñòè. Íåêà α = xyuvw.

1) |yv| ≥ 1, çàùîòî àêî äîïóñíåì, ÷å |yv| = 0, òî ùå äîñòèãíåì äî ïðîòèâî-
ðå÷èå ñ ìèíèìàëíîñòòà íà T .

2) |yuv| ≤ p, çàùîòî ñìå èçáðàëè íàé-äîëíîòî R.

3) xyiuviw ∈ L, çàùîòî ìîæåì äà çàìåíèì ïîääúðâîòî ñ êîðåí ïîñëåäíîòî
R çà ïîääúðâîòî ñ êîðåí ïðåäïîñëåäíîòî R. Â ñëó÷àÿ i = 0, ïðàâèì
îáðàòíîòî.

Ñëåäñòâèå 7. Íåêà G å áåçêîíòåêñòíà ãðàìàòèêà è p å êîíñòàíòàòà íà ïî- - Äîêàæåòå!

êà÷âàíåòî çà G, L = L(G). Òîãàâà |L| =∞ òî÷íî òîãàâà, êîãàòî ñúùåñòâóâà
α ∈ L, çà êîÿòî p ≤ |α| < 2p.

Ëåìà 6 å ïîëåçíà, êîãàòî èñêàìå äà äîêàæåì, ÷å äàäåí åçèê L íå å
áåçêîíòåêñòåí. Çà öåëòà, äîêàçâàìå îòðèöàíèåòî íà Ëåìà 6 çà L, ò.å. çà
âñÿêà êîíñòàíòà p, íèå íàìèðàìå äóìà α ∈ L, |α| ≥ p, òàêàâà ÷å çà âñÿêî
ðàçáèâàíå íà äóìàòà íà ïåò ÷àñòè, α = xyuvw, ñúñ ñâîéñòâàòà |yv| ≥ 1
è |yuv| ≤ p, å èçïúëíåíî, ÷å (∃i)[xyiuviw 6∈ L].

Ïðèìåð 16. Åçèêúò L = {anbncn | n ∈ N} íå å áåçêîíòåêñòåí.

Äîê.

• Ðàçãëåæäàìå ïðîèçâîëíà êîíñòàíòà p ≥ 1.

• Èçáèðàìå äóìà α ∈ L, |α| ≥ p. Â ñëó÷àÿ, íåêà α = apbpcp.

• Ðàçãëåæäàìå ïðîèçâîëíî ðàçáèâàíå xyuvw = α, çà êîåòî |xyv| ≤ p è
1 ≤ |yv|.

• Òðÿáâà äà èçáåðåì i, çà êîåòî xyiuviw 6∈ L. Çíàåì, ÷å ïîíå åäíî îò y è
v íå å ïðàçíàòà äóìà. Èìàìå íÿêîëêî ñëó÷àÿ çà y è v.
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� y è v ñà äóìè ñúñòàâåíè îò åäíà áóêâà. Â òîçè ñëó÷àé ïîëó÷àâàìå,
÷å xy2uv2w èìà ðàçëè÷åí áðîé áóêâè a, b è c.

� y èëè v å ñúñòàâåíà îò äâå áóêâè. Òîãàâà å âúçìîæíî äà ñå îêàæå,
÷å xy2uv2w äà èìà ðàâåí áðîé a, b è c, íî òîãàâà ðåäúò íà áóêâèòå
å íàðóøåí.

� ïîíåæå |yuv| ≤ p, òî íå å âúçìîæíî â y èëè v äà ñå ñðåùàò è òðèòå
áóêâè.

Îêàçà ñå, ÷å âúâ âñè÷êè âúçìîæíè ñëó÷àè çà y è v, xy2uv2w 6∈ L.

Ñëåäîâàòåëíî, åçèêúò L íå å áåçêîíòåêñòåí.

Ïðèìåð 17. Ïðèëîæåòå ëåìàòà çà ðàçðàñòâàíåòî çà äà äîêàæåòå, ÷å åçèêúò
L íå å áåçêîíòåêñòåí, êúäåòî:

à) L = {aibjck | 0 ≤ i ≤ j ≤ k};

á) L = {ββ | β ∈ {a, b}?};

â) L = {an2 | n ∈ N}.

Äîê.

à) Äà ôèêñèðàìå äóìàòà α = apbpcp è äà ðàçãëåäàìå åäíî ïðîèçâîëíî
íåéíî ðàçáèâàíå, α = xyuvw, çà êîåòî |yuv| ≤ p è 1 ≤ |yv|. Çíàåì, ÷å
ïîíå åäíà îò y è v íå å ïðàçíàòà äóìà.

• y è v ñà ñúñòàâåíè îò åäíà áóêâà. Èìàìå òðè ñëó÷àÿ.

i) a íå ñå ñðåùà â y è v. Òîãàâà xy0vu0w ñúäúðæà ïîâå÷å a îò b
èëè c.

ii) b íå ñå ñðåùà â y è v. Àêî a ñå ñðåùà â y èëè v, òîãàâà xy2uv2w
ñúäúðæà ïîâå÷å a îò b Àêî c ñå ñðåùà â y èëè v, òîãàâà xy0uv0w
ñúäúðæà ïî-ìàëêî c îò b.

iii) c íå ñå ñðåùà â y è v. Òîãàâà xy2uv2w ñúäúðæà ïîâå÷å a èëè b
îò c.

• y èëè v å ñúñòàâåíà îò äâå áóêâè. Òóê ðàçãëåæäàìå xy2uv2w è
ñúîáðàçÿâàìå, ÷å ðåäúò íà áóêâèòå å íàðóøåí.

á) Ðàçãëåäàéòå α = apbpapbp, ò.å. β = apbp è α = ββ. Íåêà xyuvw = α å Çàùî α = apbapb íå å äîáúð
êàíäèäàò?ïðîèçâîëíî ðàçáèâàíå íà α, çà êîåòî å èçïúëíåíî, ÷å |yuv| ≤ p è 1 ≤ |yv|.

• Àêî yuv å â ïúðâàòà ÷àñò íà äóìàòà, òî xy0uv0w = aibjapbp 6∈ L.
Àíàëîãè÷íî àêî yuv å âúâ âòîðàòà ÷àñò íà äóìàòà.

• Àêî yuv å â äâåòå ÷àñòè íà äóìàòà, òî xy0uv0w = apbiajbp 6∈ L.

â) Ðåøàâà ñå àíàëîãè÷íî êàêòî çà ðåãóëÿðíè åçèöè.

Òåîðåìà 5. Áåçêîíòåêñòíèòå åçèöè íå ñà çàòâîðåíè îòíîñíî ñå÷åíèå è äî-
ïúëíåíèå.
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Äîê. Äà ðàçãëåäàìå åçèêà

L0 = {anbncn | n ∈ N},

çà êîéòî âå÷å çíàåì îò Ïðèìåð 16, ÷å íå å áåçêîíòåêñòåí. Äà âçåìåì ñúùî
òàêà è áåçêîíòåêñòíèòå åçèöè - Çàùî ñà áåçêîíòåêñòíè?

L1 = {anbncm | n,m ∈ N}, L2 = {ambncn | n,m ∈ N},

• Ïîíåæå L0 = L1∩L2, òî çàêëþ÷àâàìå, ÷å áåçêîíòåêñòíèòå åçèöè íå ñà
çàòâîðåíè îòíîñíî îïåðàöèÿòà ñå÷åíèå.

• Äà äîïóñíåì, ÷å áåçêîíòåêñòíèòå åçèöè ñà çàòâîðåíè îòíîñíî îïåðà- Îçí. L = Σ? \ L

öèÿòà äîïúëíåíèå. Òîãàâà L1 è L2 ñà áåçêîíòåêñòíè. Çíàåì, ÷å áåç-
êîíòåêñòíèòå åçèöè ñà çàòâîðåíè îòíîñíî îáåäèíåíèå. Ñëåäîâàòåëíî,
åçèêúò L3 = L1∪L2 ñúùî å áåçêîíòåêñòåí. Íèå äîïóñíàõìå, ÷å áåçêîí-
òåêñòíèòå ñà çàòâîðåíè îòíîñíî äîïúëíåíèå, ñëåäîâàòåëíî L3 ñúùî å
áåçêîíòåêñòåí. Íî òîãàâà ïîëó÷àâàìå, ÷å åçèêúò

L0 = L1 ∩ L2 = L1 ∪ L2 = L3

å áåçêîíòåêñòåí, êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå.

3.3 Àëãîðèòìè

3.3.1 Îïðîñòÿâàíå íà áåçêîíòåêñòíè ãðàìàòèêè

Ïðåìàõâàíå íà áåçïîëåçíèòå ïðîìåíëèâè

Íåêà å äàäåíà áåçêîíòåêñòíàòà ãðàìàòèêà G = 〈V,Σ, R, S〉. Åäíà ïðîìåí- [HU79] ñòð. 88

ëèâà A ñå íàðè÷à ïîëåçíà, àêî ñúùåñòâóâà èçâîä îò ñëåäíèÿ âèä:

S →? αAβ →? γ,

êúäåòî γ ∈ Σ?, à α, β ∈ (V ∪ Σ)?. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å åäíà ïðîìåíëèâà å
ïîëåçíà, àêî ó÷àñòâà â èçâîäà íà íÿêîÿ äóìà â åçèêà íà ãðàìàòèêàòà. Åäíà
ïðîìåíëèâà ñå íàðè÷à áåçïîëåçíà, àêî íå å ïîëåçíà. Öåëòà íè å äà ïîëó÷èì
åêâèâàëåíòíà ãðàìàòèêàG′ áåç áåçïîëåçíè ïðîìåíëèâè.Ùå ðåøèì çàäà÷àòà
êàòî ðàçãëåäàìå äâå ëåìè.

Ëåìà 7. Íåêà å äàäåíà áåçêîíòåêñòíàòà ãðàìàòèêàG = 〈V,Σ, R, S〉 è L(G) 6=
∅. Ñúùåñòâóâà àëãîðèòúì, êîéòî íàìèðà ãðàìàòèêà G′ = 〈V ′,Σ, S,R′〉, çà
êîÿòî L(G) = L(G′), è çà âñÿêà ïðîìåíëèâà A′ ∈ V ′, ñúùåñòâóâà äóìà
α ∈ Σ?, çà êîÿòî A′ →? α.

Äîê. Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíàòà ïðîñòà èòåðàòèâíà ïðîöåäóðà.

Algorithm 1 Íàìèðàìå V ′ = {A ∈ V | (∃α ∈ Σ?)[A→? α]}
1: V ′ := ∅
2: V ′′ := {A ∈ V | (∃α ∈ Σ?)[A→ α]}
3: while V ′ 6= V ′′ do
4: V ′ := V ′′

5: V ′′ := V ′ ∪ {A ∈ V | (∃α ∈ (Σ ∪ V ′)?)[A→ α]}
6: return V ′
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Òðÿáâà äà äîêàæåì, ÷å âúâ V ′ ñà òî÷íî ïîëåçíèòå ïðîìåíëèâè çà G.
Î÷åâèäíî å, ÷å àêî A ∈ V ′, òî A å ïîëåçíà ïðîìåíëèâà. Çà äðóãàòà ïîñîêà, - Äîêàæåòå!

ñ èíäóêöèÿ ïî äúëæèíàòà íà èçâîäà ñå äîêàçâà, ÷å àêî A→?
G ω, òî A ∈ V ′.

Ïðàâèëàòà íà G′ ñà âñè÷êè ïðàâèëà íà G, â êîèòî ó÷àñòâàò ïðîìåíëèâè
îò V ′ è áóêâè îò Σ.

Ëåìà 8. Ñúùåñòâóâà àëãîðèòúì, êîéòî ïî äàäåíà áåçêîíòåêñòíà ãðàìàòèêà
G = 〈V,Σ, R, S〉, íàìèðà G′ = 〈V ′,Σ′, S,R′〉, L(G′) = L(G), ñúñ ñâîéñòâîòî,
÷å çà âñÿêî x ∈ V ′∪Σ′ ñúùåñòâóâàò α, β ∈ (V ′∪Σ′)?, çà êîèòî S →? αxβ, ò.å.
âñÿêà ïðîìåíëèâà èëè áóêâà â G′ å äîñòèæèìà îò íà÷àëíàòà ïðîìåíëèâà S.

Äîê. Íàìèðàìå V ′ è Σ′ èòåðàòèâíî, êàòî â íà÷àëîòî V ′ = {S}, Σ′ = ∅.
Àêî A ∈ V ′ è èìàìå ïðàâèëà A→ α0|α1| . . . |αn â G, òî çà âñÿêî i = 0, . . . , n
äîáàâÿìå âñè÷êè ïðîìåíëèâè íà αi êúì V

′ è âñè÷êè íåòåðìèíàëè íà αi êúì
Σ′.

Òåîðåìà 6. Âñåêè íåïðàçåí áåçêîíòåêñòåí åçèê L ñå ïîðàæäà îò áåçêîí-
òåêñòíà ãðàìàòèêà G áåç áåçïîëåçíè ïðàâèëà.

Äîê. Íåêà å äàäåíà áåçêîíòåêñòíà ãðàìàòèêà G ïîðàæäàùà L. Ïðèëà- Çàùî å âàæåí ðåäà íà
ïðèëàãàíå?ãàìå âúðõó G ïúðâî ïðîöåäóðàòà îò Ëåìà 7 è ñëåä òîâà âúðõó ðåçóëòàòà

ïðèëàãàìå ïðîöåäóðàòà îò Ëåìà 8.

Ïðåìàõâàíå íà ε-ïðàâèëà

Çà äà ïðåìàõíåì ïðàâèëàòà îò âèäà A→ ε, ñëåäâàìå ïðîöåäóðàòà: Áðîÿò íà ïðàâèëàòà ìîæå äà
ñå óâåëè÷è åêñïîíåíöèàëíî,
çàùîòî â íàé-ëîøèÿ ñëó÷àé
èçâåæäàìå âñè÷êè
ïîäìíîæåñòâà íà äàäåíî
ìíîæåñòâî îò ïðîìåíëèâè

1) Íàìèðàìå ìíîæåñòâîòî E = {A ∈ V | A→? ε} ïî ñëåäíèÿ íà÷èí. Ïúðâî,
E := {A ∈ V | A → ε}. Ñëåä òîâà, çà âñÿêî ïðàâèëî îò âèäà B →
X1 · · ·Xk, àêî âñÿêî Xi ∈ E, òî äîáàâÿìå B êúì E.

2) Ñòðîèì ìíîæåñòâîòî îò ïðàâèëà R′, â êîåòî íÿìà ïðàâèëà ε-ïðàâèëà ïî
ñëåäíèÿ íà÷èí. Çà âñÿêî ïðàâèëî A → X1 · · ·Xk â R, äîáàâÿìå êúì R′

âñè÷êè ïðàâèëà îò âèäà A→ α1 · · ·αk, êúäåòî:

- àêî Xi 6∈ E, òî αi = Xi;

- àêî Xi ∈ E, òî αi = Xi èëè αi = ε;

- íå âñè÷êè αi-òà ñà ε.

Ïðèìåð 18. Íåêà å äàäåíà ãðàìàòèêàòà G ñ ïðàâèëà

S → D,D → AD|b, A→ AB|BC|a,B → AA|EC,C → ε|CA|a,E → ε|aEb.

Òîãàâà E = {X ∈ V | X →?
G ε} = {A,B,C,E}. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ε 6∈ L(G).

Ãðàìàòèêàòà G′ áåç ε-ïðàâèëà, çà êîÿòî L(G′) = L(G) èìà ñëåäíèòå ïðà-
âèëà S → D,D → AD|D|b, A → A|B|C|AB|BC|a,B → A|E|C|AA|EC,C →
C|A|CA|a,E → aEb|ab.

Ïðåìàõâàíå íà ïðåèìåíóâàùè ïðàâèëà

Ïðåèìåíóâàùèòå ïðàâèëà ñà îò âèäà A → B. Íåêà å äàäåíà ãðàìàòèêà
G = 〈V,Σ, R, S〉, â êîÿòî èìà ïðåèìåíóâàùè ïðàâèëà. Ùå ïîñòðîèì åêâè-
âàëåíòíà ãðàìàòèêà G′ áåç ïðåèìåíóâàùè ïðàâèëà. Â íà÷àëîòî íåêà â R′
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äà äîáàâèì âñè÷êè ïðàâèëà îò R, êîèòî íå ñà ïðåèìåíóâàùè. Ñëåä òîâà, çà
âñÿêa ïðîìåíëèâà A, çà êîÿòî A→?

G B, àêî B → α å ïðàâèëî â R, êîåòî íå
å ïðåèìåíóâàùî, òî äîáàâÿìå êúì R′ ïðàâèëîòî A→ α.

Ïðèìåð 19. Íåêà å äàäåíà ãðàìàòèêàòà G ñ ïðàâèëà

A→ B|S,B → C|BC,C → AB|a|b, S → B|CC|b.

Ïúðâî äîáàâÿìå êúì R′ ïðàâèëàòà B → BC,C → AB|a|b, S → CC|b.

• Ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å A →?
G B,S,C. Äîáàâÿìå ïðàâèëàòà A →

BC|AB|a|b|CC.

• Èìàìå B →?
G C. Äîáàâÿìå ïðàâèëàòà B → AB|a|b.

• Èìàìå S →?
G B,C. Äîáàâÿìå ïðàâèëàòà S → BC|AB|a|b.

Íàêðàÿ ïîëó÷àâàìå, ÷å ãðàìàòèêàòàG′ èìà ïðàâèëàA→ BC|AB|a|b|CC,B →
AB|a|b|BC,C → AB|a|b, S → BC|AB|CC|a|b.

3.3.2 Íîðìàëíà Ôîðìà íà ×îìñêè

Îïðåäåëåíèå 9. Åäíà áåçêîíòåêñòíà ãðàìàòèêà å â íîðìàëíà ôîðìà íà

×îìñêè, àêî âñÿêî ïðàâèëî å îò âèäà

A→ BC è A→ a,

êàòî B,C íå ìîãàò äà áúäàò ïðîìåíëèâàòà çà íà÷àëî S. Îñâåí òîâà, ïîç-
âîëÿâàìå ïðàâèëîòî S → ε. 1

Òåîðåìà 7. Âñåêè áåçêîíòåêñòåí åçèê L å ãåíåðèðàí îò êîíòåêñòíî-ñâîáîäíà
ãðàìàòèêà â íîðìàëíà ôîðìà íà ×îìñêè.

Äîê. Íåêà èìàìå êîíòåêñòíî-ñâîáîäíà ãðàìàòèêà G, çà êîÿòî L = L(G).
Ùå ïîñòðîèì êîíòåêñòíî-ñâîáîäíà ãðàìàòèêà G′ â íîðìàëíà ôîðìà íà ×îì-
ñêè, L = L(G′). Ñëåäâàìå ñëåäíàòà ïðîöåäóðà:

• Äîáàâÿìå íîâ íà÷àëåí ñèìâîë S0 è ïðàâèëî S0 → S.

• Ñúêðàùàâàìå äúëæèíàòà íà ïðàâèëàòà. Çàìåíÿìå ïðàâèëàòà îò âèäà Âðåìå O(n)

A→ u1 . . . un, n ≥ 3, ui ∈ V ∪ Σ, ñ ïðàâèëàòà

A→ u1A1, A1 → u2A2, . . . , An−2 → un−1un.

êúäåòî Ai ñà íîâè ïðîìåíëèâè.

• Çà âñÿêà ïðîìåíëèâà A 6= S0 ïðåìàõâàìå ïðàâèëàòà îò âèäà A → ε. Âðåìå O(n2)

Òîâà ïðàâèì ïî ñëåäíèÿ íà÷èí.

Àêî èìàìå ïðàâèëî îò âèäà R → Au èëè R → uA, u ∈ V ∪ Σ, òî
äîáàâÿìå ïðàâèëîòî R→ u. Íàïðèìåð,

� àêî èìàìå ïðàâèëî R→ aA, òî äîáàâÿìå ïðàâèëîòî R→ a;

1Íà ñòð. 151 â [PL98] äåôèíèöèÿòà å ìàëêî ïî-ðàçëè÷íà. Òàì äåôèíèðàò G äà áúäå â
íîðìàëíà ôîðìà íà ×îìñêè àêî R ⊆ V × (V ∪ Σ)2. Â òîçè ñëó÷àé ãóáèì åçèöèòå {ε} è
{a}, çà a ∈ Σ.
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� àêî èìàìå ïðàâèëî R→ AA, òî äîáàâÿìå ïðàâèëîòî R→ A.

Àêî èìàìå ïðàâèëî îò âèäà R → A, òî äîáàâÿìå ïðàâèëîòî R → ε
ñàìî àêî ïðîìåíëèâàòà R îùå íå å ïðåìèíàëà ïðåç ïðîöåäóðàòà çà
ïðåìàõâàíå íà ε.

• Ïðåìàõâàìå ïðåèìåíóâàùèòå ïðàâèëà, ò.å. ïðàâèëà îò âèäà A → B. Âðåìå O(n2)

Ïàìåò O(n2)Çàìåíÿìå âñÿêî ïðàâèëî îò âèäà B → β ñ A → β, îñâåí àêî A → β å
âå÷å ïðåìàõíàòî ïðåèìåíóâàùî ïðàâèëî.

• Çà ïðàâèëà îò âèäà A→ u1u2, êúäåòî u1, u2 ∈ V ∪Σ, çàìåíÿìå âñÿêà Âðåìå O(n)

áóêâà ui ñ íîâàòà ïðîìåíëèâà Ui è äîáàâÿìå ïðàâèëîòî Ui → ui. Íàï-
ðèìåð, ïðàâèëîòî A→ aB ñå çàìåíÿ ñ ïðàâèëîòî A→ XB è äîáàâÿìå
ïðàâèëîòî X → a, êúäåòî X å íîâà ïðîìåíëèâà.

Òåîðåìà 8. Ïðè äàäåíà áåçêîíòåêñòíà ãðàìàòèêàG ñ äúëæèíà n, ìîæåì äà
íàìåðèì åêâèâàëåíòíà íà íåÿ ãðàìàòèêà G′ â íîðìàëíà ôîðìà íà ×îìñêè
çà âðåìå O(n2), êàòî ïîëó÷åíàòà ãðàìàòèêà å ñ äúëæèíà O(n2).

Çàäà÷à 42. Íåêà å äàäåíà ãðàìàòèêàòà G = 〈{S,A,B,C}, {a, b}, S,R〉. Èç-
ïîëçâàéòå îáùà êîíñòðóêöèÿ, çà äà ïðåìàõíåòå ½äúëãèòå� ïðàâèëà (ò.å. ïðà-
âèëà ñ äúëæèíà ïîíå 2, êîèòî íå ñà â í.ô. íà ×îìñêè) îò G êàòî ïðè òîâà
ïîëó÷èòå áåçêîíòåñòíà ãðàìàòèêà G1 ñ åçèê L(G) = L(G1), êúäåòî:

à) R = {S → ε|ab|aAba,A→ aBCb,B → bbb, C → aC|aCaC}〉;

á) R = {S → ε|ab|baAb,A→ BaBb,B → b, C → AbA|aCCa};

â) R = {A→ BSB|a,B → ba|BC,C → BaSA|a|b, S → CC|b};

ã) R = {A→ BAS,B → CB,C → ab|ABbS, S → CC|b};

3.3.3 Ïðîáëåìúò çà ïðèíàäëåæíîñò

Òåîðåìà 9. Ñúùåñòâóâà ïîëèíîìèàëåí àëãîðèòúì , êîéòî ïðîâåðÿâà äàëè
äàäåíà äóìà ïðèíàäëåæíè íà ãðàìàòèêàòà G. Çà äóìà α, àëãîðèòúìúò

ðàáîòè çà âðåìå O(|α|3)

Ìîæåì äà ïðèåìåì, ÷å G = 〈V,Σ, R, S〉 å ãðàìàòèêà â íîðìàëíà ôîðìà
íà ×îìñêè. Íåêà α = a1a2 . . . an å äóìà, çà êîÿòî èñêàìå äà ïðîâåðèì äàëè
α ∈ L(G). Òîâà å àëãîðèòúì íà Cocke,

Younger è Kasami (CYK),
êîéòî å ïðèìåð çà äèíàìè÷íî
ïðîãðàìèðàíå (ñòð. 195 îò
[Koz97])

58



Algorithm 2 Ïðîâåðêà çà α ∈ L(G)

1: n := |α| . Âõîä äóìà α = a1 · · · an
2: for all i ∈ [1, n] do
3: V [i, i] = {A ∈ V | A→ ai}
4: for all i, j ∈ [1, n] & i 6= j do
5: V [i, j] = ∅
6: for all s ∈ [1, n) do . Äúëæèíà íà èíòåðâàëà
7: for all i ∈ [1, n− s] do . Íà÷àëî íà èíòåðâàëà
8: for all k ∈ [i, i+ s) do . Ðàçäåëÿíå íà èíòåðâàëà
9: if ∃A→ BC ∈ R & B ∈ V [i, k] & C ∈ V [k + 1, i+ s] then
10: V [i, i+ s] := V [i, i+ s] ∪ {A}
11: if S ∈ V [1, n] then
12: return True . Èìà èçâîä íà äóìàòà îò S
13: else
14: return False

Ëåìà 9. Çà äàäåíà ãðàìàòèêà â íîðìàëíà ôîðìà íà ×îìñêè è äóìà α, çà
âñÿêî 0 ≤ s < |α|, ñëåä s-òàòà èòåðàöèÿ íà àëãîðèòúìà (ðåäîâå 6 - 10), çà
âñÿêà ïîçèöèÿ i = 1, . . . , n− s,

V [i, i+ s] = {A ∈ V | A→?
G ai . . . ai+s}.

Äîê. Ïúëíà èíäóêöèÿ ïî s. Çà s = 0 å ÿñíî. (Çàùî?)
Íåêà òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà s < n. Ùå äîêàæåì òâúðäåíèåòî çà s + 1,

ò.å. çà âñÿêî i = 1, . . . , n− s− 1,

V [i, i+ s+ 1] = {A ∈ V | A→?
G ai . . . ai+s+1}.

Çà åäíàòà ïîñîêà, äà ðàçãëåäàìå ïúðâoòî ïðàâèëî â èçâîäàA→?
G ai · · · ai+s+1.

Ïîíåæå G å â ÍÔ×, òî å îò âèäà A→ BC è òîãàâà ñúùåñòâóâà íÿêîå t, çà
êîåòî B →? ai · · · ai+t è C →? ai+t+1 · · · ai+s+1. Îò È.Ï. ïîëó÷àâàìå, ÷å
B ∈ V [i, i+ t] è C ∈ V [i+ t+ 1, i+ s+ 1]. Òîãàâà îò ðåä 10 íà àëãîðèòúìà å
ÿñíî, ÷å A ∈ V [i, i+ s+ 1].

Çà äðóãàòà ïîñîêà, íåêà A ∈ V [i, i + s + 1]. Åäèíñòâåíàòà ñòúïêà íà
àëãîðèòúìà, ïðè êîÿòî ìîæå äà ñìå äîáàâèëè A êúì ìíîæåñòâîòî V [i, i +
s + 1] å ðåä 10. Òîãàâà èìàìå, ÷å ñúùåñòâóâà k, çà êîåòî B ∈ V [i, k], C ∈
V [k + 1, i + s + 1], è A → BC å ïðàâèëî â ãðàìàòèêàòà G. Îò È.Ï. èìàìå,
÷å B →?

G ai · · · ak è C →?
G ak+1 · · · ai+s+1. Çàêëþ÷àâàìå âåäíàãà, ÷å A →?

G

ai · · · ai+s+1.

Ïðèìåð 20. Íåêà å äàäåíà ãðàìàòèêàòà G ñ ïðàâèëà S → a|AB|AC,C →
SB|AS,A → a,B → b. Ùå ïðèëîæèì CYK àëãîðèòúìà çà äà ïðîâåðèì
äàëè äóìàòà aaabb ∈ L(G).

• V [1, 1] = V [2, 2] = V [3, 3] = {S,A}. V [4, 4] = V [5, 5] = {B}.

• V [1, 2] = V [2, 3] = {C}. V [3, 4] = {S,C}. V [4, 5] = ∅.

• V [1, 3] = {S} ∪ ∅. V [2, 4] = {S,C} ∪ ∅. V [3, 5] = ∅ ∪ {C}.

• V [1, 4] = {S,C} ∪ ∅ ∪ ∅ = {S,C}. V [2, 5] = {S} ∪ ∅ ∪ {C} = {S,C}
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• V [1, 5] = {S,C} ∪ ∅ ∪ ∅ ∪ {C} = {S,C}.

Ïîíåæå S ∈ V [1, 5], òî aaabb ∈ L(G).

Òåîðåìà 10. Ñúùåñòâóâàò àëãîðèòìè, êîèòî îïðåäåëÿò ïî äàäåíà áåçêîí- [HU79], ñòð. 137

òåêñòíà ãðàìàòèêà G äàëè:

à) |L(G)| = 0;

á) |L(G)| <∞;

â) |L(G)| =∞.

Äîê. Íåêà å äàäåíà åäíà áåçêîíòåêñòíà ãðàìàòèêà G.

(L(G) = ∅?) Ïðèëàãàìå àëãîðèòúìà çà ïðåìàõâàíå íà áåçïîëåçíèòå ïðîìåí-
ëèâè. Àêî îòêðèåì, ÷å S å áåçïîëåçíà ïðîìåíëèâà, òî L(G) = ∅.

(|L(G)| <∞? èëè |L(G)| =∞?) Íåêà äà ðàçãëåäàìå ãðàìàòèêàòàG′ â ÍÔ×
áåç áåçïîëåçíè ïðîìåíëèâè, çà êîÿòî L(G) = L(G′). Îò ãðàìàòèêàòà
G′ = 〈V ′,Σ, S,R′〉 ñòðîèì ãðàô ñ âúçëè ïðîìåíëèâèòå îò V ′ êàòî çà
A,B ∈ V ′ èìàìå ðåáðîA→ B òî÷íî òîãàâà, êîãàòî ñúùåñòâóâà C ∈ V ′,
çà êîåòî A→ BC èëè A→ CB å ïðàâèëî â R′.

Àêî â ïîëó÷åíèÿ ãðàô èìàìå öèêúë, òî L(G′) =∞.

3.4 Íåäåòåðìèíèðàíè ñòåêîâè àâòîìàòè

Íà àíãë. Push-down
automaton

Îïðåäåëåíèå 10. Íåäåòåðìèíèðàí ñòåêîâ àâòîìàò å 7-îðêà îò âèäà

P = 〈Q,Σ,Γ,#, s,∆, F 〉,

êúäåòî:

• Q å êðàéíî ìíîæåñòâî îò ñúñòîÿíèÿ;

• Σ å êðàéíà âõîäíà àçáóêà;

• Γ å êðàéíà ñòåêîâà àçáóêà;

• # ∈ Γ å ñèìâîë çà äúíî íà ñòåêà;

• s ∈ Q å íà÷àëíî ñúñòîÿíèå;

• ∆ : Q× (Σ ∪ {ε})× Γ→Pfin(Q× Γ?) å ôóíêöèÿ íà ïðåõîäèòå; Îçí. Pfin(A) - êðàéíèòå
ïîäìíîæåñòâà íà A

• F ⊆ Q å ìíîæåñòâî îò çàêëþ÷èòåëíè ñúñòîÿíèÿ.

Ìîìåíòíî îïèñàíèå (èëè êîíôèãóðàöèÿ) íà èç÷èñëåíèåòî ñúñ ñòåêîâ Instanteneous description

àâòîìàò ïðåäñòàâëÿâà òðîéêà îò âèäà (q, α, γ) ∈ Q×Σ?×Γ?, ò.å. àâòîìàòúò
ñå íàìèðà â ñúñòîÿíèå q, äóìàòà, êîÿòî îñòàâà äà ñå ïðî÷åòå å α, à ñúäúð-
æàíèåòî íà ñòåêà å äóìàòà γ. Óäîáíî å äà âúâåäåì áèíàðíàòà ðåëàöèÿ `P
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íàä Q× Σ? × Γ?, êîÿòî ùå íè êàçâà êàê ìîìåíòíîòî îïèñàíèå íà àâòîìàòà
P ñå ïðîìåíÿ ñëåä èçïúëíåíèå íà åäíà ñòúïêà:

(q, xα, Y γ) `P (p, α, βγ), àêî ∆(q, x, Y ) 3 (p, β),

(q, α, Y γ) `P (p, α, βγ), àêî ∆(q, ε, Y ) 3 (p, β).

Ðåôëåêñèâíîòî è òðàíçèòèâíî çàòâàðÿíå íà `P ùå îçíà÷àâàìå ñ `?P . Ñåãà
âå÷å ìîæåì äà äàäåì äåôèíèöèÿ íà åçèê, ðàçïîçíàâàí îò ñòåêîâ àâòîìàò
P .

• LF (P ) å åçèêà, êîéòî ñå ðàçïîçíàâà îò P ñ ôèíàëíî ñúñòîÿíèå,

LF (P ) = {ω | (q0, ω,#) `?P (q, ε, α) & q ∈ F}.

• LS(P ) å åçèêà, êîéòî ñå ðàçïîçíàâà îò P ñ ïðàçåí ñòåê,

LS(P ) = {w | (q0, w,#) `?P (q, ε, ε)}.

Ïðèìåð 21. Çà åçèêà L = {anbn | n ∈ N} ñúùåñòâóâà ñòåêîâ àâòîìàò P ,
òàêúâ ÷å L = LS(P ). Äà ðàçãëåäàìå P = 〈Q,Σ,Γ,#, s,∆, F 〉, êúäåòî

• Q = {q};

• Σ = {a, b};

• Γ = {#, A};

• F = ∅;

• ∆(q, a,#) = {(q,A#)};

• ∆(q, ε,#) = {(q, ε)};

• ∆(q, b, A) = {(q, ε)}.

Âìåñòî äîêàçòåëñòâî, äà âèäèì êàê äóìàòà a2b2 ñå ðàçïîçíàâà îò àâòîìàòà
ñ ïðàçåí ñòåê: - Äîêàæåòå, ÷å L = LS(P )!

(q, a2b2,#) `P (q, ab2, A#)

`P (q, b2, AA#)

`P (q, b, A#)

`P (q, ε,#)

`P (q, ε, ε).

Ïðèìåð 22. Çà åçèêà L = {ωωR | ω ∈ {a, b}?} ñúùåñòâóâà ñòåêîâ àâòîìàò
P , òàêúâ ÷å L = LS(P ). Íåêà P = 〈Q,Σ,Γ,#, s,∆, F 〉, êúäåòî:

• ∆(q, a,#) = {(q, A#)};

• ∆(q, b,#) = {(q,B#)};

• ∆(q, a,A) = {(q, AA), (p, ε)};

• ∆(q, a,B) = {(q, AB)};

61



• ∆(q, b, B) = {(q,BB), (p, ε)};

• ∆(q, b, A) = {(q,BA)};

• ∆(p, a,A) = {(p, ε)};

• ∆(p, b, B) = {(p, ε)};

• ∆(q, ε,#) = {(q, ε)};

• ∆(p, ε,#) = {(p, ε)};

Îñíîâíîòî íàáëþäåíèå, êîåòî òðÿáâà äà íàïðàâèì çà äà ðàçáåðåì êîíñòðóê-
öèÿòà íà àâòîìàòà å, ÷å âñÿêà äóìà îò âèäà ωωR ìîæå äà ñå çàïèøå êàòî
ω1aaω

R
1 èëè ω1bbω

R
1 . Äà âèäèì çàùî P ðàçïîçíàâà äóìàòà abaaba ñ ïðàçåí

ñòåê. Çàïî÷âàìå ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

(q, abaaba,#) `P (q, baaba,A#)

`P (q, aaba,BA#)

`P (q, aba,ABA#).

Ñåãà ìîæåì äà íàïðàâèì äâà èçáîðà êàê äà ïðîäúëæèì. Ñúñòîÿíèåòî p ñëó-
æè çà ìàðêåð, êîåòî íè êàçâà, ÷å âå÷å ñìå çàïî÷íàëè äà ÷åòåì ωR. Ïîðàäè
òàçè ïðè÷èíà, ïðîäúëæàâàìå òàêà:

(q, aba,ABA#) `P (p, ba,BA#)

`P (p, a,A#)

`P (p, ε,#)

`P (p, ε, ε).

Äà ïðîèãðàåì îùå åäèí ïðèìåð. Äà âèäèì çàùî äóìàòà aba íå ñå èçâåæäà
îò àâòîìàòà.

(q, aba,#) `P (q, ba,A#)

`P (q, a,BA#)

`P (q, ε, ABA#).

Îò ïîñëåäíîòî ìîìåíòíî îïèñàíèå íà àâòîìàòà íÿìàìå íèòî åäèí ïðåõîä, - Äîêàæåòå, ÷å LS(P ) = L !

ñëåäîâàòåëíî äóìàòà aba íå ñå ðàçïîçíàâà îò P ñ ïðàçåí ñòåê.

Òåîðåìà 11. Íåêà L å ïðîèçâîëåí åçèê íàä àçáóêà Σ. ([HU79], ñòð. 114)

1) Àêî ñúùåñòâóâà ÍÑÀ P , çà êîéòî L = LF (P ), òî ñúùåñòâóâà ÍÑÀ P ′, çà
êîéòî L = LS(P ′).

2) Àêî ñúùåñòâóâà ÍÑÀ P , çà êîéòî L = LS(P ), òî ñúùåñòâóâà ÍÑÀ P ′, çà
êîéòî L = LF (P ′).

Ñ äðóãè äóìè, åçèöèòå ðàçïîçíàâàíè îò ÍÑÀ ñ ïðàçåí ñòåê ñà òî÷íî åçèöèòå
ðàçïîçíàâàíè îò ÍÑÀ ñ ôèíàëíî ñúñòîÿíèå.

Äîê.
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1) Íåêà L = LF (P ), êúäåòî P = 〈Q,Σ,Γ,#, s,∆, F 〉. Ùå ïîñòðîèì P ′, òàêà
÷å äà ñèìóëèðà P è êàòî îòèäåì âúâ ôèíàëíî ñúñòîÿíèå ùå èçïðàçíèì
ñòåêà. Íåêà

P ′ = 〈Q ∪ {qe, s′},Σ,Γ ∪ {$}, $, s′,∆′, ∅〉,

êúäåòî $ 6∈ Γ. Âàæíî å P ′ äà èìà ñîáñòâåí íîâ ñèìâîë çà äúíî íà ñòåêà,
çàùîòî å âúçìîæíî çà íÿêîÿ äóìà α 6∈ LF (P ) ñòåêîâèÿò àâòîìàò P äà ñè
èç÷èñòè ñòåêà è òàêà äà ðàçïîçíàåì ïîâå÷å äóìè.

• ∆′(s′, ε, $) = {(s,#$)}; - çàïî÷âàìå ñèìóëàöèÿòà

• ∆′(q, a,X) âêëþ÷âà ìíîæåñòâîòî ∆(q, a,X), çà âñÿêî q ∈ Q, a ∈ Σε, - ñèìóëèðàìå P

X ∈ Γ;

• ∆′(q, ε,X) ñúäúðæà ñúùî è åëåìåíòà (qe, ε), çà âñÿêî q ∈ F , X ∈ - àêî ñìå âúâ ôèíàëíî,
çàïî÷âàìå äà ÷èñòèì ñòåêàΓ ∪ {$};

• ∆′(qe, ε,X) = {(qe, ε)}, çà âñÿêî X ∈ Γ ∪ {$}; - èç÷èñòâàìå ñòåêà

• ∆′ íÿìà äðóãè ïðàâèëà.

2) Ñåãà èìàìå L = LS(P ), êúäåòî P = 〈Q,Σ,Γ,#, s,∆, ∅〉. Äà ïîëîæèì

P ′ = 〈Q ∪ {s′, qf},Σ,Γ ∪ {$},∆′, $, {qf}〉.

P ′ ùå ñèìóëèðà P êàòî ùå âíèìàâàìå êîãà P èç÷èñòâà ñèìâîëà #. Òîãàâà
ùå èñêàìå äà îòèäåì âúâ ôèíàëíîòî ñúñòîÿíèå qf .

• ∆′(s′, ε, $) = {(s,#$)}; - çàïî÷âàìå ñèìóëàöèÿòà

• ∆′(q, a,X) = ∆(q, a,X), çà âñÿêî q ∈ Q, a ∈ Σε, X ∈ Γ; - ñèìóëèðàìå P

• ∆′(q, ε, $) = {(qf , ε)}. - ùîì ñìå ñòèãíàëè äî $,
çíà÷è P å èç÷èñòèë ñòåêà ñè

Çàäà÷à 43. Êàòî èçïîëçâàòå ñòåêîâèÿ àâòîìàò îò Ïðèìåð 21, äåôèíèðàéòå
àâòîìàò P ′, çà êîéòî LF (P ′) = {anbn | n ∈ N}.

Òåîðåìà 12. Êëàñúò íà åçèöèòå, êîèòî ñå ðàçïîçíàâàò îò êðàåí ñòåêîâ
àâòîìàò ñúâïàäà ñ êëàñà íà áåçêîíòåêñòíèòå åçèöè.

Äîê. Ùå ðàçãëåäàìå äâåòå ïîñîêè íà òâúðäåíèåòî ïîîòäåëíî. ([HU79], ñòð. 117)

1) Íåêà å äàäåíà áåçêîíòåêñòíà ãðàìàòèêà G = 〈V,Σ, R, S〉. Íàøàòà öåë å
äà ïîñòðîèì ñòåêîâ àâòîìàò P , òàêà ÷å LS(P ) = L(G). Íåêà

P = 〈{q},Σ,Σ ∪ V, S, q,∆, ∅〉,

êúäåòî ôóíêöèÿòà íà ïðåõîäèòå å:

∆(q, ε, A) = {(q, α) | A→ α å ïðàâèëî â ãðàìàòèêàòà G}
∆(q, a, a) = {(q, ε)}
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2) Íåêà èìàìå P = 〈Q,Σ,Γ,∆, s,#, ∅〉. Ùå äåôèíèðàìå áåçêîíòåêñòíà ãðà-
ìàòèêà G, çà êîÿòî LS(P ) = L(G). Ïðîìåíëèâèòå íà ãðàìàòèêà ñà

V = {[q, A, p] | q, p ∈ Q,A ∈ Γ}.

Ïðàâèëàòà íà G ñà ñëåäíèòå:

• S → [s,#, q], çà âñÿêî q ∈ Q;
• [q, A, qm+1]→ a[q1, B1, q2][q2, B2, q3] . . . [qm, Bm, qm+1], êúäåòî

(q1, B1 . . . Bm) ∈ ∆(q, a,A)

è ïðîèçâîëíè q, q1, . . . , qm+1 ∈ Q, a ∈ Σ ∪ {ε}.
Äà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å å âúçìîæíî m = 0. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å
(q1, ε) ∈ ∆(q, a,A) è òîãàâà èìàìå ïðàâèëîòî [q, A, q1] → a, êúäåòî
a ∈ Σ ∪ {ε}.

Òðÿáâà äà äîêàæåì, ÷å:

[q, A, p]→?
G α ⇔ (q, α,A) `?P (p, ε, ε).

(⇒) Ñ ïúëíà èíäóêöèÿ ïî i, ùå äîêàæåì, ÷å

(q, α,A) `iP (p, ε, ε) =⇒ [q, A, p]⇒?
G α.

Àêî i = 1, òî å ëåñíî, çàùîòî α ∈ Σ ∪ {ε} è m = 0.

Àêî i > 1, íåêà α = aβ. Òîãàâà: Âúçìîæíî å a = ε

(q, aβ,A) `P (q1, β, B1 . . . Bn) `i−1
P (p, ε, ε).

Äà ðàçáèåì äóìàòà β íà n ÷àñòè, β = β1 · · ·βn, ñúñ ñâîéñòâîòî, ÷å
ñëåä êàòî ïðî÷åòåì βi ñìå ïðåìàõíàëè ïðîìåíëèâàòà Bi îò âúðõà
íà ñòåêà. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å :

(qj , βj , Bj) `
lj
P (qj+1, ε, ε), çà j = 1, . . . , n− 1,

(qn, βn, Bn) `lnP (p, ε, ε),

êúäåòî l1 + l2 + · · ·+ ln = i− 1. Ñåãà ïî È.Ï. ïîëó÷àâàìå:

(qj , βj , Bj) `
lj
P (qj+1, ε, ε) =⇒ [qj , Bj , qj+1]→?

G βj , çà j = 1, . . . , n− 1,

(qn, βn, Bn) `lnP (p, ε, ε) =⇒ [qn, Bn, p]→?
G βn.

Îáåäèíÿâàéêè òåçè èçâîäè ñ ïðàâèëîòî

[q, A, p]→G a[q1, B1, q2] . . . [qn, Bn, p],

ïîëó÷àâàìå èçâîäà
[q, A, p]→?

G aβ.

(⇐) Îòíîâî ñ ïúëíà èíäóêöèÿ ïî i ùå äîêàæåì, ÷å

[q, A, p]→i
G α =⇒ (q, α,A) `?P (p, ε, ε).
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Àêî i = 1, òî èìàìå [q, A, p]→ α, êúäåòî α = a èëè α = ε. Àêî i > 1,
òî èìàìå, ÷å α = aβ è çà íÿêîå n,

[q, A, p]→G a[q1, B1, q2][q2, B2, q3] . . . [qn, Bn, p]→i−1
G β.

Îòíîâî íåêà β = β1 . . . βn, êúäåòî

[qj , Bj , qj+1]→ij
G βj , çà j = 1, . . . , n− 1,

[qn, Bn, p]→in
G βn,

êúäåòî i1 + i2 + · · ·+ in = i− 1. Îò È.Ï. ïîëó÷àâàìå, ÷å

[qj , Bj , qj+1]→ij
G βj =⇒ (qj , βj , Bj) `?P (qj+1, ε, ε), j = 1, . . . , n− 1

[qn, Bn, p]→in
G βn =⇒ (qn, βn, Bn) `?P (p, ε, ε),

Îáåäèíÿâàéêè âñè÷êî, êîåòî çíàåì, ïîëó÷àâàìå:

(q, aβ,A) `P (q1, β1 · · ·βn, B1 · · ·Bn)

`?P (q2, β2 · · ·βn, B2 · · ·Bn)

. . .

`?P (qn, βn, Bn)

`?P (p, ε, ε)

Ïðèìåð 23. Íåêà å äàäåíà ãðàìàòèêàòà G ñ ïðàâèëà S → ASB|ε,A →
aAa|a,B → bBb|b. Ùå ïîñòðîèì ñòåêîâ àâòîìàò P = 〈Q,Σ,Γ,#, s,∆, F 〉,
òàêúâ ÷å LS(P ) = L(G).

• Σ = {a, b};

• Γ = {A,S,B, a, b};

• # = S;

• Q = {q};

• F = ∅;

• Äåôèíèðàìå ðåëàöèÿòà íà ïðåõîäèòå, ñëåäâàéêè êîíñòðóêöèÿòà îò Òå-
îðåìà 12:

� ∆(q, ε, S) = {〈q, ASB〉, 〈q, ε〉};
� ∆(q, ε, A) = {〈q, aAa〉, 〈q, a〉};
� ∆(q, ε, B) = {〈q, bBb〉, 〈q, b〉};
� ∆(q, a, a) = {〈q, ε〉};
� ∆(q, b, b) = {〈q, ε〉}.

Òåîðåìà 13. Íåêà L e áåçêîíòåêñòåí åçèê è R å ðåãóëÿðåí åçèê. Òîãàâà (ñòð. 144 îò [PL98])

òÿõíîòî ñå÷åíèå L ∩R å áåçêîíòåêñòåí åçèê.
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Äîê. Íåêà èìàìå ñòåêîâ àâòîìàò

M1 = 〈Q1,Σ,Γ,#, s1,∆1, F1〉, êúäåòî LF (M1) = L,

è êðàåí äåòåðìèíèðàí àâòîìàò âñúùíîñò íÿìà íóæäà äà å
äåòåðìèíèðàí

M2 = 〈Q2,Σ, s2, δ2, F2〉, êúäåòî L(M2) = R.

Ùå îïðåäåëèì íîâ ñòåêîâ àâòîìàòM = 〈Q,Σ,Γ,#, s,∆, F 〉, êúäåòî

• Q = Q1 ×Q2;

• s = 〈s1, s2〉;

• F = F1 × F2;

• Ôóíêöèÿòà íà ïðåõîäèòå ∆ å äåôèíèðàíà êàêòî ñëåäâà:

� Àêî ∆1(q1, a, b) 3 〈r1, c〉 è δ2(q2, a) = r2, òî ñèìóëèðàìå åäíîâðåìåííî
èç÷èñëåíèåòî è íà äâàòà
àâòîìàòà

∆(〈q1, q2〉, a, b) 3 〈〈r1, r2〉, c〉.

� Àêî ∆1(q1, ε, b) 3 〈r1, c〉, òî çà âñÿêî q2 ∈ Q2, ïðàçåí õîä íà àâòîìàòà M2

∆(〈q1, q2〉, ε, b) 3 〈〈r1, q2〉, c〉.

� ∆ íå ñúäúðæà äðóãè ïðåõîäè; - Äîêàæåòå, ÷å
L(M) = L(M1) ∩ L(M2) !

Ïðèìåð 24. Åçèêúò L = {w ∈ {a, b, c}? | na(w) = nb(w) = nc(w)} íå å
áåçêîíòåêñòåí.

Äîê. Äà äîïóñíåì, ÷å L å áåçêîíòåêñòåí åçèê. Òîãàâà

L′ = L ∩ L(a?b?c?)

ñúùî å áåçêîíòåêñòåí åçèê. Íî L′ = {anbncn | n ∈ N}, çà êîéòî çíàåì îò Ïðè-
ìåð 16, ÷å íå å áåçêîíòåêñòåí. Äîñòèãíàõìå äî ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëíî,
L íå å áåçêîíòåêñòíè åçèê.

Áèáëèîãðàôèÿ

Îñíîâíè èçòî÷íèöè â òàçè ãëàâà ñà:

• ãëàâà 4 îò [HU79], ãëàâè 5, 6 è 7 îò [HMU01];

• ãëàâà 2 îò [Sip97];

• ãëàâà 3 îò [PL98].
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3.5 Äîïúëíèòåëíè çàäà÷è

Çàäà÷à 44. Ïðîâåðåòå äàëè ñëåäíèòå åçèöè ñà áåçêîíòåêñòíè:

à) {anb2nc3n | n ∈ N};

á) {anb2ncn | n ∈ N};

â) {ambn | m 6= n};

ã) {anbmck | n < m < k};

ä) {anbmck | k = min{n,m}};

å) {anbncm | m ≤ n};

æ) {anbmck | k = n ·m};

ç) L?, êúäåòî L = {ααR | α ∈ {a, b}?};

è) {www | w ∈ {a, b}?};

ê) {wwR | w ∈ {a, b}?};

ë) {an2

bn | n ∈ N};

ì) {ap | p å ïðîñòî };

í) {ω ∈ {a, b}? | ω = ωR};

î) {ωn | ω ∈ {a, b}? & n ∈ N};

ï) {an3+2n2 | n ∈ N};

ð) L = {wcx | w, x ∈ {a, b}? & w å ïîäíèç íà x};

ñ) L = {x1cx2c . . . cxk | k ≥ 2 & xi ∈ {a, b}? & (∃i, j)[i 6= j & xi = xj ]};

ò) L = {aibjck | i, j, k ≥ 0 & (i = j ∨ j = k)};

ó) L = {α ∈ {a, b, c}? | na(α) > nb(α) > nc(α)};

ô) L = {a, b}? \ {anbn | n ∈ N};

õ) L = {ω ∈ {a, b}? | na(ω) = 2nb(ω)};

ö) L = {anbmcman | m,n ∈ N & n = m+ 42};

÷) L = {babaabaaab · · · ban−1banb | n ≥ 1};

ø) {ambnck | m = n ∨ n = k ∨m = k};

ù) {ambnck | m 6= n ∨ n 6= k ∨m 6= k};

þ) {ambnck | m = n ∧ n = k ∧m = k};

ÿ) {w ∈ {a, b, c}? | na(w) 6= nb(w) ∨ na(w) 6= nc(w) ∨ nb(w) 6= nc(w)}.

Çàäà÷à 45. Äîêàæåòå, ÷å àêî L å áåçêîíòåêñòåí åçèê, òî LR = {ωR | ω ∈ L}
ñúùî å áåçêîíòåêñòåí.
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Çàäà÷à 46. Íåêà Σ = {a, b, c, d, f, e}. Äîêàæåòå, ÷å åçèêúò L å áåçêîíòåêñ- îò Âëàäèñëàâ

òåí, êúäåòî çà äóìèòå ω ∈ L ñà èçïúëíåíè ñâîéñòâàòà:

- çà âñÿêî n ∈ N, ñëåä âñÿêî ñðåùàíå íà n ïîñëåäíîâàòåëíè a-òà ñëåäâàò n
ïîñëåäîâàòåëíè b-òà, è b-òà íå ñå ñðåùàò ïî äðóã ïîâîä â ω, è

- çà âñÿêî m ∈ N, ñëåä âñÿêî ñðåùàíå íà m ïîñëåäíîâàòåëíè c-òà ñëåäâàò
m ïîñëåäîâàòåëíè d-òà, è d-òà íå ñå ñðåùàò ïî äðóã ïîâîä â ω, è

- çà âñÿêî k ∈ N, ñëåä âñÿêî ñðåùàíå íà k ïîñëåäíîâàòåëíè f -à ñëåäâàò k
ïîñëåäîâàòåëíè e-òà, è e-òà íå ñå ñðåùàò ïî äðóã ïîâîä â ω.

Çàäà÷à 47. Äà ðàçãëåäàìå åçèöèòå: îò Âëàäèñëàâ

P = {α ∈ {a, b, c}∗ |α å ïàëèíäðîì ñ ÷åòíà äúëæèíà}
L = {βbn |n ∈ N, β ∈ Pn}.

Äà ñå äîêàæå, ÷å:

à) L íå å ðåãóëÿðåí;

á) L å áåçêîíòåêñòåí.

Çàäà÷à 48. Íåêà L1 å ïðîèçâîëåí ðåãóëÿðåí åçèê íàä àçáóêàòà Σ, à L2 å îò Âëàäèñëàâ

åçèêà îò âñè÷êè äóìè ïàëèíäðîìè íàä Σ. Äîêàæåòå, ÷å L å áåçêîíòåêñòåí
åçèê, êúäåòî:

L = {α1α2 · · ·α3nβ1 · · ·βmγ1 · · · γn | αi, γj ∈ L1, βk ∈ L2,m, n ∈ N}.

Çàäà÷à 49. Íåêà L = {ω ∈ {a, b}? | Na(ω) = 2}. Äà ñå äîêàæå, ÷å åçèêúò îò Âëàäèñëàâ

L′ = {αn | α ∈ L, n ≥ 0} íå å áåçêîíòåêñòåí.

Çàäà÷à 50. Íåêà Σ = {a, b, c} è L ⊆ Σ? å áåçêîíòåñòåí åçèê. Àêî èìàìå îò Âëàäèñëàâ

äóìà α ∈ Σ?, òîãàâà L-âàðèàíò íà α ùå íàðè÷àìå äóìàòà, êîÿòî ñå ïîëó÷àâà
êàòî â α âñÿêî åäíî ñðåùàíå íà ñèìâîëà a çàìåíèì ñ (åâåíòóàëíî ðàçëè÷íà)
äóìà îò L. Òîãàâà, àêîM ⊆ Σ∗ å ïðîèçâîëåí áåçêîíòåñòåí åçèê, äà ñå äîêàæå
÷å åçèêúò

M ′ = {β ∈ Σ?| β å L-âàðèàíò íà α ∈M}
ñúùî å áåçêîíòåêñòåí.

Çàäà÷à 51. Äîêàæåòå, ÷å âñåêè áåçêîíòåêñòåí åçèê íàä àçáóêàòà Σ = {a}
å ðåãóëÿðåí.

Çàäà÷à 52. Äà ôèêñèðàìå àçáóêàòà Σ. Íåêà L å áåçêîíòåêñòåí åçèê, à R å
ðåãóëÿðåí åçèê. Äîêàæåòå, ÷å åçèêà L/R = {ω ∈ Σ? | (∃u ∈ R)[ωu ∈ L]} å
áåçêîíòåêñòåí.

Çàäà÷à 53. Íåêà å äàäåíà ãðàìàòèêàòà G = 〈{a, b}, {S,A,B,C}, S,R〉. Èç-
ïîëçâàéòå CYK-àëãîðèòúìà, çà äà ïðîâåðèòå äàëè äóìàòà α ïðèíàäëåæè
íà L(G), êúäåòî ïðàâèëàòà íà ãðàìàòèêàòà R è äóìàòà α ñà çàäàäåíè êàòî:

à) R = {S → BA|CA|a,C → BS|SA,A→ a,B → b}, α = bbaaa;

á) R = {S → AB|BC,A→ BA|a,B → CC|b, C → AB|a}, α = baaba;

â) R = {S → AB,A→ AC|a|b, B → CB|a,C → a}, α = babaa;
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Ãëàâà 4

Ìàøèíè íà Òþðèíã

4.1 Îñíîâíè ïîíÿòèÿ

Ìàøèíà íà Òþðèíã ùå íàðè÷àìå ñåäìîðêà îò âèäàM = 〈Q,Σ,Γ, δ, s,t, F 〉,
êúäåòî: Sipser äàâà ìàëêî

ïî-ðàçëè÷íà äåôèíèöèÿ - ñ
åäíî ôèíàëíî ïðèåìàùî è
åäíî ôèíàëíî îòõâúðëÿùî.

• Q - ñúñòîÿíèÿ;

• Σ - àçáóêà çà âõîäà;

• Γ - àçáóêà çà ëåíòàòà, Σ ⊆ Γ;

• δ : Q× Γ→ Q× Γ× {L,R,N} - (÷àñòè÷íà) ôóíêöèÿ íà ïðåõîäèòå;

• s - íà÷àëíî ñúñòîÿíèå, s ∈ Q;

• t - ïðàçåí ñèìâîë, t ∈ Γ \ Σ;

• F - ôèíàëíè ñúñòîÿíèÿ, F ⊆ Q.

Ñåãà ùå îïèøåì êàê M ðàáîòè âúðõó âõîä äóìàòà α ∈ Σ?. Ïúðâîíà-
÷àëíî, áåçêðàéíàòà ëåíòà ñúäúðæà ñàìî α. Îñòàíàëèòå êëåòêè íà ëåíòàòà
ñúäúðæàò t. Îñâåí òîâà, M ñå íàìèðà â íà÷àëíîòî ñúñòîÿíèå s è ãëàâàòà
å âúðõó íàé-ëåâèÿ ñèìâîë íà α. Ðàáîòàòà M å îïèñàíà îò ôóíêöèÿòà íà
ïðåõîäèòå.

Ìîìåíòíîòî îïèñàíèå (èëè êîíôèãóðàöèÿòà) íà åäíî èç÷èñëåíèå íà (Íà àíãë. instanteneous
description)ÌÒ å òðîéêà îò âèäà (α, q, β) ∈ Γ?×Q×Γ?. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ìàøèíàòà ñå

íàìèðà â ñúñòîÿíèå q è ëåíòàòà èìà âèäà

. . . t t t αβ t t t . . . ,

êàòî ãëàâàòà íà ìèøíàòà å ïîñòàâåíà âúðõó ïúðâèÿ ñèìâîë íà β.
Êàêòî çà àâòîìàòè, óäîáíî å äà äåôèíèðàìå áèíàðíà ðåëàöèÿ `M, êî-

ÿòî ùå êàçâà êàê ìîìåíòíîòî îïèñàíèå íà ìàøèíàòà M ñå ïðîìåíÿ ïðè
èçïúëíåíèå íà åäíà ñòúïêà îò èç÷èñëåíèåòî.

• Àêî δM(q, Z) = (p, Y,R), òî (α, q, Zβ) `M (αY, p, β). Ïðè Z = t, ñúùî
òàêà ìîæåì äà çàïèøåì (α, q, ε) `M (αY, p, ε)
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• Àêî δM(q, Z) = (p, Y, L), òî (αX, q, Zβ) `M (α, p,XY β). Ïðè X = t,
èìàìå (ε, q, Zβ) `M (ε, p,tY β).

• Àêî δM(q, Z) = (p, Y,N), òî ....

Ñ `?M ùå îçíà÷àâàìå ðåôëåêñèâíîòî è òðàíçèòèâíî çàòâàðÿíå íà `M.
Åçèêúò, êîéòî ñå ðàçïîçíàâà ÷ðåç ôèíàëíè ñúñòîÿíèÿ îò ìàøèíàòà

M å:

LF (M) = {α ∈ Σ? | (ε, s, α) `? (β, q, γ) & q ∈ F & β, γ ∈ Γ?}.

Åçèêúò, êîéòî ñå ðàçïîçíàâà ÷ðåç ñïèðàíå îò M å: Òîâà òðÿáâà ëè ìè ?

LH(M) = {α ∈ Σ? | (ε, s, α) `? (β, q,Xγ) & ¬!δ(q,X)}

Ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å ñå ðàçïîçíàâàò åäíè è ñúùè åçèöè.
Åçèöèòå, êîèòî ñå ðàçïîçíàâàò îò ÌÒ ñå íàðè÷àò ïîëóðàçðåøèìè åçè-

öè. Åäèí åçèê L ñå íàðè÷à ðàçðåøèì, àêî çà íåãî ñúùåñòâóâà M, L =
LF (M) è îñâåí òîâàM çàâúðøâà âúðõó âñè÷êè âõîäíè äóìè.

4.2 Ïðèìåðè

Ïîëóðàçðåøèì åçèê, êîéòî íå å áåçêîíòåêñòåí

Ïðèìåð 25. Äà ðàçãëåäàìå åçèêà L = {anbncn | n ∈ N}. Ùå ïîñòðîèì Çíàåì, ÷å L íå å
áåçêîíòåêñòåíìàøèíà íà ÒþðèíãM, çà êîÿòî L = L(M).

1start 2 3 4

5

d;R

t;N

a/d;R b/d;R

{a, d};R

c/d;L

{b, d};R {a, b, d};L

t;R

Äà ïðîñëåäèì èç÷èñëåíèåòî íà äóìàòà aabbcc:

1aabbcc ` d2abbcc ` da2bbcc ` dad3bcc ` dadb3cc ` dad4bdc ` da4dbdc ` · · · `

4dadbdc ` 4 t dadbdc ` 1dadbdc ` d1adbdc ` dd2dbdc ` ddd2bdc ` dddd3dc `

ddddd3c ` dddddd4 ` · · · ` 4tdddddd ` 1dddddd ` · · · ` dddddd1t ` dddddd5t.

Ïðèìåð 26. Äà ðàçãëåäàìå åçèêà L = {ωcω | ω ∈ {a, b}?}. Ùå ïîñòðîèì
ìàøèíà íà ÒþðèíãM, çà êîÿòî L = L(M).
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1start

2

3

4

5

6

7

8

9

a/x;R

b/x;R
c;R

{a, b};R

c;R

{a, b};R

c;R

x;R

a/x;L

x;R

b/x;L

{a, b, x};L

c;L

{a, b};L

x;R

x;R

t;N

Äà ïðîñëåäèì èç÷èñëåíèåòî íà äóìàòà abcab.

Óäâîÿâàíå íà áðîÿ íà åäèíèöèòå

1
1 11 ⇒

2
t 111 ⇒

3
t t111 ⇒

4
t 1t 111 ⇒ 1

5
1 t111 ⇒ 11

5
t 111 ⇒ 11t

6
1 11

· · · ⇒ 11t111
6
t ⇒ 11t11

7
1 t ⇒ 11t1

8
1 tt ⇒ 11t

9
1 1tt ⇒ 1

10
1 t11tt

· · · ⇒
10
t 11 t 11 t t ⇒

2
1 1 t 11 t t ⇒ · · ·

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

11

12

1;L 1;L

t;L

t/1;L t/1;R

1;R

t;R

1;R

t;L 1/t;L 1;L

1;L

t;L

1;L

t;R

t;L

1;L

t;R

Çàäà÷à 54. Çà ïðîèçâîëíî åñòåñòâåíî ÷èñëî n, äåôèíèðàéòå ÌÒ Mn ñ
n+ 11 ñúñòîÿíèå, çà êîÿòî, àêî ãëàâàòà å íà íàé-ëÿâàòà 1-öà âúðõó áëîê îò
1-öè, òî Mn çàâúðøâà êàòî çàïèñâà 2n åäèíèöè íà ëåíòàòà è çàâúðøâà â
ñòàíäàðòíà êîíôèãóðàöèÿ.

Êàíîíè÷íà ïîäðåäáà íà Σ?

Íåêà Σ = {a0, a1, . . . , ak−1}. Ïîäðåæäàìå äóìèòå ïî ðåä íà òÿõíàòà äúë-
æèíà. Äóìèòå ñ åäíàêâà äúëæèíà ïîäðåæäàìå ïî òåõíèÿ ÷èñëîâ ðåä, ò.å.
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ãëåäàìå íà áóêâèòå ai êàòî ÷èñëîòî i â k-è÷íà áðîéíà ñèñòåìà. Òîãàâà äóìè-
òå ñ äúëæèíà n ñà ÷èñëàòà îò 0 äî kn−1 çàïèñàíè â k-è÷íà áðîéíà ñèñòåìà.
Ùå îçíà÷àâàìå ñ ωi i-òàòà äóìà â Σ? ïðè òàçè ïîäðåäáà.

Ïðèìåð 27. Àêî Σ = {0, 1}, òî íàðåäáàòà çàïî÷âà òàêà:

ε, 0, 1, 00, 01, 10, 11︸ ︷︷ ︸
îò 0 äî 3

, 000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111︸ ︷︷ ︸
îò 0 äî 7

, 0000, 0001, . . .

Â òîçè ñëó÷àé, ω0 = ε, ω7 = 000, ω13 = 110.

Ìíîãîëåíòîâè ìàøèíè íà Òþðèíã

Òîâà å ïðîñòî êàòî èìàø shift. Èçïîëçâàò ñå ïðè íåäåò. ìàøèíè
Ìàøèíà íà Òþðèíã ñ k ëåíòè èìà ñúùàòà äåôèíèöèÿ êàòî åäíîëåíòîâà

ÌÒ ñ åäèíñòâåíàòà ðàçëèêà, ÷å

δ : Qk × Γk → Qk × Γk × {L,R}k.

Òâúðäåíèå 10. Çà âñÿêà k-ëåíòîâà ÌÒ M ñúùåñòâóâà åäíîëåíòîâà ÌÒ
M′, òàêàâà ÷å L(M) = L(M′).

Äîê. Γ′ = {]} ∪ Γ ∪ {X̂ | X ∈ Γ}.

Íåäåòåðìèíèñòè÷íè ìàøèíè íà Òþðèíã

Òåîðåìà 14. Àêî L ñå ðàçïîçíàâà îò ÍÌÒ N , äî L ñúùî ñå ðàçïîçíàâà è
îò ÄÌÒ D.

Äîê. Ïîíåæå ôóíêöèÿòà ∆D å êðàéíà, íåêà ñ r äà îçíà÷èì ìàêñèìàëíèÿ
áðîé èçáîðè çà ñëåäâàùà ñòúïêà â ïðîèçâîëíî èç÷èñëåíèå íà D. D èìà òðè
ëåíòè.

• Íà ïúðâàòà ëåíòà ñúõðàíÿâàìå âõîäÿùèÿ íèç è òÿ íèêîãà íå ñå ïðî-
ìåíÿ.

• Íà âòîðàòà ëåíòà ïîìíèì ìÿñòîòî íà D â äúðâîòî íà íåäåòåðìèíèñ-
òè÷íèòå èç÷èñëåíèÿ íà N .

• Íà òðåòàòà ëåíòà ñúõðàíÿâàìå ëåíòàòà íà N çà äåòåðìèíèñòè÷íîòî
èç÷èñëåíèå íà N , îïðåäåëåíî îò âòîðàòà ëåíòà. Íàïðèìåð, àêî ñú-
äúðæàíèåòî íà âòîðàòà ëåíòà å 3, 1, 2, òîâà îçíà÷àâà, ÷å ñèìóëèðàìå
èç÷èñëåíèå îò òðè ñòúïêè êàòî íà ïúðâàòà ñòúïêà èçáèðàìå òðåòèÿ
êëîí, íà âòîðàòà ñòúïêà èçáèðàìå ïúðâèÿ êëîí, íà òðåòàòà ñòúïêà
èçáèðàìå âòîðèÿ êëîí.

Ïîëóðàçðåøèìè è ðàçðåøèìè åçèöè

Òåîðåìà 15. Àêî L è Σ? \ L ñà ïîëóðàçðåøèìè åçèöè, òî L å ðàçðåøèì
åçèê.
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Busy Beaver

Òóê ðàçãëåæäàìå àçáóêà Σ = {1,t}. [Rad62]

Òåçèñ íà ×úð÷-Òþðèíã

4.3 Óíèâåðñàëíà ìàøèíà íà Òþðèíã

Çà ïðîñòîòà, íåêà Σ = {0, 1} è Γ = {0, 1,t}.

• X1 = 0, X2 = 1, X3 = t;

• D1 = L, D2 = R

Êîäèðàíå íà ïðåõîä

Äà ðàçãëåäàìå ïðåõîäà δ(qi, Xj) = (qk, Xl, Dm). Êîäèðàìå òîçè ïðåõîä ïî
ñëåäíèÿ íà÷èí:

0i10j10k10l10m

Äà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å â òîçè äâîè÷åí êîä íÿìà ïîñëåäîâàòåëíè åäèíèöè
è òîé çàïî÷âà è çàâúðøâà ñ íóëà.

Êîäèðàíå íà ìàøèíà íà Òþðèíã

Çà äà êîäèðàìå åäíà ìàøèíà íà ÒþðèíãM å äîñòàòú÷íî äà êîäèðàìå ôóí-
êöèÿòà íà ïðåõîäèòå δ. Ïîíåæå δ å êðàéíà ôóíêöèÿ, íåêà ñ ÷èñëîòî r äà
îçíà÷èì áðîÿ íà âñè÷êè âúçìîæíè ïðåõîäè. Ïî îïèñàíèÿ ïî-ãîðå íà÷èí,
íåêà codei å ÷èñëîòî â äâîè÷åí çàïèñ, ïîëó÷åíî çà i-òèÿ ïðåõîä íà δ. Òîãàâà
êîäúò íàM å ñëåäíîòî ÷èñëî â äâîè÷åí çàïèñ:

〈M〉 = 111 code1 11 code2 11 · · · 11 coder 111.

• Ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å çà äâå ÌÒ M è M′ ñ ðàçëè÷íè ôóíêöèè íà
ïðåõîäèòå, èìàìå 〈M〉 6= 〈M′〉.

• Ùå êàçâàìå, ÷å ÷èñëîòî r å êîä íà M, àêî ÷èñëîòî r, çàïèñàíî
â äâîè÷åí çàïèñ ïðåäñòàâëÿâà äóìàòà 〈M〉. Îòòóê íàòàòúê, êîãàòî
ïèøåìMr, ùå èìàìå ïðåäâèä ìàøèíàòà íà Òþðèíã ñ êîä r.

• Ñ 〈M, w〉ùå îçíà÷àâàìå êîäà íà ÌÒM ïðè âõîä w å ÷èñëîòî ñ äâîè÷åí
çàïèñ îïèñàíèåòî íà M è ñëåä òîâà ïðèêðåïåíà äóìàòà w. Ïðè åäíî
÷èñëî r = 〈M,w〉, ëåñíî ñå íàìèðà êîäà íà M. Ïðîñòî çàïî÷âàìå äà
÷åòåì äâîè÷íèÿ çàïèñ íà r äîêàòî íå ñðåùíåì çà âòîðè ïúò 111. Ñëåä
òîâà çàïî÷âà äóìàòà w.

4.4 Èç÷èñëèìè ôóíêöèè

Íåêà å äàäåíà ôóíêöèÿòà f : Nk → N. Ùå êàçâàìå, ÷å f å èç÷èñëèìà ñ
ìàøèíàòà íà ÒþðèíãM, àêî çà âñÿêî n1, . . . , nk å èçïúëíåíî:
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• Ïðåäñòàâÿìå âñÿêî îò ÷èñëàòà n1, . . . , nk â ìîíàäè÷íà áðîéíà ñèñòåìà
êàòî ëåíòàòà íàM èìà âèäà:

. . . t t 1111 . . . 11︸ ︷︷ ︸
n

t t . . . ,

êàòî èçèñêâàìå ãëàâàòà íà M äà å ïîçèöèîíèðàíà âúðõó íàé-ëÿâàòà
åäèíèöà. Òàêàâà êîíôèãóðàöèÿ ùå íàðè÷àìå ñòàíäàðòíà íà÷àëíà
êîíôèãóðàöèÿ.

• Àêî f(n1, . . . , nk) = m, òîM çàâúðøâà ñ ðåçóëòàò âúðõó ëåíòàòà

. . . t t 1111 . . . 11︸ ︷︷ ︸
m

t t . . . ,

êàòî ãëàâàòà íàM å âúðõó íàé-ëÿâàòà 1-öà. Òàêàâà êîíôèãóðàöèÿ ñå
íàðè÷à ñòàíäàðòíà ôèíàëíà êîíôèãóðàöèÿ.

• Àêî f(n1, . . . , nk) å íåäåôåíèðàíà, òîM íÿìà äà çàâúðøè â ñòàíäàð-
òíà êîíôèãóðàöèÿ, ò.å. èëè M ùå ðàáîòè áåçêðàéíî âðåìå, èëè ùå
çàâúðøè â êîíôèãóðàöèÿ, êîÿòî íå å ñòàíäàðòíà.

Òåîðåìà 16. Çà âñÿêî k, ñúùåñòâóâàò ôóíêöèè îò âèäà f : Nk → N, êîèòî
íå ñà èç÷èñëèìè ñ ÌÒ.

Äîê. Çíàåì, ÷å âñÿêà ÌÒ ìîæå äà ñå êîäèðà ñ åñòåñòâåíî ÷èñëî. Òîâà
îçíà÷àâà, ÷å ñúùåñòâóâàò èçáðîèìî áåçêðàéíî ìíîãî ðàçëè÷íè ìàøèíè íà
Òþðèíã. Ñúùî òàêà, íèå çíàåì, ÷å ñúùåñòâóâàò íåèçáðîèìî ìíîãî ðàçëè÷íè
ôóíêöèè îò âèäà f : Nk → N. Çàêëþ÷àâàìå, ÷å ñúñ ñèãóðíîñò ñúùåñòâóâàò
ôóíêöèè, êîèòî íå ñà èç÷èñëèìè ñ ÌÒ.

4.5 Ðàçðåøèìè è ïîëóðàçðåøèìè åçèöè

Ïîëóðàçðåøèìè ñà òåçè åçèöè, êîèòî ñå ðàçïîçíàâàò îò ìàøèíà íà Òþðèíã.
Ðàçðåøèìè ñà òåçè åçèöè, êîèòî ñå ðàçïîçíàâàò îò ìàøèíà íà Òþðèíã,

êîÿòî ñïèðà âúðõó âñåêè âõîä.

4.5.1 Äèàãîíàëíèÿò åçèê Ld

Íåêà ω0, ω1, . . . , ωn, . . . å êàíîíè÷íàòà ïîäðåäáà íà âñè÷êè äóìè íàä àçáóêàòà
{0, 1}. Äà ðàçãëåäàìå áåçêðàéíàòà òàáëèöà {aij | i, j ∈ N}, êúäåòî:

aij =

{
1, àêî ωi ∈ L(Mj),

0, àêî ωi 6∈ L(Mj).

Èäåÿòà å äà âçåìåì 0-èòå ïî äèàãîíàëà íà òàçè òàáëèöà.

Åçèêúò Ld = {wi | wi 6∈ L(Mi)} íå ñå ðàçïîçíàâà îò MT, ò.å. Ld íå å
ïîëóðàçðåøèì.
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Äà äîïóñíåì, ÷å Ld ñå ðàçïîçíàâà îò ÌÒ, ò.å. Ld = L(Mi), çà íÿêîÿ ÌÒ
ñ êîä i. Òîãàâà:

ωi ∈ Ld =⇒ ωi ∈ L(Mi) =⇒ ωi 6∈ Ld,
ωi 6∈ Ld =⇒ ωi 6∈ L(Mi) =⇒ ωi ∈ Ld.

Äîñòèãàìå äî ïðîòèâîðå÷èå.

Çàáåëåæêà. Äà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å L̄d = {ωi | ωi ∈ L(Mi)} å ïîëóðàç-
ðåøèì åçèê.

4.5.2 Óíèâåðñàëíèÿò åçèê Lu

Äà ðàçãëåäàìå åçèêà Lu = {〈M, ω〉 | ω ∈ L(M)}.

Ëåìà 10. Lu å ïîëóðàçðåøèì åçèê.

Ëåìà 11. L̄u = {〈M, ω〉 | ω 6∈ L(M)} íå å ïîëóðàçðåøèì åçèê.

Òåîðåìà 17. Óíèâåðñàëíèÿò åçèê Lu å ïîëóðàçðåøèì, íî íå å ðàçðå-
øèì.

Äà äîïóñíåì, ÷å Lu å ðàçðåøèì.

• Âõîä äóìàòà ω;

• Íàìèðàìå êàíîíè÷íèÿ èíäåêñ i íà ω, ò.å. ωi = ω;

• Íàìèðàìå ìàøèíàòà íà ÒþðèíãMi, ÷èèòî êîä å i;

• Ñèìóëèðàìå 〈Mi, ωi〉 âúðõóM.

Òàêà ïîëó÷âàìå, ÷å:

ωi ∈ L̄d ↔ Mi ïðèåìà ωi ↔ 〈Mi, ωi〉 ∈ Lu.

Çàêëþ÷àâàìå, ÷å L̄d å ðàçðåøèì åçèê, êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå.

4.6 Òåîðåìà íà Ðàéñ-Óñïåíñêè

[HU79], ñòð. 188

Íåêà S å ìíîæåñòâî îò ïîëóðàçðåøèìè åçèöè íàä àçáóêàòà {0, 1}. Ùå
êàçâàìå, ÷å S å ñâîéñòâî íà ïîëóðàçðåøèìèòå åçèöè. S å òðèâèàëíî ñâîéñ-
òâî, àêî S = ∅ èëè S ñúäúðæà òî÷íî âñè÷êè ïîëóðàçðåøèìè åçèöè. Íåêà
LS = {〈M〉 | L(M) ∈ S }.

Òåîðåìà 18. Âñÿêî íåòðèâèàëíî ñâîéñòâî S íà ïîëóðàçðåøèìèòå åçèöè å
íåðàçðåøèìî.

Äîê. Áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà, íåêà ∅ 6∈ S . Ïîíåæå S å íåòðè- Öåë: äà ñâåäåì Lu êúì S

âèàëíî ñâîéñòâî, äà ðàçãëåäàìå L ∈ S , êàòî ML å ìàøèíà íà Òþðèíã,
çà êîÿòî L(ML) = L. Äà ðàçãëåäàìå àëãîðèòúì A, êîéòî çà äàäåíà äóìà
〈M, w〉 âðúùà êîä íà ìàøèíà íà ÒþðèíãM′, çà êîÿòî:
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• èìàìå âõîä - ïðîèçâîëíà äóìà x;

• ïúðâîíà÷àëíî íå îáðúùàìå âíèìàíèå íà x, à ïèòàìå äàëè 〈M, w〉 ∈ Lu,
ò.å. äàëèM ïðèåìà äóìàòà w;

� àêî ñúùåñòâóâà ñòúïêà s, çà êîÿòî 〈M, w〉 ∈ Lsu, òî ñèìóëèðàìå
ML âúðõó âõîäíàòà äóìà x; â òîçè ñëó÷àé ïîëó÷àâàìå L(M′) =
L;

� àêî íå ñúùåñòâóâà ñòúïêà s, çà êîÿòî 〈M, w〉 ∈ Lsu, òî íÿìà äà
ðàçïîçíàåì íèòî åäíà äóìà; â òîçè ñëó÷àé ïîëó÷àâàìå L(M′) = ∅.

Îò âñè÷êî òîâà ñëåäâà, ÷å:

〈M, w〉 ∈ Lu =⇒ L(M′) = L =⇒ L(M′) ∈ S ,

〈M, w〉 6∈ Lu =⇒ L(M′) = ∅ =⇒ L(M′) 6∈ S .

Äà äîïóñíåì, ÷å S å ðàçðåøèìî ìíîæåñòâî îò ïîëóðàçðåøèìè åçèöè. Òî-
ãàâà îò åêâèâàëåíòíîñòòà,

〈M, w〉 ∈ Lu ↔ L(M′) ∈ S ,

ïîëó÷àâàìå, ÷å Lu å ðàçðåøèìî ìíîæåñòâî, êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäñòâèå 8. Ñëåäíèòå ñâîéñòâà S íà ïîëóðàçðåøèìèòå ìíîæåñòâà íå
ñà ðàçðåøèìè:

à) ïðàçíîòà, ò.å. S = {〈M〉 | L(M) = ∅};

á) êðàéíîñò, ò.å. S = {〈M〉 | |L(M)| <∞};

â) ðåãóëÿðíîñò, ò.å. S = {〈M〉 | (∃ ðåã. èçðàç r)[L(M) = L(r)]};

ã) áåçêîíòåêñòíîñò, ò.å. S = {〈M〉 | (∃ áåçêîíò. ãðàì. G)[L(M) = L(G)]}.

4.7 Âàëèäíè è íåâàëèäíè èç÷èñëåíèÿ íà ìà-

øèíè íà Òþðèíã

[HU79], ñòð. 201

Ëåìà 12. Ìíîæåñòâîòî îò âàëèäíè èç÷èñëåíèÿ íà ìàøèíà íà ÒþðèíãM
å ñå÷åíèåòî íà äâà áåçêîíòåêñòíè åçèêà L1 è L2. Îñâåí òîâà, ãðàìàòèêèòå
íà L1 è L2 ìîãàò åôåêòèâíî äà áúäàò ïîñòðîåíè îòM.

Óïúòâàíå. Äà ðàçãëåäàìå åçèêà

L3 = {α#βR | α `M β}.

Ëåñíî å äà ïîñòðîèì ñòåêîâ àâòîìàò P3, êîéòî ðàçïîçíàâà åçèêà L3. ×åòåì
áóêâàòà X. Òîãàâà:

• àêî δM(q,X) = (p, Y,R), òî ñëàãàìå Y p íà âúðõà íà ñòåêà;

• àêî δM(q,X) = (p, Y, L), òî àêî Z å âúðõà íà ñòåêà, çàìåíÿìå Z ñ pZY ;
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Àíàëîãè÷íî ðàçãëåæäàìå áåçêîíòåêñòíèÿ åçèê

L4 = {αR#β | α `M β}.

Ñåãà ìîæåì äà äåôèíèðàìå åçèöèòå

L1 = (L3#)?({ε} ∪ Γ?FΓ?#)

L2 = q0Σ?(L4#)?({ε} ∪ Γ?FΓ?#),

çà êîèòî å ÿñíî, ÷å ñà áåçêîíòåêñòíè.

Òåîðåìà 19. Âúïðîñúò äàëè äâå ïðîèçâîëíè áåçêîíòåêñòíè ãðàìàòèêè G1

è G2, L(G1) ∩ L(G2) = ∅, å íåðàçðåøèì.

Ëåìà 13. Ìíîæåñòâîòî îò íåâàëèäíè èç÷èñëåíèÿ íà ìàøèíà íà Òþðèíã å
áåçêîíòåêñòåí åçèê.

Òåîðåìà 20. Âúïðîñúò äàëè çà ïðîèçâîëíà áåçêîíòåêñòíà ãðàìàòèêà G,
L(G) = Σ?, å íåðàçðåøèì.

Ñëåäñòâèå 9. Íåêà G1 è G2 ñà ïðîèçâîëíè áåçêîíòåêñòíè ãðàìàòèêè, à r
å ïðîèçâîëåí ðåãóëÿðåí èçðàç. Ñëåäíèòå ïðîáëåìè ñà íåðàçðåøèìè:

1. L(G1) = L(G2);

2. L(G2) ⊆ L(G1);

3. L(G1) = L(r);

4. L(r) ⊆ L(G1).

Êðèòåðèè çà ïîëóðàçðåøèìîñò

Ëåìà 14. Íåêà S å ñâîéñòâî íà ïîëóðàçðåøèìèòå åçèöè. Àêî ñúùåñòâóâà
áåçêðàåí åçèê L0 ∈ S , êîéòî íÿìà êðàéíî ïîäìíîæåñòâî â S , òî LS íå å
ïîëóðàçðåøèì åçèê.

Óïúòâàíå. Íåêà L0 = L(M0). Ùå îïèøåì àëãîðèòúì, êîéòî ïðè âõîä
äóìà 〈M, ω〉, èçâåæäà êîä íà ìàøèíà íà ÒþðèíãM′, êîÿòî ðàáîòè òàêà:

• âõîä äóìàòà α;

• çà |α| ñòúïêè ñèìóëèðàìåM âúðõó ω.

� àêîM ïðèåìà ω çà ≤ |x| ñòúïêè, òî ñèìóëèðàìåM0 âúðõó α;

� àêî M íå ïðèåìà ω çà ≤ |x| ñòúïêè, òî çàöèêëÿìå è íèùî íå
âðúùàìå.

Òàêà ïîëó÷àâàìå, ÷å

L(M′) =

{
{α ∈ L0 | |α| < k}, M ïðèåìà ω

L, M íå ïðèåìà ω,

êúäåòî k å ìèíèìàëíàòà ñòúïêà, ïðè êîÿòîM ïðèåìà ω.
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Çàêëþ÷àâàìå, ÷å

〈M, ω〉 6∈ Lu ↔ L(M′) ∈ S .

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å åôåêòèâíî ìîæåì äà ñâåäåì âúïðîñ çà ïðèíàäëåæíîñò â
L̄u êúì âúïðîñ çà ïðèíàäëåæíîñò â LS . Ñëåäîâàòåëíî, àêî LS å ïîëóðàç-
ðåøèì åçèê, òî L̄u å ïîëóðàçðåøèì åçèê, êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäñòâèå 10. Ñëåäíèòå åçèöè íå ñà ïîëóðàçðåøèìè:

• L = {〈M〉 | |L(M)| =∞};

• L = {〈M〉 | L(M) = Σ?};

• L = {〈M〉 | L(M) íå å ðàçðåøèì};

• L = {〈M〉 | L(M) íå å ïîëóðàçðåøèì};

• L = {〈M〉 | L(M) íå å ðåãóëÿðåí}.

Ëåìà 15. Íåêà L1 å åçèê â S è íåêà L2 å ïîëóðàçðåøèìî ìíîæåñòâî,
ðàçøèðÿâàùî L1, è L2 6∈ S . Òîãàâà LS íå å ïîëóðàçðåøèìî.

Óïúòâàíå. Íåêà L1 = L(M1) è L2 = L(M2). Ùå îïèøåì àëãîðèòúì,
êîéòî ïðè âõîä äóìà 〈M, ω〉, èçâåæäà êîä íà ìàøèíà íà ÒþðèíãM′, êîÿòî
ðàáîòè òàêà:

• âõîä äóìàòà α;

• ñèìóëèðàìå åäíîâðåìåííî äâå èç÷èñëåíèÿ - M1 âúðõó α è M âúðõó
ω:

� àêîM1 ïðèåìå äóìàòà α, òî îáÿâÿâàìå, ÷åM′ ïðèåìà α è çàâúð-
øâàìå.

� àêî äîñòèãíåì ñòúïêà s, çà êîÿòîMs
1 âñå îùå íå ïðèåìà äóìàòà

α, íî Ms ïðèåìà ω, òî çàïî÷âàìå äà ñèìóëèðàìå M2 âúðõó α.
ÀêîM2 ïðèåìå α, òîM′ ïðèåìà α.

Ïîëó÷àâàìå, ÷å:

L(M′) =

{
L2, M ïðèåìà ω

L1, M íå ïðèåìà ω.

Çàêëþ÷àâàìå, ÷å:
〈M, ω〉 6∈ Lu ↔ L(M′) ∈ S .

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å åôåêòèâíî ìîæåì äà ñâåäåì âúïðîñ çà ïðèíàäëåæíîñò â
L̄u êúì âúïðîñ çà ïðèíàäëåæíîñò â LS . Ñëåäîâàòåëíî, àêî LS å ïîëóðàç-
ðåøèì åçèê, òî L̄u å ïîëóðàçðåøèì åçèê, êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäñòâèå 11. Ñëåäíèòå åçèöè íå ñà ïîëóðàçðåøèìè:

• L = {〈M〉 | L(M) å ðåãóëÿðåí};

• L = {〈M〉 | L(M) å áåçêîíòåêñòåí};

• L = {〈M〉 | L(M) å ðàçðåøèì};

• L = {〈M〉 | |L(M)| = 42};

78



4.8 Íåîãðàíè÷åíè ãðàìàòèêè

(ñòð. 220 îò [HU79])

Îïðåäåëåíèå 11. Ãðàìàòèêàòà G = (V,Σ, R, S) ñå íàðè÷à íåîãðàíè÷åíà Íà àíãë. unrestricted grammar

Ñïîðåä éåðàðõèÿòà íà
×îìñêè, òîâà å ãðàìàòèêà îò
òèï 0

ãðàìàòèêà, àêî ïðàâèëàòà R ñà îò âèäà α→ β, êúäåòî α, β ∈ (V ∪ Σ)?.

Ëåìà 16. Çà âñåêè ïîëóðàçðåøèì åçèê L, L = L(G), çà íÿêîÿ íåîãðàíè÷åíà
ãðàìàòèêà G.

Äîê. Íåêà L = L(M), êúäåòîM = 〈Q,Σ,Γ, δ, s,t, F 〉 å äåòåðìèíèñòè÷íà
ìàøèíà íà Òþðèíã, êàòî èñêàìå ëåíòàòà äà å áåçêðàéíà ñàìî îòäÿñíî è
âõîäíàòà äóìà α å ïîñòàâåíà â íà÷àëîòî íà ëåíòàòà. Ùå ïîñòðîèì ãðàìàòèêà
G, êîÿòî G = 〈V,Σ, R, S〉, êúäåòî

V = ((Σ ∪ {ε})× Γ) ∪ {A1, A2, A3}.

Ïðàâèëàòà íà G ñà ñëåäíèòå:

1) A1 → sA2;

2) A2 → [a, a]A2, çà âñÿêà a ∈ Σ;

3) A2 → A3;

4) A3 → [ε,t]A3;

5) A3 → ε;

6) q[a,X] → [a, Y ]p, çà âñÿêà a ∈ Σ ∪ {ε}, âñÿêî q ∈ Q, X,Y ∈ Γ, çà êîèòî
δ(q,X) = (p, Y,R);

7) q[a,X] → p[a, Y ], çà âñÿêà a ∈ Σ ∪ {ε}, âñÿêî q ∈ Q, X,Y ∈ Γ, çà êîèòî
δ(q,X) = (p, Y,N);

8) [b, Z]q[a,X] → p[b, Z][z, Y ], çà âñÿêî X,Y, Z ∈ Γ, a, b ∈ Σ ∪ {ε}, q ∈ Q, çà
êîèòî δ(q,X) = (p, Y, L);

9) [a,X]q → qaq, q[a,X]→ qaq, q → ε, çà âñÿêî a ∈ Σ ∪ {ε}, X ∈ Γ, è q ∈ F .

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å, èçïîëçâàéêè ïðàâèëàòà 1) è 2), çà âñÿêî n, èìàìå

A1 →? s[a1, a1] · · · [an, an]A2,

êúäåòî ai ∈ Σ.
Íåêà ñåãà äà ïðèåìåì, ÷åM ïðèåìà äóìàòà α = a1 · · · an. Òîâà îçíà÷àâà,

÷å çà íÿêîå m, M èçïîëçâà íå ïîâå÷å îò m êëåòêè îò ëåíòàòà îòäÿñíî íà
âõîäíàòà äóìà. ßñíî å, ÷å èìàìå

A1 →? s[a1, a1] · · · [an, an][ε,t]m.

Îòòóê íàòàòúê, ìîæåì äà èçïîëçâàìå ñàìî ïðàâèëàòà 6), 7), 8), äîêàòî íå
ñðåùíåì ôèíàëíî ñúñòîÿíèå. Ñ èíäóêöèÿ ïî áðîÿ íà ñòúïêè â M, ìîæåì
äà äîêàæå, ÷å àêî å èçïúëíåíî (ε, s, a1 · · · an) `?M (X1 · · ·Xr−1, q,Xr · · ·Xl),
òî

s[a1, a1] . . . [an, an][ε,t]m →?
G [a1, X1] · · · [ar−1, Xr−1]q[ar, Xr] · · · [an+m, Xn+m],
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êúäåòî a1, . . . , an ∈ Σ, an+1, . . . , an+m = ε, X1, . . . , Xn+m ∈ Γ è Xl+1 =
Xl+2 = · · · = Xn+m = t.

Íàé-íàêðàÿ, àêî q ∈ F , òî ìîæåì äà èçïîëçâàìå ïðàâèëàòà îò 9) è äà
äîêàæåì, ÷å

[a1, X1] · · · [at−1, Xt−1]q[at, Xt] · · · [an+m, Xn+m]→?
G a1 · · · an.

Òàêà äîêàçàõìå, ÷å àêî α ∈ L(M), òî α ∈ L(G), ò.å. L(M) ⊆ L(G). Çà äà
äîêàæåì îáðàòíàòà ïîñîêà, òðÿáâà äà íàïðàâèì ïîäîáíè ðàçñúæäåíèÿ.

Ëåìà 17. Àêî L = L(G), êúäåòî G å íåîãðàíè÷åíà ãðàìàòèêà, òî L å ïî-
ëóðàçðåøèì åçèê.

Äîê. M ùå áúäå íåäåòåðìèíèñòè÷íà ìàøèíà ñ òðè ëåíòè. Äîêàçàòåëñòâàòà â [HU79] è
[PL98] ñà ðàçëè÷íè

1) Çàïèñâàìå âõîäíàòà äóìà ω íà ïúðâàòà ëåíòà íà M. Òÿ íèêîãà íå ñå
ïðîìåíÿ.

2) Íà âòîðàòà ëåíòà ùå èìàìå äóìàòà γ ∈ (V ∪ Σ)?. Â íà÷àëîòî γ := S.

3) Íåäåòåðìèíèñòè÷íî èçáèðàìå ïðàâèëî α→ β îò ãðàìàòèêàòà G.

4) Íåäåòåðìèíèñòè÷íî èçáèðàìå γ0, γ1 ∈ (V ∪ Σ)?, çà êîèòî γ = γ0αγ1.
Òîãàâà γ := γ0βγ1. Àêî íÿìà òàêèâà γ0 è γ1, òîM ½çàöèêëÿ� - òåêóùèÿò
îïèò çà èçâåæäàíå íà ω ïðîïàäà.

5) Ñðàâíÿâàìå ñúäúðæàíèåòî íà ïúðâèòå äâå ëåíòè, ò.å. ïðîâåðÿâàìå äàëè
ω = γ. Àêî ω = γ, òî ñïèðàìå è êàçâàìå, ÷å M ðàçïîçíàâà äóìàòà ω.
Àêî ω 6= γ, òî ñå âðúùàìå íà ñòúïêà 3).

Algorithm 3

1: γ := S
2: for all α→ β ∈ R do
3: if (∃γ0, γ1 ∈ (V ∪ Σ)?)[γ = γ0αγ1] then
4: γ := γ0βγ1

5: else...

Ïðèìåð 28. Ãðàìàòèêà çà L = {anbncn | n ∈ N}.

Áèáëèîãðàôèÿ

•

•

•
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