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ñå íåèçìåñòåíîñò è ñå èçâåæäà äèñïåðñèÿòà íà îöåíêèòå.

Äîêàçâà ñå òåîðåìàòà íà Ãàóñ � Ìàðêîâ, ÷å îöåíêàòà íà ïà-
ðàìåòðèòå, ïîëó÷åíè êàòî ðåøåíèå íà íîðìàëíàòà ñèñòåìà óðàâ-
íåíèÿ ñà ñ ìèíèìàëíà äèñïåðñèÿ (îòíîñíî âñè÷êè íåèçìåñòåíè
îöåíêè).
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1 Ëèíååí ðåãðåñèîíåí ìîäåë.

1.1 Ðåãðåñèîíåí åêñïåðèìåíò.

Äàííèòå îò ïðîâåäåíî èçñëåäâàíå èëè åêñïåðèìåíò ñà íàáëþäåíèÿ íà

• îòêëèê y è

• ïðåäèêòîðè x = (x(1), x(2), . . . , x(m))′.

Ïðåäèêòîðèòå îïèñâàò óñëîâèÿòà, ïðè êîèòî ñå ïðîâåæäà îòäåëíî íàáëþäå-
íèå. Çàäà÷àòà å äà ïðåäñêàçâàìå ðåçóëòàòà îò íàáëþäåíèå íà êîëè÷åñòâåíà
ïðîìåíëèâà, íàðè÷àíà îòêëèê, ïðè èçâåñòíè óñëîâèÿ íà íàáëþäåíèå. Ñ äðó-
ãè äóìè äà óñòàíîâèì çàâèñèìîñò íà îòêëèêà îò êîíêðåòíèòå ñòîéíîñòè íà
ïðåäèêòîðèòå.

1.2 Ðåãðåñèîíåí ìîäåë.

Ðåãðåñèîíåí ìîäåë íàðè÷àìå ñëó÷àéíà âåëè÷èíà Y , ÷èåòî ðàçïðåäåëåíèå
çàâèñè îò ïðåäèêòîðèòå, ñúîòâåòñòâà íà ïðîìåíëèâàòà îòêëèê è óäîâëåòâî-
ðÿâà óñëîâèÿòà:

• E (Y | x) = f(x) - ìàòåìàòè÷ñêîòî î÷àêâàíå íà Y å ôóíêöèÿ íà ïðå-
äèêòîðèòå, f(x) íàðè÷àìå ðåãðåñèîííà ôóíêöèÿ;

• Var Y = σ2 - äèñïåðñèÿòà íà Y å êîíñòàíòà (íå çàâèñè îò x).

Ðàçëèêàòà e = Y − f(x) å ñëó÷àéíà âåëè÷èíà è ñå èíòåðïðåòèðà êàòî
ñëó÷àéíà ãðåøêà ïðè íàáëþäàâàíå íà îòêëèêà, ÷èÿòî �èñòèíñêà� ñòîéíîñò
å f(x). Ðàçïðåäåëåíèåòî íà ãðåøêàòà å ñ î÷àêâàíå E e = 0 è äèñïðåðñèÿ
Var e = σ2.

Ðåãðåñèîííèÿò ìîäåë ñå ïðåäñòàâÿ ÷ðåç ðåãðåñèîííî óðàâíåíèå

Y = f(x) + e, (E e = 0, Var e = σ2).

1.3 Ëèíååí ðåãðåñèîíåí ìîäåë.

Ðåãðåñèîíåí ìîäåë å ëèíååí, êîãàòî ôóíêöèÿòà f(x) å çàäàäåíà ñ òî÷íîñò äî
íåèçâåñòåí ïàðàìåòúð b′ = (b1, . . . , bp) è çàâèñè îò òîçè ïàðàìåòúð ëèíåéíî

f(x) = b1f1(x) + . . .+ bpfp(x) =
p∑

j=1

bjfj(x).

Áåç çàãóáà íà îáùíîñò, ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å óñëîâèÿòà ñå îïèñâàò îò fj(x)
èëè íîâè ïðîìåíëèâè, ïîëó÷åíè ÷ðåç òðàíñôîðìàöèÿ íà îðèãèíàëíèòå ïðå-
äèêòîðè. Çà êðàòêîñò ïèøåì,

f(x) = b1x(1) + . . .+ bpx(p) =
p∑

j=1

x(j)bj = x′b.

Ëèíååí ðåãðåñèîíåí ìîäåë ñå ïðåäñòàâÿ ÷ðåç ëèíåéíî ðåãðåñèîííî óðàâíå-
íèå

Y = b1x(1) + . . .+ bpx(p) + e, (E e = 0, Var e = σ2),

ëèíåéíî ñïðÿìî íåèçâåñòíèòå ïàðàìåòðè bj !
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2 Ìåòîä íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè.

2.1 Äàííè îò ðåãðåñèîíåí åêñïåðèìåíò.

Íåêà ðåãðåñèîíåí åêñïåðèìåíò å ïðîâåäåí n ïúòè ïðè ðàçëè÷íè óñëîâèÿ
xi = (xi(1), . . . , xi(p))′, i = 1, . . . , n, è íàáëþäàâàíèòå ñòîéíîñòè íà îòêëèêà
ñà áèëè yi, i = 1, . . . , n.

Íàáëþäåíèÿòà óäîâëåòâîðÿâàò n ðåãðåñèîííè óðàâíåíèÿ

yi = b1xi(1) + . . .+ bpxi(p) + ei, i = 1, . . . , n.

Äàííèòå çàïèñâàìå â ìàòðè÷åí âèä, êàòî íàáëþäåíèÿòà íà âñÿêà ïðî-
ìåíëèâà å n-ìåðåí âåêòîð

• y = (y1, . . . , yn)′ ñà íàáëþäåíèÿòà íà îòêëèêà, à

• x(j) = (x1(j), . . . , xn(j))′ ñà íàáëþäåíèÿòà íà j -òèÿ îò ïðåäèêòîðèòå
(j = 1, . . . , p).

Ìàòðèöà íà åêñïåðèìåíòà íàðè÷àìå ìàòðèöàòà, ÷èèòî ñòúëáîâå ñà íàá-
ëþäåíèÿòà íà p-òå ïðåäèêòîðà, à ðåäîâåòå ñà òðàíñïîíèðàíè âåêòîðèòå íà
óñëîâèÿòà íà íàáëþäåíèå xi

′ = (xi(1), . . . , xi(p)) (i = 1, . . . , n) :

X(n×p) =
(
x(1) . . .x(p)

)
=

 x′1
· · ·
x′n

 .

Ðåãðåñèîííèòå óðàâíåíèÿ çà n-òå íàáëþäåíèÿ â ìàòðè÷åí çàïèñ ñà:

y(n×1) = X(n×p).b(p×1) + e(n×1) èëè íàêðàòêî y = Xb + e.

Ñåãà ei å íåèçâåñòíàòà �ãðåøêà� ïðè i−òîòî íàáëþäåíèå è e′ = (e1, e2, . . . , en).
Â ñèñòåìàòà îò n óðàâíåíèÿ íåèçâåñòíèòå ñà p+n íà áðîé � ïàðàìåòðèòå

b è ãðåøêèòå e.
Çàäà÷àòà å äà îöåíèì b êàòî íàëîæèì ïîäõîäÿùè è ðàçóìíè îãðàíè÷å-

íèÿ çà ãðåøêèòå e.

2.2 Ìåòîä íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè.

Êàðë Ôðèäðèõ Ãàóñ mîñòóëèðà ìåòîä íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè êàòî îï-
ðåäåëÿ óñëîâèå çà ãðåøêèòå

Íåèçâåñòíèòå ïàðàìåòðè ñå îïðåäåëÿò òàêà,
÷å ñóìàòà îò êâàäðàòèòå íà ãðåøêèòå äà å ìèíèìàëíà!

Ðàçëèêèòå yi −
∑p

j=1 xi(j)bj = ei, i = 1, . . . , n, íàðè÷àìå îùå îñòàòúöè
(residuals) è ïî òðàäèöèÿ ñóìàòà îò êâàäðàòèòå èì (Sum of Squares) îçíà-
÷àâàìå ñ

SS(b) =
n∑

i=1

e2i = e′e.

3



Òåîðåìà 1 Àêî b̂ å ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà

X′Xb = X′y,

íàðè÷àíà ñèñòåìàòà îò íîðìàëíè óðàâåíèÿ, òî çà b̂ ñå äîñòèãà ìèíè-
ìóìà íà ñóìàòà îò êâàäðàòè SS(b):

SS(b) ≥ SS(b̂).

Çàáåëåæêà 1. Íîðìàëíàòà ñèñòåìà óðàâíåíèÿ å äðóãà ôîðìà íà çàïèñ
íà óñëîâèåòî çà íåêîðåëèðàíîñò íà e è x(j), j = 1, . . . , p, ò.å.

X′e = X′(y −Xb) = X′y −X′Xb = 0.

Çàáåëåæêà 2. Íîðìàëíàòà ñèñòåìà óðàâíåíèÿ å åêâèâàëåíòíà íà àíóëè-
ðàíå íà ïúðâèòå ïðîèçâîäíè íà SS(b) ïî ïàðàìåòúðà b:

∂SS

∂b
=

∂e′e
∂b

=
∂(y −Xb)′(y −Xb)

∂b
=

=
∂(y′y − 2bX′y + b′X′Xb)

∂b
=

= −2X′y + 2X′Xb.

Äèðåêòíî äîêàçàòåëñòâî ñëåäâà îò ðàâåíñòâàòà

SS(b) = (y −Xb)′(y −Xb) =

= (y −Xb̂ + Xb̂−Xb)′(y −Xb̂ + Xb̂−Xb) =

= (y −Xb̂)′(y −Xb̂) + (Xb̂−Xb)′(Xb̂−Xb) +

+2(Xb̂−Xb)′(y −Xb̂) =

= SS(b̂) + (Xb̂−Xb)′(Xb̂−Xb),

òúé êàòî
(Xb̂−Xb)′(Xb̂−Xb) ≥ 0,

à

(Xb̂−Xb)′(y −Xb̂) = (b̂− b)′X′(y −Xb̂) =

= (b̂− b)′(X′y −X′Xb̂) = 0.

Íîðìàëíàòà ñèñòåìà óðàâíåíèÿ èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå, àêî ðàíãà íà
X å ðàâåí íà p, ò.å. ñòúëáîâåòå x(j) ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè. Ðåøåíèåòî íà
ñèñòåìàòà å òúðñåíàòà îöåíêà:

b̂ = (X′X)−1X′y.

Âåäíàãà ìîæåì äà ïîëó÷èì è îöåíêè çà ìàòåìàòè÷åñêèòå î÷àêâàíèÿ íà
îòêëèêà çà âñÿêî åäíî íàáëþäåíèå ŷ = Xb̂. Ðàçëèêèòå ìåæäó ñúîòâåòíèòå
íàáëþäàâàíè ñòîéíîñòè è îöåíêèòå íà ñðåäíèòå ñà îöåíêè çà ãðåøêèòå íà
íàáëþäåíèòà (íà îñòàòúöèòå èëè residuals) ïðè òàêà èçáðàíèÿ ìîäåë ñ òàêà
îöåíåíè ïàðàìåòðè. Ùå ãè îçíà÷èì ñ ri, i = 1, . . . , n èëè

r
def
= y − ŷ.

Îñâåí òîâà
SS(b̂) = r′r.
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2.3 Íîðìàëíî ðàçïðåäåëåíèå íà ãðåøêèòå.

Íåêà çà ãðåøêèòå ïðåäïîëîæèì, ÷å ñà íåçàâèñèìè è íîðìàëíî ðàçïðåäåëåíè

ei ∼ N(0, σ2), i = 1, . . . , n, èëè e ∼ N(0, σ2.I).

Òîãàâà íîðìàëíî å ðàçïðåäåëåíèåòî è íà íàáëþäåíèÿòà y ∼ N(Xb,σ2I) è
îöåíêèòå, ïîëó÷åíè ïî ÌÍÊ, ñúâïàäàò ñ îöåíêèòå ïîëó÷åíè ïî ìåòîäà íà
ìàêñèìàëíîòî ïðàâäîïîäîáèå è ïðèòåæàâàò âñè÷êè òåõíè îïòèìàëíè ñâîéñ-
òâà.

Ñèñòåìàòà èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå, àêî ðàíãà íà X å ðàâåí íà p, ò.å.
ñòúëáîâåòå x(j) ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè. Ðåøåíèåòî íà ñèñòåìàòà å òúðñåíàòà
îöåíêà:

b̂ = (X′X)−1X′y.

Âåäíàãà ìîæåì äà ïîëó÷èì è îöåíêè çà ìàòåìàòè÷åñêèòå î÷àêâàíèÿ íà
îòêëèêà çà âñÿêî åäíî íàáëþäåíèå Ŷ = Xb̂. Ðàçëèêèòå ìåæäó ñúîòâåòíèòå
íàáëþäàâàíè ñòîéíîñòè è îöåíêèòå íà ñðåäíèòå èì íàðè÷àìå îñòàòúöè
(Residuals). Òå ñà îöåíêè çà ãðåøêèòå íà íàáëþäåíèòà ïðè òàêà èçáðàíèÿ
ìîäåë ñ òàêà îöåíåíè ïàðàìåòðè. Ùå ãè îçíà÷èì ñ ri, i = 1, . . . , n èëè

r
def
= y − ŷ =
= y −X(X′X)−1X′y = (I−X(X′X)−1X′)y.

3 Òåîðåìà íà Ãàóñ-Ìàðêîâ

3.1 Òâúðäåíèå

Òåîðåìà 2 (Ãàóñ-Ìàðêîâ) Íåêà íåèçâåñòíèòå ãðåøêè ñå ïîä÷èíÿâàò íà
óñëîâèÿòà:

• E ei = 0, i = 1, . . . , n;

• Var ei = σ2 > 0, i = 1, . . . , n;

• cov(ei, ej) = 0, i 6= j.

è íåêà b̂ å ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà íîðìàëíè óðàâíåíèÿ

X′Xb = X′y.

Òîãàâà b̂ å BLUE (Best Linear Unbeased Estimator):

1. ëèíåéíà ïî ñëó÷àéíèÿ âåêòîð y: b̂ = Cy è

2. íåèçìåñòåíà E b̂ = b,

3. ñ ìèíèìàëíà äèñïåðñèÿ � çà âñÿêà äðóãà ëèíåéíà ïî y íåèçìåñòåíà
îöåíêà b̃ å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâî:

Var b̂ ≤ Var b̃.

Íåðàâåíñòâîòî å â ñìèñúë, ÷å ðàçëèêàòà íà äâåòå êîâàðèàöèîííè ìàòðèöè
D = Var b̃− Var b̂ å íåîòðèöàòåëíî îïðåäåëåíà ìàòðèöà:

çà ∀x x′Dx ≥ 0.
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3.2 Äîêàçàòåëñòâî

Ïîñëåäîâàòåëíî äîêàçâàìå òðèòå ñâîéñòâà íà b̂:

1. b̂ å ëèíåéíà ïî âåêòîðà y

b̂ = (X′X)−1X′y = Cy êàòî C = (X′X)−1X′;

2. b̂ å íåèçìåñòåíà îöåíêà íà b

E b̂ = E (X′X)−1X′y = (X′X)−1X′.Ey = (X′X)−1.X′Xb = b;

3. ñ ìèíèìàëíà äèñïåðñèÿ:

Äèñïåðñèÿòà íà b̂ å

Var b̂ = Var (C.y) = C.(Var y).C′ = C.σ2.In.C′ =
= σ2((X′X)−1X′).((X′X)−1X′)′ = σ2.(X′X)−1X′X(X′X)−1 =
= σ2.(X′X)−1.

Ïðåäè äà èçñëåäâàìå äèñïðåñèÿòà íà b̃ ùå îçíà÷èì U = B−C è ùå ïîêà-
æåì, ÷å UX = 0. Íàèñòèíà E (Uy) = E ((B−C)y) = E (By) − E (Cy) =
b− b = 0.

Îñâåí òîâà E (Uy) = UEy = U.Xb. Ñëåäîâàòåëíî UXb = 0 çà ïðîèç-
âîëíè ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòðèòå b, êîåòî å âúçìîæíî ñàìî ïðè UX = 0.
Â ñëåäâàùîòî ðàâåíñòâî èçïîëçâàìå, ÷å UX.(X′X)−1 = UC′ = 0 è ñúùî
CU′ = 0.

Var b̃ = Var (B.y) = B.(Var y).B′ = B.(σ2In).B′ =
= σ2.(C + U)(C + U)′ = σ2.(CC′ + UC′ + CU′ + UU′) =

= Var b̂ + σ2.UU′.

Ñ êîåòî òåîðåìàòà å äîêàçàíà, çàùîòî UU′ = 0 å íåîòðèöàòåëíî îïðåäå-
ëåíà ìàòðèöà.

3.3 Êîìåíòàð

Çàáåëåæêà 1. Òåîðåìàòà å â ñèëà äîðè êîãàòî ìàòðèöàòà X′X å èçðîäåíà
è íå ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíà îáðàòíà ìàòðèöà (X′X)−1. Òîãàâà â ñòúïêèòå
íà äîêàçàòåëñòâîòî âìåñòî îáðàòíà ìàòðèöà çàìåñòâàìå îáîáùåíà îáðàòíà
ìàòðèöà.
Çàáåëåæêà 2. Ïðè ïðåäïîëîæåíèå çà íîðìàëíî ðàçïðåäåëåíèå íà îòêëèêà è
ñúîòâåòíî íà ãðåøêèòå, îöåíêèòå, ðåøåíèå íà íîðìàëíàòà ñèñòåìà b̂ ñúâïà-
äàò ñ îöåíêè ïîëó÷åíè ïî ìåòîäà íà ìàêñèìàëíîòî ïðàâäîïîäîáèå, äîñòèãàò
ðàâåíñòâî â Íåðàâåíñòâîòî íà Ðàî-Êðàìåð è ñëåäîâàòåëíî ñà åôåêòèâíè,
äèñïåðñèÿòà èì å äîëíà ãðàíèöà íå ñàìî çà ëèíåéíèòå, à çà âñè÷êè íåèç-
ìåñòåíè îöåíêè.
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