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Äåôèíèöèÿ íà íåïðåêúñíàòî ðàçïðåäåëåíèå íà ñëó÷àéíà âå-
ëè÷èíà. Ñâîéñòâà íà âåðîÿòíîñòíàòà ïëúòíîñò (íåîòðèöàòåëíîñò
è íîðìèðàíîñò). Çà âñÿêî îò ðàçïðåäåëåíèÿòà - ðàâíîìåðíî ðàçï-
ðåäåëåíèå, åêñïîíåíöèàëíî ðàçïðåäåëåíèå, ãàìà ðàçïðåäåëåíèå,
áåòà ðàçïðåäåëåíèå, íîðìàëíî ðàçïðåäåëåíèå - äà ñå îïèøàò ìî-
äåëèòå, âîäåùè äî ñúîòâåòíèòå ðàçïðåäåëåíèÿ. Ïðåñìÿòàíå íà
ìîìåíòèòå íà ðàçïðåäåëåíèÿòà äî âòîðè âêëþ÷èòåëíî. Îïèñâàò
ñå âðúçêèòå ìåæäó ðàçïðåäåëåíèÿòà � åêñïîíåíöèàëíî è ãàìà,
íîðìàëíî è ãàìà, ãàìà è áåòà. Ïðè èç÷èñëåíèÿòà ìîæå äà ñå èç-
ïîëçâàò è õàðàêòåðèñòè÷íè ôóíêöèè, íî òîâà íå å çàäúëæèòåëíî.
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1 Íåïðåêúñíàòî ðàçïðåäåëåíèå

Íåïðåêúñíàòî ðàçïðåäåëåíèå íà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà îïðåäåëÿìå ñ
ôóíêöèÿòà âåðîÿòíîñòíà ïëúòíîñò. Íåêà ñè ïðåäñòàâèì, ÷å ñëó÷àéíàòà
âåëè÷èíà X èìà âúçìîæíîñò äà ïðèåìà ñòîéíîñòè âñå ïî-�ãúñòî� âúðõó ðå-
àëíàòà ïðàâà.

Íàïðèìåð íåêà X ïðèåìà ñòîéíîñòè xk = k
2n , k = 1, 2, . . . , 2n, ñ ðàâíè

âåðîÿòíîñòè 1
2n . Î÷åâèäíî, ÷å çà ãîëåìè ñòîéíîñòè íà n âåðîÿòíîñòòà X

äà ïðèíàäëåæè íà ïîäèíòåðâàë (a, b] íà èíòåðâàëà (0, 1] çàâèñè ñàìî îò
øèðèíàòà íà èíòåðâàëà è ðàçëèêàòà íà âåðîÿòíîñòòà çà äâà èíòåðâàëà ñ
ðàâíè øèðèíè å íå ïîâå÷å îò 1

2n .

1.1 Âåðîÿòíîñòíà ïëúòíîñò

Óäîáåí èíñòðóìåíò çà ðàáîòà ñ ðàçïðåäåëåíèÿ íà ñëó÷àéíè âåëè÷èíè, ÷èèòî
âúçìîæíè ñòîéíîñòè ñà ãúñòî ðàçïîëîæåíè âúðõó ðåàëíàòà ïðàâà å ôóíê-
öèÿòà âåðîÿòíîñòíà ïëúòíîñò. Ùå ïðåäëîæèì íåñòðîãè åâðèñòè÷íè ðàç-
ñúæäåíèÿ. Íåêà àïðîêñèìèðàìå ñóìàòà îò âåðîÿòíîñòèòå â ìàëúê èíòåðâàë
∆x, ñúäúðæàù x è ñ øèðèíà ∆, ñ ïîìîùòà íà ôóíêöèÿ

f(x) =
P (X ∈ ∆x)

∆
èëè P (X ∈ ∆x) = f(x).∆

Åñòåñòâåíè ñâîéñòâà íà òàêàâà ôóíêöèÿ (àêî ñúùåñòâóâà) ñà

• f(x) ≥ 0 çà âñÿêî x îò ðåàëíàòà ïðàâà;

• f(x) å èíòåãðóåìà ôóíêöèÿ âúðõó ðåàëíàòà ïðàâà (−∞,+∞):∫ +∞

−∞
f(x)dx = 1.

Ïúðâîòî ñëåäâà îò òîâà, ÷å âåðîÿòíîñòòà âèíàãè å íåîòðèöàòåëíà è ∆ > 0.
Íåêà ðàçáèåì ïðàâàòà íà èçáðîèìî ìíîãî èíòåðâàëè ∆x (íåïðåñè÷àùè

ñå è ïîêðèâàùè ïðàâàòà) è ñ åäíàêâè øèðèíè ∆. Îò îïðåäåëÿíåòî íà f(x)
ñëåäâà ðàâåíñòâîòî ∑

∆x

P (X ∈ ∆x) =
∑
∆x

f(x).∆.

Áåçêðàéíàòà ñóìà îòëÿâî å ñõîäÿùà è å ðàâíà íà P (Ω) = 1, à ñóìàòà â
äÿñíî å ïðèáëèæåíèå íà îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë îò f(x) âúðõó èíòåðâàëà
(−∞,+∞).

Ðàçïðåäåëåíèåòî íà âñÿêà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà X (â çàäàäåíî âåðîÿòíîñ-
òíî ïðîñòðàíñòâî (Ω,A, P )) ñå îïðåäåëÿ ñ ôóíêöèÿòà �è íà ðàçïðåäåëåíèå
FX(x) = P (X ≤ x).

Ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X å ñ íåïðåêúñíàòî ðàçïðåäåëåíèå àêî ôóíêöèÿòà
�è íà ðàçïðåäåëåíèå FX(x) å íåïðåêúñíàòà è àáñîëþòíî íåïðåêúñíàòà, àêî
ñúùåñòâóâà ôóíêöèÿ f(x) òàêàâà, ÷å

FX(x) =
∫ x

−∞
f(u)du.
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Ôóíêöèÿòà f(x) íàðè÷àìå ïëúòíîñò íà ðàçïðåäåëåíèåòî íà X è àêî äèôå-
ðåíöèðàìå äâåòå ñòðàíè íà ðàâåíñòâîòî ïî x, ÿ ïîëó÷àâàìå â ÿâåí âèä

f(x) =
dF (x)
dx

,

çà îíåçè ñòîéíîñòè x, çà êîèòî f(x) å íåïðåêúñíàòà è ïðîèçâîäíàòà íà F (x)
(ïîíå îòäÿñíî) ñúùåñòâóâà.

Âñÿêà ôóíêöèÿ f(x), êîÿòî óäîâëåòâîðÿâà åñòåñòâåíèòå óñëîâèÿ ïî-ãîðå
(íåîòðèöàòåëíà è èíòåãðóåìà âúðõó ïðàâàòà ñ èíòåãðàë ðàâåí íà 1) îïðåäå-
ëÿ ôóíêöèÿ

F (x) =
∫ x

−∞
f(u)du,

êîÿòî ìîæå äà ñëóæè çà ôóíêöèÿ íà ðàçïðåäåëåíèå íà íÿêîÿ ñëó÷àéíà âå-
ëè÷èíà.

Òàêà îïðåäåëåíîòî ðàçïðåäåëåíèå ìîæå äà ñëóæè çà ïðèáëèæåíèå íà
ðàçïðåäåëåíèåòî íà äèñêðåòíà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà.

Ïëúòíîñòòà îïðåäåëÿ åäíîçíà÷íî ôóíêöèÿòà íà ðàçïðåäåëåíèå, íî åäíà
ôóíêöèÿ íà ðàçïðåäåëåíèå ìîæå äà ñå îïðåäåëÿ îò ðàçëè÷íè ïëúòíîñòè f(x)
è g(x) ñòèãà ñòîéíîñòèòå íà àðãóìåíòà, çà êîèòå äâåòå ôóíêöèè ðàçëè÷àâàò
äà íå ñà ìíîãî (íÿêîëêî, ìîæå è èçáðîèìî ìíîãî, íî íå öÿë èíòåðâàë).

1.2 Íåçàâèñèìîñò íà íåïðåêúñíàòè ðàçïðåäåëåíèÿ

Äâå ñëó÷àéíè âåëè÷èíè (X,Y ) ñúñ ñúâìåñòíà ôóíêöèÿ íà ðàçïðåäåëåíèå
FXY (x, y) = P ({X ≤ x} ∩ {Y ≤ y}) ñà ñúñ ñúâìåñòíî íåïðåêúñíàòî ðàçïðå-
äåëåíèå, àêî ñúùåñòâóâà ñúâìåñòíàòà ïëúòíîñò f(u, v) è å â ñèëà ïðåäñòà-
âÿíåòî

FXY (x, y) =
∫ x

−∞

[∫ x

−∞
f(u, v)dv

]
du.

Äâåòå ìàðãèíàëíè ðàçïðåäåëåíèÿ ñúùî ñà íåïðåêúñíàòè è ïëúòíîñòèòå
èì ñå ïîëó÷àâàò ñ èíòåãðèðàíå âúðõó ïðàâàòà:

fX(x) =
∫ +∞

−∞
f(x, v)dv è fY (y) =

∫ +∞

−∞
f(u, y)du

Óñëîâèåòî çà íåçàâèñèìîñò íà äâå ñëó÷àéíè âåëè÷èíè (X,Y ) èçðàçåíî
÷ðåç ñúâìåñòíîòà è ìàðãèíàëíèòå ôóíêöèè íà ðàçïðåäåëåíèå

FX,Y (x, y) = FX(x).FY (y)

ïðè íåïðåêúñíàòèòå ðàçïðåäåëåíèÿ å åêâèâàëåíòíî íà

f(x, v) = fX(x).fY (y).

1.3 Ìîìåíòè

Ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå íà ñëó÷àéíà âåëè÷èíàX ñ íåïðåêúñíàòî ðàçïðå-
äåëåíèå è âåðîÿòíîñòíà ïëúòíîñò f(x) å ñúùî ãðàíèöà íà áåçêðàéíè ñóìè íà
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ñòîéíîñòèòå �è ñ òåãëà ñúîòâåòíè âåðîÿòíîñòè èëè èíòåãðàë âúðõó ðåàëíàòà
ïðàâà

EX =
∫ +∞

−∞
x.f(x)dx,

êîéòî å äîáðå îïðåäåëåí, àêî èíòåãðàëúò å àáñîëþòíî ñõîäÿù.
Çàáåëåæêà: Àêî å ðàçõîäÿù âúðõó [0,+∞) è ñõîäÿù âúðõó (−∞, 0] ìî-

æåì äà ïðèåìåì ÷å î÷àêâàíåòî å +∞ è îáðàòíî, î÷àêâàíåòî å −∞, àêî
èíòåãðàëúò å ñõîäÿù âúðõó [0,+∞) è ðàçõîäÿù âúðõó (−∞, 0]. Àêî èíòåã-
ðàëèòå âúðõó äâàòà èíòåðâàëà ñà ðàçõîäÿùè íå å âúçìîæíî äà ñå îïðåäåëè
ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå.

Ñâúðçàíèòå ñ ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå íà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà X - ìî-
ìåíòè EXk, äèñïåðñèÿòà Var x = E (X − EX)2 è öåíòðàëíè ìîìåíòè îò
ïî-âèñîê ðåä, ïîðàæäàùàòà ìîìåíòèòå ôóíêöèÿ M(t) = E etX è êîìïëåêñ-
íèÿ è àíàëîã õàðàêòåðèñòè÷íàòà ôóíêöèÿ ϕ(t) = E e−itX ñå îïðåäåëÿò ñúùî
êàòî ñúîòâåòíè èíòåãàëè è ñúùåñòâóâàò, êîãàòî ñà ñõîäÿùè (àáñîëþòíî!).

2 Íÿêîè íåïðåêúñíàòè ðàçïðåäåëåíèÿ

Ùå ðàçãëåäàìå îñíîâíèòå íåïðåêúñíàòè ðàçïðåäåëåíèÿ, êàòî ñëåäâàìå ñõå-
ìàòà:

• çàäà÷è, â êîèòî âúçíèêâàò;

• ôóíêöèÿ íà ðàçïðåäåëåíèå (ïëúòíîñò) è ïàðàìåòðè;

• ìîìåíòè � ìàòåìàòè÷åñêî î÷àêâàíå è äèñïåðñèÿ (ôóíêöèÿ ïîðàæäàùà
ìîìåíòèòå).

2.1 Ðàâíîìåðíî ðàçïðåäåëåíèå

Çàäà÷è è ïðèëîæåíèå. Ñëó÷àéíà âåëè÷èíà ñ ðàâíîìåðíî ðàçïðåäåëå-
íèå å ìîäåë íà íàáëþäåíèÿ, çà êîèòî å èçâåñòíî åäèíñòâåíî, ÷å ñà îò äàäåí
èíòåðâàë [a, b]. Ñòàíäàðòíîòî ðàâíîìåðíî ðàçïðåäåëåíèå å âúðõó èíòåðâàëà
[0, 1]. Îçíà÷àâàìå ñ X ∼ U(0, 1), ÷å ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X å ðàâíîìåðíî
ðàçïðåäåëåíà âúðõó åäèíè÷íèÿ èíòåðâàë. Ñëó÷àéíà âåëè÷èíà ñ ðàâíîìåðíî
ðàçïðåäåëåíèå â èíòåðâàë [a, b] ùå ïîëó÷èì ñ î÷åâèäíà ëèíåéíà òðàíñôîð-
ìàöèÿ Y = a+X.(b− a), ïðåäïîëàãàìå a < b, è îçíà÷àâàìå Y ∼ U(a, b)).

Ñòàíäàðòíî ðàâíîìåðíî ðàçïðåäåëåíèå ñå ïîëó÷àâà è â ðåçóëòàò íà ñëåä-
íàòà òðàíñôîðìàöèÿ: àêî ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X èìà íåïðåêúñíàòà ôóí-
êöèÿ íà ðàçïðåäåëåíèå F (x), òî Y = F (X) ∼ U(0, 1). Òîçè ôàêò ïîçâîëÿâà
äà ñå ãåíåðèðàò ðåäèöè îò ñëó÷àéíè âåëè÷èíè ñ äàäåíî ðàçïðåäåëåíèå (ñ
äàäåíà íåïåêúñíàòà ôóíêöèÿ íà ðàçïðåäåëåíèå) ñ ïîìîùòà íà ãåíåðàòîð íà
ñëó÷àéíè (èëè ïñåâäî-ñëó÷àéíè) ðåäèöè îò ðàâíîìåðíî ðàçïðåäåëåíè ñëó-
÷àéíè âåëè÷èíè. Ãåíåðàòîð íà ïñåâäî-ñëó÷àéíî ðàâíîìåðíî ðàçïðåäåëåíè
âåëè÷èíè â åäèíè÷íèÿ èíòåðâàë å çàäúëæèòåëåí àòðèáóò íà ïî÷òè âñÿêà
ñðåäà çà ïðîãðàìèðàíå/áèáëèîòåêà.
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Ôóíêöèÿ íà ðàçïðåäåëåíèå íà ñòàíäàðòíî ðàâíîìåðíî ðàçïðåäåëåíèå
å äèàãîíàëúò íà åäèíè÷íèÿ êâàäðàò, ñ õîðèçîíòàëíî ïðîäúëæåíèå èçâúí
èíòåðâàëà [0, 1]:

F (x) =

 0 x ∈ (−∞, 0]
x x ∈ [0, 1]
1 x ∈ (1,∞)

Ïëúòíîñòòà íà ðàâíîìåðíî ðàçïðåäåëåíà â [0, 1] ñëó÷àéíà âåëè÷èíà å êîíñ-
òàíòà 1 â èíòåðâàëà [0, 1] è 0 èçâúí íåãî.

Ïëúòíîñòòà íà ðàçïðåäåëåíèå íà Y ∼ U(a, b) å ðàâíà íà 1
b−a â èíòåð-

âàëà [a, b] è 0 èçâúí íåãî, à ôóíêöèÿòà íà ðàçïðåäåëåíèå å äèàãîíàëúò íà
ïðàâîúãúëíèêà íàä èíòåðâàëà [a, b], ñúåäèíÿâàù òî÷êèòå (a, 0) è (b, 1):

F (x) =


0 x ∈ (−∞, a]
x−a
b−a x ∈ [a, b]
1 x ∈ (b,∞)

Ìîìåíòè. Ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X ñúñ
ñòàíäàðòíî ðàâíîìåðíî ðàçïðåäåëåíèå ïîëó÷àâàìå äèðåêòíî

EX =
∫ 1

0

xdx =
x2

2

∣∣∣∣1
x=0

=
1
2
− 0 =

1
2
.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àâàìå, ÷å âòîðèÿò ìîìåíò å

EX2 =
∫ 1

0

x2.dx =
x3

3

∣∣∣∣1
x=0

=
1
3
− 0 =

1
3
.

è çà äèñïåðñèÿòà íà X

VarX = EX2 − (EX)2 =
1
3
− 1

4
=

1
12
.

Ñëó÷àéíà âåëè÷èíà Y ∼ U(a, b) ïîëó÷èõìå ñ òðàíñôîðìàöèÿòà Y =
a+X.(b− a). Ìàòåìàòè÷åñêîòî �è î÷àêâàíå å

EY = E (a+X.(b− a)) = a+ (b− a)EX = a+ (b− a)
1
2

=
a+ b

2
,

è

Var Y = Var (a+X.(b− a)) = (b− a)2VarX =
(b− a)2

12
å äèñïðåðñèÿòà.

2.2 Åêñïîíåíöèàëíî ðàçïðåäåëåíèå

Ðàçïðåäåëåíèåòî å åäíîïàðàìåòðè÷íî è å âúðõó (0,+∞). ×å ñëó÷àéíàòà âå-
ëè÷èíà X å ñ åêñïîíåíöèàëíî ðàçïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòúð λ > 0 îçíà÷àâàìå
ñ X ∼ Exp(λ).
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Çàäà÷è è ïðèëîæåíèå. Ñëó÷àéíà âåëè÷èíà ñ åêñïîíåíöèàëíî (ïîêà-
çàòåëíî) ðàçïðåäåëåíèå å ìîäåë çà ñëó÷àéíî âðåìå T íà íàñòúïâàíå íà
î÷àêâàíî (èëè íå) ñúáèòèå. Åâðèñòè÷íè ñúîáðàæåíèÿ çà åêñïîíåíöèàëíà-
òà çàâèñèìîñò íà âåðîÿòíîñòòà íà î÷àêâàíîòî ñúáèòèå îò âðåìåòî íà ÷àêàíå
ñà ñëåäñòâèå îò âåðîÿòíîñòòà çà íåíàñòúïâàíå íà ñúáèòèå â Ïîàñîíîâîòî
ðàçïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòúð λ. Âåðîÿòíîñòòà çà íåíàñòúïâàíå èëè òî÷íî 0
ñúáèòèÿ çà åäèíèöà âðåìå å P (X = 0) = e−λ. Àêî îçíà÷èì ñ T ìîìåíòà íà
íàñòúïâàíå íà î÷àêâàíîòî ñúáèòèå, òî ñúáèòèåòî {X = 0} ìîæå äà ñå çàïè-
øå è êàòî {T > 1}. Ïðè t ïîñëåäîâàòåëíè è íåçàâèñèìè îïèòà (ïðè ñúùîòî
ñðåäíî λ) íåíàñòúïâàíå íà ñúáèòèåòî ìîæå äà ñå çàïèøå êàòî {T > t} è
âåðîÿòíîñòòà ìó å:

P ({T > t}) =
(
e−λ

)t
= e−λt.

Ñúùåñòâåíîòî äîïóñêàíå òóê å â íåçàâèñèìîñòòà íà ñúáèòèÿòà �íåíàñòúïâà-
íå� â ñúñåäíè íåïðåñè÷àùè ñå èíòåðâàëè, êîåòî ñå èçðàçÿâà ñ ðàâåíñòâîòî:

P ({T > t+ s}) = P ({T > t}).P ({T > s}).

Çàïèñàíî âúâ âèäà

P ({T > t+ s})
P ({T > t})

= P ({T > t+ s}|{T > t}) = P ({T > s})

îçíà÷àâà, ÷å âåðîÿòíîñòòà çà íåíàñòúïâàíå â íîâ èíòåðâàë ñ äúëæèíà s ïðè
óñëîâèå, ÷å âå÷å å èç÷àêàí èíòåðâàë ñ äúëæèíà t å ðàâíà íà áåçóñëîâíàòà
âåðîÿòíîñò çà íåíàíúñòúïâàíå â èíòåðâàëà ñ äúëæèíà s.

Ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ìîæå äà ñå çàïèøå êàòî ôóíêöèîíàëíî óðàâíåíèå

g(t+ s) = g(t).g(s),

ñ èçâåñòíî îáùî ðåøåíèå g(x) = eax. Çà ñëó÷àÿ g(x) = 1 − F (x) ìîæåì äà
îïðåäåëèì è ñòîéíîñòòà íà ïàðàìåòúðà a = −λ.

Ôóíêöèÿ íà ðàçïðåäåëåíèå íà åêñïîíåíöèàëíî ðàçïðåäåëåíèå ñ ïàðà-
ìåòúð λ > 0 îïðåäåëÿìå:

F (x) =
{

1− e−λ.x x ≥ 0
0 x ≤ 0

Ïëúòíîñòòà íà ðàçïðåäåëåíèåòî ïðè x > 0 ïîëó÷àâàìå äèðåêòíî ñ äè-
ôåðåíöèðàíå íà F (x):

f(x) =
F (x)
dx

=
(
(1− e−λ.x

)′
x

= 0− (−λ.e−λ.x) = λ.e−λ.x.

Çà îòðèöàòåëíè ñòîéíîñòè íà x ïëúòíîñòòà å íóëà: f(x) = 0.

Ìîìåíòè. Ùå îïðåäåëèì ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå è äèñïåðñèÿòà êàòî
èçïîëçâàìå ïîðàæäàùàòà ìîìåíòèòå ôóíêöèÿ MX(t) = E etX . Çà ñëó÷àéíà
âåëè÷èíà ñ åêñïîíåíöèàëíî ðàçïðåäåëåíèå X ∼ Exp(λ) èìàìå

MX(t) = E etX =
∫ ∞

0

etx.λ.e−λ.xdx =
λ

λ− t

∫ ∞
0

(λ− t).e−(λ−t).xdx︸ ︷︷ ︸
=1

=
λ

λ− t
.
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Ïúðâàòà ïðîèçâîäíà íà MX(t) å

M ′X(t) =
(

λ

λ− t

)′
=

λ

(λ− t)2

è ïîëó÷àâàìå ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå íà X

EX = M ′X(0) =
λ

(λ− 0)2
=

1
λ
.

Àíàëîãè÷íî îò âòîðàòà ïðîèçâîäíà íà MX(t)

M ′′X(t) =
(

λ

(λ− t)2

)′
=

2.λ
(λ− t)3

ïîëó÷àâàìå

E (X2) = M ′X(0) =
2.λ

(λ− 0)3
=

2
λ2
.

çà âòîðèÿ ìîìåíò íà X. Äèñïåðñèÿòà ïîëó÷àâìå êàòî èçïîëçâàìå âðúçêàòà
íà äèñïåðñèÿòà ñ ïúðâèòå äâà ìîìåíòà:

VarX = E (X2)− (EX)2 =
2
λ2
−
(

1
λ

)2

=
1
λ2
.

Îêîí÷àòåëíî EX = 1
λ è VarX = 1

λ2 èëè çà åêñïîíåíöèàëíîòî ðàçïðåäåëå-
íèå ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå è ñòàíäàðòíîòî îòêëîíåíèå ñúâïàäàò.

2.3 Ãàìà ðàçïðåäåëåíèå

Ðàçïðåäåëåíèåòî å äâóïàðàìåòðè÷íî è å âúðõó (0,+∞). Îçíà÷àâàìå Y ∼
Γ(k, β).

Çàäà÷è è ïðèëîæåíèå. Ãàìà ðàçïðåäåëåíèåòî ïîäîáíî íà åêñïîíåíöè-
àëíîòî å ìîäåë íà âðåìåòî íà î÷àêâàíå íåùî äà ñå ñëó÷è. Íåêà k íåçàâèñèìè
è åäíàêâî ðàçïðåäåëåíè ñëó÷àéíè âåëè÷èíè Y1, . . . , Yk èìàò åêñïîíåíöèàëíî
ðàçïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòúð λ > 0. Òÿõíàòà ñóìà èìà ðàçïðåäåëåíèå, êîåòî
íàðè÷àìå �ãàìà� ñ ïàðàìåòðè k è β êàòî β = 1

λ . Ïàðàìåòúðúò k îïðåäåëåí
òàêà å öÿëî ÷èñëî, íî ôîðìàëíî ïëúòíîñòà íà ðàçïðåäåëåíèåòî ìîæå äà
ïðèåìà è âñÿêà ïîëîæèòåëíà ñòîéíîñò íà k è ãî îçíà÷àâàìå ñ α.

Ôóíêöèÿ íà ðàçïðåäåëåíèå. Ùå ïîòúðñèì ïëúòíîñòòà, òúé êàòî ôóí-
êöèÿòà íà ðàçïðåäåëåíèå íà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà Y ∼ Γ(k, β) íå ñå èçðàçÿ-
âà â ÿâåí âèä. Ïëúòíîñòòà íà ðàçïðåäåëåíèå íà ñóìàòà íà äâå íåçàâèñèìè
ñëó÷àéíè âåëè÷èíè ñ åêñïîíåíöèàëíî ðàçïðåäåëåíèå îïðåäåëÿìå êàòî êîì-
ïîçèöèÿ íà ïëúòíîñòèòå èì. Íåêà Y è Z ñà íåçàâèñèìè è ñ ðàçïðåäåëåíèå
Exp(λ). Ñóìàòà èì X = Y + Z èìà ïëúòíîñò

fX(x) =
∫ +∞

0

fY (y).fZ(x− y)dy =

=
∫ x

0

λ.e−λ.y. λ.e−λ.(x−y)︸ ︷︷ ︸
fZ(x−y), y≤x

dy +
∫ +∞

x

λ.e−λ.y. fZ(x− y)︸ ︷︷ ︸
=0, y≤x

dy =
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=
∫ x

0

λ2.e−λ.(y+x−y)dy = λ2.e−λ.x
∫ x

0

dy︸ ︷︷ ︸
=x−0

=

= λ2.x.e−λ.x.

Ïðèåìàìå õèïîòåçàòà, êîÿòî ùå äîêàæåì ïî èíäóêöèÿ, ÷å ïëúòíîñòòà íà
ðàçïðåäåëåíèåòî íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà V ∼ Γ(k, λ) å

fV (x) =
λk

(k − 1)!
.xk−1.e−λ.x.

Ùå ïîêàæåì, ÷å õèïîòåçàòà å èçïúëíåíà è çà k + 1 èëè ïëúòíîñòòà íà U =
V + Y ∼ Γ(k + 1, λ) ùå èìà ñúùèÿ âèä, àêî Y ∼ Exp(λ) è íå çàâèñè îò V .

fU (x) =
∫ +∞

0

fV (y).fY (x− y)dy =

=
∫ x

0

λk

(k − 1)!
.yk−1.e−λ.y. λ.e−λ.(x−y)︸ ︷︷ ︸

fY (x−y), y≤x

dy =

=
λk+1

(k − 1)!
.e−λ.x.

∫ x

0

yk−1.dy =

=
λk+1

(k − 1)!
.e−λ.x.

∫ x

0

d
yk

k
=

=
λk+1

k!
.xk.e−λ.x.

Ïîëó÷åíèÿò âèä íà ïëúòíîñòòà ñúâïàäà ñ òî÷íîñò äî ìíîæèòåë ñ ïîäèíòåã-
ðàëíàòà ôóíêöèÿ íà èçâåñòíàòà ãàìà-ôóíêöèÿ îïðåäåëÿíà ñ ðàâåíñòâîòî

Γ(α) =
∫ +∞

0

xα−1.e−xdx.

Èíòåãðàëúò îòäÿñíî å ñõîäÿù è ôóíêöèÿòà å îïðåäåëåíà çà âñÿêà ïîëîæè-
òåëíà ñòîéíîñò íà àðãóìåíòà α. Íåïîñðåäñòâåíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å Γ(1) = 1
è îñíîâíîòî ðàâåíñòâî Γ(α) = (α− 1).Γ(α− 1) ñ èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè

Γ(α) =
∫ +∞

0

xα−1.e−xdx = −
∫ +∞

0

xα−1d(e−x) =

= xα−1d(e−x|+∞0︸ ︷︷ ︸
=0

+
∫ +∞

0

e−xd(xα−1) =

= (α− 1).
∫ +∞

0

xα−2.e−xdx = (α− 1).Γ(α− 1).

Î÷åâèäíî, ÷å çà öåëè ñòîéíîñòè k íà àðãóìåíòà Γ(k) = (k− 1)!, à ïðè k = 1
àðãóìåíò â ïîëçà íà ïîëàãàíåòî 0! = 1.

Îêîí÷àòåëíî îïðåäåëÿìå ïëúòíîñòòà íà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà X ∼ Γ(α, β)
ñ ðàâåíñòâîòî

fX(x) =
β−α

Γ(α)
.xα−1.e−x/β ,

êàòî ñìå çàìåñòèëè λ ñ ïàðàìåòúð β−1.
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Ìîìåíòè. Ïîðàæäàùàòà ìîìåíòèòå ôóíêöèÿ íà X ∼ Γ(α, β) èìà ïðîñò
ÿâåí âèä

M(t) = E etX =
β−α

Γ(α)
.

∫ +∞

0

etxxα−1.e−x/β dx =

=
β−α

Γ(α)
.

∫ +∞

0

xα−1.e−x.(
1
β−t) dx =

=
β−α

Γ(α)
.

∫ +∞

0

xα−1.e−x./(
β

1−β.t ) dx =

=
1

(1− β.t)α
.

(
β

1−β.t

)−α
Γ(α)

.

∫ +∞

0

xα−1.e−x./(
β

1−β.t ) dx︸ ︷︷ ︸
=1

=

=
1

(1− β.t)α
.

Îò âèäà íà ïîðàæäàùàòà ìîìåíòèòå ôóíêöèÿ íà ãàìà-ðàçïðåäåëåíèåòî
ñëåäâàò äâå çàáåëåæèòåëíè ñâîéñòâà

• àêî Y1 ∼ Γ(α1, β) è Y2 ∼ Γ(α2, β) ñà íåçàâèñèìè, òî

Y1 + Y2 ∼ Γ(α1 + α2, β);

• àêî Y ∼ Γ(1, β), òî Y ∼ Exp( 1
β ).

Ùå ïîêàæåì, ÷å EX = α.β è VarX = α.β2.
Äèôåðåíöèðàìå äâà ïúòè ôóíêöèÿòà M(t):

M ′(t) =
(

1
(1− β.t)α

)′
= (−α)

1
(1− β.t)α+1

(−β) = α.β.
1

(1− β.t)α+1
,

M ′′(t) =
(

1
(1− β.t)α+1

)′
= α.β.

1
(1− β.t)α+2

(α+ 1).β =
α.(α+ 1).β2

(1− β.t)α+2
.

Ïîëàãàìå t = 0 è ïîëó÷àâàìå ïúðâî EX = α.β è çà âòîðèÿ ìîìåíò
E (X2) = α.(α+ 1).β2. Ñëåäîâàòåëíî äèñïåðñèÿòà å

VarX = E (X2)− (EX)2 = α.(α+ 1).β2 − (α.β)2 = α.β2.

2.4 Áåòà ðàçïðåäåëåíèå

Ðàçïðåäåëåíèåòî íà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà X ñ áåòà-ðàçïðåäåëåíèå ñå îïðåäåëÿ
îò äâà ïîëîæèòåëíè ïàðàìåòúðà (α1, α2). Ðàçïðåäåëåíèåòî å îãðàíè÷åíî
ñòàíäàðòíî âúðõó èíòåðâàëà [0, 1]. Îçíà÷àâàìå ñ X ∼ Be(α1, α2).

Çàäà÷è è ïðèëîæåíèå. Áåòà ðàçïðåäåëåíèåòî å óäîáíî çà ìîäåëèðà-
íå íà ðàçïðåäåëåíèå âúðõó êðàåí èíòåðâàë. Äâàòà ïàðàìåòúðà ìó ïðèäàâàò
çíà÷èòåëíà ãúâêàâîñò çà ïðåäñòàâÿíå íà ðàçïðåäåëåíèå íà îòíîøåíèÿ - ÷àñò
îò öÿëîòî. Íàïðèìåð, àêî ñëó÷àéíèòå âåëè÷èíè Y1 ∼ Γ(α1, 1) è Y2 ∼ Γ(α2, 1)
ñà íåçàâèñèìè, òî îòíîøåíèåòî íà âñÿêà êúì ñóìàòà èì èìà áåòà ðàçïðåäå-
ëåíèå

Y1

Y1 + Y2
∼ Be(α1, α2).
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Ñ ëèíåéíà òðàíñôîðìàöèÿ îò âèäà Y = (b− a).X + a ñå ïîëó÷àâà ðàçïðåäå-
ëåíèå âúðõó èíòåðâàëà [a, b] (ïðåäïîëàãàìå a < b), êîåòî å óäîáåí ìîäåë çà
ïðîäúëæèòåëíîñòòà íà ðàáîòè è åòàïè ïðè óïðàâëåíèåòî íà ïðîåêòè.

Ôóíêöèÿ íà ðàçïðåäåëåíèå Ïëúòíîñòòà íà ðàçïðåäåëåíèåòî íà ñëó-
÷àéíà âåëè÷èíà X ∼ Be(α1, α2) èìà âèäà

f(x) =
Γ(α1 + α2)
Γ(α1).Γ(α2)

xα1−1(1− x)α2−1

çà x ∈ [0, 1] è 0 èçâúí íåãî.

Ìîìåíòè. Ùå îïðåäåëèì äèðåêòíî ïúðâèÿ è âòîðèÿ ìîìåíò.

EX =
Γ(α1 + α2)
Γ(α1).Γ(α2)

∫ 1

0

x.xα1−1(1− x)α2−1 dx =

=
Γ(α1 + α2)
Γ(α1).Γ(α2)

.
Γ(α1 + α2 + 1)
Γ(α1 + α2 + 1)

.
Γ(α1 + 1)
Γ(α1 + 1)

.

∫ 1

0

xα1(1− x)α2−1 dx =

=
Γ(α1 + α2).Γ(α1 + 1)
Γ(α1 + α2 + 1).Γ(α1)

.
Γ(α1 + α2 + 1)
Γ(α1 + 1).Γ(α2)

.

∫ 1

0

xα1(1− x)α2−1 dx︸ ︷︷ ︸
=1

=

=
α1

α1 + α2
.

Àíàëîãè÷íî

E (X2) =
Γ(α1 + α2)
Γ(α1).Γ(α2)

∫ 1

0

x2.xα1−1(1− x)α2−1 dx =

=
Γ(α1 + α2)
Γ(α1).Γ(α2)

.
Γ(α1 + α2 + 2)
Γ(α1 + α2 + 2)

.
Γ(α1 + 2)
Γ(α1 + 2)

.

∫ 1

0

xα1+1(1− x)α2−1 dx =

=
Γ(α1 + α2).Γ(α1 + 2)
Γ(α1 + α2 + 2).Γ(α1)

.
Γ(α1 + α2 + 2)
Γ(α1 + 2).Γ(α2)

.

∫ 1

0

xα1+1(1− x)α2−1 dx︸ ︷︷ ︸
=1

=

=
(α1 + 1).α1

(α1 + α2 + 1).(α1 + α2)
.

Íàêðàÿ çà äèñïåðñèÿòà ïîëó÷àâàìå

VarX = E (X2)− (EX)2 =

=
(α1 + 1).α1

(α1 + α2 + 1).(α1 + α2)
− α2

1

(α1 + α2)2
=

=
(α1 + 1).α1.(α1 + α2)− α2

1.(α1 + α2 + 1)
(α1 + α2 + 1).(α1 + α2)2

=

=
α3

1 + α2
1 + α2

1.α2 + α1.α2 − α3
1 − α2

1.α2 − α2
1

(α1 + α2 + 1).(α1 + α2)2
=

=
α1.α2

(α1 + α2 + 1).(α1 + α2)2
.
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2.5 Íîðìàëíî ðàçïðåäåëåíèå

Ðàçïðåäåëåíèåòî íà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà X, êîãàòî å íîðìàëíî ñå îïðåäåëÿ
îò äâà ïàðàìåòúðà. Îáèêíîâåíî òîâà ñà ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå EX = µ
è äèñïåðñèÿòà �è VarX = σ2. Ðàçïðåäåëåíèåòî å âúðõó öÿëàòà ðåàëíà îñ
(−∞,+∞) è ñèìåòðè÷íî ñïðÿìî î÷àêâàíåòî µ. Îçíà÷àâàìå, ÷å ñëó÷àéíàòà
âåëè÷èíà X èìà íîðìàëíî ðàçïðåäåëåíèå ñ X ∼ N(µ, σ2).

Çàäà÷è è ïðèëîæåíèå. Íîðìàëíîòî ðàçïðåäåëåíèå å íàé-÷åñòî èçïîë-
çâàíî êàòî ìîäåë íà îòêëîíåíèÿ èëè ãðåøêè ïðè èçìåðâàíèÿ íà ôèçè÷åñ-
êà âåëè÷èíà. Ìåòîäúò íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè ïîñòóëèðà, ÷å ñóìàòà îò
êâàäðàòèòå íà îòêëîíåíèÿòà (èëè ãðåøêèòå íà èçìåðâàíå) òðÿáâà äà å ìè-
íèìàëíà, êîåòî å åêâèâàëåíòíî íà òâúðäåíèåòî, ÷å ìîäåë íà ãðåøêèòå ñà
íåçàâèñèìè è åäíàêâî íîðìàëíî ðàçïðåäåëåíè ñëó÷àéíè âåëè÷èíè.

Öåíòðàëíàòà ãðàíè÷íà òåîðåìà òâúðäè, ÷å ñóìàòà îò íåçàâèñèìè è åä-
íàêâî ðàçïðåäåëåíè ñëó÷àéíè âåëè÷èíè ñå äîáëèæàâà äî íîðìàëíî ðàçï-
ðåäåëåíèå ñ óâåëè÷àâàíåòî íà áðîÿ èì. Òâúðäåíèåòî å â ñèëà è ïðè äîñòà
ïî ñëàáè óñëîâèÿ. Òî å îñíîâàíèå äà ïðåäïîëàãàìå íîðìàëíî ðàçïðåäåëåíèå
ïðè íàáëþäåíèå, íà êîåòî âëèÿÿò ìíîæåñòâî ðàçíîïîñî÷íè è ñðàâíèòåëíî
õîìîãåííè ïî ãîëåìèíà íåîò÷åòåíè ôàêòîðè.

Ôóíêöèÿ íà ðàçïðåäåëåíèå Ïëúòíîñòòà íà ñòàíäàðòíî íîðìàëíî ðàç-
ïðåäåëåíèå îçíà÷àâàìå ñ φ èìà âèäà

φ(x) =
1√
2π
e−

x2
2 .

Òÿ å ïîëîæèòåëíà çà âñÿêà ñòîéíîñò x ∈ (−∞,+∞), ñèìåòðè÷íà ñïðÿìî
íà÷àëîòî è èíòåãðóåìà âúðõó (−∞,+∞). Ñòîéíîñòòà íà íîðìèðàùàòà êîí-
ñòàíòà

√
2π ìîæå äà ñå îïðåäåëè îò ñòîéíîñòòà íà èíòåãðàëà∫ ∞

0

e−x
2
dx =

√
π

2
.

Ôóíêöèÿòà íà ðàçïðåäåëåíèå íà ñòàíäàðòíîòî íîðìàëíî ðàçïðåäåëåíèå íå
ñå èçðàçÿâà â ÿâåí âèä

Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−

u2
2 du.

Ìîìåíòè. Ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå íà ñòàíäàðòíî ðàçïðåäåëåíà ñëó-
÷àéíà âåëè÷èíà Z e EZ = 0. Ñëåäâà îò ñèìåòðèÿòà íà ôóíêöèÿòà φ(x)
ñïðÿìî íóëàòà.

Äèñïåðñèÿòà íà Z ñúâïàäà ñ âòîðèÿ ìîìåíò Var Z = E (Z2):

E (Z2) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
x2.e−

x2
2 dx =

=
1√
2π

∫ +∞

−∞
x.e−

x2
2 d(

x2

2
) =

= − 1√
2π

∫ +∞

−∞
x. d(e−

x2
2 ) =
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= − 1√
2π
x.e−

x2
2

∣∣∣∣+∞
−∞︸ ︷︷ ︸

=0−0

+
1√
2π

∫ +∞

−∞
e−

x2
2 dx︸ ︷︷ ︸

=1

= 1.

Ñëåäîâàòåëíî çà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà Z ñúñ ñòàíäàðòíî íîðìàëíî ðàç-
ïðåäåëåíèå ìîæåì äà çàïèøåì Z ∼ N(0, 1).

Ëèíåéíà òðàíñôîðìàöèÿ X = a.Z + b íà ñòàíäàðòíîòî íîðìàëíî ðàç-
ïðåäåëåíèå èìà kèìà íîðìàëíî ðàçïðåäåëåíèå ñ ìàòåìàòè÷åñêî î÷àêâàíå
EX = E (a.Z + b) = a. EZ︸︷︷︸

=0

+E b = b.

Äèñïåðñèÿòà �è å VarX = Var (a.Z + b) = a2.Var Z + Var b = a2.
Îáðàòíî, àêî X ∼ N(µ, σ2), òî X−µ

σ å ñ ìàòåìàòè÷åñêî î÷àêâàíå 0 è

äèñïðåñèÿ 1 èëè X−µ
σ ∼ N(0, 1).

Îáùèÿò âèä íà ïëúòíîñòòà íà íîðìàëíî ðàçïðåäåëåíà ñëó÷àéíà âåëè÷è-
íà X ∼ N(µ, σ2) ñå ïîëó÷àâà îò ðàâåíñòâîòî

FX(x) = P (X ≤ x) = P (
X − µ
σ︸ ︷︷ ︸

∼N(0,1)

≤ x− µ
σ

) = Φ
(
x− µ
σ

)
.

Çàìåñòâàìå u = v−µ
σ â èíòåãðàëà Φ(x−µσ ): .

1√
2.π

.

∫ x−µ
σ

−∞
e−

u2
2 du =

1√
2.π

.

∫ x

−∞
e−

1
2 .( v−µσ )2

d
v

σ
=

1√
2.π.σ

.

∫ x

−∞
e−

(v−µ)2

2.σ2 dv.

Ïîëó÷èõìè ïëúòíîñòòà íà ðàçïðåäåëåíèå íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X ∼
N(µ, σ2):

fX(x) =
1√

2.π.σ
.e−

(x−µ)2

2.σ2 .

Ñúùèÿ ïîäõîä èçïîëçâàìå çà äà îïðåäåëèì ðàçïðåäåëåíèåòî íà ñëó÷àé-
íàòà âåëè÷èíà Y = Z2. Êâàäðàòúò íà ñòàíäàðòíàòà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà Z
èìà ðàçïðåäåëåíèå âúðõó [0,+∞). Çà ïîëîæèòåëíè ñòîéíîñò íà x ≥ 0 èìà-
ìå:

FY (x) = P (Z2 ≤ x) = P (|Z| ≤
√
x) = 2.

∫ √x
0

e−
u2
2 du =

= = 2.
1√
2.π

.

∫ x

0

e−
v
2

dv

2.
√
v

=

=
2−1/2.√

π
.

∫ x

0

v1/2−1.e−
v
2 dv.

Ïîëó÷èõìå, ÷å ïëúòíîñòòà íà Y = Z2 å ïëúòíîñò íà Γ(α, β) ðàçïðåäåëåíèå
çà α = 1/2 è β = 2 (è ïúòåì ïîêàçàõìå, ÷å Γ(1/2) =

√
π).

Ñóìàòà íà êâàäðàòèòå íà m íåçàâèñèìè ñòàíäàðòíè ñëó÷àéíè âåëè÷èíè
Xm = Z2

1 + · · ·+Z2
m ñúùî èìà ðàçïðåäåëåíèå Γ(α, β), êàòî β = 2 ñå çàïàçâà

è α = 1/2 + · · ·+ 1/2︸ ︷︷ ︸
m ïúòè

= m
2 .

Çàðàäè èçêëþ÷èòåëíî øèðîêîòî ñè ïðèëîæåíèå â ñòàòèñòèêàòà, òîçè
÷àñòåí ñëó÷àé íà ãàìà-ðàçïðåäåëåíèå å óäîñòîåí ñ îòäåëíî èìå �õè-êâàäðàò
ðàçïðåäåëåíèå�, à ïàðàìåòúðúò m å �ñòåïåíè íà ñâîáîäà�.
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