
Ëèíåéíè îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ.

Óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè.

(Ïðèìåðíî ðàçâèâàíå íà âúïðîñà çà äúðæàâåí èçïèò)

1. Çàäà÷à íà Êîøè. Ðàçãëåæäàìå ëèíåéíîòî ÎÄÓ îò n-òè ðåä

L(x) := x(n) + a1(t) x(n−1) + · · ·+ an−1(t)
.
x + an(t) x = f(t) ,(1)

êúäåòî a1, a2, . . . , an ñà íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè íà âðåìåòî t â íÿêàêúâ èíòåðâàë (α, β).

Òåîðåìà çà ñúùåñòâóâàíå è åäèíñòâåíîñò. Çà ïðîèçâîëíè ξ1, ξ2, . . . , ξn, t0 ∈ R,
çàäà÷àòà íà Êîøè∣∣∣∣∣ x(n) + a1(t) x(n−1) + · · ·+ an−1(t)

.
x + an(t) x = f(t) � óðàâíåíèå (1)

x(t0) = ξ1,
.
x(t0) = ξ2, . . . , x(n−1)(t0) = ξn � íà÷àëíè óñëîâèÿ

(2)

èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå, äåôèíèðàíî âúðõó èíòåðâàëà (α, β)

Äîêàçàòåëñòâîòî íà ãîðíàòà òåîðåìà ìîæå äà áúäå ðåàëèçèðàíî íàïðèìåð ñëåä êàòî
ñâåäåì óðàâíåíèåòî (2) äî ñèñòåìà îò n ëèíåéíè ÎÄÓ îò ïúðâè ðåä.

2. Ëèíåéíè õîìîãåííè óðàâíåíèÿ. ×àñòåí ñëó÷àé íà óðàâíåíèåòî (1) å êîãàòî
äÿñíàòà ÷àñò f(t) ≡ 0, ò.å. íà õîìîãåííî óðàâíåíèå

L(x) = x(n) + a1(t) x(n−1) + · · ·+ an−1(t)
.
x + an(t) x = 0 .(3)

Îñíîâíèÿò ðåçóëòàò â òåîðèÿòà íà ëèíåéíèòå ÎÄÓ å ñëåäíàòà

Òåîðåìà çà ñòðóêòóðàòà íà ðåøåíèÿòà. Ìíîæåñòâîòî M îò ðåøåíèÿòà íà

óðàâíåíèåòî L(x) = 0 å èçîìîðôíî íà ëèíåéíîòî ïðîñòðàíñòâî Rn.

Äîêàçàòåëñòâî. Íàé-íàïðåä ùå ïîêàæåì, ÷å M å ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî. Íàèñòèíà,
àêî x è y ñà ðåøåíèÿ íà (3), à λ, µ ∈ R, òî λx + µy ñúùî å ðåøåíèå íà (3):

L(λx + µy) = λ L(x) + µ L(y) = 0 .

Ïîñòðîÿâàìå èçîáðàæåíèåòî φ îò M â Rn, êîåòî ñúïîñòàâÿ íà âñÿêî ðåøåíèå íà÷àë-
íèòå äàííè íà ðåøåíèåòî â òî÷êàòà t0. Ñ ôîðìóëè òîâà èçðàçÿâàìå òàêà:

φ : M → Rn

x(t) 7→
(
x,

.
x, . . . , x(n−1)

)
|t=t0

=
(
x(t0),

.
x(t0), . . . , x(n−1)(t0)

)
.

t

Rn

t0
α β

(x(t),
.
x(t), .., x(n−1)(t))

s
φ(x)
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Ùå äîêàæåì, ÷å φ å òúðñåíèÿò èçîìîðôèçúì. Òîâà ùå ñòàíå â òðè ñòúïêè.
Ïúðâî, φ å ëèíååí õîìîìîðôèçúì:

φ(λ x + µ y) =
(
λ x + µ y, λ

.
x + µ

.
y, . . . , λ x(n−1) + µ y(n−1)

)
|t=t0

= λ
(
x,

.
x, . . . , x(n−1)

)
|t=t0

+ µ
(
y,

.
y, . . . , y(n−1)

)
|t=t0

= λ φ(x) + µ φ(y) .

Âòîðî, òúé êàòî çà âñåêè íàáîð (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn çàäà÷àòà íà Êîøè (2) ñ äÿñíà ÷àñò
f ≡ 0 èìà ðåøåíèå, òî φ å ñþðåêòèâíî.

È òðåòî, ïðè ξ1 = · · · = ξn = 0 çàäà÷àòà (2) ñ äÿñíà ÷àñò f ≡ 0 èìà åäèíñòâåíî
ðåøåíèå. Ñëåäîâàòåëíî ÿäðîòî Ker(φ) = {0}, ò. å. φ å èíåêòèâíî.

Òåîðåìàòà å äîêàçàíà. �

3. Äåôèíèöèÿ. Ôóíäàìåíòàëíà ñèñòåìà îò ðåøåíèÿ (ÔÑÐ) íà óðàâíåíèåòî (3)
íàðè÷àìå êîéòî è äà å áàçèñ {x1, x2, . . . , xn} â ïðîñòðàíñòâîòî îò ðåøåíèÿ íà òîâà óðàâ-
íåíèå.

Åêâèâàëåíòíî å äà êàæåì, ÷å âñÿêî ðåøåíèå x = x(t) ñå ïðåäñòàâÿ åäíîçíà÷íî êàòî
ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ (ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè C1, C2, . . . , Cn) íà {x1, x2, . . . , xn}:

x(t) = C1 x1(t) + C2 x2(t) + · · ·+ Cn xn(t) .

Îò äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà çà ñòðóêòóðàòà íà ðåøåíèÿòà ñëåäâà, ÷å íàáîð îò
ðåøåíèÿ {x1, x2, . . . , xn} å ÔÑÐ çà (3) òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî äåòåðìèíàíòàòà íà
Âðîíñêè

∆(t) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1(t) x2(t) . . . xn(t)
.
x1(t)

.
x2(t) . . .

.
xn(t)

. . . . . . . . . . . .

x
(n−1)
1 (t) x

(n−1)
2 (t) . . . x

(n−1)
n (t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6= 0 ;

íà ïðàêòèêà å äîñòàòú÷íî äà ïðîâåðèì çà ñàìî çà íÿêîå t0, ÷å ∆(t0) 6= 0.
Íàèñòèíà, àêî ∆(τ) = 0 çà íÿêîå τ , òî ñúùåñòâóâà íåòðèâèàëíà (íå âñè÷êè Ck ñà íóëè)

ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ x :=
∑n

k=1 Ck xk(t) è òàêàâà, ÷å x(τ) =
.
x(τ) = · · · = x(n−1)(τ) = 0. Íî

íóëåâè íà÷àëíè óñëîâèÿ èìà ñàìî ðåøåíèåòî x(t) ≡ 0. Îòòóê è ïðîèçâîäíèòå x(m)(t) ≡ 0,
ñëåäîâàòåëíî ∆(t) ≡ 0 è {x1, x2, . . . , xn} íå å ÔÑÐ.

Íàêðàÿ, äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà íè äàâà è ñëåäíèÿ àëãîðèòúì çà ïîñòðîÿâàíå
íà ÔÑÐ. Èçáèðàìå íà÷àëåí ìîìåíò, íàïðèìåð t0 = 0. Ñëåä òîâà èçáèðàìå ëèíåéíî íå-
çàâèñèìè íà÷àëíè äàííè, íàïðèìåð x

(k−1)
k (0) = 1 çà âñÿêî k, à îñòàíàëèòå x

(m)
k (0) = 0.

Ðåøåíèÿòà íà ñúîòâåòíèòå n çàäà÷è íà Êîøè (2) ñ íóëåâà äÿñíà ÷àñò íè äàâàò ÔÑÐ
{x1, x2, . . . , xn}.

4. Íåõîìîãåííè óðàâíåíèÿ ñ ïðîìåíëèâè êîåôèöèåíòè. Äîêàçàíîòî äîòóê íè
äàâà âúçìîæíîñò äà îïðåäåëèì ñòðóêòóðàòà íà ðåøåíèÿòà íà óðàâíåíèåòî (1)

L(x) = f .

Íåêà x0 = x0(t) å ðåøåíèå íà (1) - òàêîâà ñúùåñòâóâà ñúãëàñíî ôîðìóëèðàíàòà òåî-
ðåìà çà ñúùåñòâóâàíå. Íåêà {x1, x2, . . . , xn} å ÔÑÐ çà õîìîãåííîòî óðàâíåíèå L(x) = 0.
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Òîãàâà ðåøåíèÿòà x íà íåõîìîãåííîòî óðàâíåíèå L(x) = f ñå çàäàâàò ñ ôîðìóëàòà

x(t) = x0(t) + C1 x1(t) + · · ·+ Cn xn(t)

çà ïðîèçâîëíè êîíñòàíòè C1, . . . , Cn.
Äåéñòâèòåëíî, x− x0 e ðåøåíèå íà õîìîãåííîòî óðàâíåíèå

L(x− x0) = L(x)− L(x0) = f(t)− f(t) = 0

è ñëåäîâàòåëíî ñå èçðàçÿâà ëèíåéíî ÷ðåç ôèêñèðàíàòà ÔÑÐ.

5. Óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè. Ðàçãëåæäàìå óðàâíåíèåòî

x(n) + a1 x(n−1) + . . . + an x = 0 ,(4)

êúäåòî ai ñà ðåàëíè êîíñòàíòè. Òúðñèì ðåàëíèòå ðåøåíèÿ : çà ðåàëíè t, ôóíêöèÿòà
x = x(t) âçèìà ðåàëíè ñòîéíîñòè.

Ñúãëàñíî òåîðåìàòà çà ñòðóêòóðàòà, ðåøåíèÿòà íà (4) îáðàçóâàò n-ìåðíî ëèíåéíî
ïðîñòðàíñòâî. Çà ðàçëèêà îò îáùèÿ ñëó÷àé, çà (4) âèíàãè ìîæåì ïîñî÷èì ôóíäàìåíòàëíà
ñèñòåìà îò ðåøåíèÿ {x1, . . . , xn}, êúäåòî xi ñà èçðàçåíè ÷ðåç åëåìåíòàðíè ôóíêöèè íà t,
à èìåííî åêñïîíåíòè, êîñèíóñè è ñèíóñè.

Çà íàìèðàíåòî íà ÔÑÐ ñå èçèñêâà ïúðâî äà ðåøèì àëãåáðè÷íîòî óðàâíåíèå

λn + a1 λn−1 + . . . + an−1 λ + an = 0 ,(5)

íàðè÷àíî õàðàêòåðèñòè÷íî óðàâíåíèå íà (4).
Íåêà λ1, . . . , λn ñà êîðåíèòå íà õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå. Ìåæäó òÿõ ìîæå äà

èìà êðàòíè; ìîæå äà èìà è êîìïëåêñíè êîðåíè. Èçâåñòåí ôàêò îò àëãåáðàòà å, ÷å àêî λ
å êîìïëåêñåí êîðåí ñ êðàòíîñò k, òî è êîìïëåêñíî ñïðåãíàòîòî ìó λ å êîðåí íà (5) ñúñ
ñúùàòà êðàòíîñò k.

×ðåç êîðåíèòå íà (5) ëåñíî ïîñòðîÿâàìå ôóíäàìåíòàëíà ñèñòåìà îò ðåøåíèÿ. Â çà-
âèñèìîñò îò èçáðîåíèòå ïî-ãîðå âàðèàíòè,

� íà ïðîñò ðåàëåí êîðåí λ ñúîòâåòñòâà ÷àñòíîòî ðåøåíèå eλt,
� íà s-êðàòåí ðåàëåí êîðåí λ ñúîòâåòñòâàò s ÷àñòíè ðåøåíèÿ

eλt, t eλt, . . . , ts−1 eλt,

� íà äâîéêà êîìïëåêñíî ñïðåãíàòè ïðîñòè êîðåíè λ = α+iβ è λ = α−iβ ñúîòâåòñòâàò
äâå ðåàëíè ðåøåíèÿ

eαt cos βt , eαt sin βt ,

� íà s-êðàòåí êîðåí λ = α + iβ è s-êðàòíèÿ êîðåí λ = α− iβ ñúîòâåòñòâàò 2s ðåàëíè
ðåøåíèÿ

eαt cos βt, teαt cos βt, t2eαt cos βt, . . . , ts−1eαt cos βt ,

eαt sin βt, teαt sin βt, t2eαt sin βt, . . . , ts−1eαt sin βt .

Ôóíäàìåíòàëíàòà ñèñòåìà îò ðåøåíèÿ {x1, x2, . . . , xn} ôîðìèðàìå îò èçïèñàíèòå ïî-
ãîðå ÷àñòíè ðåøåíèÿ. Îáùîòî ðåøåíèå (4) íà å

x = C1x1(t) + C2x2(t) + . . . + Cnxn(t) ,(6)

êúäåòî Ci ñà ïðîèçâîëíè ðåàëíè êîíñòàíòè.

Ðåäàêòèðàíî îò Àíãåë Æèâêîâ è Åìèë Õîðîçîâ
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