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1.Ïðèíöèï íà Íåîãðàíèœåíàòà Àáñòðàêöèß.

Ïàðàäîêñ íà Ðúñåë

1.1 Ïðèíöèï íà Íåîãðàíèœåíàòà Àáñòðàêöèß

Ïðèíöèï íà íåîãðàíèœåíàòà àáñòðàêöèß:Íàêà A(x) å ñâîéñòâî.Èìà
ìíîæåñòâî A òàêîâà ,œå íåãîâèòå åëåìåíòè à òîœíî îíåçè îáåêòè ,êîèòî èìàò
ñâîéñòâî A(x).

x∈A⇔A(x) èëè A⇌ {x|A(x)}.

1.2 Ïàðàäîêñ íà Ðúñåë

Íåêà äåôèíèðàìå ñâîéñòâîòî R(x) = (x � x) , êîåòî ñå íàðèœà íîðìàëíîñò íà
ìíîæåñòâàòà èëè ðåãóëßðíîñò íà Ðúñåë.

Îò ïðèíöèïà çà íåîãðàíèœåíàòà àáñòðàêöèß ñëåäâà ,œå èìàìå ìíîæåñòâî R

äåôèíèðàíî ïî ñëåäíèß íàœèí:R⇌ {x|R(x)}= {x|x � x}.
Íåêà âçåìåì x = R èìàìå ïðàâî íà òîâà ïîíåæå ðàçãëåæäàìå âñèœêè îáåêòè
áåç îãðàíèœåíèå(çàòîâà å ìåòîä íà íåîãðàíèœåíàòà àáñòðàêöèß).

Ïîëóœàâàìå R∈R ñëåäîâàðåëíî R(R) å èçïúëíåíî çíàœè èìàìå R � R.
Äà îò R � R ñëåäâà ,œå å èçïúëåíåíî R(R) , îò êîåòî ñëåäâà ,œå R∈R.

Ïîëóœàâàìå åäíîâðåìåííî R∈R è R � R(êîåòî å ïàðàäîêñà).
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2.Àêñèîìàòèêà íà Öåðìåëî-Ôðåíêåë

Àêñèîìà 0 (Àêñèîìà çà ñúùåñòâóâàíå): Èìà ïîíå åäíî ìíîæåñòâî.

∃x(x= x)

Àêñèîìà 1 (Àêñèîìà çà îáåìà): Àêî äâå ìíîæåñòâà èìàò åäíè è ñúùè
åëåìåíòè , òî òå ñà ðàâíè.

∀A∀B(∀z(z ∈A⇔ z ∈B)⇒A=B)

Ùå èçëîæèì ñëåäíèòå ëîãèœåñêè àêñèîìè:

1)x= x

2)x= y⇒ y=x

3)x= y ∧ y= z⇒ x= z

4)((x= x′) ∧ (x∈ y))⇒ (x′∈ y)
5)((x∈ y) ∧ (y= y ′))⇒ (x∈ y)

Ñëåäâà åäíà ïî ñïåöèàëíà àêñèîìà , êîßòî âñúùíîñò å àêñèîìíà ñõåìà
ñúäúðæàùà áåçáðîé ìíîãî àêñèîìè â ñåáå ñè:

Àêñèîìà 2 (Àêñèîìíà ñõåìà çà îòäåëßíåòî-îãðàíèœåíàòà àáñòðàêöèß):

Íåêà ϕ(x; u1, u2, � , un) = ϕ(x; ū ) , (ū = (u1, u2, � , un)) å òåîðèòèêî-ìíîæåñòâe
ío ñâîéñòâî.Íåêà A å ìíîæåñòâî.Òîãàâà ñúùåñòâóâà ìíîæåñòâîòî ñðåä œèèòî
åëåìåíòè ñà òîœíî îíåçè åëåìåíòè íà A çà êîèòî å èçïúëíåíî ϕ(x; ū ).

Ñëåä êàòî èçëîæèõìå äåôèíèöèßòà íà Àêñèîìà 2 å ðåäíî äà äîêàæåì
ñëåäíàòà:

Òåîðåìà (Òåîðåìà çà åäèíñòâåíîñò): Ïðè ôèêñèðàíè A, ϕ è ū èìà
åäèíñòâåíî ìíîæåñòâî B , òàêîâà œå: ∀z(zǫB⇔ (zǫA∧ ϕ(z; ū ))).

Äîêàçàòåëñòâî:

Ïî óñëîâèå èìàìå ôèêñèðàíè: ìíîæåñòâîòî A , òåîðèòèêî-ìíîæåñòâeíî
ñâîéñòâî ϕ(x;u)̄ è ôèêñèðàíè ïðîìåíëèâè ū = (u1, u2,� , un).

Íåêà B1 è B2 ñà ìíîæåñòâà , çà êîèòî å èçïúëíåíî ñëåäíîòî:

(1) ∀z(z ∈B1⇔ (z ∈A∧ ϕ(z; ū )))

(2) ∀z(z ∈B2⇔ (z ∈A∧ ϕ(z; ū )))
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Îò Àêñèîìà1 èìàìå: ∀z((z ∈B1⇔ z ∈B2)⇒B1 =B2).

Íåêà âçåìåì ïðîèçâîëíî ìíîæåñòâî z , ùå äîêàæåì œå: z ∈B1⇔ z ∈B2.

Íåêà z1 ∈ B1 è îò (1) èìàìå z ∈ A ∧ ϕ(z; ū ) , à îò (2) èìàìå z ∈ B2.Îò òóê
ñëåäâà ,œå : z ∈ B1 ⇔ z ∈ B2 , íî z áåøå èçáðàíî ïðîèçâîëíî îò êúäåòî
ñëåäâà ,œå:

∀z(z ∈B1⇔ z ∈B2) è êàòî ïðèëîæèì Àêñèîìà1 , ñëåäâà œå: B1 =B2.

Ùå èçëîæèì åäèí ïðèìåð çà äåôèíèðàíå íà òåîðèòèêî-ìíîæåñòâåíî
ñâîéñòâî:

Íåêà äåôèíèðàìå ϕ(x, y)= ∀z(z ∈x⇒ z ∈ y).

Ñ Pϕ(x,y) áåëåæèì ñâîéñòâîòî , êîåòî ñå îïðåäåëß îò ôîðìóëàòà ϕ.

Ìîæå äà ñå âúâåæäà ñúêðàòåí çàïèñ íà äàäåíî ñâîéñòâî îïðåäåëåíî îò
äàäåíà ôîðìóëà ϕ.

Ïðèìåð ïðè ãîðíàòà ôîðìóëà ϕ(x, y) = ∀z(z ∈ x ⇒ z ∈ y) îáùîïðèåòî å â
ìàòåìàòèêàòà Pϕ(x,y) äà ñå áåëåæè ñ ⊆ .

Ùå ðàçãëåäàìå ñëåäíîòî âàæíî çà Òåîðèß íà Ìíîæåñòâàòà:

Òâúðäåíèå(çà ñúùåñòâóâàíå è åäèíñòâåíîñò íà ïðîçíîòî ìíîæåñòâî):
Ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíî ìíîæåñòâî, êîåòî íå ñúäúðæà íèòî åäèí åëåìåíò.

∃!A∀x(x � A)

Äîêàçàòåëñòâî:

(Ñúùåñòâóâàíå)

Ñúãëàñíî Àêñèîìà0 èìà ïîíå åäíî ìíîæåñòâî.Íåêà âçåìåì åäíî òàêîâà
ìíîæåñòâî B. Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíîòî ñâîéñòâî ϕ(x)= (x� x).
Ñúãëàñíî Òåîðåìàòà çà åäèíñòâåíîñò íà Àêñèîìà2 , ñëåäâà œå èìà åäèíñòâåíî
ìíîæåñòâî A , çà êîåòî å èçïúëíåíî ∀z(z ∈ A⇔ (z ∈ B ∧ ϕ(x)))≡ ∀z(z ∈ A⇔
(z ∈B ∧x� x)).Ñëåäîâàòåëíî èìàìå ñëåäíàòà äåôèíèöèß çà ìíîæåñòâîòî A:

A= {x|x∈B ∧x� x}.
Ùå äîêàæåì ,œå ∀x(x � A).

Äà äîïóñíåì ïðîòèâíîòî , êàòî ïðåäïîëîæèì ,œå èìà íßêàêâî ïðîèçâîëíî
èçáðàíî ìíîæåñòâî x , çà êîåòî å èçïúëíåíî x ∈ A.Îò äåôèíèöèßòà íà
ìíîæåñòâîòî A èìàìå ,œå àêî x ∈ A ñëåäâà x ∈ B ∧ x � x.Ñúãëàñíî
Ëîãèœåñêàòà àêñèîìà 1(x= x) ïîëóœàâàìå ïðîòèâîðåœèå , îò êîåòî ñëåäœà œå
∀x(x � A).
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(Åäèíñòâåíîñò)

Ùå äîêàæåì ñëåäíîòî òâúðäåíèå ñ êîåòî ùå ïîêàæåì ,œå ïðàçíîòî
ìíîæåñòâî å åäèíñòâåíî:

∀A1∀A2((∀x(x � A1)∧∀x(x � A2))⇒A1 =A2)

Íåêà âçåìåì äâå ïðîèçâîëíè ìíîæåñòâà A1 è A2 , çà êîèòî å èçïúëíåíî:

1) ∀x(x � A1)

2) ∀x(x � A2)

Îò Àêñèîìà1 èìàìå ,œå àêî ∀z((z ∈ A1 ⇔ z ∈ A2) ⇒ A1 = A2).Íåêà èçáåðåì
ïðîèçâîëíî ìíîæåñòâî z.Ùå äîêàæåì ,œå òâúðäåíèåòî z ∈ A1 ⇔ z ∈ A2 å
ðàâíîñèëíî íà z � A1⇔ z � A2.

(i) Íåêà z � A1 îò 1) ñëåäâà , œå z � A2.Ñëåäîâàòåëíî z � A1⇒ z � A2.

(ii) Íåêà z � A2 îò 2) ñëåäâà , œå z � A1.Ñëåäîâàòåëíî z � A2⇒ z � A1.

Îò (i) è (ii) ñëåäâà ,œå z � A1⇔ z � A2 êîåòî å ðàâíîñèëíî íà z ∈A1⇔ z ∈A2.

Ìíîæåñòâîòî z áåøå èçáðàíî ïðîèçâîëíî ,ñëåäîâàòåëíî å èçïúëíåíî:

∀z(z ∈A1⇔ z ∈A2) è îò Àêñèîìà1 ñëåäâà ,œå: A1 =A2.

Ñëåäîâàòåëíî ∃!A∀x(x � A) è îáèêíîâåííî áåëåæèì A= ∅.

Àêñèîìà 3 (Àêñèîìà çà œèôòà):Çà âñåêè äâå ìíîæåñòâà a è b ñúùåñòâóâà
ìíîæåñòâî A èçìåæäó œèèòî åëåìåíòè ñà a è b.

∀a∀b∃A(a∈A∧ b∈B)

Òåîðåìà (Òåîðåìà çà ñúùåñòâóâàíå è åäèíñòâåíîñò íà œèôò):Ñúùåñòâóâà
åäèíñòâåíî ìíîæåñòâî A òàêîâà , œå: ∀x(x∈A⇔x= a∨x= b).

Äîêàçàòåëñòâî:

(Ñúùåñòâúâàíå)

Îò Àêñèîìà 3 ñëåäâà ,œå ñúùåñòâóâà ìíîæåñòâî B çà êîåòî a∈B ∧ b∈B.

Íåêà ϕ(z, a, b) = ((z = a) ∨ (z = b)).Îò Àêñèîìà2 è Òåîðåìàòà çà åäèíñòâåíîñò
ñëåäâà ,œå ñúùåñòâóâà ìíîæåñòâî C = {u|u∈B ∧ ϕ(u, a, b)}.Ùå äîêàæåì ,œå:

∀x(x∈C⇔x= a∨x= b).

Íåêà x å ïðîèçâîëíî ìíîæåñòâî.

1.Íåêà x ∈ C îò äåôèíèöèßòà íà C ñëåäâà ,œå x ∈B ∧ ϕ(x, a, b)≡ x ∈B ∧ (x=
a∨x= b) ñëåäîâàòåëíî èìàìå: x∈C⇒ (x= a∨x= b).
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2.Íåêà ϕ(x, a, b) = (x= a∨x= b).

2.1)Íåêà x= a ïîíåæå a∈B ñëåäâà ,œå x∈B ∧ ϕ(x, a, b) îò êúäåòî ñëåäâà:

(x= a⇒x∈C).

2.2)Íåêà x= b ïîíåæå b∈B ñëåäâà ,œå x∈B ∧ ϕ(x, a, b) îò êúäåòî ñëåäâà:

(x= b⇒x∈C).
{

2.1

2.2
⇒ (x∈C⇔ x= a∨x= b).

Îò
{

1.

2.
è ïðîèçâîëíîñòòà íà èçáîðà íà x ñëåäâà ∀x(x∈C⇔x= a∨x= b).

Îò êúäåòî ñëåäâà ,œå C = {a, b} , êîåòî íàðèœàìå œèôò.Êîãàòà a = b C = {a}
íàðèœàìå ñèíãëåòîí íà a.

Ïðèìåð çà çàïèñ íà ñèíãëåòîí â Òåîðèß íà Ìíîæåñòâàòà:

∃a(x= {a})≡∃a∃A(∀z(z ∈A⇔ z= a)∧x=A)≡∃a∀z(z ∈A⇔ z= a).

∅, {∅}, {{∅}}, {{{∅}}},�
Òâúðäåíèå: ∅� {∅}.
Äîêàçàòåëñòâî:

Îò Àêñèîìà1 èìàìå ,œå ∀z((z ∈A⇔ z ∈B)⇒A=B).

Â íàøà ñëóœàé A= ∅, B = {∅}.Âèæäàìå ,œå ∅∈ {∅} îò òóê ñëåäâà ,œå ∅∈∅ ,
êîåòî íå å âßðíî îò êúäåòî ñëåäâà ,œå: ∅� {∅}.
Ùå ïîêàæåì íàœèíà ïî ,êîéòî Öåðìåëî å âúâåë åñòåñòâåíèòå œèñëà ñ ïîìîùà
ñàìî íà ñèíãëåòîí íà äàäåíî ìíîæåñòâî.

Ïðèåìàìå ,œå 0 = ∅ çà 1 = {0}= {∅}, 2 = {1}= {{∅}}, 3 = {2}= {{{∅}}},� , n=
{n− 1}= {{� {∅}� },� .

Èìà è äðóã íàœèí çà ïðåäñòàâßíå íà åñòåñòâåíè œèñëà ,êîéòî å áèë
ïðåäëîæåí îò Ôîí Íîéìàí.

0 = ∅, 1 = {0} = {∅}, 2 = {0, 1} = {∅, {∅}}, � ïîíàòàòúê íåìîæåì äà
ïðîäúëæèì ïîíåæå ñìå âúâåëè ìíîæåñòâî êîåòî å œèôò ,çàòîâà ùå áúäå
èçëîæåíà ñëåäíàòà:
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Àêñèîìà 4 (Àêñèîìà çà îáåäèíåíèåòî):Çà âñßêî ìíîæåñòâî A ñúùåñòâóâà
ìíîæåñòâî B ,òàêîâà œå âñèœêè åëåìåíòè íà åëåìåíòèòå íà A ñà åëåìåíòè íà
B.

∀A∃B(∀x∀y(x∈ y ∧ y ∈A⇒ x∈B)).

Êàêòî ñå âèæäà è îò ïðåäíèòå àêñèîìè , çà âñßêà àêñèîìà œðåç êîßòî ñå
îáðàçóâà íîâî ìíîæåñòâî äîêàçàõìå íåãîâàòà åäèíñòâåíîñò è çà òàçè àêñèîìà
òðàäèöèßòà íßìà äà áúäå ðàçâàëåíà.

Òåîðåìà(Òåîðåìà çà åäèíñòâåíîñò):Çà âñßêî ìíîæåñòâî A ñúùåñòâóâà
åäèíñòâåíî ìíîæåñòâî B òàêîâà ,œå âñèœêè åëåìåíòè íà åëåìåíòèòå íà A ñà
åëåìåíòè íà B.

∀A∃!B(∀x(x∈B⇔∃y(x∈ y∧ y ∈A))).

Äîêàçàòåëñòâî:

Ìíîæåñòâîòî A å ôèêñèðàíî è öåëòà íè å äà äîêàæåì ,œå ïðè íåãî ñå
ïîëóœàâà åäèíñòâåíî ìíîæåñòâî B ñ ãîðåñïîìåíàòèòå ñâîéñòâà.

Íåêà äåôèíèðàìå ìíîæåñòâîòî B:B⇌ {x|∃y(x∈ y ∧ y ∈A}.
Íåêà äîïóñíåì ,œå çà ìíîæåñòâàòà B1 è B2 ,êîèòî ñà ïðîèçâîëíî èçáðàíè å
èçïúëíåíî:

(i)B1 = {x|∃y(x∈ y∧ y ∈A)}.
(ii)B2 = {x|∃y(x∈ y ∧ y ∈A)}.
Ùå ïîêàæåì ,œå B1 =B2.

1)Íåêà x å ïðîèçâîëíî ìíîæåñòâî , çà êîåòî èìàìå x∈B1.Îò (i) ñëåäâà ,œå

∃y(x ∈ y ∧ y ∈ A), íåêà y0 å åäíî òàêîâà çíàœè: x ∈ y0 ∧ y0 ∈ A äà íî îò (ii)
ñëåäâà ,œå x∈B2 ñëåäîâàòåëíî : x∈B1⇒x∈B2.

2)Â îáðàòíàòà ïîñîêà å àíàëîãèœíî.

Îò
{

1)
2)
⇒B1 =B2 .Ñ êîåòî òâúðäåíèåòî å äîêàçàíî.

Ìíîâåñòâîòî B îçíàœàâàìå ñ ∪A.
Âåœå ìîæå äà äåôèíèðàìå åñòåñòâåíî œèñëî 3 ñïîðåä äåôèíèöèßòà íà Ôîí
Íîéìàí.Íåêà A = {{0}, {1, 2}} òîãàâà ñïîðåä Àêñèîìà4 è Òåîðåìàòà çà
åäèíñòâåíîñò ñëåäâà ,œå ñúùåñòâóâà ìíîæåñòâî B = ∪A= ∪ {{0}, {1, 2}}= {0,
1, 2}= {∅, {∅}, {∅, {∅}}}= 3.
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Íåêà äà ðàçãëåäàìå ñëåäíàòà çàäàœà: Äà ñå äîêàæå ,œå ïðàçíîòî

ìíîæåñòâî å ïîäìíîæåñòâî íà âñßêî ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëñòâî:

Òðßáâà äà ïîêàæåì ,œå ∀z(∅ ⊆ z) êîåòî å åêâèâàëåíòíî íà ∀z(∀x(x ∈ ∅⇒ x ∈
z)).

Äà äîïóñíåì ïðîòèâíîòî , œå ∃x(x∈∅⇒ x � z).È íåêà ðàçãëåäàìå åäíî òàêîâà
x0 ∈ ∅ ∧ x0 � z.Äà íî èìàìå ,œå x0 ∈ ∅ íî òîâà å ïðîòèâîðåœèå ñ äåôèíèöèßòà
íà ïðàçíîòî ìíîæåñòâî.Îò òóêà ñëåäâà ,œå íå ñúñùåñòâóâà x , êîåòî äà
ïðåäíàäëåæè íà ∅ à äà íå ïðåäíàäëåæè íà z.Ñëåäîâàòåëíî ∀z(∅⊆ z) å âßðíî.

Ùå ðàçãëåäàìå ñëåäíàòà äåôèíèöèß íà îáåäèíåíèå íà äâå ìíîæåñòâà.

Äåôèíèöèß:A∪B⇌∪{A,B}.
Èçðàçà îò äåôèíèöèßòà å åêâèâàëåíòåí íà ñëåäíèß:

∀x(x∈∪{A,B}⇔x∈A∨x∈B).

Ñâîéñòâà íà îáåäèíåíèåòî:

1)∅∪A=A

2)A∪A=A (èäåìïîòåíòíîñò íà îáåäèíåíèåòî)

3)A∪B=B ∪A (êîìóòàòèâíîñò íà îáåäèíåíèåòî)

4)A∪ (B ∪C)= (A∪B)∪C (àñîöèàòèâíîñò íà îáåäèíåíèåòî)

5)((A⊆A1)∧ (B ⊆B1)⇒ (A∪B)⊆ (A1∪B1)) (ìîíîòîííîñò íà îáåäèíåíèåòî ïî
îòíîøåíèå íà âêëþœâàíå).

6)∀x(x∈A⇒∃y(y ∈B ∧x⊆ y))⇒ (∪A⊆∪B)

Ùå äîêàæåì ñâîéñòâî 6:

Âèæäà ñå ,œå (∪A⊆∪B)≡∀x(∃y(y ∈A∧x∈ y)⇒∃z(z ∈B ∧x∈ z)).
Íåêà ñè èçáåðåì ïðîèçâîëíî ìíîæåñòâî x.Íåêà ∃y(y ∈ A ∧ x ∈ y).Ùå
äîêàæåì ,œå ∃z(z ∈ B ∧ x ∈ z).Íåêà ôèêñèðàìå åäíî y0: y0 ∈ A ∧ x ∈ y0 îò
ëßâàòà œàñò íà ñâîéñòâî 6 ñëåäâà ,œå ùîì èìà y0 ∈A⇒∃t(t ∈ B ∧ y0⊆ t).Íåêà
ñè ôèêñèðàìå åäíî t0: ((t0 ∈ B) ∧ (y0 ⊆ t0)).Îò (x ∈ y0) ∧ (y0 ⊆ t0) ñëåäâà x ∈
t0.Ñëåäîâàòåëíî èìàìå çà t0: t0 ∈B ∧ x ∈ t0 îò êúäåòî ñëåäâà ,œå ∃z(z ∈B ∧ x ∈
z) â ñëóœàß z = t0.Ñëåäîâàòåëíî ∀x(∃y(y ∈ A ∧ x ∈ y) ⇒ ∃z(z ∈ B ∧ x ∈ z)) å
âßðíî çíàœè è ∪A⊆∪B å âßðíî.

Çàäàœà: Äà ñå äîêàæàò ñâîéñòâàòà îò 1 äî 5.

Äåôèíèöèß(ñåœåíèå):A∩B⇌∩{A,B}≡∀x(x∈A∩B⇔x∈A∧x∈B).
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Œðåç Àêñèîìà2 ìîæå äà äåôèíèðàìå ìíîæåñòâîòî C =∩{A,B}.

∀x(x∈C⇔x∈A∧ ϕ(x,B)) êúäåòî ϕ(x,B)= (x∈B).

Äåôèíèöèß(ðàçëèêà):A\B⇌∀x(x∈A\B⇔x∈A∧x � B).

Íåêà äà äåôèíèðàìå ñëåäíîòî ìíîæåñòâî: ∩∅ ⇌ ∅.

Ùå ðàçãëåäàìå ñëåäíîòî:

Òâúðäåíèå:Íå ñúùåñòâóâà ìíîæåñòâî íà âñèœêè ìíîæåñòâà.

¬∃B(∀x(x∈B))

Äîêàçàòåëñòâî:

Â òîâà äîêàçàòåëñòâî ùå ñâåäåì íåùàòà äî êîíñòðóêöèß ïîâòàðßùà
Ðúñåëîâèß ïàðàäîêñ.

Äà äîïóñíåì ,œå ∃B(∀x(x ∈ B)).Íåêà ðàçãëåäàìå åäíî êîíêðåòíî ìíîæåñòâî
B0 çà êîåòî å èçïúëíåíî ∀x(x∈B0).

R= {x|x∈B0∧x � x}.
Êàêòî çíàåì ñâîéñòâîòî ϕ(x) = (x � x) å âßðíî çà âñßêî ìíîæåñòâî, ïîíåæå
åäíî ìíîæåñòâî íåìîæå äà ïðåíàäëåæè íà ñåáå ñè.

Ñëóœàè 1:R ∈ R òîâà å òàêà ïîíåæå B0 ñúäúðæà âñèœêè ìíîæåñòâà
âêëþœèòåëíî è R à ñúùî å èçïúëíåíî è óñëîâèåòî R � R , êîåòî âîäè äî
ïðîòèâîðåœèå ñ R∈R.

Ñëóœàé 2:R � R âñßêî ìíîæåñòâî íåìîæå äà ïðåíàäëåæè íà ñåáå ñè è R ∈
B0 , íî îò òóê ñëåäâà ,œå R∈R êîåòî å â ïðîòèâîðåœèå ñ R � R.
Ñëåäîâàòåëíî äîïóñêàíåòî å ãðåøíî è íå ñúùåñòâóâà ìíîæåñòâî íà âñèœêè
ìíîæåñòâà.

Àêñèîìà 5 (Àêñèîìà çà ñïåòåííîòî ìíîæåñòâî):Çà âñßêî ìíîæåñòâî A

ñúùåñòâóâà ìíîæåñòâî B ñðåä œèèòî åëåìåíòè ñà âñèœêè ïîäìíîæåñòâà íà A.

∀A∃B(∀x(x⊆A⇒ x∈B))

Òåîðåìà(Òåîðåìà çà åäèíñòâåííîñò íà ñòåïåííîòî ìíîæåñòâî):

∀A∃!B(∀x(x∈B⇔ x⊆A)).

9



Äîêàçàòåëñòâîòî å aíàëîãèœíî íà äîêàçàòåëñòâàòà íà ïðåäíèòå òåîðåìè çà
åäèíñòâåíîñò.

Ùå áåëåæèì ñòåïåííîòî ìíîæåñòâî ïî ñëåäíèß íàœèí: P(A)⇌ {x|x⊆A}.

Ñâîéñòâà íà ñòåïåííîòî ìíîæåñòâî:

1)Ïîíåæå A å ìíîæåñòâî ñëåäâà ,œå ∅⊆A îò êúäåòî ñëåäâà ∅∈P(A).

2)Ñúùî èìàìå ,œå ∀A(A⊆A) ñëåäîâàòåëíî A∈P(A).

3)(A⊆B)⇒ (P(A)⊆P(B))

4)∀A(∩P(A)= ∅)

5)∀A(∪P(A)=A)

Çàäàœà: Äà ñå äîêàæàò ãîðíèòå ñâîéñòâà.

Äåôèíèöèß:Êàçâàìå ,œå z å òðàíçèòèâíî ìíîæåñòâî , àêî z ⊆P(z).

Àíàëîãèœíè äåôèíèöèè ñà:

∀y(y ∈ z⇒ y ⊆ z)≡∀y(y ∈ z⇒∀x(x∈ y⇒x∈ z))

∀x∀y(x∈ y ∧ y ∈ z⇒x∈ z)

Âòîðàòà àíàëîãèœíà ôîðìà íà äåôèíèöèßòà ïîêàçâà íàé-ßâíî îò êúäå
ïðîèçëèçà òåðìèíà “òðàíçèòèâíî ìíîæåñòâî”.

Áåëåæèì òðàíçèòèâíèòå ìíîæåñòâà ïî ñëåäíèß íàœèí: Trans(x): ∀z(z ∈ x ⇒
z ⊆x).
Ñâîéñòâà íà òðàíçèòèâíèòå ìíîæåñòâà:

1)Trans(x)⇒Trans(∪x)

Äîêàçàòåëñòâî:

Íåêà x å òðàíçèòèâíî ìíîæåñòâî è y ∈ ∪ x å ïðîèçâîëíî èçáðàíî,
ñëåäîâàòåëíî ∃z(y ∈ z ∧ z ∈ x).Çíàœè z ∈ x è Trans(x) ñëåäâà ,œå z ⊆ x.Ïîíåæå
y ∈ z è Trans(x) ñëåäâà ,œå y ∈ x.Òîãàâà ïðè îáåäèíåíèå íà åëåìíåòèòå îò
x ,ìíîæåñòâîòî y ùå ñòàíå ïîäìíîæåñòâî ñëåäîâàòåëíî y ⊆ ∪ x , ñ êîåòî
äîêàçàõìå ,œå çà ïðîèçâîëíî (y ∈∪x⇒ y ⊆∪x)⇒Trans(∪x).

2)Trans(x)⇒Trans(∩x)

Äîêàçàòåëñòâî:

Ñëóœàé1: x= ∅ , âèæäà ñå œå ñâîéñòâîòî å èçïúëíåíî.
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Ñëóœàé2: x� ∅ è Trans(x).

Íåêà èçáåðåì ïðîèçâîëíî y ∈∩x↔∀z(z ∈x∧ y ∈ z).Îò z ∈x∧Trans(x)→ z ⊆x
Îò y ∈ z ∧ z ⊆x→∀z(z ∈x∧ y ∈ z ∧ y ∈x)→ y ⊆∩x→ (Trans(x)⇒Trans(∩x)).

3)(∀y(y ∈x⇒Trans(y))⇒Trans(∩x).
Äîêàçàòåëñòâî:

Ñëóœàé 1:x= ∅→Trans(∩x).
Ñëóœàé 2:x� ∅

Íåêà y0 ∈ x⇒ Trans(y0) è z ∈ ∩ x → ∀y(y ∈ x ∧ z ∈ y) ñëåäîâàòåëíî z ∈ y0 ∧
Trans(y0)→ z ⊆ y0 èìàìå ñúùî z ∈∩x ∧ (∀y(y ∈x∧ z ⊆ y))→ z ⊆∩x.

Äåôèíèöèß:S(x) ⇌x∪{x}.

Òâúðäåíèå: Àêî x å òðàíçèòèâíî ìíîæåñòâî òî S(x) ñúùî å òðàíçèòèâíî
ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëñòâî:

Ùå ðàçãëåäàìå äâà ñëóœàß ,ïðè êîèòî y ∈S(x)

1) y ∈x∧Trans(x)→ y ⊆x ñëåäîâàòåëíî y ⊆x∪{x}=S(x).

2) y ∈{x} ñëåäîâàòåëíî (y= x)∧ (x⊆{x}⊆ (x∪{x}=S(x))→ y ⊆S(x)

Îò
{

1)
2)
→ (Trans(x)⇒Trans(S(x))) .

3.Íàðåäåíà äâîéêà.Ðåëàöèè

3.1 Íàðåäåíà äâîéêà

Äåôèíèöèß:Íàðåäåíà äâîéêà (x, y) íàðèœàìå ìíîæåñòâîòî {{x, ∅}, {y,
{∅}}}.

Äåôèíèöèß(Äåôèíèöèß íà Êóðàòîâñêè):Íàðåäåíà äâîéêà (x, y) íàðèœàìå
ìíîæåñòâîòî {{x}, {x, y}}.
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Óñëîâèåòî äâå íàðåäåíè äâîéêè (x, y) è (x′, y ′) äà ñà ðàâíè å:

(x, y) = (x′, y ′)⇔ ((x=x′)∧ (y= y ′)).

Òâúðäåíèå:Äåôèíèöèßòà íà Êóðàòîâñêè óäîâëåòâîðßâà óñëîâèåòî (x, y) =
(x′, y ′)⇔ ((x=x′)∧ (y= y ′)).

Äîêàçàòåëñòâî:

(⇐ )Íåêà x= x′ ∧ y= y ′.Òðßáâà äà äîêàæåì ,œå {{x}, {x, y}}= {{x′}, {x′, y ′}}.
Îò x= x′ → {x}= {x′} è {x, y}= {x′, y} è y= y ′ ñëåäâà {x′, y}= {x′, y ′}→{x,
y}= {x′, y ′} ñëåäîâàòåëíî {{x}, {x, y}}= {{x′}, {x′, y ′}} ñëåäîâàòåëíî (x, y) =
(x′, y ′).

(⇒ )Íåêà (x, y)= (x′, y ′).Òðßáâà äà äîêàæåì ,œå x=x′∧ y= y ′.

Îò (x, y) = (x′, y ′)→ {{x}, {x, y}}= {{x′}, {x′, y ′}}.
Èìàìå ,œå {x}∈ {{x}, {x, y}}=(x, y)→{x}∈ {{x′}, {x′, y ′}}.
Ðàçãëåæäàìå ñëåäíèòå ñëóœàè:

1){x}= {x′} →x= x′ →{x, y}= {x′, y} →{{x}, {x, y}}= {{x′}, {x′, y}} è îò

{{x}, {x, y}} = {{x′}, {x′, y ′}} → {{x′}, {x′, y}} = {{x′}, {x′, y ′}} → y = y ′

ñëåäîâàòåëíî x=x′∧ y= y ′.

2){x}= {x′, y ′}.Îò x′∈{x′, y ′}∧ {x}= {x′, y ′}→ x′∈{x}→x′ =x→{x}= {x′}.
Îò y ′ ∈ {x′, y ′} ∧ {x} = {x′, y ′}→ y ′ ∈ {x}→ y ′ = x→{{x}, {x, y}}= {{x′}, {x′,
y ′}} →x= x′∧ y= y ′.

Íåêà ðàçãëåäàìå ñëåäíèòå èçðàçè:

1)∪ (x, y)=∪{{x}, {x, y}}= {x}∪ {x, y}= {x, y}
2)∪∪ (x, y)=∪{x, y}= x∪ y
3)(x, y)∈P(P({x, y}))
Äîêàçàòåëñòâî íà 3):

Îò äåôèíèöèßòà íà Êóðàòîâñêè èìàìå ,œå (x, y) = {{x}, {x, y}}.
(x ∈ {x, y}) ∧ (y ∈ {x, y}) ∧ ({x} ∈ P({x, y})) ∧ ({x, y} ∈ P({x, y}))→{{x}, {x,
y}}∈P(P({x, y})).
3) ìîæå äà ñå äîêàæå è œðåç äèðåêòíî ðàçïèñâàíå íà P(P({x, y})).
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Ïðèåòî å íàðåäåíà äâîéêà äà ñå îçíàœàâà ñ OrdPr(u).Ñëåäíèòå äåôèíèöèè ñà
åêâèâàëåíòíè ñ äåôèíèöèß íà Êóðàòîâñêè.

OrdPr(u) ⇌∃x∃y(u=(x, y)) ≡OrdPr(u) ⇌∃x∃y(u= {{x}, {x, y}}).

Äåôèíèöèß(Äåôèíèöèß íà äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíè):

A×B= {u|u∈P(P(A∪B))∧∃x∃y(u= (x, y)∧x∈A∧ y ∈B)}

Êàêòî ñå âèæäà äåôèíèöèßòà íà äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíè å íàïðàâåíî ñ
ïîìîùà íà Àêñèîìà2 êúäåòî ñâîéñòâîòî å ϕ(u, A, B) = (∃x∃y(u = (x, y) ∧ x ∈
A∧ y ∈B)).

Ñâîéñòâà íà äåêàðòîâîòî ïðîèçâåäåíè:

1)A× (B ∪C)= (A×B)∪ (A×C)

2)A× (B ∩C)= (A×B)∩ (A×C)

3)A× (B\C)= (A×B)\(A×C)

Çàäàœà: Äà ñå äîêàæàò ãîðíèòå ñâîéñòâà.

3.2 Ðåëàöèè

Äåôèíèöèß:Êàçâàìå ,œå åäíî ìíîæåñòâî å áèíàðíà ðåëàöèß àêî âñåêè íåãîâ
åëåìåíò å íàðåäåíà äâîéêà.

Rel(A) ⇌∀x(x∈A⇒OrdPr(x))

Äåôèíèöèß:Íåêà Rel(A).Äåôèíèöèîííàòà îáëàñò íà A íàðèœàìå
ìíîæåñòâîòî îò åëåìåíòè x , òàêèâà œå çà íßêîè y , (x, y)∈A.
Dom(A)⇌ {x|∃y((x, y)∈A)}= {x|x∈∪∪A∧∃y((x, y)∈A)}

Äåôèíèöèß:Íåêà Rel(A).Îáëàñò îò ñòîéíîñòè íà A íàðèœàìå ìíîæåñòâîòî
îò åëåìåíòè y , òàêèâà œå çà íßêîè x , (x, y)∈A.
Rng(A)⇌ {y |∃x((x, y)∈A)}= {y |y ∈∪∪A∧∃x((x, y)∈A)}

Íåêà A å áèíàðíà ðåëàöèß.Òîãàâà A⊆Dom(A)×Rng(A).
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Äåôèíèöèß:Ìíîæåñòâîòî Dom(A) ∪ Rng(A) ñå íàðèœà ïîëå(íå â àëãåáðèœåí
ñìèñúë) íà ðåëàöèßòà A.

Òâúðäåíèå:Àêî A1 è A2 ñà áèíàðíè ðåëàöèè òî A1 ∪ A2 , A1 ∩ A2 è A1\A2 ñà
ñúùî áèíàðíè ðåëàöèè.

Äåôèíèöèß:Íåêà C å ìíîæåñòâî.Ðåëàöèßòà A = C × C íàðèœàìå
óíèâåðñàëíà èëè ïúëíà áèíàðíà ðåëàöèß íà ìíîæåñòâîòî C.

Äåôèíèöèß:Íåêà C å ìíîæåñòâî.Èäåìïîòåíò idC íà ìíîæåñòâîòî C

íàðèœàìå ñëåäíàðà ðåëàöèß idC = {y |∃x(x∈C ∧ y=(x, x))}.

Äåôèíèöèß:Íåêà Rel(A).Îáðúùàíå íà ðåëàöèßòà A íàðèœàìå ñëåäíàòà
ðåëàöèß A−1 = {(x, y)|(y, x)∈A}.

Ñâîéñòâà íà îáðúùàíåòî íà ðåëàöèß:

1)(A−1)−1 =A

2)(A1∪A2)
−1 =A1

−1∪A2
−1

3)(A1∩A2)
−1 =A1

−1∩A2
−1

4)(A1\A2)
−1 =A1

−1\A2
−1

Çàäàœà: Äà ñå äîêàæàò ãîðíèòå ñâîéñòâà.

Äåôèíèöèß:Íåêà A è B ñà áèíàðíè ðåëàöèè.Òîãàâà äåôèíèðàìå îïåðàöèßòà

◦ íàðåœåíà êîìïîçèöèß ïî ñëåäíèß íàœèí:

A◦B⇌ {(x, y)|∃z((x, z)∈A∧ (z, y)∈B)}

Çàäàœà: Äà ñå äîêàæàò ñëåäíèòå ñâîéñòâà íà îïåðàöèßòà ◦ :

1)A1 ◦A2� A2 ◦A1 ( ◦ íå å êîìóòàòèâíà)

2)A1 ◦ (A2 ◦A3)= (A1 ◦A2) ◦A3 (àñîöèàòèâíîñò íà ◦ )

3)Âßðíî ëè å:A◦ (B1∪B2)= (A◦B1)∪ (A ◦B2) ?

4)Âßðíî ëè å:A◦ (B1∩B2)= (A◦B1)∩ (A ◦B2) ?
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5)Âßðíî ëè å:A◦ (B1\B2) = (A ◦B1)\(A◦B2) ?

6)Âßðíî ëè å:(B1\B2) ◦A= (B1 ◦A)\(B2 ◦A) ?

4.Ôóíêöèè.Ëåìà íà Òàðñêè çà íåïîäâèæíàòà òîœêà

4.1 Ôóíêöèè

Äåôèíèöèß:Íåêà A å áèíàðíà ðåëàöèß.Êàçâàìå ,œå A å ôóíêöèß ,àêî
óäîâëåòâîðßâà ñëåäíîòî óñëâîâèå:

∀x∀y∀y ′((x, y)∈A∧ (x, y ′)∈A⇒ y= y ′)

Êîãàòî A å ôóíêöèß áåëåæèì òîâà ñ Func(A).

Àêî Dom(A) = B è Rng(A) ⊆ C òî êàçâàìå ,œå A å ôóíêöèß îò B êúì
C.Áåëåæèì ñ A:B→C.

Äåôèíèöèß:Àêî A å ôóíêöèß è Dom(A) ⊆ B è Rng(A) ⊆ C.Òîãàâà
ôóíêöèßòà A íàðèœàìå œàñòèœíà ôóíêöèß îò B êúì C.

Äåôèíèöèß:Íåêà A: B → C å ôóíêöèß è Rng(A) = C êàçâàìå ,œå A å
ñþðåêòèâíà.

Äåôèíèöèß:Íåêà A: B→ C å ôóíêöèß.Êàçâàìå ,œå A å èíåêòèâíà ôóíêöèß
àêî å èçïúëíåíî ñëåäíîòî óñëîâèå:

((x� x′)∧ (x, y)∈A)⇒ ((x′, y) � A)

Åêâèâàëåíòíî íà ïîñëåäíîòî óñëîâèå å ñëåäíîòî:

∀x∀x′∀y((x, y)∈A∧ (x′, y)∈A⇒ x=x′).
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Äåôèíèöèß:Âñßêà ôóíêöèß , êîßòî å åäíîâðåìåííî èíåêöèß è ñþðåêöèß ñå
íàðèœà áèåêöèß.

Äåôèíèöèß:Íåêà A:B→C å ôóíêöèß è B1⊆B.Ìíîæåñòâîòî

A[B1] = {y |(∃x∈B1)(A(x) = y)} íàðèœàìå îáðàç íà ìíîæåñòâîòî B1 ïðè A.

Äåôèíèöèß:Ðåñòðèêöèß íà ôóíêöèßòà A: B → C äî ìíîæåñòâîòî B1 ⊆ B

íàðèœàìå ôóíêöèßòà P =A ↾B1 =A∩ (B1×Rng(A)).

Àêî f : A → B å ôóíêöèß è A1 ⊆ A òî îáðàçà íà A1 ïðè f ìîæå äà ñå
äåôèíèðà è ïî ñëåäíèß íàœèí: f [A1] =Rng(f ↾A1).

Äåôèíèöèß:Íåêà f : A → B å ôóíêöèß è B1 ⊆ Rng(f).Òîãàâà äåôèíèðàìå
ïðàîáðàç íà ìíîæåñòâîòî B1 ïðè f−1 : f−1[B1] = {x|f(x) ∈ B1} = Rng(f−1 ∩
(B1×A)).

Äåôèíèöèß:Íåêà f è g ñà ôóíêöèè.Êàçâàìå ,œå f è g ñà ñúâìåñòèìè
ôóíêöèè àêî f ∪ g å ôóíêöèß.

Òâúðäåíèå:Íåêà Func(f)è Func(g).Òîãàâà f è g ñà ñúâìåñòèìè ò.ñ.ò.ê.

f ↾ (Dom(f)∩Dom(g))= g ↾ (Dom(f)∩Dom(g)).

èëè åêâèâàëåíòíî íà ãîðíîòî óñëîâèå å ñëåäíîòî:

(∀x∈ (Dom(f)∩Dom(g)))(f(x)= g(x)).

Äîêàçàòåëñòâî:

(⇒ ) Íåêà f è g ñà ñúâìåñòèìè.Íåêà ñè èçáåðåì ïðîèçâîëíî z= (a, b) è z ∈ f ↾

(Dom(f) ∩ Dom(g))→ a ∈ (Dom(f) ∩ Dom(g)) ∧ b ∈ Rng(f).Ñëåäîâàòåëíî a ∈
Dom(g)→ (a, g(a))∈ g è (a, b= f(a))∈ f îò òóê ñëåäâà ,œå (a, f(a)), (a, g(a)) ∈
f ∪ g è ïîíåæå ôóíêöèèòå f è g ñà ñúâìåñòèìè îò Äåôèíèöèßòà ñëåäâà ,œå
f ∪ g å ôóíêöèß , à îò Äåôèíèöèßòà çà ôóíêöèß ñëåäâà ,œå f(a) =
g(a).Ñëåäîâàëòåíî (a, f(a)= b)∈ g→ (a, b)∈ (g ↾ (Dom(f)∩Dom(g)).

( ⇐ ) Íåêà å â ñèëà ðàâåíñòâîòî f ↾ (Dom(f) ∩ Dom(g)) = g ↾ (Dom(f) ∩
Dom(g)).Íåêà ñè èçáåðåì ïðîèçâîëíî äâå íàðåäåíè äâîéêè (a, b), (a, b′)∈ f ∪ g.

Ùå ðàçãëåäàìå ñëåäíèòå ñëóœàè:

1)(a, b), (a, b′) ∈ f è ïîíåæå f å ôóíêöèß îò Äåôèíèöèßòà çà ôóíêöèß ñëåäâà
b= b′.
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2)(a, b), (a, b′)∈ g è ïîíåæå g å ôóíêöèß îò Äåô. çà ôóíêöèß ñëåäâà b= b′.

3) ÁÎÎ (a, b) ∈ f , (a, b′) ∈ g ñëåäîâàòåëíî a ∈ Dom(f) ∧ a ∈ Dom(g) îò êúäåòî
ñëåäâà ,œå (a, b)∈ (f ↾ (Dom(f)∩Dom(g)))= (g ↾ (Dom(f)∩Dom(g))) è

(a, b′) ∈ (f ↾ (Dom(f) ∩ Dom(g))) = (g ↾ (Dom(f) ∩ Dom(g))) è ïîíåæå f è g ñà
ôóíêöèè ñëåäâà ,œå b= b′→ (a, b)= (a, b′)→ f ∪ g å ôóíêöèß.

Òâúðäåíèå:Íåêà F å ìíîæåñòâî îò ôóíêöèè âñåêè äâå , îò êîèòî ñà
ñúâìåñòèìè.Òîãàâà ∪F å ôóíêöèß.

Dom(∪F )=∪{Dom(f)|f ∈F }.

Çàäàœà: Äà ñå äîêàæå ãîðíîòî òâúðäåíèå.

Çàäàœà: Äà ñå äîêàæå:

1)Àêî A è X ñà ìíîæåñòâà è x∈X⇒x⊆A.Òîãàâà f [∪X] =∪{f [x]|x∈X}.
2)Àêî A è X ñà ìíîæåñòâà è x ∈ X ⇒ x ⊆ A.Òîãàâà âßðíî ëè å f [ ∩ X] = ∩
{f [x]|x∈X}.
3)Àêî Func(f).Òîãàâà Func(f−1) ò.ñ.ò.ê f å èíåêöèß.

4)Íåêà Func(f) è f :A→B è ìíîæåñòâîòî Y å äåôèíèðàíî ïî ñëåäíèß íàœèí,
(∀y ∈ Y )(y ⊆Rng(f)).Òîãàâà f−1[∪Y ] =∪ {f [y]|y ∈ Y } è f−1[∩X] =∩{f [y]|y ∈
Y }.

4.2 Ëåìà íà Òàðñêè çà íåïîäâèæíàòà òîœêà

Ïðåäè äà èçëîæèì Ëåìàòà íà Òàðñêè ùå ñå çàïîçíàåì ñ íßêîëêî äåôèíèöèè
íà ïîíßòèß èçïîëçâàíè â ëåìàòà.

Äåôèíèöèß:Íåêà f : P(A) → P(A) êúäåòî A ìíîæåñòâî å
ôóíêöèß.Êàçâàìå ,œå f å ìîíîòîííà , àêî ∀x1∀x2(x1⊆x2⊆A⇒ f(x1)⊆ f(x2)).

Äåôèíèöèß:Íåêà f : X → Y å ôóíêöèß.Êàçâàìå ,œå x0 å íåïîäâèæíà òîœêà
çà f àêî f(x0)=x0.

17



Ëåìà(Ëåìà íà Òàðñêè çà íåïîäâèæíàòà òîœêà):Íåêà f : P(A)→ P(A) êúäåòî
A ìíîæåñòâî å ìîíîòîííà ôóíêöèß.Òîãàâà f èìà íåïîäâèæíà òîœêà.Ñúùî
òàêà ñúùåñòâóâàò íåïîäâèæíèòå òîœêè X1 è X2 çà êîèòî ñà èçïúëíåíè
ñëåäíèòå óñëîâèß:

1) (∀x∈P(A))(f(x)=X⇒X1⊆X)

2)(∀x∈P(A))(f(x)=X ⇒X ⊆X2)

Äîêàçàòåëñâî:

Íåêà f :P(A)→P(A) å ìîíîòîííà ôóíêöèß , ñëåäîâàòåëíî f(x)⊆X.

Íåêà X = {X |(X ∈P(A))(f(X)⊆X)}� ∅ çàùîòî f(A)∈P(A) ò.å. f(A)⊆A.

Íåêà X0 = ∩ X , X0 ⊆ A.Íåêà X ∈ X òî X0 ⊆ X è f(X0) = X.Ïîíåæå X ∈ X
ñëåäâà ,œå f(X) ⊆ X ñëåäîâàòåëíî f(X0) ⊆ X , íî ïîíåæå X áåøå èçáðàíî
ïðîèçâîëíî ñëåäâà ,œå f(X0) ⊆ ( ∩ X = X0) → f(X0) ⊆ X0 êîåòî å óñëîâèåòî

åäíî ìíîæåñòâî äà ïðåíàäëåæè íà X .Èìàìå ,œå f(X0) ⊆ X0 àêî X0

′

= f(X0) ,

X0

′ ⊆X0 å ìíîæåñòâî è èìàìå f(X0

′

)⊆X0
′ ↔ f(f(X0))⊆ f(X0)⊆X0→ f(X0) ∈

X .Íî íèå äîêàçàæìå ,œå (∀X ∈ X )(X0 ⊆ X) ñëåäîâàòåëíî X0 ⊆ f(X0) îò
êúäåòî ñëåäâà ,œå f(X0) =X0(êîßòî å ìèíèìàëíà íåïîäâèæíà òîœêà).

Íåêà Y = {Y |(Y ∈P(Y ))(Y ⊆ f(Y ))} è íåêà Y0 =∪ Y .Íåêà èçáåðåì ïðîèçâîëíî
åäíî Y ∈ Y òî Y ⊆ Y0 èìàìå ,œå Y ⊆ f(Y ) ⊆ f(Y0) ñëåäîâàòåëíî Y ⊆
f(Y0).Ìíîæåñòâîòî Y áåøå èçáðàíî ïðîèçâîëíî , ñëåäîâàòåëíî ( ∪ Y = Y0) ⊆
f(Y0).Èìàìå ,œå Y0 ⊆ f(Y0) ñëåäîâàëòåíî Y0 ∈ Y .Ïîíåæå ôóíêöèßòà f å
ìîíîòîííà è Y0 ⊆ f(Y0) ñëåäâà ,œå f(Y0) ⊆ f(f(Y0)) îò êúäåòî ñëåäâà ,œå
f(Y0) ∈ Y è f(Y0) ⊆ Y0 ñëåäîâàòåëíî Y0 = f(Y0)(êîåòî å ìàêñèìàëíà
íåïîäâèæíà òîœêà).

5.Ðàâíîìîùíè ìíîæåñòâà

Äåôèíèöèß:Íåêà A è B ñà ìíîæåñòâà.Òîãàâà êàçâàìå ,œå A è B ñà
ðàâíîìîùíè , àêî ñúùåñòâóâà áèåêöèß ìåæäó A è B , f : A→ B.Áåëåæèì ãè

ïî ñëåäíèß íàœèí A∼B èëè Ā̄ = B̄̄ .

A∼B : ∃f(Func(f)∧Dom(f)=A∧Rng(f) =B ∧ ”f å èíåêöèß”)

Ñâîéñòâà:

1)A∼A
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2)A∼B⇒B∼A

3)A∼B ∧B∼C⇒A∼C

4)A∼∅⇒A= ∅

5)A∼A×{∅}

6)A∼A1∧B∼B1∧A∩B=A1∩B1 = ∅⇒A∪B∼A1∪B1

7)A∼A1∧B∼B1⇒A×B∼A1×B1

Äåôèíèöèß:Íåêà A è B ñà ìíîæåñòâà òîãàâà AB= {f |f :A→B}.

Çàäàœa.Äà ñå äîêàæå:

1)A∼A1∧B∼B1⇒AB∼A1B1.

2)A∼B⇒P(A)∼P (B)

3)A{0, 1}∼P(A)

6.Ñðàâíßâàíå íà ìíîæåñòâà ïî ìîùíîñò.

Òåîðåìà íà Êàíòîð-Øðüîäåð-Áåðíùàéí

6.1 Ñðàâíßâàíå íà ìíîæåñòâà ïî ìîùíîñò

Äåôèíèöèß:Íåêà A è B ñà ìíîæåñòâà.Êàçâàìå ,œå ìîùíîñòòà íà A íå
íàäìèíàâà ìîùíîñòòà B (Ā̄ 6 B̄̄ ) , àêî ñúùåñòâóâà èíåêöèß f :A→B.

Ñâîéñòâà:

1)Ā̄ 6 Ā̄

2)Ā̄ 6 B̄̄ ∧ B̄̄ 6 C̄̄ ⇒ Ā̄ 6 C̄̄
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3)Ā̄ 6A ′¯̄ ∧ B̄̄ 6B ′∧A∩B=A ′∩B ′= ∅⇒A∪B 6A ′∪B ′

4)Ā̄ 6A ′¯̄ ∧ B̄̄ 6B ′⇒A×B =A′×B ′

5)Ā̄ 6A ′¯̄ ∧ B̄̄ 6B ′⇒ AB 6 A′

B ′

Çàäàœà: Äà ñå äîêàæàò ãîðíèòå ñâîéñòâà.

Äåôèíèöèß:Íåêà A è B ñà ìíîæåñòâà.Êàçâàìå ,œå ìîùíîñòòà íà A å ñòðîãî

ïî-ìàëêà îò ìîùíîñòòà íà B (Ā̄ < B̄̄ ) àêî Ā̄ 6 B̄̄ ∧ Ā̄ � B̄̄ .

Ñâîéñòâà:

1)Ā̄ ≮ Ā̄

2)Ā̄ 6 B̄̄ ⇔ Ā̄ < B̄̄ ∨ Ā̄ = B̄̄

3)Ā̄ 6 B̄̄ ∧ B̄̄ < C̄̄ ⇒ Ā̄ < C̄̄

Çàäàœà: Äà ñå äîêàæàò ãîðíèòå ñâîéñòâà.

6.2 Òåîðåìà íà Êàíòîð-Øðüîäåð-Áåðíùàéí

Òåîðåìà(Òåîðåìà íà Ê-Ø-Á):Íåêà A è B ñà ìíîæåñòâà è Ā̄ 6 B̄̄ ∧ B̄̄ 6

Ā̄ .Òîãàâà ìíîæåñòâàòà A è B ñà ðàâíîìîùíè (Ā̄ = B̄̄ ).

Äîêàçàòåëñòâî:

Îò Ā̄ 6 B̄̄ è B̄̄ 6 Ā̄ ñëåäâà ,œå ñúùåñòâóâàò èíåêöèè îò A êúì B è îò B êúì
A.Íåêà f :A→B è g:B→A ñà òàêèâà èíåêöèè.

Òðßáâà äà íàìåðèì òàêîâà ìíîæåñòâî X , çà êîåòî ñà èçïúëíåíèå ñëåäíîòî:

g[B\f [X ]] = A\X è òîãàâà òúðñåíàòà îò íàñ áèåêöèß ùå å (f ↾ X) ∪ (g−1 ↾

(A\X)). Òúðñèì ìíîæåñòâîòî X.

Îò g[B\f [X]] =A\X èìàìå X =A\g[B\f [X]].

Íåêà ñè èçáåðåì åäíà ôóíêöèß F : P(A) → P(A) è ß äåôèíèðàìå ïî ñëåäíèß
íàœèí F (X) =A\g[B\f [X]] çà X ∈P(A).

Ùå ïîêàæåì ,œå ôóíêöèßòà F å ìîíîòîííà.Íåêà ñè âçåìåì äâå ìíîæåñòâà
X1⊆X2⊆A.
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Ïîíåæå ôóíêöèèòå f è g ñà èíåêòèâíè , êîåòî ùå îçíàœàâà ,œå âñåêè
ðàçëèœåí åëåìåíò ñå èçîáðàçßâà â ðàçëèœåí ñëåäîâàòåëíî f [X1] ⊆ f [X2] ⊆
B.Ñëåäîâàòåëíî B\f [X2] ⊆ B\f [X1] ⊆ B → g[B\f [X2]] ⊆ g[B\f [X1]] ⊆ A

ñëåäîâàòåëíî A\g[B\f [X1]] ⊆ A\g[B\f [X2]] ò.å. F (X1) ⊆ F (X2) ñëåäîâàòåëíî
F å ìîíîòîííà ôóíêöèß è îò Ëåìàòà íà Òàðñêè çà íåïîäæèâíà òîœêà
ñëåäâà ,œå F èìà íåïîäæèâíà òîœêà è íåêà ìíîæåñòâîòî X0 å òàçè
íåïîäâèæíà òîœêà. Òîãàâà X0 ⊆ A è F (X0) = X0 ò.å. X0 = A\g[B\f [X0]] →
A\X0 = g[B\f [X0]].Íåêà äåôèíèðàìå ôóíêöèßòà h=(f ↾X0)∪ (g−1 ↾ (A\X0)).

Òðßáâà äà äîêàæåì ,œå Func(h). Èìàìå ,œå Func(h)⇔ ∀x∀y∀y ′((x, y) ∈ h ∧ (x,
y ′)∈h⇒ y= y ′).Ùå ðàçãëåäàìå äâà ñëóœàß:

1)x∈X0 → h(x)= (f ↾X0)(x) êîßòî å ôóíêöèß ñëåäîâàòåëíî y= y ′.

2)x ∈ A\X0 → h(x) = (g−1 ↾ (A\X0))(x) ïîíåæå g å èíêåöèß ñëåäâà ,œå g−1 å
ôóíêöèß ,ñëåäîâàòåëíî y= y ′.

Îò 1)è 2) ñëåäâà Func(h).

Òðßáâà äà äîêàæåì ,œå h å èíåêòèâíà.Íåêà ñè âçåìåì ïðîèçâîëíî a′, a′′ ∈A è
a ′� a′′ òðßáâà äà äîêàæåì ,œå h(a′)� h(a ′′).Ùå ðàçãëåäàìå ñëóœàè:

1)Àêî a ′, a′′ ∈ X0→ h(a ′) = f(a ′) è h(a ′′) = f(a′′) è f å èíåêöèß ,ñëåäîâàòåëíî
f(a ′)� f(a′′)→h(a ′)� h(a ′′).
2)Àêî a′, a′′ � X0→ a′, a′′ ∈ (A\X0) → h(a′) = g−1(a ′) ∧ h(a ′′) = g−1(a′′) îò òóê
ñëåäâà ,œå ∃b′, b′′: g(b′) = a′ ∧ g(b′′) = a′′ ïîíåæå g å èíåêöèß è a′ � a′′ ñëåäâà ,œå
b′� b′′ → h(a ′)� h(a ′′).
3)Àêî áåç îãðàíèœåíèå íà îáùíîñòà(ÁÎÎ) a ′∈X0∧ a ′′∈ (A\X0) ñëåäîâàòåëíî

h(a′) = f(a ′) ∈ f [X0] è h(a′′) = g−1(a′′) ∈ B\f [X0] îò êúäåòî ñëåäâà ,œå h(a ′) �
h(a′′).

Îñòàíà äà äîêàæåì ,œå h å ñþðåêòèâíà èëè ,œå Rng(h)=B.Èìàìå ,œå

Rng(h) = Rng((f ↾ X0) ∪ (g−1 ↾ (A\X0))) = Rng(f ↾ X0) ∪ Rng(g−1 ↾ (A\X0)) =
f [X0]∪B\f [X0] =B ñëåäîâàòåëíî h å ñþðåêòèâíà.

Äîêàçàõìå ,œå h å áèåêöèß ìåæäó A è B îò êúäåòî ñëåäâà ,œå Ā̄ = B̄̄ .

7.Òåîðåìà íà Êàíòîð çà ñòåïåííîòî ìíîæåñòâî

Òåîðåìà(Òåîðåìà íà Êàíòîð çà ñòåïåííîòî ìíîæåñòâî):Íåêà A å
ìíîæåñòâî.Òîãàâà Ā̄ <P(A).
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Äîêàçàòåëñòâî:

Îò äåôèíèöèßòà çà íåíàäìèíàâàùà ìîùíîñò ñëåäâà ,œå àêî íàìåðèì èíåêöèß

îò A êúì P(A) òî Ā̄ 6 P(A).Åäíà òàêàâà èíåêöèß å ôóíêöèßòà g: A→ P(A)

äåôèíèðàíà ïî ñëåäíèß íàœèí g(x)= {x} ñëåäîâàòåëíî Ā̄ 6P(A).

Äà äîïóñíåì ,œå ñúùåñòâóâà ôóíêöèß f , êîßòî å ñþðåêöèß , ïîíåæå f : A→
P(A) ñëåäâà ,œå àêî x∈A òî f(x)⊆A.Ùå ðàçãëåäàìå ñëåäíîòî ìíîæåñòâî

B0 = {x|x ∈ A ∧ x � f(x)} ñëåäîâàòåëíî B0 ⊆ A, B0 ∈ P(A) è ïîíåæå f å
ñþðåêöèß ñëåäâà ,œå ∃x(x ∈ A ∧ f(x) = B0).Íåêà ñè âçåìåì åäíî òàêîâà x0 ∈
A∧ f(x0)=B0 ñëåäîâàòåëíî èìàìå 2 ñëóœàß:

1)x0∈B0∧ f(x0)=B0∧x0∈B0→x0 � f(x0)→x0 � B0(ïðîòèâîðåœèå)

2)x0 � B0→ ¬(x0 ∈ A ∧ x0 � f(x0))↔ x0 � A(íå å âßðíî) èëè x0 ∈ f(x0)→ x0 ∈
f(x0) =B0→ x0∈B0(ïðîòèâîðåœèå)

Îò
{

1)
2)

ñëåäâà ,œå íå ñúùåñòâóâà ñþðåêöèß îò A êúì P(A) ñëåäîâàòåëíî Ā̄ <

P(A) å âßðíî.

Òâúðäåíèå:Àêî A å íåïðàçíîòî ìíîæåñòâî, òîãàâà ¬∃B(∀x(x∈B⇔ x̄̄ = Ā̄ )).

Äîêàçàòåëñòâî:

Äà äîïóñíåì ,œå òàêîâà ìíîæåñòâî B ñúùåñòâóâà.Äà ðàçãëåäàìå åäíî òàêîâà
ìíîæåñòâî B0 = {x|x ∈B ∧ ∃a(x= A × {a})} òîãàâà Rel( ∪B0) è ∀a(a ∈ Rng( ∪
B0)) ïîíåæå A × {a} ∼ A ∧ (A × {a}) ∈ B0 ∧ a ∈ Rng(A × {a})→ a ∈ Rng( ∪
B0).Îò êúäåòî ñëåäâà ,œå ìíîæåñòâîòî ∪ B0 å ìíîæåñòâî íà âñèœêè
ìíîæåñòâà , êîåòî å ïðîòèâîðåœèå.

Ñëåäâàùîòî òâúðäåíèå , ñìå äîêàçàëè ïî-ðàíî , íî ñåãà ùå èçëîæèì äðóãî
äîêàçàòåëñòâî èçïîëçâàùî Òåîðåìàòà íà Êàíòîð.

Òâúðäåíèå:Íå ñúùåñòâóâà ìíîæåñòâî íà âñèœêè ìíîæåñòâà: ¬∃V (∀x(x ∈
V )).

Äîêàçàòåëñòâî:Äà äîïóñíåì ,œå V0 e ìíîæåñòâî íà âñèœêè

ìíîæåñòâà.Òîãàâà P(V0) ⊆ V0 → P(V0) 6 V0̄
¯ , íî îò Òåîðåìàòà íà Êàíòîð

èìàìå ,œå V0̄
¯ < P(V0) ñ êîåòî ïîëóœàâàìå ïðîòèâîðåœèå îò êúäåòî ñëåäâà ,œå

íå ñúùåñòâóâà ìíîæåñòâî íà âñèœêè ìíîæåñòâà.
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8.Èçáðîèìè è íåèçáðîèìè ìíîæåñòâà

8.1 Èçáðîèìè ìíîæåñòâà

Äåôèíèöèß:Äåôèíèðàìå ìíîæåñòâîòî íà åñòåñòâåíèòå œèñëà ïî ñëåäíèß
íàœèí ω= {0, 1, 2,� }.Êàòî âìåñòî ω ìîæå äà ñå áåëåæè è ñ N.

Äåôèíèöèß:Íåêà A å ìíîæåñòâî.Êàçâàìå ,œå A å êðàéíî àêî

(∃n∈ω)(Ā̄ = {0,�n− 1}).

Äåôèíèöèß:Íåêà A å ìíîæåñòâî.Êàçâàìå ,œå A å èçáðîèìî àêî Ā̄ = ω̄̄ .

Äåôèíèöèß:Íåêà A å ìíîæåñòâî.Êàçâàìå ,œå A å áåçêðàéíî àêî A íå å
êðàéíî.

Òâúðäåíèå:Àêî A å áåçêðàéíî ìíîæåñòâî,òî ñúùåñòâóâà ìíîæåñòî A1 ⊆ A

òàêîâà ,œå A1 å èçáðîèìî.

Äîêàçàòåëñòâî:

Àêî A � ∅ ñëåäâà ,œå èìà ïîíå åäèí åëåìåíò a0 ∈ A.Òîãàâà A\{a0} � ∅ ,
çàùîòî èíàœå A å êðàéíî , ñëåäîâàòåëíî èìà åëåìåíò a1 ∈ (A\{a0}) ∧ a1 ∈ A ∧
a1� a0.
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Íåêà çà íßêîå åñòåñòâåíî œèñëî n: a0, a1, � , an ñà äâà ïî äâà ðàçëèœíè
åëåìåíòè íà ìíîæåñòâîòî A.Òîãàâà A\{a0, a1, � , an} � ∅ , çàùîòî
ìíîæåñòâîòî A áè áèëî êðàéíî ñ n + 1 åëåìåíòà.Òîãàâà èìà åëåìåíò an+1 ∈
(A\{a0, a1, � , an} ∧ an+1 ∈ A ∧ an+1 � {a0, a1, � , an}.Ñúãëàñíî Ïðèíöèïà íà
Ìàòåìàòèœåñêàòà Èíäóêöèß èìàìå ðåäèöà a0, a1, � an, � .Äåôèíèðàìå
ñëåäíàòà ôóíêöèß f : ω → A , f(n) = an è Dom(f) = ω , Rng(f) ⊆ A è f å
èíåêòèâíà.

Ìíîæåñòâîòî íà ðàöèîíàëíèòå œèñëà ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî äåêàðòîâî
ïðîèçâåäåíèå íà åñòåñâåíèòå , êàòî ïúðâàòà êîîäðèíàòà íà íàðåäåíèòå äâîéêè
å œèñëèòåëß , à âòîðàòà çíàìåíàòåëß.Q=ω×ω.

Ùå äîêàæåì ,œå ìíîæåñòîâîòî íà ðàöèîíàëíèòå œèñëà å èçáðîèìî(Q∼ω).

Q∼ ω↔ ω × ω ∼ ω çà äà äîêàæåì ïîñëåäíîòî òâúðäåíèå , òðßáâà äà íàìåðèì
áèåêöèß f :ω×ω→ω , íå å òðóäíî äà ñå âèäè ,œå åäíà òàêàâà áèåêöèß å

f(x, y) = 2x(2y+1)− 1 .

Îò Q ∼ ω ñëåäâà ,œå :Àêî A è B ñà èçáðîèìè ìíîæåñòâà òî è A × B å
èçáðîèìî.

Àêî èìàìå ωn òî : ωn = ω × (ωn−1)∼ ωn−1 = ω × (ωn−2)∼ ωn−2∼� ∼ ω × ω∼ ω
ñëåäîâàòåëíî ωn∼ω.

Íåêà I å ìíîæåñòâî îò îòâîðåíè èíòåðâàëè îò ðåàëíè œèñëà è íåêà çà I å
èçïúëíåíî ñëåäíîòî (∀I1∀I2((I1� I2)∧ (I1∈I)∧ (I2∈I)))(I1∩ I2 = ∅).Òîãàâà I
å íàé-ìíîãî èçáðîèìî.Íåêà I ∈ I ñëåäîâàòåëíî I = (α, β) ∧ α < β.Òîãàâà

èçáèðàìå ðàöèîíàëíî œèñëî rI ∈ (α, β) = I ïðèìåðíî rI =
α + β

2
.Íåêà f : I →Q

äåôèíèðàíà ïî ñëåäíèß íàœèí f(I) = rI , I ∈ I , rI ∈Q.Îò òîâà ,œå èíòåðâàëèòå
åëåìåíòè íà I ñà äâà ïî äâà íåïðåñèœàùè ëåñíî ñå âèæäà ,œå f å áèåêòèâíà
ôóíêöèß ,ñëåäîâàòåëíî I ∼Q∼ω→I∼ω.

Òâúðäåíèå:Íåêà A å áåçêðàéíî ìíîæåñòâî è B å íàé-ìíîãî èçáðîèìî.Òîãàâà
å âßðíî ,œå A∪B∼A.

Äîêàçàòåëñòâî:

B1 = (B\A) ⊆ B êúäåòî B1 å íàé-ìíîãî èçáðîèìî.Ìîæå äà îòäåëèì åäíî
èçáðîèìî ìíîæåñòâî A1 = {a0, a1,� } ⊆A.Òîãàâà A∪B1 = ((A\A1) ∪A1) ∪B1 =
(A\A1) ∪ (A1 ∪ B1) è å îœåâèäíî ,œå A ∼ (A\A1) ∪ A1.Äåôèíèðàìå ñëåäíàòà
ôóíêöèß:

f(x)=







x , x∈A\A1

a2n, an = x∈A1

a2n+1, bn = x∈B1
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Äåôèíèöèß:Íåêà A å ìíîæåñòâî.Êàçâàìå ,œå ôóíêöèßòà f : ω → A å
èçáîðèìà ðåäèöà îò òèï ω îò åëåìåíòè íà A.

Äåôèíèöèß:Íåêà A å ìíîæåñòâî.Êàçâàìå ,œå ôóíêöèßòà f : {0,� , n− 1}→A

å êðàéíà ðåäèöà îò åëåìåíòè íà A.

8.2 Íåèçáðîèìè ìíîæåñòâà

Äåôèíèöèß:Íåêà A å ìíîæåñòâî.Êàçâàìå ,œå A å íåèçáðîèìî àêî A íå å
íàé-ìíîãî èçáðîèìî èëè àêî A å áåçêðàéíî è íå å èçáðîèìî.

Òâúðäåíèå:Ìíîæåñòâîòî îò âñèœêè èçáðîèìè ðåäèöè îò 0 è 1 å íåèçáðîèìî.

Äîêàçàòåëñòâî:

Äà äîïóñíåì ,œå α0, α1, � å ðåäèöà , â êîßòî ñå ñðåùàò âñèœêè èçáðîèìè
ðåäèöè îò 0 è 1.Òîãàâà èìàìå:

α0: α00α01� α0n�
α1: α10α11� α1n��
αn: αn0αn1� αnn��
Íåêà îáðàçóâàìå ñëåäíàòà ðåäèöà îò 0 è 1 ñ œëåíîâå:

β0 = (1−α00)∈{0, 1} ∧ β0� α00

β1 = (1−α11)∈{0, 1} ∧ β1� α11�
βn =(1−αnn)∈{0, 1}∧ βn� αnn�
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Òîãàâà çà ðåäèöàòà β: β0 β1� βn� (∀n(β � αn)) íå ñå ñðåùà íèêúäå èçìåæäó
α0α1� αn� îò êúäåòî ñëåäâà ïðîòèâîðåœèå , äîêàçâàùî íåèçáðîèìîñòòà.

Çà âñåêè äâà ïðîèçâîëíè èíòåðâàëà îò ðåàëíè œèñëà (a, b) è (a ′, b′) èìàìå ,œå:

(a, b)∼ (a ′, b′) êàòî ôóíêöèßòà f(x)=
x− a

b−a
(b′− a ′)+ a′ å òúðñåíàòà áèåêöèß.

Ìíîæåñòâîòî íà ðåàëíèòè œèñëà ,ùå áåëåæèì ñ R è çà íåãî èìàìå ,œå:

R∼ω 2(2ω)∼P(ω) ñëåäîâàòåëíî R∼P(ω).

Íàêà ñè çàäàäåì ñëåäíèß âúïðîñ: ? ∃A⊆R : ω̄̄ < Ā̄ ∧ Ā̄ < R̄̄

Êîíòèìèóì õèïîòåçà íàðèœàìå ñëåäíîòî òâúðäåíèå: (¬∃A(A⊆R))(ω̄̄ < Ā̄ ∧
Ā̄ < R̄̄) èëè ,œå ñëåäâàùàòà ìîùíîñò ñëåä ìîùíîñòà íà åñòåñòâåíèòå œèñëà å
ìîùíîñòà íà ðåàëíèòå.

Äàëè (0, 1) ∼ R.Íå å òðóäíî äà ñå ñåòèì ,œå ôóíêöèßòà tg(x) ïðåäñòàâëßâà
áèåêöèß ìåæäó (− π

2
;

π

2
) è R è íå å òðóäíî äà íàìåðèì ôóíêöèß f : (0, 1)→ (−

π

2
;

π

2
) êîßòî äà å áèåêöèß. Åäíà òàêàâà áèåêöèß å f(x) = xπ − π

2
.Òîãàâà

ôóíêöèßòà h(x): (0, 1) → R ùå äåôèíèðàìå ïî ñëåäíèß íàœèí: h(x) =

tg(f(x))= tg(xπ− π

2
) å òúðñåíàòà áèåêöèß , ñëåäîâàòåëíî (0, 1)∼R.

Ùå äîêàæåì ñúùî ,œå (0, 1)× (0, 1)∼ (0, 1).Íåêà α=0, α0α1� è β= 0, β0β1� .

Íåêà äåôèíèðàìå ñëåäíàòà ôóíêöèß f(α, β) = 0, α0β0α1β1� .Ëåñíî ñå
ïîêàçâà ,œå f å áèåêöèß.Ñëåäîâàòåëíî èìàìå ,œå (0, 1)n∼ (0, 1) à îò (0, 1)∼R

ñëåäâà ,œå R×R∼R è Rn∼R.

Çàäàœà:Äà ñå äîêàæå ,œå
C

(BA)∼C×B (A).

Èìàìå ,œå RR∼ (2ω)
2ω

∼ 2ω×2ω∼ 22ω∼ 2R∼P(R).Ñëåäîâàòåëíî R̄̄<RR.

Çàäàœà:Äà ñå äîêàæå ,œå àêî A= {f |f :R→ω} òî A∼P(R).
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9. Œàñòèœíè íàðåäáè è ñòðîãî œàñòèœíè íàðåäáè

9.1 Œàñòèœíè íàðåäáè

Äåôèíèöèß:Íåêà A å ìíîæåñòâî è R ⊆ A × A → Rel(R).Êàçâàìå,œå
ðåëàöèßòà R å ðåôëåêñèâíà â A àêî ∀x(x∈A⇒ (x, x)∈R) èëè idA⊆R.

Äåôèíèöèß:Íåêà A å ìíîæåñòâî è R⊆A×A→Rel(R).Êàçâàìå ,œå

ðåëàöèßòà R å èððåôëåêñèâíà â A àêî (∀x∈A)((x, x) � R) èëè R∩ idA = ∅.

Äåôèíèöèß:Íåêà A å ìíîæåñòâî è R⊆A×A→Rel(R).Êàçâàìå ,œå

ðåëàöèßòà R å ñèìåòðèœíà â A àêî (∀x∈A)(∀y ∈A)((x, y)∈R⇒ (y, x)∈R)

èëè R=R−1.

Äåôèíèöèß:Íåêà A å ìíîæåñòâî è R⊆A×A→Rel(R).Êàçâàìå ,œå

ðåëàöèßòà R å àíòèñèìåòðèœíà â A àêî ∀x∀y((x, y) ∈ R ∧ (y, x) ∈R)⇒ (x= y)
èëè R∩R−1⊆ idA.

Äåôèíèöèß:Íåêà A å ìíîæåñòâî è R⊆A×A→Rel(R).Êàçâàìå ,œå

ðåëàöèßòà R å àñèìåòðèœíà â A àêî (∀x∈A)(∀y ∈A)((x, y)∈R⇒ (y, x) � R)

èëè R∩R−1 = ∅.

Äåôèíèöèß:Íåêà A å ìíîæåñòâî è R ⊆ A × A → Rel(R).Êàçâàìå ,œå
ðåëàöèßòà R å òðàíçèòèâíà àêî ∀x∀y∀z((x, y)∈R∧ (y, z)∈R⇒ (x, z)∈R) èëè
R ◦R∈R.

Äåôèíèöèß:Íåêà A å ìíîæåñòâî è R ⊆ A × A.Êàçâàìå ,œå R e œàñòèœíà
íàðåäáà â A àêî R å ðåôëåêñèâíà ,àíòèñèìåòðèœíà è òðàíçèòèâíà.
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Äåôèíèöèß:Íàðåäåíàòà äâîéêà (A, R) íàðèœàìå œàñòèœíî íàðåäåíî
ìíîæåñòâî , êîãàòî A å ìíîæåñòâî , à R å œàñòèœíà íàðåäáà.

Äåôèíèöèß:Àêî R å œàñòèœíà íàðåäáà â A è x, y ∈A.Êàçâàìå ,œå x è y ñà

R-ñðàâíèìè , àêî (x, y)∈R èëè (y, x)∈R.

Äåôèíèöèß:Àêî âñåêè äâà åëåìåíòà îò ïîëåòî íà ðåëàöèßòà R ñà R-
ñðàâíèìè òî êàçâàìå ,œå R å ëèíåéíà íàðåäáà èëè

(∀x∈Fld(R))(∀y ∈Fld(R))((x, y)∈R∨ (y, x)∈R).

Òâúðäåíèå:Íåêà A å ìíîæåñòâî è A1 ⊆ A è (A, R) å œàñòèœíî íàðåäåíî
ìíîæåñòâî.Òîãàâà (A1, R ∩ (A1 × A1)) ñúùî â œàñòèœíî íàðåäåíî
ìíîæåñòâî.Êàòî R∩ (A1×A1) íàðèœàìå èíäóöèðàíà íàðåäáà.

Àêî (A, R) å œàñòèœíî íàðåäåíî ìíîæåñòâî ñëåäâà ,œå (A, R−1) ñúùî å
œàñòèœíî íàðåäåíî ìíîæåñòâî.

Çàäàœà: Íåêà R å àñèìåòðèœíà .Äà ñå äîêàæå ,œå R å èððåôëåêñèâíà.

Ðåøåíèå: Äà äîïóñíåì ,œå R íå å èððåôëåêñèâíà , ñëåäîâàòåëíî

(∃x∈Fld(R))((x, x)∈R) , íåêà x0 å òàêîâà ,œå (x0, x0)∈R òîãàâà êàòî

ðàçìåíèì êîîðäèíàòèòå ïîëóœàâàìå (x0, x0) , íî (x0, x0) � R ïîëóœàâàìå

ïðîòèâîðåœèå ñ äîïóñíàòîòî ñúùåñòâóâàíå ñëåäîâàòåëíî R å èððåôëåêñèâíà.

Çàäàœà: Äà ñå äîêàæå ,œå R∪ idFld(R) å àíòèñèìåòðèœíà ò.ñ.ò.ê. R å

àñèìåòðèœíà.
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9.2 Ñòðîãè œàñòèœíè íàðåäáè

Äåôèíèöèß:Íåêà A å ìíîæåñòâî è R ⊆ A × A → Rel(R) , R å œàñòèœíà
íàðåäáà .Òîãàâà (A,R\idA) íàðèœàìå ñòðîãî œàñòèœíî íàðåäåíî ìíîæåñòâî ,

à R\idA ñòðîãà íàðåäáà.

Òâúðäåíèå:(A, R) (A-ìíîæåñòâî , R ⊆ A × A- ñòðîãà œàñòèœíà íàðåäáà) å
ñòðîãî œàñòèœíî íàðåäåíî ìíîæåñòâî ò.ñ.ò.ê.:

1)R å àñèìåòðèœíà ðåëàöèß

2)R å òðàíçèòèâíà ðåëàöèß.

Äîêàçàòåëñòâî:

(⇒ ) Íåêà (A,R ′) å œàñòèœíî íàðåäåíî ìíîæåñòâî.Îò äåôèíèöèßòà èìàìå ,œå

(A,R\idA) å ñòðîãî œàñòèœíî íàðåäåíî ìíîæåñòâî.Îò ïîñëåäíàòà çàäàœà

â òîœêà 9.1 ñëåäâà ,œå R å àñèìåòðèœíà.

Íåêà (x, y)∈R∧ (y, z)∈R→ (x, y)∈R ′∧ (y, z)∈R ′→ (x, z)∈R ′.

Àêî x= z , òî (x, y)∈R∧ (z, y)∈R íî (y, z)∈R , å êîåòî ïîëóœàâàìå ïðîòè-

âîðåœèå ñ òîâà ,œå R å àñèìåòðèœíà.Ñëåäîâàòåëíî x� z ò.å. (x, z) � idA→

(x, z)∈R→ R å òðàíçèòèâíà.

(⇐ )Íåêà R å àñèìåòðèœíà è òðàíçèòèâíà , ñëåäîâàòåëíî R∩ idA = ∅ è îò

ãîðåñïîìåíàòàòà çàäàœà ñëåäâà ,œå R∪ idA å àíòèñèìåòðèœíà è ðåôëåêñèâíà.

Òðßáâà äà ïîêàæåì ,œå R∪ idA å òðàíçèòèâíà ðåëàöèß.Òîãàâà ùå èìàìå ,œå

(A,R∪ idA) å œàñòèœíî íàðåäåíî ìíîæåñòâî ,à R∪ idA œàñòèœíà íàðåäáà.

Íåêà (x, y)∈ (R∪ idA)∧ (y, z)∈ (R∪ idA)→ (x, z)∈R∨ (x, z)∈ idA.

â ñëóœàß (x, z)∈R , êîåòî å èçïúëíåíî ïî óñëîâèå.

â ñëóœàß (x, z)∈ idA , ñëåäîâàòåëíî x= z , íî (x, z) � R êîãàòî x= z.

Ñëåäâà ,œå èëè (x, z)∈R èëè (x, z)∈ idA.Îò R∩ idA = ∅→ (R∪ idA)\idA =R ,

ñëåäîâàòåëíî (A,R) å ñòðîãî œàñòèœíî íàðåäåíî ìíîæåñòâî.
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Àêî (A,R) å ñòðîãî œàñòèœíî íàðåäåíî ìíîæåñòâî òî (A,R−1) ñúùî å ñòðîãî

œàñòèœíî íàðåäåíî ìíîæåñòâî.

Òâúðäåíèå:Íåêà A å ìíîæåñòâî è A1 ⊆ A è (A, R) å ñòðîãî œàñòèœíî
íàðåäåíî ìíîæåñòâî.Òîãàâà (A1, R ∩ (A1 × A1)) ñúùî â ñòðîãî œàñòèœíî
íàðåäåíî ìíîæåñòâî.Êàòî R∩ (A1×A1) íàðèœàìå èíäóöèðàíà íàðåäáà.

Äåôèíèöèß:Íåêà (A,R) å œàñòèœíî íàðåäåíî ìíîæåñòâî è A0⊆A , a0∈A.

Êàçâàìå ,œå a0 å ãîðíà ãðàíèöà çà A0 â (A,R) êîãàòî (∀x∈A0)((x, a0)∈R).

Äåôèíèöèß:Íåêà (A,R) å œàñòèœíî íàðåäåíî ìíîæåñòâî è A0⊆A, a0∈A.

Êàçâàìå ,œå a0 å äîëíà ãðàíèöà çà A0 â (A,R) êîãàòî (∀x∈A0)((a0, x)∈R)

( èëè a0 å ãîðíà ãðàíèöà çà A0 â (A,R−1)).

Äåôèíèöèß:Êàçâàìå ,œå A0 å îãðàíèœåíî îòãîðå ìíîæåñòâî ò.ñ.ò.ê.

ñúùåñòâóâà ãîðíà ãðàíèöà a0 çà A0.

Äåôèíèöèß:Êàçâàìå ,œå A0 å îãðàíèœåíî îòäîëó ìíîæåñòâî ò.ñ.ò.ê.

ñúùåñòâóâà äîëíà ãðàíèöà a0 çà A0.

Äåôèíèöèß:Íåêà (A,R) å œàñòèœíî íàðåäåíî ìíîæåñòâî è A0⊆A .

Êàçâàìå ,œå a0 å íàé-ãîëßì åëåìåíò çà A0 â (A,R) àêî a0∈A0 è

(∀x∈A0)((x, a0)∈R).

Äåôèíèöèß:Íåêà (A,R) å œàñòèœíî íàðåäåíî ìíîæåñòâî è A0⊆A .

Êàçâàìå ,œå a0 å íàé-ìàëúê åëåìåíò çà A0 â (A,R) àêî a0∈A0 è

(∀x∈A0)((a0, x)∈R).

Äåôèíèöèß:Íåêà (A,R) å œàñòèœíî íàðåäåíî ìíîæåñòâî è A0⊆A, a0∈A.

Êàçâàìå , œå a0 å òîœíà ãîðíà ãðàíèöà çà A0 â (A,R) àêî a0 å ãîðíà ãðàíèöà

çà A0 â (A,R) è a0 å íàé-ìàëúê åëåìåíò â ìíîæåñòâîòî íà ãîðíèòå ãðàíèöè íà
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A0 â (A,R).Áåëåæèì ñ : supRA0 = a0.

Äåôèíèöèß:Íåêà (A,R) å œàñòèœíî íàðåäåíî ìíîæåñòâî è A0⊆A, a0∈A.

Êàçâàìå , œå a0 å òîœíà äîëíà ãðàíèöà çà A0 â (A,R) àêî a0 å äîëíà ãðàíèöà

çà A0 â (A,R) è a0 å íàé-ãîëßì åëåìåíò â ìíîæåñòâîòî íà äîëíèòå ãðàíèöè íà

A0 â (A,R).Áåëåæèì ñ : infRA0 = a0.

Äåôèíèöèß:Íåêà (A,R) å œàñòèœíî íàðåäåíî ìíîæåñòâî.Êàçâàìå ,œå

a0 å ìàêñèìàëåí åëåìåíò â (A,R) ò.ñ.ò.ê. a0∈A è ¬∃a((a0, a)∈R∧ a0� a).
Äåôèíèöèß:Íåêà (A,R) å œàñòèœíî íàðåäåíî ìíîæåñòâî.Êàçâàìå ,œå

a0 å ìèíèìàëåí åëåìåíò â (A,R) ò.ñ.ò.ê. a0∈A è ¬∃a((a, a0)∈R∧ a0� a).
Äåôèíèöèß:Íåêà (A,R) å œàñòèœíî íàðåäåíî ìíîæåñòâî.Âåðèãà(ëèíåéíî

íàðåäåíà œàñò) íà (A,R) ñå íàðèœà ïîäìíîæåñòâîòî B íà A òàêîâà ,œå

âñåêè äâà íåãîâè åëåìåíòè ñà R- ñðàâíèìè.

Òîãàâà (B,R∩ (B ×B)) å ëèíåéíî íàðåäåíî ìíîæåñòâî.

Ïðèìåð: Íåêà (A,⊆A ) å œàñòèœíî íàðåäåíî ìíîæåñòâî.Òîãàâà àêî D å âåðèãà

è D⊆A òî (∀x∈D)(∀y ∈D)(x⊆ y∨ y ⊆x).

Íåêà (A,R) å œàñòèœíî íàðåäåíî ìíîæåñòâî.Íåêà äåôèíèðàìå ñëåäíîòî

ìíîæåñòâîòî CR = {A0|A0⊆A,A0 å âåðèãà â (A,R)}.Òîãàâà (CR,⊆CR
) å

œàñòèœíî íàðåäåíî ìíîæåñòâî , â êîåòî âñßêà âåðèãà èìà ñóïðåìóì.

Ùå ïîêàæåì ,œå àêî D å âåðèãà â (CR,⊆CR
) , òî ∪D ∈CR.Íî ïúðâî ùå

ïîêàæåì ,œå ∪D⊆A ò.å. ∪D å âåðèãà â (A,R).

Íåêà x, y ∈∪D.Îò x∈∪D èçáèðàìå D1∈D òàêîâà ,œå x∈D1 ,à îò

y ∈∪D èçáèðàìå D2∈D òàêîâà ,œå y ∈D2.Ïîíåæå D å âåðèãà â (CR,⊆CR
)

è D1∈D ∧D2∈D→ (D1⊆D2∨D2⊆D1).

1) D1⊆D2→x∈D2∧ y ∈D2 , íî x è y ñà ïðîèçâîëíî èçáðàíè ,ñëåäîâàòåëíî
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D2 å âåðèãà â (A,R)→ (x, y)∈R∨x= y ∨ (y, x)∈R.
2) D2⊆D1→x∈D1∧ y ∈D1 , íî x è y ñà ïðîèçâîëíî èçáðàíè ,ñëåäîâàòåëíî

D1 å âåðèãà â (A,R)→ (x, y)∈R∨x= y ∨ (y, x)∈R.

10.Ãúñòè íàðåäáè.

Òåîðåìà íà Êàíòîð çà èçáðîèìèòå ãúñòè ëèíåéíè íàðåäáè

10.1 Ãúñòè íàðåäáè

Äåôèíèöèß:Íåêà A å ìíîæåñòâî è R ⊆ A × A→Rel(R).Êàçâàìå ,œå (A, R) å
ãúñòî ëèíåéíî íàðåäåíî ìíîæåñòâî àêî R å ëèíåéíà íàðåäáà è

(∀x∈A)(∀y ∈A)(x� y ∧ (x, y)∈R⇒∃z((z � x)∧ (z � y)∧ (x, z)∈R∧ (z, y)∈R).

Ïðèìåð: (Q,6 ) å ãúñòî ëèíåéíî íàðåäåíî ìíîæåñòâî.

Äåôèíèöèß:Íåêà (A,R) è (B, S) ñà œàñòèœíî íàðåäåíè ìíîæåñòâà.Êàçâàìå,

œå òå ñà èçîìîðôíè , àêî ñúùåñòâóâà áèåêöèß f :A→B òàêàâà ,œå

(∀x∈A)(∀y ∈A)((x, y)∈R⇒ (f(x), g(y))∈S).Âñßêà òàêàâà ôóíêöèß f ùå

íàðèœàìå èçîìîðôèçúì îò (A,R) â (B,S).

10.2 Òåîðåìà íà Êàíòîð çà èçáðîèìèòå ãúñòè ëèíåéíè íàðåäáè

Òåîðåìà(Òåîðåìà íà Êàíòîð çà èçáîèìèòå ãúñòè ëèíåéíè íàðåäáè):

Âñåêè äâå ãúñòî ëèíåéíî íàðåäåíè ìíîæåñòâà ,êîèòî íßìàò íàé-ìàëúê íèòî
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íàé-ãîëßì åëåìåíò è ñà èçáðîèìè ñà èçîìîðôíè.

Äîêàçàòåëñòâî:Äîêàçàòåëñòâîòî ùå áúäå èçëîæåíî ñõåìàòèœíî.

Íåêà (A, R) è (B, S) ñà ïðîèçâîëíî èçáðàíè ãúñòî ëèíåéíî íàðåäåíè
ìíîæåñòâà.Òå ñà èçáðîèìè , ñëåäîâàòåëíî ìîæå äà áúäàò çàïèñàíè â ðåäèöà,

œèèòî èíäåêñè ñà åñòåñòâåíèòå œèñëà.

(A,R): a0, a1, a2,�
(B,S): b0, b1, b2,�
Çà äà ïîêàæåì ,œå (A,R) è (B, S) ñà èçîìîðôíè òðßáâà äà íàìåðèì

èçîìîðôèçúì ìåæäó òßõ.

Íåêà f(a0) = b0.

1 ñòúïêà) Ïúðâèß œëåí íà ðåäèöàòà a0, a1,� , êîéòî íå å â Dom(f):

-(a0, a1)∈R , âçèìàìå íàé-ìàëêîòî n0 òàêîâà ,œå (b0, bn0
)∈S, n0 � {0}.

-(a1, a0)∈R , âçèìàìå íàé-ìàëêîòî n0 òàêîâà ,œå (bn0, b0)∈S , n0 � {0}.
äåôèíèðàìå f(a1)= bn0.

2 ñòúïêà) Âçèìàìå ïúðâèß œëåí íà ðåäèöàòà b0, b1,� , êîéòî îùå íå å

ðàçãëåäàí.Â ñëóœàß b1.Òðßáâà äà ñå ðàçãëåäàò ñëåäíèòå ñëóœàè:

b0<b1<bn0
, bn0

<b1<b0; b1<b0<bn0
, b1<bn0

<b0; b0<bn0
<b1 , bn0

<b0<b1;

Êúäåòî bn0 å ïîñëåäíèß èçáðàí œëåí íà ðåäèöàòà b0, b1,� â ñòúïêà 1.

Ïðè èçïúëíßâàíå íà ñòúïêà 1 è ñòúïêà 2 èçáðîèìî ìíîãî ïúòè ùå ïîñòîèì

ôóíêöèß f êîßòî å áèåêöèß çàïàçâàùà íàðåäáàòà.

Çàäàœà:Íåêà (A,6 ) å ãúñòî ëèíåéíî íàðåäåíî ìíîæåñòâî áåç ïðúâ è ïîñëåäåí

åëåìåíò ,(B,6 ) å ãúñòî ëèíåéíî íàðåäåíî ìíîæåñòâî áåç ïðúâ è ïîñëåäåí

åëåìåíò , Ā̄ = B̄̄ , A è B ñà íåèçáðîèìè.Âßðíî ëè å ,œå (A,6 ) è (B,6 ) ñà

èçîìîðôíè?

Ðåøåíèå: Òðßáâà äà íàìåðèì äâå òàêèâà íàðåäáè Ā̄ = B̄̄ = R̄̄ òàêèâà ,œå äà

íßìà èçîìîðôèçúì ìåæäó òßõ.Äà âçåìåì ñëåäíèòå äâå íàðåäåíè ìíîæåñòâà

(R,4 ) è (R\{ 2
√
},4 ) (R\{ 2

√
}∼R).

(R,4 ) �� .a� .α� .b�� è a4 b
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(R\{ 2
√
}) ��� ) ◦ 2

√ (���
A B

A è B ñà äâà èíòåðâàëà îáåäèíåíèåòî ,íà êîèòî å R\{ 2
√
}.

Äà äîïóñíåì ,œå f å èçîìîôðèçúì íà R â R\{ 2
√
}.Òîãàâà f−1[A] å

ìíîæåñòâî îãðàíèœåíî îòãîðå ,à f−1[B] å ìíîæåñòâî îãðàíèœåíî îòäîëó.

Ñúùî òàêà f−1[A]∩ f−1[B] = ∅ è f−1[A]∪ f−1[B] =R.Íåêà α= supR f
−1[A].

Ñëåäîâàòåëíî èìàìå ñëåäíèòå äâà ñëóœàß : f(α)∈A èëè f(α)∈B.

1)f(α)∈A→ (∀a∈ f−1[A])(α< a)→ f(α) < f(a) ,íî òîœíà ãîðíà ãðàíèöà

íà A å 2
√

, êîåòî íå ïðåíàäëåæè íà A ò.å. ìîæå äà íàìåðèì œèñëî α′:

α≺α ′≺ 2
√

, ñ êîåòî ïîëóœàâàìå ïðîòèâîðåœèå ïîêàçâàùî ,œå â òîçè ñëóœàé

f íßìà êúäå äà èçîáðàçè ñóïðåìóìà íà f−1[A] , êîèòî å α.

2)f(α)∈B , ñëóœàß å àíàëîãèœåí íà ïúðâèß.

Äîêàçàõìå ,œå àêî äâå íàðåäåíè ìíîæåñòâà ñà ðàâíîìîùíè íî íå ñà èçáðîèìè

òî òå íå ñà èçîìîðôíè.

Äåôèíèöèß:Íåêà (A,6 ) å œàñòèœíî íàðåäåíî ìíîæåñòâî.Êàçâàìå ,œå f å

àâòîìîðôèçúì çà (A,6 ) àêî f å èçîìîðôèçúì íà (A,6 ) â (A,6 ).

Çàäàœà:

1.Êîëêî ñà àâòîìîðôèçìèòå çà (N,6 )?

2.Êîëêî ñà àâòîìîðôèçìèòå çà (Z,6 )?

3.Êîëêî ñà àâòîìîðôèçìèòå çà (Q,6 )?

Ðåøåíèå:

1.idN å åäèíñòâåí àâòîìîðôèçúì çà (N,6 ).

2.Ìíîæåñòâîòî íà àâòîìîðôèçìèòå çà (Z,6 ) å ñ ìîùíîñò N̄̄.

Òâúðäåíèå: Íåêà f å àâòîìîðôèçúì çà (Z,6 ).Òîãàâà ñúùåñòâóâà n∈Z

òàêîâà ,œå f = fn(fn(x) =x+n).

Ïîäçàäàœà: äà ñå äàäå äîêàçàòåëñòâî íà ãîðíîòî òâúðäåíèå.

3.Ìíîæåñòâîòî íà àâòîìîðôèçìèòå çà (Q,6 ) å ñ ìîùíîñò P(N)= R̄̄.

Òðßáâà äà íàìåðèì èçîìîðôèçúì çàïàçâàù íàðåäáàòà â Q.
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Íåêà f(x)=
{

ax , x∈N

fk(x), x∈ (k − 1, k)
. Áðîß íà ðåäèöèòå ïîëóœåí îò fk å Q×� ×Q=

=Qw∼R∼P(N).

Ñëåäíîòî òâúðäåíèå å áèëî óñòàíîâåíî îò Ñåðïèíñêè.

Òâúðäåíèå:Íåêà A= (P(N),⊆ ) å œàñòèœíî íàðåäåíî ìíîæåñòâî.Â A èìà

âåðèãà ñ ìîùíîñò P(N)= R̄̄.

Äîêàçàòåëñòâî:

Ôèêñèðàìå åäíà íàðåäáà íà Q: r0, r1,�
Íåêà α∈R.Äåôèíèðàìå xα = {n|rn 6α}→ xα∈P(N).Ùå ïîêàæåì ,œå çà

âñßêî α< β , xα⊂ xβ.Íåêà r ∈Q è α<r < β òî r= rn0 çà íßêîå n0∈N .Òîãàâà

n0 � xα è n0∈xβ→ xα� xβ.Îñòàâà äà âèäèì ,œå xα⊆xβ.Íåêà n∈xα→

rn 6α< β→ rn< β→n∈xβ→ xα⊆xβ.Îò xα⊆xβ ∧xα� xβ→xα⊂xβ.Òîãàâà

äåôèíèðàìå ñëåäíîòî ìíîæåñòâî C = {xα|α∈R}→C∼R→x∈C→ x∈P(N).

Èçáèðàìå α è β , òî x=xα, y= xβ:

•α= β → xα = xβ

•α< β →xα⊂xβ

•β <α→ xβ⊂xα

Ñëåäîâàòåëíî èìàìå x⊂ y∨x= y∨ y⊂x ò.å. C å âåðèãà â A.

Òâúðäåíèå:Íåêà A⊆R å îòâîðåí èíòåðâàë.Òîãàâà A ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè

êàòî îáåäèíåíèå íà èçáðîèìî ìíîãî íåïðåñèœàùèñå îòâîðåíè èíòåðâàëè.

Äîêàçàòåëñòâî:Íåêà A⊆R.

Íåêà äåôèíèðàìå ñëåäíèòå ìíîæåñòâà: x∈A.
Lx = {y ∈R|y <x∧ y � A} è Rx = {y ∈R|x< y∧ y � A}.
•Lx =Rx = ∅→A=R

•Lx = ∅∧Rx� ∅→Rx å îãðàíèœåíî îòäîëó è β = inf Rx.Òîãàâà (−∞, β)⊆A,
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β >x∧ β � A.Àêî β ∈A òî ñúùåñòâóâà îêîëíîñò íà β â ìíîæåñòâîòî A ,

ñëåäîâàòåëíî ùå èìà ïî-ãîëßì åëåìåíò îò β â A→ β � A.
•Lx� ∅∧Rx = ∅→Lx å îãðàíèœåíî îòãîðå è α= supLx→ (β,+∞)⊆A, α � A.
•Lx� ∅∧Rx� ∅→α= supLx∧ β= inf Rx.Òîãàâà x∈ (α, β)⊆A è α, β � A.
Íà âñßêî x� (αx, βx).Äåôèíèðàìå ìíîæåñòâîòî B= {(αx, βx)|x∈A}.

Ùå äîêàæåì ,œå àêî I1, I2∈B→ I1 = I2∨ (I1∩ I2 = ∅).Íåêà I1, I2∈B è I1� I2.
Äà äîïóñíåì ,œå I1∩ I2� ∅.Íåêà èçáåðåì x0∈ (I1∩ I2), x0� (αx0, βx0) , íî

òîâà å ìàêñèìàëíèßò èíòåðâàë ,íà êîéòî ïðåíàäëåæè x0 è x0∈ I1∩ I2→ I1 = I2.

Ñëåäîâàòåëíî B å íàé-ìíîãî èçáðîèìî çàùîòî å ìíîæåñòâî îò íåïðåñèœàùèñå

èíòåðâàëè , è âúâ âñåêè èíòåðâàë èìà ðàöèîíàëíî œèñëî êîåòî ìó ñå
ñúïîñòàâß.Òàêà ñå ïîëóœàâà áèåêöèß f :B→Q , ñëåäîâàòåëíî B∼N.

Ùå ïîêàæåì ,œå A=∪B.

1.Íåêà x∈A→x∈ (αx, βx)∈B→x∈∪B→A⊆∪B.

2.Íåêà x∈∪B→ ñúùåñòâóâà åäèíñòâåí èíòåðâàë (αx, βx): x∈ (αx, βx)⊆A→

x∈A→∪B ⊆A.Îò 1 è 2 ñëåäâà ,œå A=∪B.

Äåôèíèöèß:Íåêà A⊆R è α∈R.Êàçâàìå ,œå α å òîœêà íà íàòðóïâàíå çà A,

àêî (∀ε> 0)(Oε(α)∩A) èìà íåèçáðîèìî ìíîãî òîœêè (Oε(α)- îêîëíîñò ñ

ðàäèóñ ε íà òîœêàòà α).

Äåôèíèöèß: x å èçîëèðàíà òîœêà çà ìíîæåñòâîòî A àêî ñúùåñòâóâà

îêîëíîñò íà x , Oε òàêàâà ,œå Oε(x)∩A= {x}.

Äåôèíèöèß: A å ñúâúðøåííî ìíîæåñòâî àêî å çàòâîðåíî áåç èçîëèðàíè
òîœêè ìíîæåñòâî.

Òâúðäåíèå: Íåêà A å çàòâîðåíî ìíîæåñòâî îò ðåàëíè œèñëà.Òîãàâà

ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíà äâîéêà îò ìíîæåñòâà C,B òàêèâà ,œå:

1.A=C ∪B.

2.C å ñúâúðøåííî ìíîæåñòâî.

36



3.B å íàé-ìíîãî èçáðîèìî è B ∩C = ∅.

Çàäàœà1:Íåêà AC å ìíîæåñòâî îò òîœêè íà íàòðóïâàíå çà A.Äà ñå äîêàæå,œå

AC å çàòâîðåíî è íßìà èçîëèðàíè òîœêè ( å ñúâúðøåííî ).

Çàäàœà2:Âñßêî íåèçáðîèìî ìíîæåñòâî èìà ïîíå åäíà òîœêà íà íàòðóïâàìå.

Çàäàœà3: Àêî A å çàòâîðåíî ìíîæåñòâî è AC ⊆A òî A\AC å íàé-ìíîãî

èçáðîèìî.

Îáåäèíåíîòî íà ðåøåíèßòà íà ãîðíèòå 3 çàäàœè ïðåäñòâëßâà äîêàçàòåëñòâîòî

íà òðúâäåíèåòî.

Íåêà ðàçãëåäàìå ñëåäíèß èíòåðâàë C0 = [0, 1].

Äåôèíèðàìå C1 = [0,
1

3
]∪ [

2

3
, 1] (ìàõàìå ñðåäíàòà

1

3
îò èíòåðâàëà C0).

Äåôèíèðàìå C2 = [0,
1

9
]∪ [

2

9
,

1

3
]∪ [

2

3
,

7

9
]∪ [

8

9
, 1](ìàõàìå ñðåäíàòà

1

3
îò äâàòà

èíòåðâàëà îáðàçóâàùè C1).

... ò.í.

C =∩n=0
∞ Cn å íåèçáðîèìî ìíîæåñòâî è C å “ïðàçíî” îòâúòðå.Òîâà ñå íàðèœà

Êàíòîðîâ ïðàõ.

11.Ïîëóðåøåòêè è ðåøåòêè ,ëåêñèêîãðàôñêî ,àíòèëåêñèêîãðàôñêî

è êàíîíèœíî óìíîæåíèå è íàðåäáè ,äîáðà íàðåäáà

11.1 Ïîëóðåøåòêè è ðåøåòêè

Äåôèíèöèß:Íåêà A= (A,6 ) è B= (B,4 ) ñà œàñòèœíî íàðåäåíè ìíîæåñòâà.
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Êàçâàìå ,œå f å èçîìîðôèçúì íà A âúðõó B àêî f :A→B å áèåêöèß è

(∀x∈A)(∀y ∈A)(x6 y� f(x)4 f(y)).Êàçâàìå ,œå f å èçîìîðôíî âëàãàíå

íà A â B àêî f å èçîìîðôèçúì íà A âúðõó èíäóöèðàíîòî œàñòèœíî íàðåäåíî

ìíîæåñòâî (f [A],4∩ (f [A]× f [A])).

Íåêà A = (A, 6 ) å œàñòèœíî íàðåäåíî ìíîæåñòâî è a ∈ A ,ùå äåôèíèðàìå
ñëåäíîòî ìíîæåñòâî Oa = {x|x∈A ∧x6 a}.Oa íàðèœàìå ëßâ îòðåç íà A.

Èìàìå ,œå Oa⊆A → Oa∈P(A).Íåêà äåôèíèðàìå ñëåäíàòà ôóíêöèß: çà a∈A
f(a)=Oa .Ùå ïîêàæåì ,œå òß å èíåêöèß.Íåêà Oa =Ob ,ùå äîêàæåì ,œå a= b.

Îò äåôèíèöèßòà íà Oa , Ob èìàìe ,œå a∈Oa è b∈Ob ïîíåæå Oa =Ob → a∈Ob

→ a6 b è b∈Oa → a6 b → a= b→ f :A→P(A) å èíåêöèß.Ùå ïîêàæåì ,œå

f çàïàçâà íàðåäáàòà ò.å. a6 b� Oa⊆Ob.

(→ ) Íåêà a6 b è x∈Oa îò äåôèíèöèßòà → x6 a è îò òðàíçèòèâíîñòòà

→ x6 a6 b → x6 b→ x∈Ob → Oa⊆Ob .

(← ) Íåêà Oa⊆Ob.Îò äåôèíèöèßòà èìàìå a∈Oa→ a∈Ob → a6 b.

Ñëåäîâàòåëíî âñßêî œàñòèœíî íàðåäåíî ìíîæåñòâî (A,6 ) å èçîìîðôíî

âëîæåíî â (P(A),⊆P(A) ).

Äåôèíèöèß:Íåêà A= (A,6 ) å œàñòèœíî íàðåäåíî ìíîæåñòâî.Êàçâàìå ,œå

A å ãîðíà ïîëóðåøåòêà àêî (∀a∈A)(∀b∈A)(∃c(c= sup {a, b})).Ãîðíàòà ïîëó-

ðåøåòêà å ñ åäèíèöà àêî ∃supA.À çà îïåðàöèßòà sup òðßáâà äà ñà â ñèëà

ñëåäíèòå ñâîéñòâà:

1)sup {a, a}= a (èäåìïîòåíòíîñò)

2)sup {a, b}= sup {b, a} (êîìóòàòèâíîñò)

3)sup {a, sup {b, c}}= sup {sup {a, b}, c} (àñîöèàòèâíîñò)
4)sup {a, supA}= supA= 1 (ñâîéñòâî íà åäèíèöàòà)

Íåêà äåôèíèðàìå ñëåäíàòà îïåðàöèß sup {a, b}=def a⊔b.Òîãàâà ãîðíèòå

ñâîéñòâà ìîãàò äà ñå çàïèøàò ïî ñëåäíèß íàœèí:
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Òâúðäåíèå:Íåêà çà (A,⊔) ,⊔:A×A→A ñà â ñèëà ñâîéñòâàòà 1,2 è 3.Òîãàâà

A= (A,6 ) ,êúäåòî a6 b ⇌ a⊔b= b å ãîðíà ïîëóðåøåòêà.

1)a⊔a= a (èäåìïîòåíòíîñò)

2)a⊔b= b⊔a (êîìóòàòèâíîñò)

3)a⊔(b⊔c)= (a⊔b)⊔c (àñîöèàòèâíîñò)

Àêî (A,⊔) èìà íåóòðàëåí åëåìåíò òî òîé å åäèíèöà çà A è å â ñèëà:

4)a⊔1 =1 (ñâîéñòâî íà åäèíèöàòà - íàé-ãîëåìèß åëåìåíò)

Äîêàçàòåëñòâî:

Íåêà a∈A .Ùå äîêàæåì ,œå a⊔a= a→ a6 a ,êîåòî å âßðíî îò ñâîéñòâîòî

ðåôëåêñèâíîñò.Íåêà a, b∈A è a6 b∧ b6 a→ a= b îò ñâîéñòâîòî àíòèñèìåò-

ðèœíîñò.Îò äåôèíèöèßòà a⊔b= b è b⊔a= a èìàìå ,œå b= a⊔b= b⊔a= a→ a= b.

Îò ñâîéñòâîòî òðàíçèòèâíîñò èìàìå a6 b∧ b6 c⇒ a6 c.Îò äåôèíèöèßòà

a⊔b= b , b⊔c= c→ a⊔c= a⊔(b⊔c) = (a⊔b)⊔c= b⊔c= c→ a6 c.

Äåôèíèöèß:Íåêà A= (A,6 ) å œàñòèœíî íàðåäåíî ìíîæåñòâî.Êàçâàìå ,œå

A å äîëíà ïîëóðåøåòêà àêî (∀a∈A)(∀b∈A)(∃c(c= inf {a, b})).Äîëíàòà ïîëó-

ðåøåòêà å ñ íóëà àêî ∃infA.À çà îïåðàöèßòà inf òðßáâà äà ñà â ñèëà

ñëåäíèòå ñâîéñòâà:

1)inf {a, a}= a (èäåìïîòåíòíîñò)

2)inf {a, b}= inf {b, a} (êîìóòàòèâíîñò)

3)inf {a, inf {b, c}}= inf {inf {a, b}, c} (àñîöèàòèâíîñò)

4)inf {a, infA}= infA=0 (ñâîéñòâî íà åäèíèöàòà)

Òâúðäåíèå:Íåêà çà (A,⊓) ,⊓:A×A→A ñà â ñèëà ñâîéñòâàòà 1,2 è 3.Òîãàâà

A= (A,6 ) ,êúäåòî a6 b ⇌ a⊓b= a å ãîðíà ïîëóðåøåòêà.

1)a⊓a= a (èäåìïîòåíòíîñò)

2)a⊓b= b⊓a (êîìóòàòèâíîñò)

3)a⊓(b⊓c)= (a⊓b)⊓c (àñîöèàòèâíîñò)

Àêî (A,⊓) èìà íåóòðàëåí åëåìåíò òî òîé å íóëà çà A è å â ñèëà:
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4)a⊓0 =0 (ñâîéñòâî íà íóëàòà - íàé-ìàëêèß åëåìåíò)

Äåôèíèöèß:A å ðåøåòêà ,àêî A å êàêòî ãîðíà òàêà è äîëíà ïîëóðåøåòêà.

Äåôèíèöèß:Íåêà çà (A,⊔,⊓) ,⊓:A×A→A ,⊔:A×A→A ñà â ñèëà ñâîéñò-

âàòà 1,2,3,4,5,6,7 è 8.Òîãàâà A=(A,6 ) ,êúäåòî a6 b⇌ a⊔b= b è

a6 b⇌ a⊓b= a å ðåøåòêà.

1)a⊔a= a (èäåìïîòåíòíîñò)

2)a⊔b= b⊔a (êîìóòàòèâíîñò)

3)a⊔(b⊔c)= (a⊔b)⊔c (àñîöèàòèâíîñò)

4)a⊓a= a (èäåìïîòåíòíîñò)

5)a⊓b= b⊓a (êîìóòàòèâíîñò)

6)a⊓(b⊓c)= (a⊓b)⊓c (àñîöèàòèâíîñò)

7)a⊓(a⊔b)= a (çàêîí çà ïîãëúùàíåòî)

8)a⊔(a⊓b)= a (çàêîí çà ïîãëúùàíåòî)

Êîíòèíóàëíà èíäóêöèß

Íåêà A⊆R.
(1)∃a: (−∞, a)⊆A
(2)∀x((−∞, x)⊆A⇒∃y(x< y ∧ (−∞, y)⊆A))

òîãàâà A=R.

11.2 Ëåêñèêîãðàôñêî ,àíòèëåêñèêîãðàôñêî è êàíîíèœíî óìíîæåíèå

è íàðåäáè ,äîáðà íàðåäáà

Äåôèíèöèß:Íåêà (A1,61 ) è (A2,62 ) ñà œàñòèœíî íàðåäåíè ìíîæåñòâà.

Äåôèíèðàìå ñóìà íà òåçè œàñòèœíî íàðåäåíè ìíîæåñòâà ïî ñëåäíèß íàœèí:
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íåêà A1
′ =A1×{1} è A2

′ =A2×{2} êàòî (A1
′ ,61

′ ): (a, 1)61
′ (b, 1)⇌ a61 b è

(A2
′ ,62

′ ): (c, 2) 62
′ (d, 2) ⇌ c62 d.Êàòî A1

′ ∩A2
′ = ∅ òîãàâà (A1,61 )⊕ (A2,62 )⇌

(A1
′ ∪A2

′ ,6 ) : (x, i) 6 (y, j) ⇌







x 61 y , i = j = 1
x 62 y , i = j = 2
x = x , i = 1, j = 2

.Êàòî ñå ïðàâè ïðîâåðêà ,œå

(A1
′ ∪A2

′ ,6 ) å œàñòèœíî íàðåäåíî ìíîæåñòâî.

Äåôèíèöèß:Íåêà A1 =(A1,61 ) è A2 = (A2,62 ) ñà œàñòèœíî íàðåäåíè

ìíîæåñòâà.Äåôèíèðàìå A1⊙KA2 ⇌ (A1×A2,6K ) ,êúäåòî

(x1, y1)6K (x2, y2) ⇌ (x1 61 x2)∧ (y1 62 y2) ñå íàðèœà ïî êîîðäèíàòíà íàðåäáà

êàòî A1⊙KA2 å œàñòèœíî íàðåäåíî ìíîæåñòâî(⊙K íàðèœàìå ïî êîîðäèíàòíî

ïðîèçâåäåíèå).

Àêî A1 è A2 ñà ëèíåéíî íàðåäåíè ìíîæåñòâà òî íå âèíàãè A1⊙KA2 å ëèíåéíî

íàðåäåíî ìíîæåñòâî.

Äåôèíèöèß:Íåêà A1 =(A1,61 ) è A2 = (A2,6 2) ñà œàñòèœíî íàðåäåíè

ìíîæåñòâà.Äåôèíèðàìå A1⊙lA2 ⇌ (A1×A2,6l ) ,êúäåòî

(x1, y1)6l (x2, y2)⇌ (x1<1 x2)∨ ((x1 =x2)∧ (y1 62 y2)) ñå íàðèœà ëåêñèêîãðàôñêà

íàðåäáà êàòî A1⊙lA2 å œàñòèœíî íàðåäåíî ìíîæåñòâî(⊙l íàðèœàìå

ëåêñèêîãðàôñêî ïðîèçâåäåíèå).

Àêî A1 è A2 ñà ëèíåéíî íàðåäåíè ìíîæåñòâà òî A1⊙lA2 ñúùî å ëèíåéíî

íàðåäåíî ìíîæåñòâî.

Äåôèíèöèß:Íåêà A1 =(A1,61 ) è A2 = (A2,6 2) ñà œàñòèœíî íàðåäåíè

ìíîæåñòâà.Äåôèíèðàìå A1⊙alA2 ⇌ (A1×A2,6al ) ,êúäåòî

(x1, y1)6al (x2, y2)⇌ (y1<2 y2)∨ ((y1 = y2)∧ (x1 61 x2)) ñå íàðèœà

àíòèëåêñèêîãðàôñêà íàðåäáà êàòî A1⊙alA2 å œàñòèœíî íàðåäåíî ìíîæåñòâî
(⊙al íàðèœàìå àíòèëåêñèêîãðàôñêî ïðîèçâåäåíèå).
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Ëåñíî ñå âèæäà ,œå A1⊙lA2@ A2⊙alA1.

Äåôèíèöèß:Íåêà A= (A,6 ) å œàñòèœíî íàðåäåíî ìíîæåñòâî.Êàçâàìå ,œå

A å äîáðå íàðåäåíî ìíîæåñòî àêî ∀B(B � ∅∧B ⊆A):B èìà íàé-ìàëúê

åëåìåíò.

Òâúðäåíèå:Àêî A å äîáðå íàðåäåíî ìíîæåñòâî òî A å ëèíåéíî íàðåäåíî.

Òâúðäåíèå:Íåêà (A,6 ) å äîáðå íàðåäåíî ìíîæåñòâî.Òîãàâà (A×A,6C ) å

äîáðå íàðåäåíî ìíîæåñòâî ,êúäåòî

(x1, y1) 6C (x2, y2) ⇌ ( max (x1, y1)<max (x2, y2)) ∨ (max (x1, y1) = max (x2, y2) ∧
(x1<x2))∨ (max (x1, y1)=max (x2, y2)∧x1 =x2∧ y1 6 y2) (6C íàðèœàìå

êàíîíèœíà íàðåäáà).

Äåôèíèöèß(Èíäóêöèß ïî Ïåàíî):Íåêà A⊆N.Àêî

1) 0∈A

2)∀x(x∈A⇒S(x)∈A) .

Òîãàâà A=N.

Äåôèíèöèß(Îáîáùåíà Èíäóêöèß):Íåêà A⊆N.Òîãàâà àêî

∀x(∀y(y <x⇒ y ∈A)⇒x∈A) ,òî A=N.

Òâúðäåíèå:Íåêà A= (A,< ) å äîáðå íàðåäåíî ìíîæåñòâî è B ⊆A óäîâëåòâî-

ðßâà ñâîéñòâîòî (∀x∈A)((∀y ∈A)(y <x⇒ y ∈B)⇒ x∈B).Òîãàâà B=A .

(òâúðäåíèåòî ïîêàçâà ,œå âúâ âñßêî äîáðî íàðåäåíî ìíîæåñòâî ìîæå äà ñå
ïðèëàãà ïðèíöèïà íà ìàòåìàòèœåñêàòà èíäóêöèß)

Äîêàçàòåëñòâî:Íåêà B óäîâëåòâîðßâà ãîðíîòî ñâîéñòâî.Äà äîïóñíåì ,œå

B � A ò.å. A\B � ∅.Ïîíåæå A å äîáðå íàðåäåíî ìíîæåñòâî ,ñëåäîâàòåëíî
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ñúùåñòâóâà íàé-ìàëúê åëåìåíò x0 (ñïðßìî íàðåäáàòà < ) â ìíîæåñòâîòî

A\B.Äîïóñêàìå ,œå ñúùåñòâóâà åëåìåíò x′ ,òàêúâ œå x′<x0∧x′ � B.Íî òîãàâà

x′∈A\B ∧x′<x0 ,êîåòî ïðîòèâîðåœè íà òîâà ,œå x0 å íàé-ìàëêèß åëåìåíò íà

A\B.Òîãàâà ñïîðåä óäîâëåòâîðåíîòî îò B ñâîéñòâî ,èìàìå ùîì âñèœêè

åëåìåíòè ïî-ìàëêè îò x0 ïðåíàäëåæàò íà B ñëåäâà ,œå x0∈B ,êîåòî ïîêàçâà,

œå x0 � A\B ,êîåòî å â ïðîòèâîðåœèå ñ äîïóñíàòîòî ñëåäîâàòåëíî A\B= ∅→
A=B.

12.Îðäèíàëíè œèñëà,îñíîâíè ñâîéñòâà è òðàíñôèíèòíà èíäóêöèß

12.1 Îðäèíàëíè œèñëà

Íåêà x å ìíîæåñòâî äåôèíèðàìå (x, εx) êàòî íàðåäåíî ñïðßìî ñëåäíàòà
íàðåäáà, εx ⇌ {(y, z)|(y ∈x∧ z ∈x)∧ y ∈ z}.

Äåôèíèöèß(Åïñèëîí Äîáðà Íàðåäáà):

EWO(x) ⇌∀y∀z(y ∈x∧ z ∈x⇒ y ∈ z ∨ y= z ∨ z ∈ y) ∧
∧∀u(u� ∅∧u⊆x⇒∃y(y ∈u∧ y ∩u= ∅))

Äåôèíèöèß:Êàçâàìå ,œå x å îðäèíàëíî œèñëî (Ord(x)) àêî ñà â ñèëà ñëåäíè-

òå ñâîéñòâà Trans(x)∧EWO(x) .
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12.2 Îñíîâíè ñâîéñòâà

Ñâîéñòâà íà îðäèíàëíèòå œèñëà:

α è β ñà îðäèíàëíè œèñëà ,à x è y ñà ìíîæåñòâà.

(#)α< β⇌α∈ β ; α6 β⇌α< β ∨α= β

1. α � α ; (∀x)¬(x∈α∧α∈x) ; (∀x∈α)(∀y ∈α)¬(x∈ y ∧ y ∈x)
2. α< β ∧ β < γ⇒α< γ

3. ¬(α<α) ; α< β⇒¬(β <α)

4. Ord(S(α)); α<S(α) ; ¬∃β(α< β ∧ β <S(α))

5. x∈α⇒Ord(x)

6. x⊆α∧Trans(x)⇒x=α∨x∈α
7. α6 β� α⊆ β
8. α< β ∨α= β ∨ β <α
9. α< β� S(α)6 β

10. (∀y ∈x)Ord(y)⇒EWO(x)∧Ord(∪x)
11. (∀y ∈x)Ord(y)⇒ “(x, εx) å äîáðå íàðåäåíî ìíîæåñòâî”

12. (∀y ∈x)Ord(y)⇒ (∪x6 β� (∀α∈x)(α6 β))

Äîêàçàòåëñòâî:

1)

1.1) α � α
Äà äîïóñíåì ,œå α ∈ α.Òîãàâà {α} ⊆ α è {α} � ∅.Òîãàâà ∃y(y ∈ {α} ∧ y ∩
{α}= ∅).Íåêà ðàçãëåäàìå åäíî òàêîâà y ∈{α} : y ∩{α}= ∅.Îò y ∈{α}⇒ y=α

ñëåäîâàòåëíî α∈ y è α∈{α} îò êúäåòî ñëåäâà α∈ y∩{α} ,êîåòî å â ïðîòèâî-

ðåœèå ñ y ∩{α}= ∅.

1.2) (∀x)¬(x∈α∧α∈x)
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Íåêà Ord(α) è x∈α.Äà äîïóñíåì ,œå α∈ x. α∈x ,x∈α è Ord(α)→Trans(α)→
α∈α ,êîåòî å ïðîòèâîðåœèå.

1.3) (∀x∈α)(∀y ∈α)¬(x∈ y ∧ y ∈x)
Íåêà x ∈ α, y ∈ α òîãàâà {x, y} ⊆ α , {x, y} � ∅.Òîãàâà ∃z(z ∈ {x, y} ∧ z ∩ {x,
y}= ∅).

Íåêà z å òàêîâà ,œå z ∈{x, y} , z ∩{x, y}= ∅ .

• z=x òîãàâà x∩{x, y}= ∅ → y � x
•z= y òîãàâà y∩{x, y}= ∅ → x � y

2) ñå äîêàçâà œðåç ñâîéñòâàòà 1

3)

3.1) ¬(α<α) ñëåäâà îò α � α (ñâ1.1)

3.2) α< β⇒¬(β <α) îò ñâ1

4)

4.1) Ord(S(α))

Íåêà Ord(α) è S(α)=α∪{α} è Trans(α)→Trans(S(α)) (äîêàçàíî â òåìàòà çà

òðàíçèòèâíè ìíîæåñòâà).Íåêà x, y ∈S(α) ñà ïðîèçâîëíî èçáðàíè.Òðßáâà äà

ïðîâåðèì x∈ y∨x= y∨ y ∈x ? Îò x, y ∈S(α) ñëåäâàò 4 ñëóœàß:

•x, y ∈{α} →x= y=α

•x∈α , y ∈α . Â òîçè ñëóœàé òâúðäåíèåòî âßðíî çàùîòî Ord(α)

•x∈α , y ∈{α}→ y=α → x∈ y
•y ∈α , x∈{α}→ x=α → y ∈x

Íåêà u� ∅ : u⊆S(α) å ïðîèçâîëíî èçáðàíî.Íåêà u′= u\{α}.
•u′ = ∅ .Òîãàâà u= {α} , α∈u è α∩u=α∩{α}= ∅ ,çàùîòî α � α .

•u′� ∅ .Òîãàâà u′⊆α è èìàìå ,œå Ord(α). Íåêà y ∈u′ è y∩u′= ∅.Îò y ∈u′

→ y ∈u.Ùå äîêàæåì ,œå y ∩u= ∅. y ∩ u⊆ y ∩ (u′∪{α})= (y ∩ u′)∪ (y ∩{α}) =
= y∩{α}= ∅→ y∩u⊆∅→ y ∩u= ∅.Îò y ∈u′ , u′⊆u→ y ∈u.

4.2) α<S(α)
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Íåêà Ord(α).Îò ñâ 4.1 èìàìå ,œå Ord(S(α)) è α ∈ S(α) îò äåôèíèöèßòà (#) →
α<S(α).

4.3) ¬∃β(α< β ∧ β <S(α))

Äà äîïóñíåì ïðîòèâíîòî ,œå ∃β(α< β ∧ β <S(α))→α∈ β ∧ β ∈S(α).

S(α) =α∪{α} → β ∈α ,êîåòî ïðîòèâîðåœè íà α∈ β èëè β=α ,êîåòî ïðîòèâî-

ðåœè íà α∈ β.

5) x∈α⇒Ord(x)

Íåêà x∈α.Òðßáâà äà ïîêàæåì ,œå Trans(x).Íåêà z ∈ y è y ∈x ñà ïðîèçâîëíî

èçáðàíè è òðßáâà äà äîêàæåì ,œå z ∈x.Èìàìå ,œå x∈α è Trans(α)→x⊆α→

y ∈α→ y ⊆α→ z ∈α → x, y, z ∈α.Ñëåäîâàòåëíî èìàìå x∈ z ∨x= z ∨ z ∈x.

-x= z òîãàâà èìàìå x∈ y∧ y ∈x è x, y ∈α êîåòî å ïðîòèâîðåœèå ñúñ ñâ1.

-x∈ z òîãàâà ∅� {x, y, z}⊆α → ∃v(v ∈{x, y, z}∧ v∩{x, y, z}= ∅).

• v= x èìàìå y ∈x= v è y ∈{x, y, z} → y ∈ v ∩{x, y, z}= ∅- àáñóðä

•v= y èìàìå z ∈ y= v è z ∈{x, y, z} → z ∈ v∩{x, y, z}= ∅ - àáñóðä

•v= z èìàìå x∈ z= v è x∈{x, y, z}→x∈ v∩{x, y, z}= ∅ - àáñóðä

→ z ∈x→Trans(x).

Íåêà y, z ∈x òðßáâà äà ïîêàæåì ,œå y ∈ z ∨ y= z ∨ z ∈ y? Èìàìå x∈α→x⊆α

è y, z ∈x→ y, z ∈α→ y ∈ z ∨ y= z ∨ z ∈ y.

Íåêà u � ∅ : u ⊆ x å ïðîèçâîëíî èçáðàíî.Òðßáâà äà ïîêàæåì ,œå ∃y(y ∈ u ∧ y ∩
u= ∅).Îò x∈α→x⊆α è u⊆x→ u⊆α→ òâúðäåíèåòî å èçïúëíåíî.

6) x⊆α∧Trans(x)⇒x∈α∨x=α

Íåêà u=α\x .

•u= ∅ òîãàâà x=α

•u� ∅ è u⊆α.Òîãàâà âçåìàìå y: y ∈u è y∩u= ∅.Òâúðäèì ,œå x= y.

(1) z ∈x→ z ∈α è y ∈α→ y ∈ z ∨ y= z ∨ z ∈ y

•y= z→ y ∈x→ y � u - ïðîòèâîðåœèå

•y ∈ z è z ∈x ,Trans(x)→ y ∈x⇒ y � u - àáñóðä

→ z ∈ y →x⊆ y
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(2) z ∈ y , y ∈α→ z ∈α .Äîïóñêàìå ,œå z � x.Òîãàâà z ∈u(îò z ∈α è z � x)
→ z ∈ y ∩u= ∅ - àáñóðä → z ∈x→ y ⊆x→ y=x.

Îò x= y, y ∈u, u⊆α→x∈α.

7) α6 β� α⊆ β

(⇒ ) Íåêà α6 β. Îò (#) èìàìå α < β ∨ α = β� α ∈ β ∨ α = β .Îò α ∈ β→
α⊂ β è îò α= β →α⊆ β.

(⇐ ) Íåêà α⊆ β è îò Trans(β)→α∈ β ∨α= β →α< β ∨α= β→α6 β .

8) α< β ∨α= β ∨ β <α

Íåêà Ord(α) è Ord(β) è x=α∩ β.Îò
{

Trans(x)
x ⊆α

→ x=α∨x∈α è
{

Trans(x)
x ⊆ β

→

x= β ∨x∈ β .

- x=α è x= β→α= β

- x=α è x∈ β→ α∈ β→α< β

- x∈α è x= β→ β ∈α→ β <α

- x∈α è x∈ β→ x∈α∩ β→x � x è Ord(x) - àáñóðä.

9) α< β� S(α)6 β

(⇒ ) Íåêà α< β→α∈ β . Èìàìå S(α)=α∪{α}.

x∈S(α) å ïðîèçâîëíî èçáðàíî →
{

x∈α →x∈ β

x= α → x∈ β
→S(α)⊆ β→S(α) 6 β .

(⇐ ) Íåêà S(α) 6 β →S(α)⊆ β ò.å. α∪{α}⊆ β.Èìàìå α∈α∪{α}→α∈ β→

α< β.

10) (∀y ∈x)Ord(y)⇒EWO(x)∧Ord(∪x)

Íåêà (∀y ∈x)Ord(y) .

EWO(x): Íåêà y ′, y ′′∈x ïðîèçâîëíî èçáðàíè.Òîãàâà Ord(y ′) è Ord(y ′′)→

y ′< y ′′∨ y ′= y ′′∨ y ′′< y ′� y ′∈ y ′′∨ y ′ = y ′′∨ y ′′∈ y ′ .

Íåêà u� ∅ : u⊆x ïðîèçâîëíî èçáðàíî.Èçáèðàìå ïðîèçâîëíî α∈u.Íåêà

u′=α∩u :

•u′= ∅ òîãàâà α∈u è α∩u= ∅
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•u′� ∅→u′⊆α. Èçáèðàìå y ∈u′∧ y ∩u′= ∅.Èìàìå y ∈u′ , u′⊂u→ y ∈u.
Òâúðäèì ,œå y ∩u= ∅ .Äà äîïóñíåì ,œå y ∩u� ∅.Íåêà z ∈ y∩u→ z ∈u⊆x→
z ∈x→Ord(z) èëè z ∈ y→ z ∈u′→ z ∈u→ z � α→¬(z <α)→ z=α∨α<z→
z=α∨α∈ z.
• z=α→α∈ y ∩u è y ∈u′= u∩α→ y ∈α - àáñóðä

•α∈ z→ α∈ y (çàùîòî z ∈ y∩u) →α∈ y è y ∈u′= u∩α→ y ∈α→ ïðîòèâî-

ðåœèå ñúñ ñâ1

Ord(∪x):
(∀y ∈x)Trans(y)⇒Trans(∪x) : Íåêà z1∈ z2, z2∈∪x ñà ïðîèçâîëíî èçáðàíè.

Èçáèðàìå y ∈x: z2∈ y→Ord(y)→Trans(y)→ z1∈ y→ z1∈∪x.
EWO( ∪ x): Íåêà Z = {z |z ∈ y ∧ y ∈ x} = ∪ x.Èìàìå (∀z ∈ Z)Ord(z) →

(∀z ∈Z)EWO(z)→EWO(∪x).
→Ord(∪x).

11) (∀y ∈x)Ord(y)⇒ “(x, εx) å äîáðå íàðåäåíî ìíîæåñòâî”

Èððåôëåêñèâíîñòòà íà εx ñëåäâà îò ñâ 1.1 ,àñèìåòðèœíîñòòà îò ñâ 1.2 è

òðàíçèòèâíîñòòà îò ñâ2 → εx å ñòðîãà íàðåäáà.

Íåêà u� ∅: u⊆x å ïðîèçâîëíî èçáðàíî.Òîãàâà u èìà íàé-ìàëúê åëåìåíò

îòíîñíî εx.Èìà y : y ∈u , y ∩u= ∅.Òâúðäèì ,œå (∀z ∈u)(yεx z ∨ y= z). Èìàìå

z ∈u→Ord(z) ,Ord(y)→ z < y∨ z= y ∨ y < z→ zεx y ∨ z= y ∨ yεx z ,êúäåòî

zεx y å íåâúçìîæíî.

Òâúðäåíèå: Íåêà x å ìíîæåñòâî îò îðäèíàëè.Òîãàâà ñúùåñòâóâà îðäèíàë β

òàêúâ ,œå (∀α∈x)(α< β) è â œàñòíîñò β � x : β=S(∪x).
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12.3 Òðàíñôèíèòíà èíäóêöèß

I ôîðìà: Íåêà ϕ(ū , α) å òåîðèòèêî ìíîæåñòâåíî ñâîéñòâî è Ord(α),Ord(β).

Òîãàâà ∃αϕ(ū , α)⇒∃α ′(ϕ(ū , α ′)∧∀β(β <α ′⇒¬ϕ(ū , β))).

Åäèíñòâåíîòî α ′ : ϕ(ū , α ′)∧∀β(β <α ′⇒¬ϕ(ū , β)) ùå îçíàœàâàìå ñ

µα[ϕ(ū , α)] .

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà ∃αϕ(ū , α) è ôèêñèðàìå ū .Èçáèðàìå α0: ϕ(ū , α0).

Íåêà A= {α|α<S(α0)∧ ϕ(ū , α)}.Èìàìå α0∈A→A� ∅ (íåïðàçíî ìíîæåñòâî

îò îðäèíàëè).Íåêà (A,<A ) , <A ⇌ {(γ1, γ2)|γ1∈A∧ γ2∈A∧ γ1< γ2} , α ′ å íàé-

ìàëêèß åëåìåíò íà A ñúãëàñíî ñâ11 è α ′<S(α0) , ϕ(ū , α ′).Íåêà β <α ′.Òîãàâà

β <S(α0).Àêî ϕ(ū , β)→ β ∈A→α ′ 6 β - àáñóðä →¬ϕ(ū , β).

II ôîðìà: ∀α ′((∀β <α ′)ψ(ū , β)⇒ ψ(ū , α ′))⇒∀αψ(ū , α) .

Äîêàçàòåëñòâî: Ïðèëàãàìå ïðàâèëîòî îò Ìàòåìàòèœåñêàòà Ëîãèêà çà

Êîíòðàïîçèöèß ((A⇒B)� (¬B⇒¬A)).

13. Àêñèîìíà ñõåìà çà çàìßíàòà è òðàíñôèíèòíà ðåêóðñèß

13.1 Àêñèîìíà ñõåìà çà çàìßíàòà

Íåêà ϕ(ū , x, y) å òåîðèòèêî ìíîæåñòâåíî ñâîéñòâî.Òîãàâà ñ F (x) ùå îçíàœà-

âàìå ôîðìóëíàòà îïåðàöèß ∀x∃!yϕ(ū , x, y) è y ⇌ Fϕ(ū)(x).Ôîðìóëàòà íà

ôîðìóëíàòà îïåðöèßF ↾A äåôèíèðàìå êàòî ψ(ū , x, y)= (x∈A∧ ϕ(ū , x, y))∨
∨ (x � A∧ y= ∅).
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Àêñèîìà 6 (Àêñèîìíà ñõåìà çà çàìßíàòà): Íåêà ϕ(ū , x, y) å òåîðèòèêî

ìíîæåñòâåíî ñâîéñòâî è çà íßêîé èçáîð íà ū ,ϕ(ū , x, y) îïðåäåëß ôîðìóëíà-

òà îïåðàöèß ∀x∃!yϕ(ū , x, y).Òîãàâà ñúùåñòâóâà ìíîæåñòâî B : ∀y(y ∈B�
∃x(x∈A∧ ϕ(ū , x, y))).

Îò Àêñèîìíàòà ñõåìà çà çàìßíàòà èìàìå:

F ↾A= {(x, y)|x∈A∧ ϕ(ū , x, y)} å ôóíêöèß .

F [A] = {y |x∈A∧ ϕ(ū , x, y)} å ìíîæåñòâî ( îáðàç íà A ).

∃B∀z(z ∈B� ∃x∃y(z=(x, y)∧x∈A∧ y=F (x))) .

13.2 Òðàíñôèíèòíà ðåêóðñèß

Òðàíñôèíèòíà ðåêóðñèß:Íåêà ïðè íßêîé íàáîð îò ïàðàìåòðè ū ,ϕ(ū , x, y)

îïðåäåëß ôîðìóëíà îïåðàöèß G(ū , x).Òîãàâà ñúùåñòâóâà ôîðìóëíà îïåðàöèß

F ,òàêàâà œå ∀α(F (α)=G(ū , F ↾α)) ,êúäåòî Ord(α).Ïðè òîâà F å åäèíñòâåíà

â ñëåäíèß ñìèñúë: àêî çà i= 1, 2 ∀α(Fi(α) =G(ū , Fi ↾α)) òî ∀α(F1(α) =F2(α)) .

Ïðèìåð:

F (0) =G(ū , F ↾ 0)=G(ū ,∅)

F (1) =G(ū , F ↾ 1)=G(ū , {(0, F (0))})
F (2) =G(ū , F ↾ 2)=G(ū , {(0, F (0)), (1, F (1))})�
F (n)=G(ū , F ↾n)=G(ū , {(0, F (0)),� , (n− 1, F (n− 1))})� è ò.í.

Äîêàçàòåëñòâî(Òðàíñôèíèòíà ðåêóðñèß):

Åäèíñòâåíîñò: Íåêà i=1, 2 è ∀α(Fi(α) =G(ū , Fi ↾α)). Äà äîïóñíåì ,œå

∃α(F1(α)� F2(α)).Íåêà α0 = µα[F1(α)� F2(α)] è F1(α) å îïðåäåëåíà îò
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ψ1(ū , α, z) ,a F2(α) å îïðåäåëåíà îò ψ2(ū , α, z).Òîãàâà ∃z1∃z2(z1 � z2 ∧ ψ1(ū , α,
z1)∧ ψ2(ū , α, z2)).Èìàìå (∀β <α0)¬(F1(β)� F2(β))→ (∀β <α0)(F1(β) =F2(β))

→F1 ↾α0 =F2 ↾α0 →F1(α0) =G(ū , F1 ↾α0)=G(ū , F2 ↾α0) =F2(α0)→

F1(α0)=F2(α0) ,êîåòî å â ïðîòèâîðåœèå ñ α0 = µα[F1(α)� F2(α)].

Äåôèíèöèß:Íåêà Comp(ū , α, f) ⇌Func(f)∧ (Dom(f)=S(α))∧ (∀β6α)(f(β)

=G(ū , f ↾ β)).Àêî å âßðíî Comp(ū , α, f) çà íßêîå f ,òî f íàðèœàìå α-ïðåñìß-

òàíå.

Ñâîéñòâà:

1.Comp(ū , α, f)⇒ (∀β6α)Comp(ū , β , f ↾S(β))

Äîêàçàòåëñòâî:

Íåêà Comp(ū , α, f)→Func(f)∧ (Dom(f) =S(α))∧ (∀β6α)(f(β)=G(ū , f ↾ β))

è Ord(β): β6α →S(β)6S(α)→S(β)⊆S(α)→ f ↾S(β) å ôóíêöèß è

Dom(f ↾S(β)) = S(β).Òðßáâà äà äîêàæåì ,œå (∀γ 6 β)((f ↾S(β))(γ) =G(ū , (f ↾

S(β)) ↾ γ)).Íåêà γ6 β, β6α.Òîãàâà (f ↾S(β))(γ)= f(γ) è (f ↾S(β)) ↾ γ= f ↾ γ

→ (f ↾S(β))(γ) = f(γ)=G(ū , f ↾ γ)=G(ū , (f ↾S(β)) ↾ γ).

2.Comp(ū , α, f)∧Comp(ū , α, γ)⇒ f = g

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà Comp(ū , α, f)∧Comp(ū , α, g)→Func(f),Func(g) è

Dom(f) =S(α) =Dom(g).Äà äîïóñíåì ,œå f � g → ∃α ′(f(α ′)� g(α ′)∧α ′ 6α).

Íåêà α0 = µα[f(α)� g(α)]→ f(α0)� g(α0) , α0∈Dom(f) =Dom(g)=S(α)→

α0 6α è àêî β <α0 → f(β)= g(β)→ f ↾α0 = g ↾α0.Òîãàâà ïðè β=α0 èìàìå

f(α0)=G(ū , f ↾α0) =G(ū , g ↾α0) = g(α0)→ f(α0) = g(α0) - ïðîòèâîðåœèå.

3.Comp(ū , α, f)∧Comp(ū , α ′, g)⇒ f ⊆ g ∨ g ⊆ f

Äîêàçàòåëñòâî:

•α=α ′ - â òîçè ñëóœàé òâúðäåíèåòî ñëåäâà îò ñâ2

•α<α′ - ùå äîêàæåì òâúðäåíèåòî â òîçè ñëóœàé

•α ′<α - â òîçè ñëóœàé å àíàëîãèœåí íà ñëóœàé 2
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Íåêà α<α ′→S(α)6α ′→ g ↾S(α) å α-ïðåñìßòàíå è f å α-ïðåñìßòàíå è îò ñâ2

ñëåäâà ,œå g ↾S(α)= f ,à g ↾S(α)⊆ g→ f ⊆ g.

4.∀α∃f Comp(ū , α, f)

Äîêàçàòåëñòâî:Œðåç òðàíñôèíèòíà èíäóêöèß.

Íåêà Ord(α) è (∀β < α)(∃f Comp(ū , β , f)).Íåêà θ(ū , x, y) ⇌ (Ord(x) ∧
∃z Comp(ū , x, z) ∧ Comp(ū , x, y)) ∨ (Ord(x) ∧ ¬∃z Comp(ū , x, y)) ∨ (¬Ord(x) ∧
y= ∅) →∀x∃!yθ(ū , x, y) .

Åäèíñòâåíîñò: Íåêà θ(ū , x, y1) è θ(ū , x, y2).

1. àêî ¬Ord(x)→ y1 = y2 = ∅

2. àêî Ord(x)∧¬∃zComp(ū , x, z)→ y1 = y2 = ∅

3. àêî Ord(x)∧∃zComp(ū , x, z) ∧Comp(ū , x, y1)∧Comp(ū , x, y2) ,îò ñâ2 →

y1 = y2

Ñúùåñòâóâàíå: Íåêà B= {y |∃x(x∈α∧ θ(ū , x, y))}.Òîãàâà èìàìå:
{

(∀y ∈B)(∃β < α)Comp(ū , β, y)
(∀β < α)((∀f)Comp(ū , β, f))⇒ f ∈B

è B= θ(ū , x, y)[α].

Îò (∀y ∈B)Func(y) è îò ñâ3→ (∀y1∈B)(∀y2∈B)(y1⊆ y2∨ y2⊆ y1)→Func(∪B)

è ùå ïîêàæåì ,œåDom(∪B)=∪{Dom(y)|y ∈B}=∪{S(β)|β <α}=α.

Íåêà γ ∈ ∪ {S(β)|β < α} → èçáèðàìå β0: β0 < α è γ ∈ S(β0) → S(β0) 6 α→
S(β0)⊆α→ γ ∈α→∪{S(β)|β <α}⊆α.

Íåêà γ ∈α→ γ <α è γ <S(γ)→ γ ∈S(γ)→ γ ∈∪{S(β)|β <α} ïðè β= γ→

α⊆∪{S(β)|β <α}→Dom(∪B) =α.

Íåêà g = ∪ B ∪ {(α, G(ū , ∪ B))}.Èìàìå α � Dom( ∪ B)→ Func(g) è Dom(g) =
Dom(∪B)∪{α}=α∪{α}=S(α).

Íåêà β6α

•β=α : g(β)= g(α)=G(ū ,∪B)=G(ū , g ↾α) =G(ū , g ↾ β)

•β < α : g(β) = ( ∪B)(β) èçáèðàìå f0: Comp(ū , β, f0)→ ( ∪B)(β) = f0(β) =
G(ū , f0 ↾ β) =G(ū , g ↾ β)

→Comp(ū , α, g)→∃f Comp(ū , α, f).

5.Íåêà χ(ū , x, y)⇌Ord(x)∧∃f(Comp(ū , x, f)∧ y= f(x))∨ (¬Ord(x)∧ y= ∅).

52



Òîãàâà ∀x∃!yχ(ū , x, y).

Äîêàçàòåëñòâî:

Ùå äîêàæåì ,œå ∀x∃yχ(ū , x, y) - ñúùåñòâóâàíå:

• àêî ¬Ord(x) → y= ∅

• àêî Ord(x) : ñúãëàñíî ñâ4 ìîæå äà âçåìåì f :Comp(ū , x, f) è Dom(f) =
S(x)∋x è y⇌ f(x)

Ùå äîêàæåì ,œå χ(ū , x, y1)∧ χ(ū , x, y2)⇒ y1 = y2 - åäèíñòâåíîñò:

• àêî ¬Ord(x)→ y1 = ∅ è y2 = ∅ → y1 = y2

• àêî Ord(x) → ∃f(Comp(ū , x, f) ∧ y1 = f(x)) è ∃f(Comp(ū , x, f) ∧ y2 =
f(x)).Íåêà f1:Comp(ū , x, f1)∧ y1 = f1(x) è f2:Comp(ū , x, f2)∧ y2 = f2(x).Îò

ñâ2 → f1 = f2 è y1 = f1(x)= f2(x)= y2 → y1 = y2 .

Íåêà F å ôîðìóëà çàäàäåíà ñ χ è α å îðäèíàë.Òîãàâà F (α)=G(ū , F ↾α).

Äîêàçàòåëñòâî: Èçáèðàìå f :Comp(ū , α, f)⇒F (α)= f(α).Íåêà β <α.Òîãàâà

S(β)6α è Comp(ū , β , f ↾S(β))→F (β)= (f ↾S(β))(β) = f(β)→F ↾α= f ↾α.

F (α) = f(α)=G(ū , f ↾α) =G(ū , F ↾α).

Äåôèíèöèß: Suc(α) ⇌ ∃β(α = S(β)) - α e íåïîñðåäñòâåí íàñëåäíèê(èìà
íåïîñðåäñòâåí ïðåäøåñòâåíèê).

Äåôèíèöèß: Lim(α) ⇌ α � 0 ∧ ¬Suc(α) - α å ãðàíèœåí íàñëåäíèê (íßìà
íåïîñðåäñòâåí ïðåäøåñòâåíèê).

Îò ãîðíèòå äåôèíèöèè èìàìå : ∀αOrd(α)⇒α= 0∨ Suc(α)∨Lim(α) .

Òðàíñôèíèòíà èíäóêöèß(III ôîðìà):Íåêà ϕ(ū , x) å òåîðèòèêî ìíîæåñòâåíî

ñâîéñòâî è ū ñà íàáîð îò ïàðàìåòðè.Àêî ñëåäíèòå òðè óñëîâèß ñå èäîâëåòâî-

ðßâàò :

- ϕ(ū , 0)

- ∀α(ϕ(ū , α)⇒ ϕ(ū , S(α)))
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- ∀α(Lim(α)∧ (∀β <α)ϕ(ū , β)⇒ ϕ(ū , α))

Òîãàâà ∀αϕ(ū , α).

Çàäàœà:Äà ñå äîêàæå ,œå å â ñèëà III ôîðìà íà òðàíñôèíèòíàòà èíäóêöèß.

Òðàíñôèíèòíà ðåêóñðèß(II ôîðìà):Íåêà çà íßêîé ïàðàìåòðè ū : G1(ū , x) è

G2(ū , x) ñà ôîðìóëè è A å ìíîæåñòâî.Òîãàâà ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíà

ôîðìóëíà îïåðàöèß F :

- F (0)=A

- ∀α(F (S(α)) =G1(ū , F (α)))

- ∀α(Lim(α)⇒F (α)=G2(ū , F ↾α))

Òåîðåìà:Íåêà (A,6 ) å äîáðå íàðåäåíî ìíîæåñòâî.Òîãàâà ñúùåñòâóâà

åäèíñòâåíè îðäèíàë α è èçîìîðôèçúì f :α→A , (A6 )@ (α,6α ).

14.Ðàâíîìîùíîñò íà îðäèíàëè ,îïåðàöèè ñ îðäèíàëíè œèñëà ,

àêñèîìà çà áåçêðàéíîñò è àêñèîìà çà èçáîðà

14.1 Ðàâíîìîùíîñò íà îðäèíàëè

Â òàçè ãëàâà ùå îòðîâîðèì íà âúïðîñà ? ∀α∃β(ᾱ̄ < β̄̄ ) ,êúäåòî α è β ñà îðäè-

íàëè.Òîãàâà ðàçëèœíèòå ïî ìîùíîñò îðäèíàëè ìîãàò äà áúäàò ïðåäñòàâèòåëè

çà ìîùíîñò íà ìíîæåñòâàòà ,êîèòî èìàò äîáðà íàðåäáà.

Òâúðäåíèå:Çà âñßêî ìíîæåñòâî A ñúùåñòâóâà îðäèíàë α ,òàêúâ œå íå

ñúùåñòâóâà èíåêöèß f :α→A ; ∀A∃α¬∃f(f :α→A, f -èíåêöèß).
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Äîêàçàòåëñòâî:Íåêà A å ïðîèçâîëíî ìíîæåñòâî è f :α→A , f å èíåêöèß .

Òîãàâà f :α→ f [α] å áèåêöèß ,ñëåäîâàòåëíî åäíî òàêîâà îðäèíàëíî œèñëî α

ïîðàæäà äîáðà íàðåäáà â ïîäìíîæåñòâî íà A.

Íåêà B= {α|∃R(R∈P(A×A)∧ (α,6 )@ (Dom(R), R)} è
X = {R|R∈P(A×A)× (Dom(R), R) å äîáðå íàðåäåíî ìíîæåñòâî } .

G(x) =
{

µα[(α, 6)@ (Dom(x), x)] ,Rel(x)∧ ′′ (Dom(x), x) e d.n.mn− vo ′′∧∃α(α, 6)@ (Dom(x), x)
0 , inache

Èìàìå ∀xOrd(G(x)) è ïîëóœàâàìå (∀x∈X )G(x) = µα[(α,6 )@ (Dom(x), x)] ,òî

Range(G ↾X ) å ìíîæåñòâî îò îðäèíàëè.Òîãàâà ñúùåñòâóâà îðäèíàë α0 :

α0 � Range(G ↾X ) .Ùå ïîêàæåì ,œå íå ñúùåñòâóâà èíåêöèß f , f :α0→A.

Àêî èìà òàêà èíåêöèß òî f [α0]⊆A , (f [α0], R)@ (α,6 ) è R∈X →G(R) =α0 -

àáñóðä.

Äåôèíèðàìå ñëåäíàòà ôîðìóëíà îïåðàöèß:

H(A)⇌ µα[¬∃f(f :α→A)]∧ (f -èíåêöèß) è Ord(H(A)).Ñëåäîâàòåëíî H(A) 
 Ā̄

òîãàâà H(α) 
α è Ord(α) → ᾱ̄ <H(α) è α<H(α) → ∀α∃β(α< β ∧ ᾱ̄ < β̄̄ ) .

Ùå äîêàæåì ,œå íå ñúùåñòâóâà ìíîæåñòâî íà âñèœêè íåðàâíîìîùíè îðäèíà-

ëè.

Íåêà A å ìíîæåñòâî è (∀x∈A)Ord(x) óäîâëåòâîðœâàùî ñëåäíèòå ñâîéñòâà:

∀α∀β(α< β ∧ β ∈A⇒ ᾱ̄ < β̄̄ ) è ∀α(∀β(β <α⇒ β̄̄ < ᾱ̄ )⇒α∈A) .

Òîãàâà èìàìå ∀α(α∈∪A) - àáñóðä.

Ñâîéñòâî: (α< β ∧ β <H(α)⇒ ᾱ̄ = β̄̄ ).

Èìàìå ᾱ̄ 6 β̄̄ , ñëåäîâàòåëíî èëè ᾱ̄ = β̄̄ èëè ᾱ̄ < β̄̄ .

Aêî ᾱ̄ < β̄̄ òî íßìà èíåêöèß îò β â α →H(α) 6 β - àáñóðä ,ñëåäîâàòåëíî

ᾱ̄ = β̄̄ .

Äåôèíèöèß:Êàðäèíàëíî œèñëî íàðèœàìå òàêúâ îðäèíàë ,êîéòî íå å ðàâíî-

ìîùåí ñ íèêîé ïî-ìàëúê îò íåãî: Card(λ) ⇌Ord(λ)∧∀α(α<λ⇒ ᾱ̄ < λ̄̄ ) .
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Èìàìå ,œå ∀α H(a) å êàðäèíàëíî œèñëî ,ñëåäîâàòåëíî íàé-ìàëêîòî êàðäèíàë-

íî œèñëî ,êîåòî å ïî-ãîëßìî îò α.

∀A(∃λ(Card(λ)∧ λ̄̄ = Ā̄ ) å åêâèâàëåíòíî íà ∃R((A,R) å äîáðå íàðåäåíî ìíî-

æåñòâî) .

Äåôèíèöèß:Ìîùíîñò íà åäíî ìíîæåñòâî íàðèœàìå òîâà êàðäèíàëíî œèñëî,

êîåòî å ðàâíîìîùíî ñ íåãî.

14.2 Îïåðàöèè ñ îðäèíàëíè œèñëà

Ùå äåôèíèðàìå îïåðàöèèòå œðåç òðàíñôèíèòíà ðåêóðñèß.

1) α+ β






• α + 0 ⇌α

• α + S(β) ⇌S(α + β)
• Lim(β)⇒α + β =∪{α + γ |γ < β}

α+ β � β+α

α+ (β+ γ) = (α+ β)+ γ

2) Ñâîéñòâà íà îðäèíàëíèòå œèñëà êàòî äîáðè íàðåäáè.

• (α⊕ β,4 )@ (α+ β,6 )

• α1<α2� β+α1< β+α2

• α1<α2⇒α1 + β6α2 + β

3)α.β






• α.0 ⇌0
• α.S(β) ⇌(α.β) +α

Lim(β)⇒α.β ⇌∪{α.γ |γ < β}

α.β � β.α

α.(β.γ) = (α.β).γ
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4)αγ











• α0 ⇌1

• αS(β) ⇌αβ.α

• Lim(β)⇒αβ ⇌∪{αγ |γ < β}

5) (α⊙alβ,4al )@ (α.β,6 )

14.3 Àêñèîìà çà áåçêðàéíîñòòà

Àêñèîìà 7 (Àêñèîìà çà áåçêðàéíîñòòà): ∃αLim(α) .

Òîãàâà ω äåôèíèðàìå òàêà: ω⇌ µα[Lim(α)] è èìàìå ñëåäíîòî ñâîéñòâî :

∀β∀γ(β <ω ∧ γ <ω⇒ β+ γ <ω ∧ β.γ <ω ∧ βγ <ω) .

Äåôèíèöèß:Åäíî ìíîæåñòâî x ñå íàðèœà åñòåñòâåíî œèñëî àêî x∈ω.

14.4 Àêñèîìà çà èçáîðà

Äåôèíèöèß: Íåêà A å ìíîæåñòâî.Êàçâàìå ,œå f å ôóíêöèß íà èçáîðà çà A
àêî f :P(A)\{∅}→A è (∀x∈Dom(f))(f(x)∈x) .Áåëåæèì òîâà ,œå f å ôóíê-

öèß íà èçáîðà çà ìíîæåñòâîòî A ñ Cf(A, f).

Àêñèîìà 8 (Àêñèîìà çà èçáîðà (AC) ): ∀A∃fCf(A, f) .

Òåîðåìà (Òåîðåìà íà Öåðìåëî) : (AC)� ∀A∃R((A,R) å äîáðå íàðåäåíî

ìíîæåñòâî) .
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Äîêàçàòåëñòâî:

(⇐ ) Íåêà çà A èçáåðåì òàêîâà R ,œå (A,R) å äîáðå íàðåäåíî ìíîæåñòâî.

Òîãàâà òúðñåíàòà ôóíêöèß å :

f ⇌ {(x, y)|x∈P(A)\{∅}∧ y ∈x∧∀z(z ∈x⇒ (y, z)∈R)} .
(⇒ ) Íåêà A å ìíîæåñòâî , Cf(A, f) è ∞ � A .

Äåôèíèðàìå F (α)=
{

f(A\Range(F ↾α)) , ako A\Range(F \α)� ∅

∞ , inache
.

Òîãàâà èìàìå ñëåäíèòå ñâîéñòâà:

(•) α1<α2∧F (α2)�∞⇒F (α1)�∞
(•)α1<α2∧F (α2)�∞⇒F (α1)� F (α2)

(•)∃α(F (α)=∞)

è íåêà µα[F (α)=∞] =α0.Òîãàâà F ↾α0 å ôóíêöèß è Dom(F ↾α0) =α0 ,

Range(F ↾α0)=A è F ↾α0 å èíåêöèß → F ↾α0 å áèåêöèß íà α0 âúðõó A.

Äåôèíèðàìå

R= {(x, y)|x, y ∈A∧∃α1∃α2(α1<α2∧ (F ↾α1)(α1) =α1∧ (F ↾α2)(α2) = y)}.
Òîãàâà (A,R) å äîáðå íàðåäåíî ìíîæåñòâî.

Òâúðäåíèå: (AC)� ∀A∃α(A∼α) .

Òâúðäåíèå: (AC)� ∀R(Rel(R)⇒∃f(Func(f)∧ f ⊆R∧Dom (R)=Dom(f)).

(AC)� ∀f(Func(f)⇒ ∃A(A ⊆ Dom(f) ∧ f ↾ A å èíåêöèß ∧ Range(f ↾ A) =
Range(f))) .

Íåêà (A,R) å íàðåäåíî ìíîæåñòâî è R å ðåëàöèß íà åêâèâàëåíòíîñò.

Òîãàâà çà x∈A äåôèíèðàìå [x]R ⇌ {y |xRy} - êëàñ íà åêâèâàëåíòíîñò è

A/R ⇌ {[x]R|x∈A} - ôàêòîð ìíîæåñòâî íà A îò R .Èìàìå ,œå:

∀A∀R(R å ðåëàöèß íà åêâèâàëåíòíîñò â A⇒∃A0(A0⊆A∧ (∀x∈A)([x]R∩A0 å

ñèíãëåòîí))) èëè ∀A∀R(R å ðåëàöèß íà åêâèâàëåíòíîñò â A⇒∃f(f :A/R→A

∧ f(x)∈x)).
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Òâúðäåíèå: ∀X((∀x ∈ X)(x � ∅) ∧ (∀x ∈ X)(∀y ∈ X)(x � y ⇒ x ∩ y = ∅)⇒
∃Y (∀x∈A)(Y ∩x å ñèíãëåòîí)).

Ëåìà (Ëåìà íà Öîðí): Íåêà å â ñèëà (AC) ,X =(X,R) å œàñòèœíî íàðåäåíî

ìíîæåñòâî è âñßêà âåðèãà â X èìà ãîðíà ãðàíèöà.Òîãàâà â X èìà ïîíå åäèí

ìàêñèìàëåí åëåìåíò.

Òâúðäåíèå: (AC)� Íåêà X = (X,R) å œàñòèœíî íàðåäåíî ìíîæåñòâî è

âñßêà âåðèãà â X èìà ãîðíà ãðàíèöà.Òîãàâà çà âñßêî a∈X ñúùåñòâóâà

ìàêñèìàëåí åëåìåíò b : (a, b)∈R.

Ëåìà (Ëåìà íà Êóðàòîâñêè): Íåêà X = (X,R) å œàñòèœíî íàðåäåíî ìíîæåñò-

âî.Òîãàâà â (C(x),⊆ ) (âåðèãà) èìà ìàêñèìàëåí åëåìåíò ò.ñ.ò.ê. X =(X,R) å

œàñòèœíî íàðåäåíî ìíîæåñòâî ,Y å âåðèãà â X è ñúùåñòâóâà ìàêñèìàëíà

âåðèãà Y0:Y ⊆ Y0 .

Òâúðäåíèå: (AC)� ∀A∀B(Ā̄ 6 B̄̄ ∨ B̄̄ 6 Ā̄ ) .

Äåôèíèöèß:Êàçâàìå ,œå ϕ å ìåæäèííî òâúðäåíèå àêî ZF 9 (AC) ⇒ ϕ ,

ZF9 ϕ⇒ (AC) , ZF 0 ϕ è ZF 0 ¬ϕ (ZF - àêñèîìàòèœíà ñèñòåìà íà Öåðìåëî-
Ôðåíêåë ,à 9 - ñèíòàêòèœíî ñëåäâàíå) .
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