
Ãëàâà 3

Ñðàâíåíèÿ.

3.1 Åëåìåíòàðíè ñâîéñòâà íà ñðàâíåíèÿòà.

Äåôèíèöèÿ 3.1.1 Íåêà n 6= 0 å öÿëî ÷èñëî. Êàçâàìå, ÷å öåëèòå ÷èñëà a è b ñà ñðàâ-
íèìè (êîíãðóåíòíè) ïî ìîäóë n è áåëåæèì ñ

a ≡ b (mod n),

êîãàòî ðàçëèêàòà a− b ñå äåëè íà n.

Òåîðåìà 3.1.2 Â ñèëà ñà ñëåäíèòå ñâîéñòâà:

(1) a ≡ b (mod n) å ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò;

(2) Àêî a ≡ b (mod n) è c ≡ d (mod n), òî (a± c) ≡ (b± d) (mod n);

(3) Àêî a ≡ b (mod n) è c ≡ d (mod n), òî ac ≡ bd (mod n);

(4) Àêî f(x) ∈ Z[x] è a ≡ b (mod n), òî f(a) ≡ f(b) (mod n);

(5) Àêî ma ≡ mb (mod n) è d = (m,n)), òî a ≡ b (mod n
d );

(6) Àêî a ≡ b (mod n) è d å îáù äåëèòåë íà a è n (â ÷àñòíîñò d = (a, n)), òî d | b.

Äîêàçàòåëñòâî. (3): Îò óñëîâèåòî a− b = kn è c−d = ln. Òîãàâà ac− bd =
ac− bc + bc− bd = kcn + lbn = (kc + lb)n.
(5): Ñúãëàñíî óñëîâèåòî èìàìå ma − mb = kn. Äåëåéêè íà d ïîëó÷àâàìå
m1(a− b) = kn1, êúäåòî m1 = m/d, n1 = n/d. Íî (m1, n1) = 1 è ñëåäîâàòåëíî
n1 | (a− b).

Ñúãëàñíî ñâîéñòâî (1) öåëèòå ÷èñëà ñå ðàçáèâàò íà n íåïðåñè÷àùè ñå êëàñîâå ñðàâ-
íèìè ïîìåæäó ÷èñëà. Âñåêè åëåìåíò îò äàäåí êëàñ ùå íàðè÷àìå ïðåäñòàâèòåë íà êëàñà.

Çàáåëåæêà 3.1 Äàäåíàòà äåôèíèöèÿ ñå áàçèðà ñàìî íà ïîíÿòèåòî äåëèìîñò, òàêà ÷å
ìîæå äà ñå äàäå âúâ âñÿêà îáëàñò íà öÿëîñò. Â ÷àñòíîñò, ïîíÿòèåòî ñðàâíèìîñò è ñâîéñ-
òâàòà ìó îñòàâàò â ñèëà çà ïðúñòåíè îò ïîëèíîìè íàä ïîëå, êàêòî è â Z[x]. Â àëãåáðàòà
ïîíÿòèåòî ñå îáîáùàâà äî ñðàâíåíèå ïî ìîäóë èäåàë â ïðúñòåí.
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Îò òóê íàòàòúê ùå ñ÷èòàìå, ÷å ìîäóëúò å ïîëîæèòåëåí.

Äåôèíèöèÿ 3.1.3 Âñÿêà ñúâêóïíîñò îò n öåëè ÷èñëà a1, a2, . . . , an, ÿâÿâàùè ñå ïðåäñ-
òàâèòåëè íà ðàçëè÷íè êëàñîâå (ò.å. íåñðàâíèìè äâå ïî äâå) ïî ìîäóë n ñå íàðè÷à ïúëíà
ñèñòåìà îò îñòàòúöè ïî ìîäóë n.

Åäíà ïúëíà ñèñòåìà îñòàòúöè ïî ìîäóë n îáðàçóâàò ÷èñëàòà 0, 1, 2, . . . , n − 1. Òÿ ñå
íàðè÷à ñèñòåìà îò íàé-ìàëêèòå íåîòðèöàòåëíè îñòàòúöè.

Çàáåëåæêà 3.2 Ñâîéñòâàòà íà ñðàâíåíèÿòà ïîêàçâàò, ÷å ìíîæåñòâîòî

Zn = {0, 1, 2, . . . , n− 1}
å êîìóòàòèâåí ïðúñòåí îòíîñíî îïåðàöèèòå ñúáèðàíå è óìíîæåíèå ïî ìîäóë n, ò.å. ïîä
ïðîèçâåäåíèå íà äâà åëåìåíòà â Zn ðàçáèðàìå îñòàòúêà íà ïðîèçâåäåíèåòî èì êàòî öåëè
÷èñëà ñëåä äåëåíèåòî ìó íà n (àíàëîãè÷íî è çà ñóìàòà). Ïðúñòåíúò Zn å ñ åäèíèöà, íî â
îáùèÿ ñëó÷àé íå å îáëàñò íà öÿëîñò. Íàïðèìåð 3 · 4 ≡ 12 (mod 12), ò.å. ðàâíî íà íóëà â
Z12.

Òåîðåìà 3.1.4 Àêî n è m ñà äâå âçàèìíîïðîñòè åñòåñòâåíè ÷èñëà, à r ∈ Z, òî ÷èñëàòà

r, m + r, 2m + r, . . . , (n− 1)m + r

îáðàçóâàò ïúëíà ñèñòåìà îñòàòúöè ïî ìîäóë n.

Äîêàçàòåëñòâî. Äîñòàòú÷íî å äà ïîêàæåì, ÷å ãîðíèòå ÷èñëà äâå ïî äâå íå
ñà ñðàâíèìè. Íàèñòèíà äà ïðåäïîëîæèì, ÷å km + r ≡ lm + r (mod n). Òîãàâà
(k− l)m ≡ 0 (mod n). Íî (n,m) = 1. Ñëåäîâàòåëíî n | (k− l), êîåòî âëå÷å k = l.

Òåîðåìà 3.1.5 Íåêà n è m ñà äâå âçàèìíîïðîñòè åñòåñòâåíè ÷èñëà. Àêî x ïðîáÿãâà
ïúëíà ñèñòåìà îñòàòúöè ïî ìîäóë n, à y ïúëíà ñèñòåìà îñòàòúöè ïî ìîäóë m, ìíî-
æåñòâîòî îò mn-òå ÷èñëà

mx + ny

îáðàçóâàò ïúëíà ñèñòåìà îñòàòúöè ïî ìîäóë mn.

Äîêàçàòåëñòâî. Äîñòàòú÷íî å äà ïîêàæåì, ÷å ãîðíèòå ÷èñëà äâå ïî äâå íå
ñà êîíãðóåíòíè. Íàèñòèíà äà ïðåäïîëîæèì, ÷å mx+ny ≡ mx1+ny1 (mod mn).
Òîãàâà mx−mx1+ ≡ ny1−ny (mod mn) è ñúãëàñíî (6) íà Òåîðåìà 3.1.2 mx ≡
mx1 (mod n) è ny ≡ ny1 (mod m). Èçïîëçâàéêè, ÷å (n,m) = 1 ïîëó÷àâàìå, ÷å
x ≡ x1 (mod n) è y ≡ y1 (mod m).

Äåôèíèöèÿ 3.1.6 Âñÿêà ñúâêóïíîñò îò ϕ(n) âçàèìíîïðîñòè ñ n öåëè ÷èñëà, êîèòî ñà
äâå ïî äâå íåêîíãðóåíòíè ïî ìîäóë n ñå íàðè÷à ðåäóöèðàíà ñèñòåìà îò îñòàòúöè
ïî ìîäóë n.

Òåîðåìà 3.1.7 Íåêà n è m ñà äâå âçàèìíîïðîñòè åñòåñòâåíè ÷èñëà. Àêî x ïðîáÿãâà
ðåäóöèðàíà ñèñòåìà îñòàòúöè ïî ìîäóë n, à y ðåäóöèðàíà ñèñòåìà îñòàòúöè ïî ìîäóë
m, öåëèòå ÷èñëà

mx + ny

ñà ϕ(n)ϕ(n) íà áðîé è îáðàçóâàò ðåäóöèðàíà ñèñòåìà îñòàòúöè ïî ìîäóë mn.
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Äîêàçàòåëñòâî. Îò (m,n) = (x, n) = (y, m) = 1 ñëåäâà, ÷å

(mx + ny, m) = (ny, m) = 1 è (mx + ny, n) = (nx, n) = 1.

Ñëåäîâàòåëíî (mx+ny, mn) = 1. Îáðàòíî , àêî mx+ny å âçàèìíîïðîñòî ñ mn,
òî (x, n) = 1 è (y,m) = 1, òúé êàòî ïðîòèâíîòî âîäè äî ïðîòèâîðå÷èå. Îò äðóãà
ñòðàíà, ñúãëàñíî Òåîðåìà 3.1.4, êîãàòî îñòàâèì x è y äà ïðèåìàò ïðîèçâîëíè
ñòîéíîñòè ðàçãëåæäàíîòî ìíîæåñòâî îáðàçóâà ïúëíà ñèñòåìà, Ñëåäîâàòåëíî
ñ îãðàíè÷åíèåòî (x, n) = (y,m) = 1 ÷èñëàòà mx + ny ùå îïèøàò ðåäóöèðàíà
ñèñòåìà îò îñòàòúöè. Â ÷àñíîñò ïîëó÷àâàìå, ÷å ïðè (m,n) = 1

ϕ(mn) = ϕ(n)ϕ(n).

Òåîðåìà 3.1.8 (Ìàëêà òåîðåìà íà Ôåðìà) Íåêà p å ïðîñòî ÷èñëî. Çà âñÿêî a ∈ Z
å â ñèëà

ap ≡ a (mod p).

Äîêàçàòåëñòâî. Ñúãëàñíî ñâîéñòâàòà íà ñðàâíåíèÿòà äîñòàòú÷íî å äà ïî-
êàæåì, ÷å òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà 0, 1, 2, . . . , p− 1. Ðàçñúæäàâàìå èíäóêòèâíî
ïî a. Ïðè a = 0 è a = 1 òâúðäåíèåòî å î÷åâèäíî âÿðíî. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å
ap ≡ a (mod p) çà a < p. Ùå ãî äîêàæåì è çà a + 1.

(a + 1)p = ap +
p−1∑

k=1

(
p

k

)
ap−k + 1.

Íî (
p

k

)
=

p(p− 1) . . . (p− k + 1)
k!

≡ 0 (mod p).

Ñëåäîâàòåëíî
(a + 1)p ≡ ap + 1 ≡ a + 1 (mod p).

Äà îòáåëåæèì, ÷å òâúðäåíèåòî íà òåîðåìàòà å åêâèâàëåíòíî ñ ap−1 ≡ 1 (mod p)
çà âñÿêî (a, p) = 1.

Â 1760 ã. Îéëåð äîêàçâà ñëåäíîòî îáîùåíèå íà ãîðíàòà òåîðåìà, èçâåñòíî êàòî Òåî-
ðåìà íà Îéëåð.

Òåîðåìà 3.1.9 Íåêà n å åñòåñòâåíî ÷èñëî. Àêî a ∈ Z å âçàèìíîïðîñòî ñ n, òî

aϕ(n) ≡ 1 (mod n).

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà k = ϕ(n) è a1, a2, . . . , ak å åäíà ðåäóöèðàíà ñèñòåìà
îò îñòàòúöè ïî ìîäóë n. Òîãàâà ÷èñëàòà

aa1, aa2, . . . , aak

î÷åâèäíî ñà âçàèìíîïðîñòè ñ n è ñà íåñðàâíèìè äâå ïî äâå ïî ìîäóë n. Ñëå-
äîâàòåëíî îáðàçóâàò ðåäóöèðàíà ñèñòåìà îò îñòàòúöè ïî ìîäóë n. Íî òîãàâà
å â ñèëà

a1a.a2a . . . aka ≡ a1a2 . . . ak (mod n).
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Êàòî ðàçäåëèì äâåòå ñòðàíè íà ãîðíîòî ñðàâíåíèå íà
∏

ai, êîåòî å âúçìîæíî
ñúãëàñíî (5) íà Òåîðåìà 3.1.2, ïîëó÷àâàìå

ak ≡ 1 (mod n).

Ïðè n = p ïðîñòî ÷èñëî ïîëó÷àâàìå äðóãî äîêàçàòåëñòâî íà Ìàëêàòà òåîðåìà
íà Ôåðìà.

Äåôèíèöèÿ 3.1.10 Åäíî öÿëî ÷èñëî íàðè÷àìå îáðàòèìî ïî ìîäóë n, êîãàòî ñúùåñ-
òâóâà x ∈ Z, òàêîâà ÷å ax ≡ 1 (mod n). ×èñëîòî x ñå íàðè÷à îáðàòíî íà a ïî ìîäóë
n.

ßñíî å, ÷å âñÿêî x1, êîåòî óäîâëåòâîðÿâà ãîðíàòà äåôèíèöèÿ å ñðàâíèìî ñ x. Ïî-îáùî,
àêî a1 ≡ a è x1 ≡ x, òî x1 å îáðàòíî íà a1 ïî ìîäóë n. Çàòîâà êàçâàìå, ÷å îáðàòíîòî
÷èñëî å îïðåäåëåíî åäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñò äî ñðàâíèìîñò ïî ìîäóë n è ìîæåì äà ãîâîðèì
çà îáðàòíè åäèí íà äðóã êëàñîâå îñòàòúöè.
×èñëîòî x, êîåòî å îáðàòíî íà a è 1 ≤ x ≤ n− 1 ùå áåëåæèì ñ a−1 (mod n) èëè ïðîñòî ñ
a−1, êîãàòî å ÿñåí ìîäóëúò.

Òåîðåìà 3.1.11 Íåêà n å åñòåñòâåíî ÷èñëî. Öÿëîòî ÷èñëî a å îáðàòèìî ïî ìîäóë n
òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî (a, n) = 1.

Äîêàçàòåëñòâî. a ∈ Z å îáðàòèìî ïî ìîäóë n ÷èñëî ⇐⇒ ñúùåñòâóâa x
öÿëî, òàêà ÷å ax ≡ 1 (mod n). Ïîñëåäíîòî å èçïúëíåíî òîãàâà è ñàìî òîãàâà,
êîãàòî ñúùåñòâóâà y ∈ Z, òàêà ÷å

ax + yn = 1.

Ãîðíîòî ðàâåíñòâî å âúçìîæíî ⇐⇒ (a, n) = 1 è ÷èñëàòà x è y ñå íàìèðàò
÷ðåç àëãîðèòúìà íà Åâêëèä. ßñíî å, ÷å b ∈ Zn : b ≡ x (mod n) å òúðñåíèÿ
îáðàòåí íà a åëåìåíò. Òîé ìîæå äà ñå èçðàçè è ÷ðåç a. Ñúãëàñíî Òåîðåìàòà
íà Îéëåð b = aϕ(n)−1 óäîâëåòâîðÿâà ñðàâíåíèåòî ab ≡ 1 (mod n).

Çàáåëåæêà 3.3 Ãîðíàòà òåîðåìà ïîêàçâà, ÷å áðîÿò íà îáðàòèìèòå åëåìåíòè â Zn, ò.å
ðåäúò íà ìóëòèïëèêàòèâíàòà ãðóïà |Z∗n| = ϕ(n). Ñëåäîâàòåëíî Zn å ïîëå òîãàâà è ñàìî
òîãàâà, êîãàòî ϕ(n) = n− 1, ò.å. êîãàòî n å ïðîñòî ÷èñëî. Îáðàòíèÿò íà a â Zn ñå äàâà ñ
ôîðìóëàòà a−1 = aϕ(n)−1 (mod n), íî íàìèðàíåòî ìó ÷ðåç àëãîðèòúìà íà Åâêëèä èçèñêâà
ïî-ìàëêî îïåðàöèè, äîðè êîãàòî ñòîéíîñòòà ϕ(n) å èçâåñòíà.

Òåîðåìà 3.1.12 (Òåîðåìà íà Óèëñîí) Íåîõîäèìîòî è äîñòàòú÷íî óñëîâèå åñòåñòâå-
íîòî ÷èñëî n äà å ïðîñòî ÷èñëî å

(n− 1)! + 1 ≡ 0 (mod n)
.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåîáõîäèìîñò. Íåêà n = p å ïðîñòî ÷èñëî. Òúé êàòî x2 ≡
1 (mod p) òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî p äåëè x− 1 èëè x+1, òî åäèíñòâåíèòå
÷èñëà, êîèòî ñúâïàäàò ñúñ ñâîèòå îáðàòíè ïî ìîäóë p ñà 1 è p−1. Îñòàíàëèòå



3.2. Ëèíåéíè ñðàâíåíèÿòà. Êèòàéñêà òåîðåìà çà îñòàòúöèòå. 43

÷èñëà îò 2 äî p− 2 ñå ðàçáèâàò íà äâîéêè îò îáðàòíè åäèí íà äðóã åëåìåíòè.
Ñëåäîâàòåëíî

2.3 . . . (p− 2) ≡ 1 (mod p).

Íî òîãàâà
(p− 1)! ≡ p− 1 ≡ −1 (mod p),

îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå
(p− 1)! + 1 ≡ 0 (mod p).

Äîñòàòú÷íîñò. Íåêà åñòåñòâåíîòî ÷èñëî n = ab óäîâëåòâîðÿâà ñðàâíåíèåòî
è 1 ≤ a < n. Òúé êàòî a | (n− 1)!, òî îò ñâîéñòâî (6) íà Òåîðåìà 3.1.2 ñëåäâà,
÷å a | 1, ò.å. a = 1 è n å ïðîñòî.

3.2 Ëèíåéíè ñðàâíåíèÿòà. Êèòàéñêà òåîðåìà çà îñòàòúöèòå.

Äà ðàçãëåäàìå ëèíåéíîòî ñðàâíåíèå ax + b ≡ 0 (mod n). Ïî äåôèíèöèÿ n íå äåëè a, ò.å.
a 6≡ 0 (mod n).

Òåîðåìà 3.2.1 Ñðàâíåíèåòî
ax + b ≡ 0 (mod n) (3.1)

èìà ðåøåíèå òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî d = (a, n) äåëè b. Â òîçè ñëó÷àé ñðàâíåíèåòî
èìà òî÷íî d ðåøåíèÿ

x0, x0 +
n

d
, x0 + 2

n

d
, . . . , x0 + (d− 1)

n

d
, (3.2)

êúäåòî
x0 ≡ −b1a

ϕ(n1)−1
1 (mod n1)

è a1 = a/d, b1 = b/d è n1 = n/d.

Äîêàçàòåëñòâî. Ñúãëàñíî ñâîéñòâî (6) íà Òåîðåìà 3.1.2, àêî ñðàâíåíèåòî
èìà ðåøåíèå, òî d = (a, n) òðÿáâà äà äåëè b. Îáðàòíî, íåêà ïîñëåäíîòî å
èçïúëíåíî. Òîãàâà (5) íà Òåîðåìà 3.1.2 íè äàâà, ÷å ñðàâíåíèåòî (3.1) èìà
ðåøåíèå òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî èìà ðåøåíèå

a1x + b1 ≡ 0 (mod n1), (3.3)

êúäåòî a1 = a/d, b1 = b/d è n1 = n/d. Òúé êàòî (a1, n1) = 1, òî ñúãëàñíî
Òåîðåìà 3.1.11 ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíî ïî ìîäóë n1 åñòåñòâåíî ÷èñëî x1, òà-
êà ÷å a1x1 ≡ 1 (mod n1). Ñëåäîâàòåëíî x0 = −b1x1 óäîâëåòâîðÿâà (3.3) è å
åäèíñòâåíîòî ìó ïî ìîäóë n1 ðåøåíèå. ×èñëàòà äàäåíè ñ (3.2) ñúâïàäàò êàòî
ðåøåíèÿ (ïî ìîäóë n1) íà (3.3), íî ñà ðàçëè÷íè ðåøåíèÿ íà (3.1). Îò äðóãà
ñòðàíà âñÿêî ðåøåíèå íà (3.1) òðÿáâà äà å ñðàâíèìî ñ x0 ïî ìîäóë n1. Ñëåäî-
âàòåëíî òðÿáâà äà å ñðàâíèìî ñ x0 + kn1, ò.å. ñ íÿêîå îò (3.2), ïî ìîäóë n. Ñ
òîâà òåîðåìàòà å äîêàçàíà.
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Óïðàæíåíèå 3.2.1 Äîêàæåòå, ÷å àêî (a1, a2, . . . .ak, b, n) = d, òî ðåøåíèÿòà íà

a1x1 + a2x2 + · · ·+ akxk ≡ b (mod n)

ñå äàâàò ñ ôîðìóëèòå
x0 + y +

n

d
v,

êúäåòî x0 = (x01, . . . , x0k) å ðåøåíèå íà

a′1x1 + a′2x2 + · · ·+ a′kxk ≡ b′ (mod n1),

y = (y1, . . . , yk) å ðåøåíèå íà

a′1x1 + a′2x2 + · · ·+ a′kxk ≡ 0 (mod n1),

a′i = ai/d, b′ = b/d è n1 = n/d, à v = (v1, v2, . . . , vk) óäîâëåòâîðÿâà vi ∈ {0, 1, . . . , d− 1}.

Ñëåäâàùàòà òåîðåìà å ïîïóëÿðíà ïîä èìåòî Êèòàéñêà òåîðåìà çà îñòàòúöè-
òå. Ôîðìóëèðàíà å â êíèãà íà êèòàéñêèÿ ìàòåìàòèê Ñóí Tçy (îêîëî 250 ã.), íî âåðîÿòíî
è áèëà èçâåñòíà íà êèòàéñêèòå ìàòåìàòèöè îùå ïðåäè íîâàòà åðà. Â êðàÿ íà ïúðâè âåê
îò íîâàòà åðà Íèêîìàõóñ, ìàòåìàòèê îò Ïàëåñòèíà äàâà ðåøåíèå íà êîíêðåòåí ïðèìåð
ñëåäâàéêè ñòúïêèòå â äàäåíîòî ïî-äîëó äîêàçàòåëñòâî.

Òåîðåìà 3.2.2 Íåêà m1, m2, . . . , mn ñà äâå ïî äâå âçàèìíîïðîñòè åñòåñòâåíè ÷èñëà. Çà
âñÿêà ñúâêóïíîñò îò öåëè ÷èñëà a1, a2, . . . , an ñúùåñòâóâà è òî åäèíñòâåíî ïî ìîäóë
m = m1m2 . . .mn öÿëî ÷èñëî x, êîåòî å åäíîâðåìåííî ðåøåíèå íà êîíãðóåíöèèòå

x ≡ a1 (mod m1), x ≡ a2 (mod m2), . . . , x ≡ an (mod mn). (3.4)

Äîêàçàòåëñòâî. Äà îçíà÷èì ñ Mi = m/mi. Óñëîâèåòî çà ìîäóëèòå mi âëå÷å
(M1,M2, . . . ,Mn) = 1. Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâàò öåëè ÷èñëà u1, u2, . . . , un,
òàêèâà ÷å

u1M1 + u2M2 + · · ·+ unMn = 1.

Òîãàâà çà âñÿêî i = 1, 2, . . . , n å èçïúëíåíî ei = uiMi ≡ 1 (mod mi), êîåòî çàåä-
íî ñ î÷åâèäíèòå ñðàâíåíèÿ ej = ujMj ≡ 0 (mod mi), çà âñÿêî j 6= i, ïîêàçâàò,
÷å

x = a1u1M1 + a2u2M2 + · · ·+ anunMn

å ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà (3.4).
Àêî y å ïðîèçâîëíî ðåøåíèå íà (3.4), òî ðàçëèêàòà y − x òðÿáâà äà ñå äåëè
íà âñåêè îò ìîäóëèòå mi. Òúé êàòî òå ñà äâå ïî äâå âçàèìíîïðîñòè, òî òÿ ñå
äåëè è íà ïðîèçâåäåíèåòî èì m = m1m2 . . . mn.

Çàáåëåæêà 3.4 Ñðàâíåíèåòî uiMi ≡ 1 (mod mi) ïîêàçâà, ÷å ui = M−1
i (mod mi). Ñëå-

äîâàòåëíî ÷èñëàòà u1, . . . , un ìîãàò äà ñå íàìåðÿò íåçàâèñèìî åäíî îò äðóãî ïðèëàãàéêè
àëãîðèòúìà íà Åâêëèä çà Mi è mi, i = 1, . . . , n.
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Ïðèìåð 3.2.1 Äà ðåøèì ñèñòåìàòà ñëåäíèòå òðè ñðàâíåíèÿ:

x ≡ 1 (mod 3), x ≡ 4 (mod 5), x ≡ 4 (mod 7).

Òðèòå ìîäóëà ñà äâà ïî äâà âçàèìíî ïðîñòè è ñúãëàñíî Êèòàéñêàòà òåîðåìà çà îñòàòúöèòå
ñèñòåìàòà èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå ïî ìîäóë 3.5.7 = 105. Ñëåäâàéêè äîêàçàòåëñòâîòî �è
íàìèðàìå M1 = 35, M2 = 21 è M3 = 15. Òîãàâà u1 = 35−1 = 2−1 = 2 = −1 (mod 3),
u2 = 21−1 = 1−1 = 1 (mod 5) è u3 = 15−1 = 1−1 = 1 (mod 7). Òîãàâà òúðñåíîòî ðåøåíèå å

x = 1 · (−1) · 35 + 4 · 1 · 21 + 4 · 1 · 15 = 109

Ñëåäîâàòåëíî âñÿêî
x ≡ 4 (mod 105)

å ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà.

Òåîðåìà 3.2.3 Íåêà m1, m2, . . . , mk ñà äâå ïî äâå âçàèìíîïðîñòè åñòåñòâåíè ÷èñëà è
m = m1m2 . . .mk. Òîãàâà

Zm = I1 ⊕ I2 ⊕ · · · ⊕ Ik
∼= Zm1 ⊕ Zm2 ⊕ · · · ⊕ Zmk

,

êúäåòî Ij
∼= Zmi ñà èäåàëè íà Zm.

Äîêàçàòåëñòâî. Èçîìîðôèçìúò ìîæå äà ñå äîêàæå äèðåêòíî êàòî ñå ðàç-
ãëåäà èçîáðàæåíèåòî

ϕ :
{
Zm −→ Zm1 ⊕ Zm2 ⊕ · · · ⊕ Zmk

ϕ(x) = (x1, x2, . . . , xk),

êúäåòî xi ≡ x (mod mi), i = 1, . . . , k. Îò êèòàéñêàòà òåîðåìà ñëåäâà, ÷å òîâà
èçîáðàæåíèå å ñþðåêòèâíî è òúé êàòî î÷åâèäíî å èíåêòèâíî ïîëó÷àâàìå, ÷å
ϕ å áèåêöèÿ. Ñâîéñòâàòà íà ñðàâíåíèÿòà íè äàâàò, ÷å òî çàïàçâà îïåðàöèèòå,
ò.å. ÿâÿâÿ ñå è õîìîìîðôèçúì. Ñëåäîâàòåëíî ϕ å òúðñåíèÿò èçîìîðôèçúì.

Ïî-èíòåðåñòíîå å, îáà÷å, êàê Zm ñå ïðåäñòàâÿ êàòî äèðåêòíà ñóìà íà ñâîè
ïîäïðúñòåíè (èäåàëè). Ñëåäâàéêè îçíà÷åíèÿòà îò äîêàçàòåëñòâîòî íà êèòàéñ-
êàòà òåîðåìà çà îñòàòúöèòå íåêà Mi = m/mi è ei = uiMi. Òîãàâà â Zm

e1 + e2 + · · ·+ ek = 1 è eiej = 0,

îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå è

e2
i = ei(1−

∑

j 6=i

ej) = ei.

Ñëåäîâàòåëíî Ii = eiZmi = {0, ei, 2ei, . . . , (mi − 1)ei} ñà èäåàëè â Zm, à ei

èçïúëíÿâàò ðîëÿòà íà åäèíèöè â Ii. Ñúãëàñíî êèòàéñêàòà òåîðåìà çà âñÿêî
x ∈ Zm å â ñèëà åäèíñòâåíîòî ïðåäñòàâÿíå

x = x1e1 + x2e2 + · · ·+ xkek,

êúäåòî xi ≡ x (mod mi). Òîâà äîêàçâà, ÷å Zm å äèðåêòíà ñóìà îò èäåàëèòå Ii.
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Ñëåäñòâèå 3.2.4 Àêî n = pe1
1 pe2

2 . . . pek
k å ðàçëàãàíåòî íà n íà ïðîñòè ìíîæèòåëè, òî

Zn
∼= Zp

e1
1
⊕ Zp

e2
1
⊕ · · · ⊕ Zp

ek
1

Óïðàæíåíèå 3.2.2 Äîêàæåòå, ÷å íåîáõîäèìîòî è äîñòàòú÷íî óñëîâèå ñèñòåìàòà
ñðàâíåíèÿ

x ≡ a1 (mod m1), x ≡ a2 (mod m2), . . . , x ≡ at (mod mt)

äà èìà ðåøåíèå å çà âñÿêî i 6= j äà å èçïúëíåíî (mi,mj) | (ai − aj). Ðåøåíèåòî å åäèíñ-
òâåíî ïî ìîäóë íàé-ìàëêîòî îáùî êðàòíî [m1, . . . ,mt] íà ìîäóëèòå.

3.3 Ñðàâíåíèÿòà îò âòîðà è ïî-âèñîêà ñòåïåí.

Äåôèíèöèÿ 3.3.1 Íåêà f(x) = a0 + a1x + · · · + akx
k è g(x) = b0 + b1x + · · · + blx

l ñà
äâà ïîëèíîìà ñ öåëè êîåôèöèåíòè. Êàçâàìå, ÷å òå ñà òúæäåñòâåíî êîíãðóåíòíè
è çàïèñâàìå

f(x) ≡ g(x) (mod n),

êîãàòî ai ≡ bi (mod n) çà i = 0, 1, . . . ,max{k, l}.

Çàáåëåæêà 3.5 Îò àëãåáðàòà å èçâåñòíî, ÷å ïðúñòåíúò Z[x] å îáëàñò íà öÿëîñò ñ åäíîç-
íà÷íî ðàçëàãàíå íà íåðàçëîæèìè ìíîæèòåëè (ìàêàð äà íå å ïðúñòåí îò ãëàâíè èäåàëè)
è âñåêè äâà ïîëèíîìà èìàò ÍÎÄ (êîéòî íå å çàäúëæèòåëíî ñúñ ñòàðøè êîåôèöèåíò 1).
Çàòîâà ñâîéñòâàòà íà ñðàâíåíèÿòà äàäåíè ñ Òåîðåìà 3.1.2 îñòàâàò â ñèëà - ïðè òîâà ïî
ìîäóë ïðîèâîëåí ïîëèíîì, íå ñàìî ïî öÿëî ÷èñëî.

Àêî f(x) ≡ g(x) (mod n), òî çà âñÿêî öÿëî ÷èñëî a å â ñèëà

f(a) ≡ g(a) (mod n).

Íî îáðàòíîòî íå å âÿðíî äîðè ïîñëåäíîòî ñðàâíåíèå äà å â ñèëà çà áåçáðîé ìíîãî a.

Ïðèìåð 3.3.1 Íàïðèìåð, ñðàâíåíèåòî

(x + 1)(x + 2) . . . (x + n) ≡ 2x(x− 1)(x− 2) . . . (x− n + 1) (mod n)

å âÿðíî çà âñÿêî öÿëî x, íî äâåòå ìó ñòðàíè êàòî ïîëèíîìè íå ñà ñðàâíèìè ïî ìîäóë n.

Äåôèíèöèÿ 3.3.2 Êàçâàìå, ÷å g(x) äåëè f(x) ïî ìîäóë n, êîãàòî å èçïúëíåíî

f(x) ≡ g(x)h(x) (mod n),

çà h(x) ∈ Z[x].

Ïðèìåð 3.3.2 Ïîëèíîìúò x2 + 5 ñå äåëè íà x − 1 ïî ìîäóë 6, òúé êàòî å èçïúëíåíî
x2 + 5 ≡ x2 − 1 (mod 6).
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Äåôèíèöèÿ 3.3.3 Íåêà f(x) = a0 +a1x+ · · ·+akx
k ∈ Z[x]. Àëãåáðè÷íà êîíãðóåíöèÿ

íàðè÷àìå ñðàâíåíèåòî
f(x) ≡ 0 (mod n), (3.5)

÷èèòî ðåøåíèå x ñå òúðñè ïî ìîäóë n. Àêî ak ≡ · · · ≡ at+1 ≡ 0, íî at 6≡ 0 ïî ìîäóë n,
òî êàçâàìå, ÷å ñðàâíåíèåòî å îò ñòåïåí t.

Êîåôèöèåíòèòå ai íà f(x) â (3.5) ìîãàò äà ñå çàìåñòâàò ñ ïðîèçâîëíè, êîíãðóåíòíè
íà ai ïî ìîäóë n öåëè ÷èñëà, ò.å. òå ñà ïðåäñòàâèòåëè íà ñúîòâåòíèòå êëàñîâå ïî ìîäóë n.
Ñëåäîâàòåëíî f(x) ìîæåì äà ðàçãëåæäàìå êàòî ïîëèíîì íàä Zn è äà íàìåðèì ðåøåíèÿòà
â öåëè ÷èñëà íà (3.5) îçíà÷àâà äà ðåøèì â Zn óðàâíåíèåòî f(x) = 0. Àêî èçðè÷íî íå å
óãîâîðåíî äðóãî ùå ñ÷èòàìå, ÷å f(x) å çàïèñàí ñ èñòèíñêàòà ñè ñòåïåí, ò.å. ñòàðøèÿò
êîåôèöèåíò íå å ñðàâíèì ñ íóëà ïî ìîäóë n.

Ëåìà 3.3.4 Íåîõîäèìîòî è äîñòàòú÷íî óñëîâèå a äà å êîðåí íà (3.5) å

f(x) ≡ (x− a)g(x) (mod n), (3.6)

êúäåòî g(x) ∈ Z[x].

Äîêàçàòåëñòâî. Äîñòàòú÷íîñòòà å î÷åâèäíà. Çà äà äîêàæåì íåîáõîäèìîñò-
òà íåêà äà ðàçäåëèì f(x) íà x− a. Ïîëó÷àâàìå f(x) = (x− a)g(x) + r, êúäåòî
g(x) ∈ Z[x], à r ∈ Z. Çàìåñòâàéêè x ñ a ïîëó÷àâàìå r = f(a). ñëåäîâàòåëíî,
àêî f(a) ≡ 0 (mod n), òî (3.6) å èçïúëíåíî.

Òåîðåìà 3.3.5 Àêî p å ïðîñòî ÷èñëî è

f(x) ≡ 0 (mod p),

å êîíãðóåíöèÿ îò ñòåïåí t ≥ 1, òî òÿ èìà íàé-ìíîãî t êîðåíà.

Äîêàçàòåëñòâî. Àêî t = 1 òâúðäåíèåòî å âÿðíî. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å å
âÿðíî çà t − 1. Íåêà a å êîðåí, ò.å. f(a) ≡ 0 (mod p). Ñúãëàñíî Ëåìà 3.3.4
ñúùåñòâóâà ïîëèíîì g(x) îò ñòåïåí t− 1, òàêúâ ÷å f(x) ≡ (x− a)g(x) (mod p).
Íåêà c å äðóãî ðåøåíèå, ò.å. c 6≡ a (mod p). Òîãàâà (c− a)g(c) ≡ 0 (mod p), îò-
êúäåòî ñëåäâà, ÷å g(c) ≡ 0 (mod p). Ïî èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå g(x) ≡
0 (mod p) èìà íàé-ìíîãî t − 1 ðåøåíèÿ. Ñëåäîâàòåëíî f(x) ≡ 0 (mod p) èìà
íàé-ìíîãî t ðåøåíèÿ. Â ÷àñòíîñò îò äîêàçàòåëñòâîòà ñëåäâà, ÷å àêî a1, . . . , as

ñà íåêîíãðóåíòíè ðåøåíèÿ, òî

f(x) ≡ (x− a1)(x− a2) . . . (x− as)g(x) (mod p),

êúäåòî deg g(x) = t− s.

Ãîðíàòà òåîðåìà âñúùíîñò òâúðäå, ÷å â Zp óðàâíåíèå îò ñòåïåí t èìà íàé-ìíîãî t
êîðåíà. Íî Zp å ïîëå, à çà ïîëèíîìè íàä ïîëåòà òîçè ðåçóëòàò å äîáðå èçâåñòåí è ãîðíîòî
äîêàçàòåëñòâî ñúâïàäà ñ ðàçñúæäåíèÿòà â îáùèÿ ñëó÷àé. Êàêòî ñå âèæäà, òî ñå îñíîâàâà
íà ôàêòà, ÷å â ïîëå íÿìà äåëèòåëè íà íóëàòà. Íå å òàêà, îáà÷å, â Zn, êîãàòî n å ñúñòàâíî.
Ñðàâíåíèåòî

x2 ≡ 1 (mod 12)
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èìà çà ðåøåíèÿ x = ±1, ±5. Â òîçè ñëó÷àé â x2 − 1 ≡ (x − 1)g(x) (mod 12) ïîëàãàéêè
x = 5 íå ìîæå äà çàêëþ÷èì, ÷å g(5) ≡ 0 (mod 12), òúé êàòî â Z12 ÷èñëîòî 4 å äåëèòåë íà
íóëàòà. Â ïðúñòåíà Z12[x] íÿìà è åäíîçíà÷íî ðàçëàãàíå íà íåðàçëîæèìè ìíîæèòåëè:

x2 − 1 = (x− 1)(x + 1) = (x− 5)(x + 5)

.

Òåîðåìà 3.3.6 Íåêà n = pe1
1 pe2

2 . . . pek
k å ðàçëàãàíåòî íà n íà ïðîñòè ìíîæèòåëè è

f(x) ∈ Z[x]. Àëãåáðè÷íàòà êîíãðóåíöèÿ

f(x) ≡ 0 (mod n) (3.7)

å åêâèâàëåíòíà íà ñèñòåìàòà

f(x) ≡ 0 (mod pe1
1 ), f(x) ≡ 0 (mod pe2

2 ), . . . , f(x) ≡ 0 (mod pek
k ). (3.8)

Ïðè òîâà, àêî f(x) ≡ 0 (mod pei
i ), i = 1, . . . , k, èìà ti íåêîíãðóåíòíè ïî ìîäóë pei

i ðåøå-
íèÿ, òî (3.7) èìà òî÷íî t1t2 . . . tk íåêîíãðóåíòíè ïî ìîäóë n ðåøåíèÿ.

Äîêàçàòåëñòâî. Àêî x0 å ðåøåíèå íà (3.7), òî î÷åâèäíî å ðåøåíèå è íà
(3.8). Îáðàòíî, íåêà x0 å ðåøåíèå íà (3.8). Òîãàâà pei

i | f(x0) çà âñÿêî i. Íî
pei

i ñà äâå ïî äâå âçàèìíîïðîñòè ÷èñëà. Ñëåäîâàòåëíî òÿõíîòî ïðîèçâåäåíèå
n ñúùî äåëè f(x0).
Ñåãà äà ïðåáðîèì ðåøåíèÿòà íà (3.7). Íåêà ai ∈ Z, i = 1, . . . , k, å ðåøåíèå íà
f(x) ≡ 0 (mod pei

i ). Ñúãëàñíî êèòàéñêàòà òåîðåìà çà îñòàòúöèòå ñúùåñòâóâà
x ∈ Z, òàêîâà ÷å

x ≡ a1 (mod pe1
1 ), x ≡ a2 (mod pe2

2 ), . . . , x ≡ an (mod pek
k ) (3.9)

è x å åäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî ïî ìîäóë n. Îñòàâÿéêè ai äà ïðîáÿãâà âñè÷êè
ðàçëè÷íè ti ðåøåíèÿ ïîëó÷àâàìå t1t2 . . . tk ðàçëè÷íè ñèñòåìè (3.9) è ñúîòâåòíî
òîëêîâà ðåøåíèÿ íà (3.7).

Äåôèíèöèÿ 3.3.7 Êàçâàìå, ÷å a ∈ Z å k-êðàòåí êîðåí ïî ìîäóë n íà f(x) 6≡ 0, àêî

f(x) ≡ (x− a)kg(x) (mod n), (3.10)

íî f(x) íå ñå äåëè íà (x− a)k+1 ïî ìîäóë n.

Ñúãëàñíî Ëåìà 3.3.4 ÷èñëîòî a å k-êðàòåí êîðåí ïî ìîäóë n òî÷íî òîãàâà, êîãàòî å â ñèëà
(3.10), íî g(a) 6≡ 0 (mod n).

Äåôèíèöèÿ 3.3.8 Íåêà f(x) = a0 + a1x + · · ·+ amxm ∈ Z[x]. Ïîä ïðîèçâîäíà íà f(x)
ðàçáèðàìå ïîëèíîìà

f ′(x) = a1 + 2a2x + · · ·+ mamxm−1.

Óïðàæíåíèå 3.3.1 Ïðîâåðåòå, ÷å òàêà äåôèíèðàíàòà ïðîèçâîäíà ïðèòåæàâà ñâîéñ-
òâàòà:
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(1) [f(x)± g(x)]′ = f ′(x)± g′(x), [f(x)g(x)]′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x) è [cf(x)]′ = cf ′(x);

(2) f (k)(x) = k!
[
ak +

(
k+1

k

)
ak+1x + · · ·+ (

m
k

)
amxm−k

]
;

(3) f(x) = f(a) + (x− a)f ′(a) + · · ·+ 1
k!(x− a)kf (k)(a) + · · ·+ 1

m!(x− a)mf (m)(a)
(Ôîðìóëà íà Òåéëîð).

Òâúðäåíèå 3.3.9 Àêî a ∈ Z å k-êðàòåí êîðåí ïî ìîäóë n íà f(x) ∈ Z[x], òî a å ïîíå
k − 1-êðàòåí êîðåí ïî ìîäóë n íà f ′(x) è

f(a) ≡ f ′(a) ≡ f ′′(a)
2

≡ · · · ≡ f (k−1)(a)
(k − 1)!

≡ 0 (mod n). (3.11)

Îáðàòíî, àêî (3.11) å èçïúëíåíî, òî a å ïîíå k-êðàòåí êîðåí ïî ìîäóë n íà f(x).

Äîêàçàòåëñòâî. Ïî óñëîâèå f(x) = (x− a)kg(x) + nh(x), îòêúäåòî

f ′(x) = (x− a)k−1[kg(x) + (x− a)g′(x)] + nh′(x)

Ñëåäîâàòåëíî

f ′(x) ≡ (x− a)k−1[kg(x) + (x− a)g′(x)] (mod n),

êîåòî äîêàçâà ïúðâàòà ÷àñò îò òâúðäåíèåòî. Îò òóê íåïîñðåäñòâåíî ñëåäâà è
(3.11). Íåêà ñåãà å èçïúëíåíî (3.11). Çàìåñòâàéêè âúâ ôîðìóëàòà íà Òåéëîð
ïîëó÷àâàìå, ÷å

f(x) ≡ (x− a)kg(x) (mod n)

çà ïîäõîäÿù ïîëèíîì g(x) ∈ Z[x]. Äà îòáåëåæèì, ÷å (2) íà Óïðàæíåíèå 3.3.1
íè îñèãóðÿâà, ÷å 1

k!f
(k)(a) ñà öåëè ÷èñëà.

Ùå îòáåëåæèì , ÷å (3.11) íå ìîæå äà ãî çàìåíèì ñ

f(a) ≡ f ′(a) ≡ f ′′(a) ≡ · · · ≡ f (k−1)(a) ≡ 0 (mod n).

Ñëåäâàùèÿò ïðèìåð èëþñòðèðà òîçè ôàêò è ãîðíîòî òâúðäåíèå.

Ïðèìåð 3.3.3 Íåêà f(x) = x4 − 1 è n = 4. Ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å

x4 − 1 ≡ (x− 1)2(x2 + 2x− 1) = (x− 1)2g(x) (mod 4)

è g(1) = 1 + 2 − 1 6≡ 0 (mod 4). Ñëåäîâàòåëíî 1 å 2-êðàòåí êîðåí ïî ìîäóë 4. Òúé êàòî
f ′(x) = 4x3, f ′′(x) = 12x2, òî ïî ìîäóë 4 f(1) = 0 ≡ 0, f ′(1) = 4.13 ≡ 0 è f ′′(1)

2 = 6 6≡ 0.
Íî f ′′(1) = 12 ≡ 0 (mod 4).

Ëåìà 3.3.10 Íåêà 0 ≤ a < pr−1 å êîðåí íà êîíãðóåíöèÿòà f(x) ≡ 0 (mod pr−1). Òîãàâà

(1) àêî p - f ′(a), òî ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíî

x = a + tpr−1, 0 ≤ t < p, (3.12)

êîåòî å ðåøåíèå íà
f(x) ≡ 0 (mod pr); (3.13)



50 ËÅÊÖÈÈ ÏÎ ÒÅÎÐÈß ÍÀ ×ÈÑËÀÒÀ Í. Ë. ÌÀÍÅÂ

(2) àêî p | f ′(a) è pr | f(a), òî f(x) ≡ 0 (mod pr) èìà òî÷íî p ðåøåíèÿ îò âèäà (3.12);

(3) àêî p | f ′(a), íî pr - f(a), òî (3.13) íÿìà ðåøåíèå îò âèäà (3.12).

Äîêàçàòåëñòâî. Ïðèëàãàéêè ôîðìóëàòà íà Òåéëîð çà x = a+tpr−1, êúäåòî
0 ≤ t < p, ïîëó÷àâàìå

f(a+tpr−1) = f(a)+tpr−1f ′(a)+· · ·+ 1
k!

(tpr−1)kf (k)(a)+· · ·+ 1
m!

(tpr−1)mf (m)(a).

Ñëåäîâàòåëíî çà r ≥ 2

f(a + tpr−1) ≡ f(a) + tpr−1f ′(a) (mod pr).

Íî pr−1 | f(a), ò.å. f(a) = c.pr−1. Ñëåäîâàòåëíî

f(a + tpr−1) ≡ pr−1(c + tf ′(a)) (mod pr).

(1) Àêî p - f ′(a), òî ñúãëàñíî Òåîðåìà 3.2.1 ñðàâíåíèåòî

c + tf ′(a) ≡ 0 (mod p)

èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå ta. Òîãàâà

f(a + tap
r−1) ≡ pr−1(c + f ′(a)ta) ≡ 0 (mod pr),

ò.å. a + tap
r−1 å åäèíñòâåíîòî ðåøåíèå íà (3.13) îò âèäà (3.12).

Íåêà p | f ′(a). Òîãàâà

f(a + tpr−1) ≡ pr−1c = f(a) (mod pr), çà âñÿêî 0 ≤ t < p.

(2) Àêî pr | f(a), ò.å. p | c, òî

f(a + tpr−1) ≡ 0 (mod pr), çà âñÿêî t = 0, 1, . . . , p− 1.

Ñëåäîâàòåëíî (3.13) èìà p ðåøåíèÿ îò âèäà (3.12).
(3) Àêî p | f ′(a), íî pr - f(a), òî p - c è ñëåäîâàòåëíî

f(a + tpr−1) 6≡ 0 (mod pr),

ò.å. (3.13) íÿìà íèòî åäíî ðåøåíèå îò âèäà (3.12), òàêîâà ÷å a äà å êðàòåí
êîðåí ïî ìîäóë p.

Äà íàïîìíèì î÷åâèäíèÿ ôàêò, ÷å âñÿêî ðåøåíèå íà (3.13) å ðåøåíèå è íà f(x) ≡
0 (mod pi) çà âñÿêî i ≤ r. Ïðè òîâà �ñïóñêàíå�, îáà÷å, ìîæå äà ñå ïîëó÷è �ñëåïâàíå� íà
ðåøåíèÿ, êàêòî ñå âèæäà îò ãîðíàòà ëåìà è Ïðèìåð 3.3.5. Ïî-èíòåðåñåí å âúïðîñúò êîãà
åäèí êîðåí íà f(x) ïî ìîäóë p ìîæå äà ñå �ïîâäèãíå� äî êîðåí ïî ìîäóë pr. Ñëåäâàùèòå
òåîðåìè äàâàò îòãîâîð íà òîçè âúïðîñ.
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Òåîðåìà 3.3.11 Íåêà f(x) ∈ Z[x] è p å ïðîñòî ÷èñëî. Àêî x1 = a å ïðîñò êîðåí íà
f(x) ≡ 0 (mod p), òî çà âñÿêî r ≥ 2 ñúùåñòâóâà è òî åäèíñòâåíî ðåøåíèå xr íà (3.13):

f(x) ≡ 0 (mod pr), (3.13)

òàêîâà ÷å xr ≡ a (mod p). Òúðñåíîòî ðåøåíèå èìà âèäà

xr = a + t1p + t2p
2 + · · ·+ tr−1p

r−1, 0 ≤ tj < p. (3.14)

Äîêàçàòåëñòâî. Î÷åâèäíî âñÿêî ðåøåíèå x < pr íà (3.13) ìîæå äà ñå
çàïèøå âúâ âèäà (3.14) (â p-è÷íà áðîéíà ñèñòåìà). Òîâà, êîåòî ùå äîêàæåì å,
÷å tj ñà åäíîçíà÷íî îïðåäåëåíè îò x1 = a.
Ùîì a å ïðîñò êîðåí ïî ìîäóë p, òî p - f ′(a). Òîãàâà îò f ′(xj) ≡ f ′(a) 6≡
0 (mod p) çà âñÿêî j = 1, 2, . . . , r − 1 ñëåäâà, ÷å âñÿêî åäíî îò ñðàâíåíèÿòà

f ′(xj)z +
f(xj)

pj
≡ 0 (mod p) (3.15)

èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå z = tj . Ïðèëàãàìå ïîñëåäîâàòåëíî (1) íà Ëåìà 3.3.10
çà j = 1, ñëåä òîâà çà j = 2 èçïîëçâàéêè ïîëó÷åíîòî x2 è ò.í. äîêàòî îò xr−1

ïîëó÷èì òúðñåíîòî ðåøåíèå xr.

Ïðèìåð 3.3.4 Íåêà p å íå÷åòíî ïðîñòî ÷èñëî è f(x) = x2 + p2 − 1. Ñðàâíåíèåòî f(x) ≡
0 (mod p) èìà äâà ïðîñòè êîðåíà a = 1 è a′ = −1. Ñúùèòå, x2 = 1 + 0.p, x′2 = −1 +
0.p, îñòàâàò äâåòå åäèíñòâåíè ðåøåíèÿ íà f(x) ≡ 0 (mod p2). Òúé êàòî f ′(x) = 2x è
f(±1)/p2 = 1, òî ðåøåíèÿòà ïî ìîäóë p3 ñà 1 + tp2 è −1 + sp2, êúäåòî 2t + 1 ≡ 0 (mod p)
è −2s + 1 ≡ 0 (mod p). Ñëåäîâàòåëíî ðåøåíèÿòà íà f(x) ≡ 0 (mod p3) ñà

1 +
p2(p− 1)

2
è − 1 +

p2(p + 1)
2

.

Òåîðåìà 3.3.12 Íåêà f(x) ∈ Z[x] è p å ïðîñòî ÷èñëî. Àêî x1 = a å êðàòåí êîðåí íà
f(x) ≡ 0 (mod p) è xr−1 ≡ a (mod p) å ðåøåíèå íà f(x) ≡ 0 (mod pr−1), òî (3.13) èëè
íÿìà ðåøåíèå x ≡ xr−1 (mod pr−1) èëè èìà òî÷íî p òàêèâà íåêîíãðóåíòíè ðåøåíèÿ:

xr−1, xr−1 + pr−1, xr−1 + 2pr−1, . . . , xr−1 + (p− 1)pr−1.

Äîêàçàòåëñòâî. Ñúãëàñíî Ëåìà 3.3.10 pr−1 | f(xr−1). Àêî p íå äåëè
f(xr−1)/pr−1 ïîïàäàìå â ñëó÷àé (3) íà Ëåìà 3.3.10 è ñëåäîâàòåëíî (3.13) íÿìà
ðåøåíèå îò âèäà xr−1 + tpr−1. Àêî f(xr−1)

pr−1 ≡ 0 (mod p), òî íàëèöå å ñëó÷àé (2)
íà Ëåìà 3.3.10 è xr−1 + tpr−1 å ðåøåíèå íà (3.13) çà âñÿêî t, 0 ≤ t < p.

Ïðèìåð 3.3.5 Íåêà p å ïðîñòî ÷èñëî è f(x) = (x−1)2+p2. Ñðàâíåíèåòî f(x) ≡ 0 (mod p)
èìà åäèí äâîåí êîðåí x = 1, à êîíãðóåíöèÿòà f(x) ≡ 0 (mod p2) èìà òî÷íî p êîðåíà:

1, 1 + p, 1 + 2p, . . . , 1 + (p− 1)p.

Òî÷íî òîâà íè äàâà è Òåîðåìà 3.3.12, òúé êàòî f ′(x) = 2(x−1) (ïðè p = 2 ïðîèçâîäíàòà å
òúæäåñòâåíî íóëà) f(1) = p2 ñå äåëè íà p2. Ñåãà äà ðàçãëåäàìå êîíãðóåíöèÿòà ïî ìîäóë
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p3. Îò ãîðíèòå êîðåíè ïî ìîäóë p2 äî êîðåí ïî ìîäóë p3 ìîãàò äà ñå �ïîâäèãíàò� òåçè è
ñàìî òåçè 1 + tp, çà êîèòî

f(1 + tp) ≡ 0 (mod p3),

ò.å.
t2 + 1 ≡ 0 (mod p).

Íî òîâà ñðàâíåíèå èìà ðåøåíèå ñàìî, àêî p = 2 èëè (âèæ Ãëàâà 4) p å ïðîñòî ÷èñëî
îò âèäà p = 4s + 1. Â ïúðâèÿ ñëó÷àé èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå t = 1, à âúâ âòîðèÿ -
äâå ðåøåíèÿ t = ±b. Íàïðèìåð ïðè p = 17 ðåøåíèÿòà ñà ±4. Ñëåäîâàòåëíî êîðåíèòå ïî
ìîäóë p3 ïðè p = 4s+1 ñà 1+ bp+kp2 è 1− bp+kp2, êúäåòî k = 0, 1, . . . , p−1. Â ÷àñòíîñò
ïðè p = 17 ïîëó÷àâàìå x = 69 + 289k è x = 289k − 67, êúäåòî k = 0, 1, . . . , 16.
Àêî p = 4s− 1, òî f(x) ≡ 0 (mod p3) íÿìà ðåøåíèå.

Òåîðåìà 3.3.13 Íåêà n = 2epe1
1 pe2

2 . . . pek
k å ðàçëàãàíåòî íà n íà ïðîñòè ìíîæèòåëè,

êúäåòî pi ñà íå÷åòíè ïðîñòè ÷èñëà. Òîãàâà áðîÿò K íà íåêîíãðóåíòíèòå ðåøåíèÿ íà

x2 − 1 ≡ 0 (mod n)

ñå çàäàâà ñ

K =





2k, çà e = 0, 1
2k+1, çà e = 2
2k+2, çà e ≥ 3.

Òâúðäåíèåòî îñòàâà â ñèëà è ïðè k = 0, ò.å. êîãàòî n å ñòåïåí íà äâîéêàòà.

Äîêàçàòåëñòâî. Ñúãëàñíî Êèòàéñêàòà òåîðåìà çà îñòàòúöèòå äàäåíîòî
ñðàâíåíèå å åêâèâàëåíòíî ñúñ ñèñòåìàòà îò k + 1 ñðàâíåíèÿ:

x2 − 1 ≡ 0 (mod pei
1 ), i = 1, 2, . . . k (3.16)

è
x2 − 1 ≡ 0 (mod 2e). (3.17)

Ïîðàäè ñâîéñòâàòà íà ïðîñòèòå ÷èñëà (äîðè áåç äà èçïîëçâàìå Òåîðåìà 3.3.11
âñÿêî îò ñðàâíèíèÿòà (3.16) èìà òî÷íî äâà êîðåíà x = ±1. Ñëåäîâàòåëíî
ïðèíîñúò íà âñè÷êè òåçè ñðàâíåíèÿ â îáùèÿ áðîé ðåøåíèÿ å ìíîæèòåë 2k

(ñúãëàñíî Òåîðåìà 3.3.6).
Ñåãà äà ðàçãëåäàìå êîíãðóåíöèÿòà (3.17). Ïðè e = 0 ÷èñëîòî 2 íå ó÷àñòâà â
ðàçëàãàíåòî íà n, òàêà ÷å ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å ïðèíîñúò íà (3.17) â òîçè
ñëó÷àé å ìíîæèòåë 1. Ïðè e = 1 ñðàâíåíèåòî èìà åäèí äâîåí êîðåí x = 1 è
ïðèíîñúò îñòàâà 1. Çàòîâà ïðè e = 0 è 1 îáùèÿò áðîé ðåøåíèÿ å 1.2k. Íåêà
e = 2. Òîãàâà (3.17) èìà äâå ðåøåíèÿ x = ±1, êîåòî âëå÷å îáù áðîé ðåøåíèÿ:
2k+1. Ïðè e ≥ 3 (3.17) èìà ÷åòèðè êîðåíà: x = ±1 ± 1 + 2e−1. Ñëåäîâàòåëíî
îáùèÿ áðîé ðåøåíèÿ íà x2 − 1 ≡ 0 (mod n) å 2k+2.
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3.4 Ïðèìèòèâíè êîðåíè è èíäåêñè.

Äåôèíèöèÿ 3.4.1 Ïîêàçàòåë (ïîðÿäúê èëè ðåä) íà öÿëîòî ÷èñëî a ïî ìîäóë
n íàðè÷àìå ìèíèìàëíîòî åñòåñòâåíî ÷èñëî ν = ν(a), òàêîâà ÷å

aν ≡ 1 (mod n).

Êàçâà ñå îùå, ÷å a ïðèíàäëåæè íà ïîêàçàòåë ν ïî ìîäóë n.

Äà îòáåëåæèì, ÷å íå âñÿêî a èìà ïîêàçàòåë ïî ìîäóë n. Îñòàâÿìå íà ÷èòàòåëÿ äà
äîêàæå ñëåäíîòî ÍÄÓ çà ñúùåñòâóâàíå íà ïîêàçàòåë.

Óïðàæíåíèå 3.4.1 Öÿëîòî ÷èñëî a èìà ïîêàçàòåë ïî ìîäóë n òîãàâà è ñàìî òîãàâà,
êîãàòî (a, n) = 1.

Ñëåäâàùèòå òâúðäåíèÿ äàâàò îñíîâíèòå ñâîéñòâà íà ïîíÿòèåòî ïîêàçàòåë (ïðåäñòàâëÿ-
âàùî âñúùíîñò ðåä íà åëåìåíò â ìóëòèïëèêàòèâíàòà ãðóïà Z∗n), ÷èèòî äîêàçàòåëñòâî
ñúùî îñòàâÿìå íà ÷èòàòåëÿ.

Óïðàæíåíèå 3.4.2 Àêî a èìà ïîêàçàòåë ν ïî ìîäóë n, òî ñðàâíåíèåòî am ≡ 1 (mod n)
å â ñèëà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ν | m.

Óïðàæíåíèå 3.4.3 Àêî a èìà ïîêàçàòåë ν ïî ìîäóë n, òî ak èìà ïîêàçàòåë ν
(ν, k) .

Óïðàæíåíèå 3.4.4 Àêî a, b ∈ Z ïðèíàäëåæàò ñúîòâåòíî íà ïîêàçàòåëè ν è µ ïî
ìîäóë n, òî ïðîèçâåäåíèåòî èì ab èìà çà ïîêàçàòåë íàé-ìàëêîòî îáùî êðàòíî [ν, µ].

Ñëåäâàùàòà òåîðåìà ïîêàçâà, ÷å çà âñÿêî ïðîñòî ÷èñëî p ñúùåñòâóâà öÿëî ÷èñëî
ïðèíàäëåæàùî íà ïîêàçàòåë p− 1.

Òåîðåìà 3.4.2 Àêî p å ïðîñòî ÷èñëî, òî ñúùåñòâóâà åñòåñòâåíî ÷èñëî g < p, òàêîâà
÷å gp−1 ≡ 1 (mod p), íî gk 6≡ 1 (mod p) çà âñÿêî k = 1, 2, . . . , p− 2.

Äîêàçàòåëñòâî. Ùå äàäåì äâå äîêàçàòåëñòâà íà òåîðåìàòà.
Äîêàçàòåëñòâî I. Ìîæåì è äà ñ÷èòàìå, ÷å p > 2, òúé êàòî ñëó÷àÿ p = 2 å

òðèâèàëåí. Íåêà ñ g(d) îçíà÷èì áðîÿò íà åñòåñòâåíèòå ÷èñëà < p, êîèòî èìàò
ïîêàçàòåë òî÷íî d. Îò Ìàëêàòà òåîðåìà íà Ôåðìà è Óïðàæíåíèå 3.4.2 ñëåäâà,
÷å d | (p− 1). Íî òîãàâà ∑

d|(p−1)

g(d) = p− 1.

Îò äðóãà ñòðàíà òî÷íî ñúùîòî ðàâåíñòâî óäîâëåòâîðÿâà è ôóíêöèÿòà íà Îé-
ëåð (Òåîðåìà 1.4.11), îòêúäåòî è Òåîðåìà 1.4.15 (ôîðìóëàòà çà îáðúùàíå)
ïîëó÷àâàìå, ÷å

g(p− 1) = ϕ(p− 1).

Ñëåäîâàòåëíî g(p − 1) > 1, êîåòî ïîêàçâà, ÷å ñúùåñòâóâà åñòåñòâåíî ÷èñëî ñ
ïîêàçàòåë p− 1.

Äîêàçàòåëñòâî II. Äà îçíà÷èì ñ m ìèíèìàëíîòî åñòåñòâåíî ÷èñëî, òàêîâà
÷å xm ≡ 1 (mod p) çà âñÿêî x = 1, 2, . . . , p − 1. Ìàëêàòà òåîðåìà íà Ôåðìà
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íè äàâà, ÷å òàêîâà ÷èñëî ñúùåñòâóâà è m ≤ p − 1. Íî àêî m < p − 1, òî ùå
ïîëó÷èì, ÷å ñðàâíåíèåòî

xm − 1 ≡ 0 (mod p)

èìà ïîâå÷å îò m íåêîíãðóåíòíè ðåøåíèÿ, êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà Òåîðåìà 3.3.5.
Ñëåäîâàòåëíî m = p − 1. Íåêà p − 1 = qe1

1 qe2
2 . . . qek

k . Çà âñÿêî i ñúùåñòâóâà
αi, òàêîâà ÷å α

m
qi
i 6≡ 1 (mod p). Òîãàâà γi = α

m/q
ei
i

i èìà ïîêàçàòåë òî÷íî qei
i .

Ñåãà Óïðàæíåíèå 3.4.4 íè äàâà, ÷å ÷èñëîòî g = γ1γ2 . . . γk ïðèíàäëåæè íà
ïîêàçàòåë qe1

1 qe2
2 . . . qek

k = p− 1.

Çàáåëåæêà 3.6 Ñ ãîðíàòà òåîðåìà âñúùíîñò äîêàçàõìå, ÷å ìóëòèïëèêàòèâíàòà ãðóïà
Z∗p å öèêëè÷íà. Òîâà å ÷àñòåí ñëó÷àé íà ïî-îáùèÿ àëãåáðè÷åí ðåçóëòàò: Âñÿêà êðàé-
íà ïîäãðóïà íà ìóëòèïëèêàòèâíàòà ãðóïà íà åäíî ïîëå å öèêëè÷íà. Äîêàçàòåëñòâîòî â
îáùèÿ ñëó÷àé ïî ñúùåñòâî íå ñå ðàçëè÷àâà îò èçëîæåíîòî ãîðå Äîêàçàòåëñòâî II.

Äåôèíèöèÿ 3.4.3 Öÿëîòî ÷èñëî g ñå íàðè÷à ïðèìèòèâåí êîðåí ïî ìîäóë p, àêî
gp−1 ≡ 0 (mod p), íî gk 6≡ 0 (mod p) çà âñÿêî åñòåñòâåíî k < p− 1 (ò.å., àêî g ïîðàæäà
Z∗p).

Ïîíÿòèåòî ïðèìèòèâåí êîðåí ìîæå äà ñå äåôèíèðà è çà ïðîèçâîëåí ìîäóë.

Äåôèíèöèÿ 3.4.4 Öÿëîòî ÷èñëî g, (g, n) = 1, ñå íàðè÷à ïðèìèòèâåí êîðåí ïî
ìîäóë n, àêî ïðèíàäëåæè íà ïîêàçàòåë ϕ(n). (ò.å. àêî g ïîðàæäà Z∗n). Â òîçè ñëó÷àé
êàçâàìå, ÷å n ïðèòåæàâà ïðèìèòèâåí êîðåí.

Òåîðåìà 3.4.2 îñèãóðÿâà, ÷å âñÿêî ïðîñòî ÷èñëî èìà ïðèìèòèâåí êîðåí, íî çà ðàç-
ëè÷íèòå p ðàçëè÷íè ÷èñëà ìîãàò äà ñà ïðèìèòèâíè êîðåíè. Íàïðèìåð, ÷èñëîòî 2 å ïðè-
ìèòèâåí êîðåí ïî ìîäóë p = 5, íî íå å òàêúâ ïî ìîäóë p = 7, òúé êàòî 23 ≡ 1 (mod 7).
Ïðèìèòèâåí êîðåí ïî ìîäóë 7 å ÷èñëîòî 3 - âñè÷êè ñòåïåíè 30, 3, 32, 33, 34, 35 ñà íåñðàâ-
íèìè ïî ìîäóë 7.
Àêî n íå å ïðîñòî ÷èñëî, òî ìîæå äà íÿìà ïðèìèòèâåí êîðåí. Íàïðèìåð 6 èìà çà ïðè-
ìèòèâåí êîðåí ÷èñëîòî 5, äîêàòî 12 íÿìà ïðèìèòèâåí êîðåí. Íàèñòèíà 52 ≡ 72 ≡ 112 ≡
1 (mod 12). Êîãà åäíî ÷èñëî èìà ïðèìèòèâåí êîðåí ùå ðàçãëåäàìå â ñëåäâàùèÿ ïàðàã-
ðàô.

Íåêà n å åñòåñòâåíî ÷èñëî, êîåòî ïðèòåæàâà ïðèìèòèâåí êîðåí g. Òîãàâà âñè÷êè
ñòåïåíè

1, g, g2, . . . , gϕ(n)−1

ñà íåêîíãðóåíòíè ïî ìîäóë n, òúé êàòî äîïóñêàíåòî íà ïðîòèâíîòî áè îçíà÷àâàëî, ÷å
g èìà ïîêàçàòåë ïî-ìàëúê îò ϕ(n). Ñëåäîâàòåëíî ãîðíèòå ÷èñëà îáðàçóâàò ðåäóöèðàíà
ñèñòåìà îñòàòúöè ïî ìîäóë n è âñÿêî a, çà êîåòî (a, n) = 1, å ñðàâíèìî ñ íÿêîÿ îò ãîðíèòå
ñòåïåíè íà g.

Äåôèíèöèÿ 3.4.5 Íåêà n å åñòåñòâåíî ÷èñëî, êîåòî ïðèòåæàâà ïðèìèòèâåí êîðåí
g è (a, n) = 1. Åäèíñòâåíîòî åñòåñòâåíî ÷èñëî e ∈ {1, 2, . . . , ϕ(n)− 1}, òàêîâà ÷å

a ≡ ge (mod n)

ñå íàðè÷à èíäåêñ íà a ïî ìîäóë n ïðè îñíîâà g. Áåëåæèì e = indg a èëè e = ind a,
êîãàòî å ÿñíî, êîÿ å îñíîâàòà (ïðèìèòèâíèÿ êîðåí).
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Òâúðäåíèå 3.4.6 Â ñèëà ñà ñëåäíèòå ñâîéñòâà:

(1) ind (ab) ≡ ind a + ind b (mod ϕ(n));

(2) ind (ak) ≡ k .ind a (mod ϕ(n)) çà âñÿêî åñòåñòâåíî k;

(3) ind 1 = 0 ïðè âñåêè èçáîð íà îñíîâàòà;

(4) indg g = 1;

(5) ind (−1) = ϕ(n)/2 çà n > 2;

Äîêàçàòåëñòâî. Ïúðâèòå ÷åòèðè òâúðäåíèÿ ñëåäâàò íåïîñðåäñòâåíî îò
äåôèíèöèèòå è äîêàçàòåëñòâîòî èì îñòàâÿìå çà óïðàæíåíèå íà ÷èòàòåëÿ.
(5): Íåêà k = ind (−1). Òîãàâà gk ≡ −1 (mod n), îòêúäåòî g2k ≡ 1 (mod n).
Òúé êàòî g å ïðèìèòèâåí êîðåí ïî ìîäóë n, òî ϕ(n) | 2k. Íî k < ϕ(n). ò.å.
2k < 2ϕ(n), êîåòî âëå÷å 2k = ϕ(n). Ñëåäîâàòåëíî k = ϕ(n)

2 .

Òâúðäåíèå 3.4.7 Íåêà (a, n) = 1. Àêî ν å ïîêàçàòåëÿ íà a ïî ìîäóë n, òî

ν =
ϕ(n)

(ϕ(n), ind a)
.

Äîêàçàòåëñòâî. Ïîêàçàòåëÿò ν å ìèíèìàëíîòî åñòåñòâåíî ÷èñëî, òàêîâà
÷å aν ≡ 1 (mod n). Òîãàâà ïðèëàãàéêè Òâúðäåíèå 3.4.6-(2) ïîëó÷àâàìå

ν.ind a ≡ 0 (mod ϕ(n))

Àêî ïîëîæèì d = (ϕ(n), ind a), òî ìèíèìàëíîòî åñòåñòâåíî ÷èñëî, êîåòî å
ðåøåíèå å òî÷íî

ν =
ϕ(n)

d
.

Èíäåêñèòå íè äàâàò âúçìîæíîñò äà ðåøàâàìå è ïîêàçàòåëíè ñðàâíåíèÿ. Íåêà (a, n) =
(b, n) = 1 è äà ðàçãëåäàìå

ax ≡ b (mod n).

Ïðèëàãàéêè Òâúðäåíèå 3.4.6-(2) ïîëó÷àâàìå

x.ind a ≡ ind b (mod ϕ(n)).

ßñíî å, ÷å ïîñëåäíîòî ñðàâíåíèå ùå èìà ðåøåíèå òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî d =
(ϕ(n), ind a) äåëè ind b è â òîçè ñëó÷àé èìàìå òî÷íî d íåêîíãðóåíòíè ïî ìîäóë ϕ(n)
ðåøåíèÿ.
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3.5 Ñúùåñòâóâàíå íà ïðèìèòèâåí êîðåí.

Òåîðåìà 3.5.1 Íåêà k å åñòåñòâåíî ÷èñëî. Çà âñÿêî k ≥ 3 å â ñèëà

(1) Âñÿêî íå÷åòíî ÷èñëî a óäîâëåòâîðÿâà

a2k−2 ≡ 1 (mod 2k).

(2) ×èñëîòî 5 èìà ïîêàçàòåë 2k−2 ïî ìîäóë 2k.

(3) ×èñëàòà
±5, ±52 ± 53 . . . , ±52k−2

îáðàçóâàò ðåäóöèðàíà ñèñòåìà ïî ìîäóë 2k.

Äîêàçàòåëñòâî. (1): Ñ èíäóêöèÿ ïî k. Ïðè k = 3 òâúðäåíèåòî å âÿðíî òúé
êàòî 12 ≡ 32 ≡ 52 ≡ 72 ≡ 1 (mod 8). Îò èíäóêöèîííîòî äîïóñêàíå a2k−2 ≡
1 (mod 2k) ñëåäâà, ÷å a2k−2

= 1 + 2kl. Ïîâäèãàéêè íà êâàäðàò ïîëó÷àâàìå
a2k−1

= (1 + 2kl)2 ≡ 1 (mod 2k+1).
(2): Îò (1) ñëåäâà, ÷å 52k−2 ≡ 1 (mod 2k) çà k ≥ 3, ò.å. ïîêàçàòåëÿò íà 5 ïî
ìîäóë 2k ùå å ðàâåí íà 2s, çà íÿêîå s ≤ k − 2. Ñëåäîâàòåëíî 2k | (52s − 1), íî
2k - (52s−1−1). Òúé êàòî 52r ≡ 1 (mod 4) çà âñÿêî r ≥ 0, òî (52r

+1) ñå äåëè íà 2,
íî íå ñå äåëè íà 4. Ñëåäîâàòåëíî 52s+1−1 = (52s−1)(52s

+1) ñå äåëè íà 2k+1, ò.å.
52s+1 ≡ 1 (mod 2k+1). Îò äðóãà ñòðàíà, àêî äîïóñíåì, ÷å 52s ≡ 1 (mod 2k+1),
ùå ïîëó÷èì àíàëîãè÷íî, ÷å 2k | (52s−1 − 1), êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà èçáîðà
íà s. Ñëåäîâàòåëíî ïîêàçàòåëÿ íà 5 ïî ìîäóë 2k+1 ùå å ðàâåí íà 2s+1. Ñåãà
òâúðäåíèåòî ñëåäâà îò ôàêòà, ÷å ïîêàçàòåëÿò ïî ìîäóë 23 å 2.
(3): Òúé êàòî áðîÿò íà ÷èñëàòà å 2·2k−2 = 2k−1 = ϕ(2k), òî îñòàâà äà ïîêàæåì,
÷å âñè÷êè ÷èñëà ñà íåñðàâíèìè äâå ïî äâå ïî ìîäóë 2k. Àêî äîïóñíåì, ÷å
5t ≡ ±5l (mod 2k), t ≥ l, òî 5t−l ≡ ±1 (mod 2k). Íî ñúãëàñíî îòáåëÿçàíîòî
ïî-ãîðå 5t−l 6≡ −1 (mod 2k) çà k > 1, à 5t−l ≡ 1 (mod 2k) âëå÷å 2k−2 | (t − l),
êîåòî å íåâúìîæíî çà t 6= l.

Îò (1) ñëåäâà, ÷å 2k èìà ïðèìèòèâåí êîðåí ñàìî ïðè k = 1 è 2, ò.å. â ñèëà å

Ñëåäñòâèå 3.5.2 Ãðóïàòà Z∗
2k å öèêëè÷íà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî k = 1 è 2.

Òåîðåìà 3.5.3 Àêî p å íå÷åòíî ïðîñòî ÷èñëî, òî pk èìà ïðèìèòèâåí êîðåí çà âñÿêî
k. Åäèí òàêúâ ïðèìèòèâåí êîðåí çà âñÿêî k å åñòåñòâåíî ÷èñëî g, êîåòî å ïðèìèòèâåí
êîðåí ïî ìîäóë p, íî gp−1 6≡ 1 (mod p2).

Äîêàçàòåëñòâî. Àêî g å ïðèìèòèâåí êîðåí ïî ìîäóë p, òî î÷åâèäíî è g+p
ñúùî å òàêúâ ïðèìèòèâåí êîðåí. Ïîíå åäèíèÿò îò òÿõ óäîâëåòâîðÿâà

gp−1 6≡ 1 (mod p2). (3.18)

Íàèñòèíà, àêî gp−1 ≡ 1 (mod p2), òî

(g + p)p−1 = gp−1 + (p− 1)pgp−2 + p2A,
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êîåòî íå å ñðàâíèìî ñ 1 ïî ìîäóë p2, òúé êàòî p2 - (p− 1)pgp−2. È òàêà ìîæåì
äà ïðåäïîëàãàìå, ÷å g óäîâëåòâîðÿâà (3.18).
Äèðåêòíàòà ïðîâåðêà ïîêàçâà, ÷å îò a = 1+plA ñëåäâà, ÷å ap = 1+pl+1B, ò.å.
ap ≡ 1 (mod pl+1). Ñëåäîâàòåëíî gp(p−1) ≡ 1 (mod p2) è ïîðàäè (3.18) g èìà
ïîêàçàòåë p(p−1) = ϕ(p2) ïî ìîäóë p2, ò.å. g å ïðèìèòèâåí êîðåí ïî ìîäóë p2.
Òîãàâà gp2(p−1) ≡ 1 (mod p3) è p2(p− 1) å ìèíèìàëíàòà ñòåïåí, çà êîÿòî òîâà å
èçïúëíåíî. Ñëåäîâàòåëíî g å ïðèìèòèâåí êîðåí ïî ìîäóë p3. Ïðîäúëæàâàéêè
àíàëîãè÷íî ïîëó÷àâàìå, ÷å g å ïðèìèòèâåí êîðåí ïî ìîäóë pk.

Ñëåäñòâèå 3.5.4 Ãðóïàòà Z∗
pk å öèêëè÷íà çà âñÿêî åñòåñòâåíî k è âñÿêî ïðîñòî p > 2.

Òåîðåìà 3.5.5 Åñòåñòâåíîòî ÷èñëî n > 1 èìà ïðèìèòèâåí êîðåí òîãàâà è ñàìî òî-
ãàâà, êîãàòî

n = 2, 4, pk èëè 2pk,

êúäåòî p å íå÷åòíî ïðîñòî, à k ïðîèçâîëíî åñòåñòâåíî ÷èñëî.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà n = 2epe1
1 pe2

2 . . . pek
k . Îò Òåîðåìà 3.2.3 ñëåäâà, ÷å

Z∗n = I∗ × I∗1 × I∗2 × · · · × I∗k ∼= Z∗2e × Z∗pe1
1
× · · · × Z∗

p
ek
k

.

Â òàêúâ ñëó÷àé Z∗n ùå å öèêëè÷íà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî äèðåêòíèòå
�è êîìïîíåíòè ñà öèêëè÷íè è îò âçàèìíî ïðîñòè ðåäîâå. Z∗

p
ei
i

ñà öèêëè÷íè
îò ÷åòåí ðåä ñúãëàñíî ïðåäõîäíàòà òåîðåìà. Òîãàâà, àêî â ðàçëàãàíåòî íà n
ó÷àñòâàò äâå ðàçëè÷íè íå÷åòíè ïðîñòè ÷èñëà, òî ùå èìà ïîíå äâå êîìïîíåíòè,
êîèòî íå ñà âçàèìíîïðîñòè. Ñëåäîâàòåëíî â ðàçëàãàíåòî ó÷àñòâà íàé-ìíîãî
åäíî ïðîñòî ÷èñëî > 2. Ãðóïàòà Z∗2e å öèêëè÷íà ñàìî çà e = 1, 2, íî ïðè e = 2
íå ìîæå â ðàçëàãàíåòî äà ó÷àñòâà íå÷åòíî ïðîñòî ÷èñëî. Îáðàòíî, àêî n å îò
ïîñî÷åíèÿ âèä, òî Z∗n èëè å öèêëè÷íà èëè å äèðåêòíî ïðîèçâåäåíèå íà äâå
öèêëè÷íè îò âçàèìíîïðîñòè ðåäîâå (Z∗2 × Z∗pl).

Ñëåäñòâèå 3.5.6 Ãðóïàòà Z∗n å öèêëè÷íà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî

n = 2, 4, pk èëè 2pk,

êúäåòî p å íå÷åòíî ïðîñòî, à k ïðîèçâîëíî åñòåñòâåíî ÷èñëî.

3.6 Äîïúëíèòåëíè çàäà÷è êúì Ãëàâà 3.
Çàäà÷à 3.1 Íåêà a è b ñà öåëè ÷èñëà. Äîêàæåòå, ÷å àêî n äåëè an − bn, òî n äåëè è
(an − bn)/(a− b).

Çàäà÷à 3.2 Äîêàæåòå, ÷å ñúùåñòâóâàò áåçáðîé ìíîãî ïðîñòè ÷èñëà îò âèäà 4k + 1.

Çàäà÷à 3.3 Äà ñå ðåøàò ñèñòåìèòå ñðàâíåíèÿ

à)
∣∣∣∣

x ≡ 7 (mod 33)
x ≡ 3 (mod 63)

á)

∣∣∣∣∣∣

3x ≡ 5 (mod 7)
2x ≡ 3 (mod 5)
3x ≡ 3 (mod 9)

â)
∣∣∣∣

4x + 3y ≡ 5 (mod 12)
6x + 5y ≡ 7 (mod 12)
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Çàäà÷à 3.4 Äà ñå ðåøàò óðàâíåíèÿòà
à) x2 ≡ −1 (mod 85); á) x2 + 3x + 1 ≡ 0 (mod 25); â) x7 + x + 1 ≡ 0 (mod 27);
ã) 11x3 ≡ −1 (mod 56).

Çàäà÷à 3.5 Äà ñå ðåøàò ñèñòåìèòå ñðàâíåíèÿ
à)

∣∣∣∣
9x14 ≡ 1 (mod 17)

2x ≡ 3 (mod 9)
á)

∣∣∣∣
x6 ≡ 1 (mod 11)
5x ≡ 2 (mod 31)

Çàäà÷à 3.6 Äîêàæåòå, ÷å àêî b = 2νB ± 1, êúäåòî ν ≥ 2 è B íå÷åòíî, òî b èìà
ïîêàçàòåë 2k−ν ïî ìîäóë 2k.

Çàäà÷à 3.7 Äîêàæåòå, ÷å

A =
3n(3t − 1)− (−1)n ((−1)n − 1)

4

å öÿëî ÷èñëî è t = 2k å ìèíèìàëíîòî t, çà êîåòî A ≡ 0(mod 2k).

Çàäà÷à 3.8 Íåêà p è q ñà ïðîñòè ÷èñëà, òàêèâà ÷å p = 2q + 1. Äîêàæåòå, ÷å ïîíå åäíî
îò ÷èñëàòà 2 èëè −2 å ïðèìèòèâåí êîðåí ïî ìîäóë p.


