
11. Ñìåñåíà çàäà÷à çà ïàðàáîëè÷íè óðàâíåíèÿ îò âòîðè ðåä.
Àïðèîðíà îöåíêà, ñúùåñòâóâàíå íà îáîáùåíî ðåøåíèå.

Íåêà D å îãðàíè÷åíà îáëàñò â Rm ñ ãëàäêà ãðàíèöà γ ∈ C∞, à G =
{(t, x) ∈ Rm+1 : 0 < t < T, x ∈ D} = (0, T )×D å öèëèíäúð â Rm+1

t,x ñ ÷àñòè÷íî
ãëàäêà ãðàíèöà ∂G = Γ = Γ0 ∪ ΓT ∪ S, êúäåòî S å îêîëíàòà ïîâúðõíèíà íà
öèëèíäúðà G, à îñíîâèòå ñà Γ0 = {(0, x) : x ∈ D} è ΓT = {(T, x) : x ∈ D}.

Â G ðàçãëåæäàìå ïàðàáîëè÷íèÿ îïåðàòîð

Lu ≡ ut −Au ≡ ut − (aij(t, x)uxi
)xj

− ai(t, x)uxi
− a(t, x)u,

êúäåòî aij , ai, a ∈ C∞(G); aij = aji; aij(t, x)ξiξj ≥ θξ2, ∀ξ ∈ Rm, ∀(t, x) ∈ G,
θ = Const > 0, è ñå ïîäðàçáèðà ñóìèðàíå îò 1 äî m ïî ïîâòàðÿùèòå ñå èí-
äåêñè. Ïîñòàâèëè ñìå òîëêîâà âèñîêè èçèñêâàíèÿ çà ãëàäêîñò íà ãðàíèöàòà
è êîåôèöèåíòèòå, çà äà íå ïðåöèçèðàìå ïîñòîÿííî â îòäåëíèòå òâúðäåíèÿ
ïî-íàòàòúê òî÷íèòå ïîêàçàòåëè íà ãëàäêîñò, ïðè êîéòî òå ñà âàëèäíè, à äà
ñúñðåäîòî÷èì âíèìàíèåòî ñè âúðõó ìåòîäà íà èçñëåäâàíå.

Â îáëàñòòà G ðàçãëåæäàìå ãðàíè÷íà çàäà÷à, íàðè÷àíà �ñìåñåíà çàäà÷à�,
êîÿòî ôîðìóëèðàìå òàêà

Çàäà÷à P . Äà ñå íàìåðè â G ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî

Lu = f,

êîåòî óäîâëåòâîðÿâà ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ

u = 0 âúðõó Γ0 ∪ S.

Íàçâàíèåòî �ñìåñåíà çàäà÷à� èäâà îò òîâà, ÷å óñëîâèåòî ïðè t = 0 ñå
èíòåðïðåòèðà êàòî íà÷àëíî óñëîâèå, à óñëîâèåòî âúðõó S êàòî ãðàíè÷íî
óñëîâèå, ò.å. ïî ãðàíèöàòà ñà çàäàäåíè äâå óñëîâèÿ îò ðàçëè÷åí òèï (ñ ðàç-
ëè÷åí ôèçè÷åí ñìèñúë), ìàêàð ÷å â ñëó÷àÿ è äâåòå óñëîâèÿ ñå çàïèñâàò
åäíàêâî.

Ïî-êðàòêî çàäà÷àòà ùå çàïèñâàìå òàêà:
Çàäà÷à P .

Lu = f, G,

u|Γ0∪S = 0.

Ñìåñåíàòà çàäà÷à çà ïàðàáîëè÷íèÿ îïåðàòîð îò âòîðè ðåä îò íàé-îáù
âèä å àíàëîã íà ñìåñåíàòà çàäà÷à çà óðàâíåíèåòî íà òîïëîïðîâîäíîñòòà

ut − a(ux1x1 + . . . + uxmxm) = f, G,

u|Γ0∪S = ϕ.

Íèå ùå ðàçãëåæäàìå íàé-íàïðåä ñëó÷àÿ íà õîìîãåííè ãðàíè÷íè è íà÷àëíè
óñëîâèÿ, òúé êàòî èìà ñòàíäàðòåí ñïîñîá çà ïðåìèíàâàíå îò íåõîìîãåííè
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ãðàíè÷íè óñëîâèÿ êúì õîìîãåííè. Ðàçãëåæäàíåòî íà õîìîãåííè ãðàíè÷íè
óñëîâèÿ ïîçâîëÿâà äà ñå ðàáîòè çíà÷èòåëíî ïî-ïðîñòî.

Çà �ôîðìàëíî ñïðåãíàòèÿ îïåðàòîð�

L∗v ≡ −vt −A∗v ≡ −vt − (aij(t, x)vxi)xj + (ai(t, x)v)xi − a(t, x)v,

ðàçãëåæäàìå �ñïðåãíàòà ãðàíè÷íà çàäà÷à� P∗ ïðè òàêà íàðå÷åíèòå �ñïðåã-
íàòè ãðàíè÷íè óñëîâèÿ�.

Çàäà÷à P∗.
L∗v = g, G,

v|ΓT∪S = 0.

Êàêòî îáèêíîâåíî ñ H l(G) è ‖ · ‖l ùå îçíà÷àâàìå ïðîñòðàíñòâîòî íà Ñî-
áîëåâ è íåãîâàòà íîðìà, êúäåòî l å íåîòðèöàòåëíî öÿëî ÷èñëî, à ñêàëàðíîòî
ïðîèçâåäåíèå è íîðìàòà â L2(G) ùå îçíà÷àâàìå ñ (., .) è ‖ · ‖ ñúîòâåòíî.

Ïî-íàòàòúê ñ Cl
P (H l

P ) ùå îçíà÷àâàìå ìíîæåñòâîòî îò îíåçè ôóíêöèè îò
Cl(G) (H l

2(G), l > 0), êîèòî óäîâëåòâîðÿâàò ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ íà çàäà÷à
P . Àíàëîãè÷åí ñìèñúë èìàò è îçíà÷åíèÿòà Cl

P∗(H
l
P∗), êàòî ñåãà ñå ïðåäïî-

ëàãà, ÷å ñà óäîâëåòâîðåíè ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ íà ñïðåãíàòàòà çàäà÷à P∗,
ò.å. ñïðåãíàòèòå ãðàíè÷íè óñëîâèÿ. Âúâåæäàíåòî íà ïîíÿòèÿòà ôîðìàëíî
ñïðåãíàò îïåðàòîð, ñïðåãíàòà ãðàíè÷íà çàäà÷à è ñïðåãíàòè ãðàíè÷íè óñëî-
âèÿ å îïðàâäàíî, òúé êàòî ñ èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè ëåñíî ïîëó÷àâàìå èíòåã-
ðàëíîòî òúæäåñòâî

(Lu, v) = (u, L∗v),

âàëèäíî çà âñè÷êè ôóíêöèè u ∈ C2
P (H2

P ) è v ∈ C2
P∗(H

2
P∗).

Äåôèíèöèÿ. Íåêà f ∈ L2(G). Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà u ∈ L2(G) å
ñëàáî ðåøåíèå íà çàäà÷à P àêî çà âñÿêà ôóíêöèÿ v ∈ C2

P∗ å èçïúëíåíî
òúæäåñòâîòî (u, L∗v) = (f, v).

Ôóíêöèèòå v îáèêíîâåíî íàðè÷àìå ïðîáíè ôóíêöèè. ßñíî å, ÷å àêî ïðîá-
íèòå ôóíêöèè, çà êîèòî òðÿáâà äà ïðîâåðèì èíòåãðàëíîòî òúæäåñòâî, ñà
ïîâå÷å, å ïî-âåðîÿòíî ñëàáîòî ðåøåíèå äà å åäèíñòâåíî, íî ïúê ñòàâà ïî
òðóäíî äà íàìåðèì ñëàáî ðåøåíèå. Öåëòà íè ïî-íàòàòúê ùå áúäå äà âèäèì,
÷å ñïðåãíàòèòå ãðàíè÷íè óñëîâèÿ ñà òàêà ïîäáðàíè, ÷å ñëàáîòî ðåøåíèå íå
ñàìî ñúùåñòâóâà, íî å è åäèíñòâåíî.

Äåôèíèöèÿ. Ôóíêöèÿòà u ∈ L2(G) íàðè÷àìå ñèëíî ðåøåíèå íà çàäà÷à
P àêî ñúùåñòâóâà òàêàâà àïðîêñèìèðàùà ðåäèöà îò ôóíêöèè uj ∈ C2

P , ÷å å
â ñèëà ‖uj − u‖+ ‖Luj − f‖ → 0 ïðè j →∞.

Íå å òðóäíî äà ñå óáåäèì, ÷å âñÿêî ñèëíî ðåøåíèå å è ñëàáî ðåøåíèå.
Íàèñòèíà, çà uj ∈ C2

P , v ∈ C2
P∗ âàæè èíòåãðàëíîòî òúæäåñòâî

(uj , L
∗v) = (Luj , v),

è òúé êàòî ïî ïðåäïîëîæåíèå uj → u è Luj → f â L2(G) ïðè j → ∞, òî
ñëåä ãðàíè÷åí ïðåõîä ïîëó÷àâàìå (u, L∗v) = (f, v).
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Ñëàáîòî ðåøåíèå íå âèíàãè å ñèëíî, à êîãàòî òîâà å òàêà, ïðîâåðêàòà íà
ñúâïàäàíåòî íà ñëàáîòî è ñèëíîòî ðåøåíèå å äåëèêàòíà ðàáîòà. Îáèêíîâåíî
å ïî-ëåñíî äà ñå äîêàæå ñúùåñòâóâàíå íà ñëàáî ðåøåíèå è åäèíñòâåíîñò
íà ñèëíîòî ðåøåíèå. Ñúùåñòâóâàíå è åäèíñòâåíîñò íà ðåøåíèå îáèêíîâåíî
ïîëó÷àâàìå, êîãàòî ñëàáîòî ðåøåíèå ñúâïàäà ñúñ ñèëíîòî.

Íàé-íàïðåä ùå äîêàæåì åäíà àïðèîðíà îöåíêà, îò êîÿòî ùå ñëåäâà, ÷å
çàäà÷à P ìîæå äà èìà íàé-ìíîãî åäíî êëàñè÷åñêî èëè ñèëíî ðåøåíèå.

Ëåìà. Ñúùåñòâóâà λ0 > 0, òàêîâà ÷å ïðè λ ≥ λ0 çà âñè÷êè ôóíêöèè
u ∈ C2

P å â ñèëà àïðèîðíàòà îöåíêà

(2e−λtut, Lu) ≥ C‖u‖21, C = Const(λ) > 0. ∗∗

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà ïðåäïîëæèì, ÷å u ∈ C2(G). Íàé-íàïðåä íàïèñâàìå
ïî-ïîäðîáíî ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå.

(2e−λtut, Lu) =
∫

G

e−λt{2u2
t − 2ut(aijuxi)xj − 2ut(aiuxi + au)}dG.

Èìàìå òúæäåñòâàòà

−2ut(aijuxi)xj = −2(aijutuxi)xj + 2utxj aijuxi ,

utxj aijuxi = (aijuxiuxj )t − aijtuxiuxj − aijuxj utxi ,

îòêúäåòî
2utxj aijuxi = (aijuxiuxj )t − aijtuxiuxj

è ñëåäîâàòåëíî

(2e−λtut, Lu) =
∫

G

e−λt{2u2
t + (aijuxiuxj )t−

−2(aijutuxi)xj − aijtuxiuxj − 2ut(aiuxi + au)}dG.

Ñåãà ñ èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè ïîëó÷àâàìå òúæäåñòâîòî

(2e−λtut, Lu) =
∫

G

e−λt{2u2
t + (λaij − aijt)uxiuxj−

−2aiutuxi − 2autu}dG+

+
∫

Γ

e−λt{n0aijuxiuxj − 2utaijuxinj}dΓ,

êúäåòî n = (n0, n1, n2, ..., nm) å åäèíè÷íèÿò âúíøåí íîðìàëåí âåêòîð êúì
ãðàíèöàòà Γ.

Íåêà ñåãà u ∈ C2
P . Ùå äîêàæåì, ÷å èíòåãðàëúò âúðõó ãðàíèöàòà å íåîò-

ðèöàòåëåí. Íàèñòèíà, âúðõó S èìàìå n0 = 0 è u|S = 0, íî òîãàâà è ut|S = 0,
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ò.å. ïîäèíòåãðàëíèÿò èçðàç å íóëà âúðõó S. Âúðõó Γ0 èìàìå nj = 0 çà j > 0,
à îò u|Γ0 = 0 ñëåäâà uxi |Γ0 = 0 è îòíîâî ïîäèíòåãðàëíèÿò èçðàç å ðàâåí íà
íóëà. Âúðõó ΓT èìàìå n0 = 1 è nj = 0 çà j > 0, ò.å. ïîäèíòåãðàëíèÿò èçðàç
å ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíàòà ôîðìà aijuxi

uxj
, îòêúäåòî çàêëþ÷àâàìå, ÷å

èíòåãðàëúò âúðõó ãðàíèöàòà å íåîòðèöàòåëåí çà âñè÷êè ôóíêöèè óäîâëåò-
âîðÿâàùè ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ.

Òúé êàòî çà âñè÷êè ôóíêöèè u ∈ C2
P èìàìå

∫

G

e−λt(λu2 − 2uut)dG = −
∫

G

(e−λtu2)tdG = −
∫

Γ

e−λtn0u
2dΓ ≤ 0,

òî êàòî äîáàâèì â äÿñíàòà ñòðàíà íà èíòåãðàëíîòî òúæäåñòâî òîçè íåïîëî-
æèòåëåí èíòåãðàë è ìàõíåì íåîòðèöàòåëíèÿ èíòåãðàë ïî ãðàíèöàòà, ïîëó-
÷àâàìå íåðàâåíñòâîòî

(2e−λtut, Lu) ≥
∫

G

e−λt{2u2
t + (λaij − aijt)uxiuxj−

−2aiutuxi − 2(a + 1)uut + λu2}dG.

Íåêà êîíñòàíòàòà M å òîëêîâà ãîëÿìà, ÷å |ai| ≤ M ∀i, |a + 1| ≤ M.
Òîãàâà å â ñåëà îöåíêàòà

|2aiutuxi
| ≤ 2(

√
ε|ut|)(M |uxi |√

ε
) ≤ εu2

t + C(ε)u2
xi

,

êúäåòî C(ε) = M2/ε è ε å ôèêñèðàíà ïîëîæèòåëíà êîíñòàíòà, ÷èéòî èçáîð
ùå óòî÷íèì ñëåä ìàëêî. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àâàìå è íåðàâåíñòâîòî

|2(a + 1)uut| ≤ εu2
t + C(ε)u2,

îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å

(2e−λtut, Lu) ≥
∫

G

e−λt{(2− 2ε)u2
t + (λaij − aijt − δi

jC(ε))uxiuxj +

+(λ− C(ε))u2}dG.

Òóê δi
j å ñèìâîëúò íà Êðîíåêåð. Ñåãà äàâàìå íà ε ôèêñèðàíà ñòîéíîñò ìåæ-

äó 0 è 1/2 , ñëåä êîåòî èçáèðàìå λ0 òîëêîâà ãîëÿìî, ÷å äà èìàìå

λ0/2 ≥ C(ε), ((λ0/2)aij − aijt − δi
jC(ε))ξiξj ≥ 0 ∀ξ ∈ Rm,∀(t, x) ∈ G.

ßñíî å, ÷å çà âñè÷êè λ ≥ λ0 âàæè îöåíêàòà

(2e−λtut, Lu) ≥ e−λT

∫

G

{u2
t + (λ0θ)/2

m∑

i=1

u2
xi

+ (λ0/2)u2}dG.
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Àêî äîïúëíèòåëíî èçáåðåì λ0, òàêà ÷å äà èìàìå

(λ0θ)/2 ≥ 1, λ0/2 ≥ 1,

òî ïðè λ ≥ λ0 ïîëó÷àâàìå íóæíàòà íè àïðèîðíà îöåíêà

(2e−λtut, Lu) ≥ C‖u‖21, C = Const(λ) > 0,

êúäåòî C = e−λT .
Ñëåäñòâèå 1. Çàäà÷àòà P ìîæå äà èìà íàé-ìíîãî åäíî êëàñè÷åñêî ðå-

øåíèå u ∈ C2
P è å â ñèëà àïðèîðíàòà îöåíêà

‖u‖1 ≤ C‖Lu‖, ∀u ∈ C2
P . ∗

Äîêàçàòåëñòâî. Îò ïîëó÷åíàòà â ëåìàòà àïðèîðíà îöåíêà ∗∗, ñ ïîìîùòòà
íà íåðàâåíñòâîòî íà Êîøè-Áóíÿêîâñêè è åëåìåíòàðíîòî íåðàâåíñòâî ab ≤
εa2 + 1

4εb2, ïîëó÷àâàìå ïîñëåäîâàòåëíî

C‖u‖21 ≤ ‖2e−λtut‖‖Lu‖ ≤ C(ε)‖Lu‖2 + ε‖u‖21.

Îòòóê ïðè 0 < ε < C ïîëó÷àâàìå

(C − ε)‖u‖21 ≤ C(ε)‖Lu‖2

è ñëåä êàòî êîðåíóâàìå ïîëó÷åíîòî íåðàâåíñòâî ñòèãàìå äî æåëàíàòà àï-
ðèîðíà îöåíêà ∗. Îò íåÿ ñëåäâà åäèíñòâåíîñòòà íà êëàñè÷åñêîòî ðåøåíèå.

Íàèñòèíà, àêî u1 è u2 ñà äâå ðåøåíèÿ íà ñìåñåíàòà çàäà÷à P , òî êàòî
îáðàçóâàìå òÿõíàòà ðàçëèêà u = u1 − u2, òÿ å ðåøåíèå íà õîìîãåííîòî
óðàâíåíèå Lu = 0. Òîãàâà îò àïðèîðíàòà îöåíêà ∗ ñëåäâà, ÷å ‖u‖1 = 0, ò.å
u = 0.

Ñëåäñòâèå 2. Àêî ñìåñåíàòà çàäà÷à P èìà ñèëíî ðåøåíèå u ∈ L2(G)
ïðè f ∈ L2(G), òî ñèëíîòî ðåøåíèå u å îò H1

P è çà íåãî âàæè àïðèîðíàòà
îöåíêà

‖u‖1 ≤ C‖f‖,
ò.å. ñèëíîòî ðåøåíèå íà ñìåñåíàòà çàäà÷à å åäèíñòâåíî.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà u ∈ L2(G) å ñèëíî ðåøåíèå íà çàäà÷à P, ò.å. ñúùåñ-
òâóâà àïðîêñèìèðàùà ðåäèöà îò ôóíêöèè uj ∈ C2

P , çà êîÿòî ‖uj − u‖ → 0,
‖Luj − f‖ → 0 ïðè j → ∞. Ðåäèöàòà {Luj} å ôóíäàìåíòàëíà â L2(G) (çà-
ùîòî êëîíè êúì f) è îò àïðèîðíàòà îöåíêà ∗ ïîëó÷àâàìå

‖ui − uj‖1 ≤ C‖Lui − Luj‖.

Îòòóê ñëåäâà, ÷å ðåäèöàòà {uj} å ôóíäàìåíòàëíà â H1
P è èìà ãðàíèöà w ∈

H1
P . Òúé êàòî uj êëîíè êúì w è â L2(G), à ïî ïðåäïîëîæåíèå ãðàíèöàòà é â
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L2(G) å u, òî u = w ∈ H1
P , çàùîòî ãðàíèöàòà å åäèíñòâåíà. Êàòî èçâúðøèì

ãðàíè÷åí ïðåõîä ïðè j →∞ â íåðàâåíñòâîòî

‖uj‖1 ≤ C‖Luj‖,
ïîëó÷àâàìå îöåíêàòà çà ðåøåíèåòî

‖u‖1 ≤ C‖f‖.
Íàé-íàïðåä ùå ïîêàæåì, ÷å ñìåñåíàòà çàäà÷à ïðèòåæàâà ñëàáî ðåøåíèå

îò H1
P , êîåòî ñòàâà ñðàâíèòåëíî ëåñíî, êàòî èçïîëçâàìå ïðîñòðàíñòâà ñ îò-

ðèöàòåëíà íîðìà, ñëåä êîåòî ùå äîêàæåì, ÷å ñëàáîòî ðåøåíèå å è ñèëíî
ðåøåíèå è ñëåäîâàòåëíî å åäèíñòâåíî. Íàé-íàêðàÿ ùå äîêàæåì, ÷å ïðè ïî-
ãëàäêà äÿñíà ñòðàíà, ò.å. äÿñíà ñòðàíà ïðèòåæàâàùà îáîáùåíè ïðîèçâîäíè
ñúñ ñóìèðóåì êâàäðàò îò ïî âèñîê ðåä, è ðåøåíèåòî å ïî ãëàäêî.

Òåîðåìà. Ñìåñåíàòà çàäà÷à P ïðèòåæàâà ñëàáî ðåøåíèå u ∈ H1
P çà

âñÿêà äÿñíà ñòðàíà f ∈ L2(G).
Äîêàçàòåëñòâî. Â ñëåäâàùèòå ðàçñúæäåíèÿ ñ H−1

P ùå îçíà÷àâàìå ïðîñ-
òðàíñòâîòî ñ îòðèöàòåëíà íîðìà, ïîñòðîåíî ïî L2(G) è H1

P ñ íîðìà

‖v‖−1 = sup
u∈H1

P

(v, u)
‖u‖1 , v ∈ L2(G).

Çà âñÿêà ôóíêöèÿ v ∈ C2
P∗ äåôèíèðàìå

uv(t, x) = (1/2)
∫ t

0

eλτv(τ, x)dτ.

Î÷åâèäíî uv(t, x) ∈ C2
P è 2e−λt(uv)t = v. Êàòî èçïîëçâàìå, ÷å v è uv óäîâ-

ëåòâîðÿâàò ñïðåãíàòè ãðàíè÷íè óñëîâèÿ è îñíîâíîòî íåðàâåíñòâî (∗∗) ïî-
ëó÷àâàìå

(L∗v, uv) = (v, L(uv)) = (2e−λt(uv)t, L(uv)) ≥ C‖uv‖21,
îòêúäåòî ïî íåðàâåíñòâîòî íà Øâàðö ñëåäâà

‖L∗v‖−1‖uv‖1 ≥ C‖uv‖21,
ò.å.

‖L∗v‖−1 ≥ C‖uv‖1,
íî ïîíåæå î÷åâèäíî ‖uv‖1 ≥ C‖v‖, òî

‖L∗v‖−1 ≥ C‖v‖, ∀v ∈ C2
P∗ ∗ ∗ ∗

Çà êðàòêîñò êîíñòàíòèòå â ðàçëè÷íèòå íåðàâåíñòâà, êîèòî ðàçáèðà ñå ñà
ðàçëè÷íè, çàïî÷íàõìå äà îçíà÷àâàìå ñ åäíà è ñúùà áóêâà C. Íÿìà îïàñíîñò
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îò íåäîðàçóìåíèå, òúé êàòî çà íàñ å âàæåí ôàêòúò íà ñúùåñòâóâàíåòî íà
îöåíêàòà, à ñòîéíîñòòà íà êîíñòàíòàòà å áåç çíà÷åíèå çà ïî-íàòàòúøíèòå
ðàçãëåæäàíèÿ.

Îò ïîëó÷åíàòà àïðèîðíà îöåíêà ∗ ∗ ∗ òâúðäåíèåòî íà òåîðåìàòà çà ñú-
ùåñòâóâàíå íà ñëàáî ðåøåíèå ñëåäâà ïî ñòàíäàðòåí íà÷èí. Åòî êàê ñòàâà
òîâà.

Äà ðàçãëåäàìå ëèíåéíèÿ ôóíêöèîíàë l(w), êîéòî å äåôèíèðàí çà ôóí-
êöèè îò ëèíåéíîòî ïðîñòðàíñòâî

W = {w : w = L∗v, v ∈ C2
P∗},

÷ðåç ðàâåíñòâîòî
l(L∗v) = (f, v).

Äåôèíèöèÿòà å êîðåêòíà, òúé êàòî v å åäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî îò L∗v (Îò
ïîëó÷åíàòà îöåíêà ∗ ∗ ∗ ñëåäâà, ÷å L∗ : C2

P∗ → L2(G) å îáðàòèì, çàùîòî îò
L∗v = 0 ñëåäâà v = 0). Î÷åâèäíî èìàìå âêëþ÷âàíèÿòà

W ⊂ L2(G) ⊂ H−1
P .

Ëèíåéíèÿò ôóíêöèîíàë l(w) å íåïðåêúñíàò (îãðàíè÷åí) íàä W , ïîðàäè
îöåíêàòà

|l(L∗v)| = |(f, v)| ≤ ‖f‖‖v‖ ≤ ‖f‖
C
‖L∗v‖−1, ò.å.

|l(w)| ≤ ‖w‖−1 ∀w ∈ W.

Ïðîäúëæàâàìå ãî äî íåïðåêúñíàò ëèíååí ôóíêöèîíàë l̃ : H−1
P → R íàä H−1

P

(l̃(w) = l(w) ∀w ∈ W ) ñ ïîìîùòà íà òåîðåìàòà íà Õàí-Áàíàõ. Ïî òåîðåìàòà
íà Ðèñ ñúùåñòâóâà òàêîâà u0 ∈ H−1

P , ÷å òîé èìà ïðåäñòàâÿíåòî

l̃(w) = (u0, w)−1 ∀w ∈ H−1
P .

Ïîðàäè èçîìåòðèÿòà I : H−1
P → H1

P èìàìå

l̃(w) = (u0, w)−1 = (Iu0, w) ∀w ∈ H−1
P .

Êàòî îçíà÷èì u = Iu0 ∈ H1
P è èçïîëçâàìå, ÷å ãîðíîòî ðàâåíñòâî å âàëèäíî

è çà w = L∗v ∈ W ⊂ H−1
P ïîñëåäîâàòåëíî ïîëó÷àâàìå

(f, v) = l(L∗v) = l̃(L∗v) = (Iu0, L
∗v) = (u, L∗v), ò.å.

(u, L∗v) = (f, v) ∀v ∈ C2
P∗

è òåîðåìàòà å äîêàçàíà, êàòî òúðñåíîòî ñëàáî ðåøåíèå å ôóíêöèÿòà u ∈ H1
P .
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