
10. Ïðîñòðàíñòâà ñ îòðèöàòåëíà íîðìà.
Ùå âúâåäåì õèëáåðòîâè ïðîñòðàíñòâà ïî-øèðîêè îò L2(G), íàðè÷àíè

ïðîñòðàíñòâà ñ îòðèöàòåëíà íîðìà, çà åëåìåíòèòå íà êîèòî èìà ñìèñúë
äà ñå ãîâîðè, ÷å ñà îáîáùåíè ðåøåíèÿ íà äàäåíà ãðàíè÷íà çàäà÷à. Âúâå-
äåíèòå ïðîñòðàíñòâà è íîðìè ùå íè áúäàò ïîëåçíè è ïðè äîêàçâàíåòî íà
ñúùåñòâóâàíå íà îáîáùåíè ðåøåíèÿ ñ ïî-âèñîêà ãëàäêîñò, êàòî ñëåäñòâèå îò
âàëèäíîñòòà íà ïîäõîäÿùà àïðèîðíà îöåíêà çà ñïðåãíàòèÿ äèôåðåíöèàëåí
îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâà ñ îòðèöàòåëíà íîðìà. Òóê ùå èçëîæèì îáùàòà
ñõåìà íà âúâåæäàíå íà òåçè ïðîñòðàíñòâà.

Íåêà H å õèëáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñúñ ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå (·, ·) è
íîðìà ‖ · ‖. Íåêà H+ å ëèíåéíî ïîäïðîñòðàíñòâî íà H, H ⊃ H+, êîåòî å
íàâñÿêúäå ãúñòî â íåãî è ñàìîòî òî å õèëáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñúñ ñêàëàð-
íî ïðîèçâåäåíèå (·, ·)+ è íîðìà ‖ · ‖+, êàòî ïðåäïîëàãàìå, ÷å å èçïúëíåíî
íåðàâåíñòâîòî

‖u‖ ≤ ‖u‖+ ∀u ∈ H+.

Ïðîñòðàíñòâîòî H+ ùå íàðè÷àìå ïîëîæèòåëíî ñïðÿìî H.
Òèïè÷íè ïðèìåðè çà òàêàâà äâîéêà ïðîñòðàíñòâà ñà H = L2(G), H+ =

H̊1(G), èëè H = L2(G), H+ = H1(G), èëè ïî îáùî H = L2(G), H+ = H̊ l(G),
ïðè l > 0.

Ñëåäâàéêè î÷åðòàëèòå ñå ïëîäîòâîðíè èäåè, ïðîñòðàíñòâîòî ñ îòðèöà-
òåëíà íîðìà ùå âúâåäåì êàòî ìíîæåñòâîòî îò íåïðåêúñíàòè íàä H+ ôóíê-
öèîíàëè, íî ñ òàêàâà íîðìà, ÷å ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå â H äà èìà ñìèñúë
çà åëåìåíò îò ïðîñòðàíñòâîòî ñ îòðèöàòåëíà íîðìà è åëåìåíò îò ïðîñòðàí-
ñòâîòî ñ ïîëîæèòåëíà íîðìà.

Äà ðàçãëåäàìå çà v ∈ H ëèíåéíèÿ ôóíêöèîíàë lv(u) ≡ (v, u), u ∈ H+.
Òîé å íåïðåêúñíàò (îãðàíè÷åí) íàä H+ ïîðàäè îöåíêàòà

|l(u)| = |(v, u)| ≤ ‖v‖‖u‖ ≤ ‖v‖‖u‖+.

Çà íîðìàòà ìó èìàìå

‖lv‖ ≡ sup
u∈H+

|lv(u)|
‖u‖+ = sup

u∈H+

|(v, u)|
‖u‖+ ≤ ‖v‖. (1)

Â H âúâåæäàìå íîâà �îòðèöàòåëíà íîðìà� ÷ðåç ðàâåíñòâîòî

‖v‖− ≡ ‖lv‖ = sup
u∈H+

|(v, u)|
‖u‖+ . (2)

Ïðîñòðàíñòâîòî ñ îòðèöàòåëíà íîðìà H− ïîëó÷àâàìå, êàòî ïîïúëíèì H ïî
îòðèöàòåëíàòà íîðìà ‖ · ‖−.

Çà äà ïîêàæåì, ÷å âúâåäåíàòà íîðìà å ïîðîäåíà îò ñêàëàðíî ïðîèçâåäå-
íèå, ùå èçïîëçâàìå, ÷å òúé êàòî ôóíêöèîíàëúò lv(u) å íåïðåêúñíàò íàä H+,
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ïî òåîðåìàòà íà Ðèñ ñúùåñòâóâà åäíîçíà÷íî îïðåäåëåí åëåìåíò Jv, òàêà ÷å

lv(u) = (v, u) = (Jv, u)+ ∀u ∈ H+. (3)

Ïî òàêúâ íà÷èí å äåôèíèðàí åäèí ëèíååí îïåðàòîð J : H → H+ (êàòî ñëåä-
ñòâèå îò ëèíåéíîñòòà íà ñêàëàðíèòå ïðîèçâåäåíèÿ ïî ïúðâèÿ èì àðãóìåíò).

Íàïðèìåð, çà äà ïðîâåðèì, ÷å J(λv) = λJv èçâàæäàìå ïî÷ëåííî ðàâåí-
ñòâàòà

(λv, u) = (J(λv), u)+,

λ(v, u) = λ(Jv, u)+ = (λJv, u)+

è ïîëó÷àâàìå
(J(λv)− λJv, u)+ = 0 ∀u ∈ H+,

îòêúäåòî ñëåäâà J(λv) − λJv = 0, ò.å. J(λv) = λJv. Ïî ïîäîáåí íà÷èí
äîêàçâàìå è J(v1 − v2) = Jv1 − Jv2.

Îò (3) ñëåäâà, ÷å ‖lv‖ = ‖Jv‖+, è òúé êàòî â (1) óñòàíîâèõìå, ÷å ‖lv‖ ≤
‖v‖, òî

‖Jv‖+ ≤ ‖v‖ ∀v ∈ H,

ò.å. J : H → H+ å îãðàíè÷åí (íåïðåêúñíàò) ëèíååí îïåðàòîð ñ íîðìà ‖J‖ ≤
1. Ñúùî òàêà ∀v ∈ H èìàìå

‖v‖− ≡ ‖lv‖ = ‖Jv‖+, (4)

‖v‖− ≤ ‖v‖, .
Îò (4) ñå âèæäà, ÷å âúâåäåíàòà îòðèöàòåëíà íîðìà å ïîðîäåíà îò ñêàëàðíîòî
ïðîèçâåäåíèå

(v, h)− ≡ (Jv, Jh)+, v, h ∈ H.

Â ñú÷åòàíèå ñ äåôèíèöèîííîòî ðàâåíñòâî (3) çà J òîâà âîäè äî òúæäåñ-
òâàòà

(v, h)− = (v, Jh) = (Jv, h) = (Jv, Jh)+ v, h ∈ H. (5)

Ñàùî òàêà èìàìå âêëþ÷âàíèÿòà

H− ⊃ H ⊃ H+

è íåðàâåíñòâàòà ìåæäó íîðìèòå

‖v‖− ≤ ‖v‖ ≤ ‖v‖+.

Îïåðàòîðúò J èçîáðàçÿâà H èçîìåòðè÷íî (ñúñ çàïàçâàíå íà íîðìàòà)
â ïîäìíîæåñòâî íà H+ è òîé å íåïðåêúñíàò âúðõó H , êîåòî å íàâñÿêúäå
ãúñòî â H−. Ñëåäîâàòåëíî J ìîæå äà áúäå ïðîäúëæåí ïî íåïðåêúñíàòîñò
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äî ëèíååí íåïðåêúñíàò îïåðàòîð I, êîéòî èçîìåòðè÷íî èçîáðàçÿâà H− â H+

è ðàçáèðà ñå Iv = Jv çà âñè÷êè v ∈ H. Äà íàïîìíèì êàê ñòàâà òîâà.
Íåêà v ∈ H−. Ñúùåñòâóâà òàêàâà ðåäèöà vj ∈ H, ÷å ‖vj − v‖− → 0

ïðè j → ∞ è ñëåäîâàòåëíî ‖Jvi − Jvj‖+ = ‖vi − vj‖− → 0 ïðè i, j → ∞,
ò.å. ðåäèöàòà Jvj å ôóíäàìåíòàëíà â H+ è èìà ãðàíèöà u ∈ H+ , êàòî
‖Jvj − u‖+ → 0 ïðè j →∞.

Äåôèíèðàìå
Iv ≡ u.

Òàçè äåôèíèöèÿ å êîðåêòíà, çàùîòî u íå çàâèñè îò èçáîðà íà ðåäèöàòà
{vj}. Íàèñòèíà, àêî hj ∈ H å äðóãà ðåäèöà, çà êîÿòî ‖hj − v‖− → 0 è
‖Jhj − w‖+ → 0, ïðè j →∞, èìàìå

‖u− w‖+ = lim
j→∞

‖Jvj − Jhj‖+ = lim
j→∞

‖vj − hj‖− = 0.

Íåêà v, h ñà ãðàíèöè â H− íà ðåäèöèòå vj , hj ∈ H ñúîòâåòíî. Îò ðàâåí-
ñòâàòà

‖vj‖− = ‖Jvj‖+, (vj , hj)− = (Jvj , Jhj)+

ñëåä ãðàíè÷åí ïðåõîä ïðè j →∞ ïîëó÷àâàìå

‖v‖− = ‖Iv‖+, (v, h)− = (Iv, Ih)+,

ò.å I å èçîìåòðè÷åí. Ñàìîñòîÿòåëíî ïðîâåðåòå, ÷å ïðè ãðàíè÷åí ïðåõîä ëè-
íåéíîñòòà ñå çàïàçâà.

Ñåãà çàáåëÿçâàìå, ÷å îáðàçúò IH− íà H− å çàòâîðåíî ëèíåéíî ïîä-
ïðîñòðàíñòâî íà H+, òúé êàòî îáðàòíèÿò îïåðàòîð I−1 íà I å íåïðåêúñ-
íàò (çàùîòî ñúùî å èçîìåòðè÷åí). Çà öåëòà å ùå äîêàæåì, ÷å ãðàíèöàòà íà
âñÿêà ñõîäÿùà ðåäèöà îò åëåìåíòè íà IH− å ñúùî îò IH−. Íàèñòèíà, àêî
vj ∈ H−, h ∈ H+ è ‖Ivj − h‖+ → 0, òî ðåäèöàòà Ivj å ôóíäàìåíòàëíà â H+

è ñëåäîâàòåëíî

‖vi − vj‖− = ‖Ivi − Ivj‖+ → 0, i, j →∞,

ò.å. vj å ôóíäàìåíòàëíà â H− è èìà ãðàíèöà v ∈ H−. Íî I å íåïðåêúñíàò è
Iv = lim

j→∞
Ivj = h, ò.å. h ∈ IH−.

Ùå äîêàæåì, ÷å IH− = H+, ò.å. I èçîáðàçÿâà H− èçîìåòðè÷íî âúðõó
H+. Òîâà ùå áúäå òàêà, àêî óñïååì äà ïðîâåðèì, ÷å îðòîãîíàëíîòî äîïúëíå-
íèå íà IH− â H+ ñúäúðæà ñàìî íóëåâèÿ åëåìåíò. Äà äîïóñíåì, ÷å åëåìåíòúò
h ∈ H+ å îðòîãîíàëåí íà IH−, ò.å. (h, Iv)+ = 0 çà âñè÷êè v ∈ H−. Òîãàâà
(h, v) = (h, Jv)+ = (h, Iv)+ = 0 çà âñè÷êè v ∈ H è ïðè v = h ïîëó÷àâàìå
‖h‖2 = 0, ò.å. h = 0.

Ñåãà èñêàìå äà ñå óáåäèì, ÷å ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå (v, u), v, u ∈ H
ìîæåì äà äîäåôèíèðàìå è çà v ∈ H−, u ∈ H+. Íàé-íàïðåä çàáåëÿçâàìå, ÷å
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çà v ∈ H, u ∈ H+

|(v, u)| = |(Jv, u)+| ≤ ‖Jv‖+‖u‖+ = ‖v‖−‖u‖+,

ò.å. â ñèëà å íåðàâåíñòâîòî

|(v, u)| ≤ ‖v‖−‖u‖+, v ∈ H, u ∈ H+, (6)

êîåòî ùå íàðè÷àìå íåðàâåíñòâî íà Êîøè-Øâàðö, çàùîòî å àíàëîã íà
íåðàâåíñòâîòî íà Êîøè-Áóíÿêîâñêè. Ñ íåãîâà ïîìîù ñêàëàðíîòî ïðîèçâå-
äåíèå ùå ïðîäúëæèì ïî íåïðåêúñíàòîñò.

Íåêà vj ∈ H, v ∈ H− è ‖vj − v‖− → 0 ïðè j →∞. Îò íåðàâåíñòâîòî (6)
ñëåäâà

|(vi, u)− (vj , u)| = |(vi − vj , u)| ≤ ‖vi − vj‖−‖u‖+ → 0, i, j →∞,

îòêúäåòî çàêëþ÷àâàìå, ÷å (vj , u) å ôóíäàìåíòàëíà ðåäèöà îò ÷èñëà è èìà
ãðàíèöà. Ïàê îò òîâà íåðàâåíñòâî ñëåäâà, ÷å òàçè ãðàíèöà íå çàâèñè îò èç-
áîðà íà àïðîêñèìèðàùàòà ðåäèöà vj . Ïðèåìàìå ïî äåôèíèöèÿ, ÷å çà v ∈ H−
è u ∈ H+

(v, u) ≡ lim
j→∞

(vj , u)

è
(v, u) = (u, v).

Ñåãà ñ ãðàíè÷åí ïðåõîä îò (3), (5) è (6) ïîëó÷àâàìå ñúîòâåòíî

(v, u) = (Iv, u)+, v ∈ H−, u ∈ H+, (7)

(v, h)− = (v, Ih) = (Iv, h) = (Iv, Ih)+, v, h ∈ H−, (8)

|(v, u)| ≤ ‖v‖−‖u‖+, v ∈ H−, u ∈ H+. (9)

Äà ñå óáåäèì, ÷å H− ñúâïàäà ñ ìíîæåñòâîòî îò íåïðåêúñíàòèòå íàä H+

ôóíêöèîíàëè. Íåêà åëåìåíòúò v ∈ H− . Ïîðàäè íåðàâåíñòâîòî íà Øâàðö
(9), òîé ïîðàæäà íåïðåêúñíàò (îãðàíè÷åí) ôóíêöèîíàë íàä H+ ïî ôîðìó-
ëàòà lv(u) ≡ (v, u), u ∈ H+. Ùå ïîêàæåì, ÷å âñåêè íåïðåêúñíàò íàä H+

ôóíêöèîíàë l(u) èìà òîçè âèä. Ïî òåîðåìàòà íà Ðèñ ñúùåñòâóâà òàêúâ åëå-
ìåíò h ∈ H+, ÷å l(u) = (h, u)+ çà âñè÷êè u ∈ H+ è êàòî ïîëîæèì Iv = h,
v ∈ H− îò (7) ñëåäâà

l(u) = (h, u)+ = (Iv, u)+ = (v, u), ∀u ∈ H+,

êàòî
‖l‖ = ‖h‖+ = ‖Iv‖+ = ‖v‖−.

Êàòî ïðèìåð ùå ðàçãëåäàìå ïðîñòðàíñòâîòî H−k(G) ñ îòðèöàòåëíà íîð-
ìà ‖v‖−k ïîñòðîåíî ïî H = L2(G) è H+ = H̊k(G), êúäåòî k å åñòåñòâåíî
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÷èñëî. Íàïîìíÿìå, ÷å H̊k(G) å çàòâîðåíàòà îáâèâêà â Hk(G) íà C∞0 (G).
Ñúãëàñíî îáùàòà êîíñòðóêöèÿ èçëîæåíà ïî-ãîðå çà v ∈ L2(G) èìàìå

‖v‖−k = sup
u∈Hk(G)

|(v, u)|
‖u‖k

è ñúùåñòâóâà èçîìåòðèÿ I êàòî ñà âàëèäíè àíàëîçèòå íà ãîðíèòå ðåëàöèè

(v, u) = (Iv, u)k, v ∈ H−k(G), u ∈ Hk(G),

(v, h)−k = (v, Ih) = (Iv, h) = (Iv, Ih)k, v, h ∈ H−k(G),

|(v, u)| ≤ ‖v‖−k‖u‖k, v ∈ H−k(G), u ∈ Hk(G).

Óáåäåòå ñå ñàìîñòîÿòåëíî, ÷å ñà â ñèëà âêëþ÷âàíèÿòà

. . . ⊃ H−2(G) ⊃ H−1(G) ⊃ L2(G) ⊃ H1(G) ⊃ H2(G) . . .

(íåïðåêúñíàòèòå ôóíêöèîíàëè íàä ïî-ìàëêîòî ïðîñòðàíñòâî ñà ïîâå÷å) è
íåðàâåíñòâàòà ìåæäó íîðìèòå

. . . ≤ ‖v‖−2 ≤ ‖v‖−1 ≤ ‖v‖ ≤ ‖v‖1 ≤ ‖v‖2 ≤ . . .

Äà ðàçãëåäàìå çàäà÷àòà íà Äèðèõëå

Lu ≡ −∆u + u = f, G,

u|Γ = 0,

ïðåäïîëàãàéêè ÷å G å îáëàñò â Rm ñ ãðàíèöà Γ.
Íàïîìíÿìå, ÷å ïðè f ∈ L2(G) ôóíêöèÿòà u ∈ H̊1(G) íàðè÷àìå îáîáùåíî

ðåøåíèå íà çàäà÷àòà íà Äèðèõëå, àêî

(u, v)1 = (f, v), ∀v ∈ H̊1(G).

Äÿñíàòà ñòðàíà â òîâà ðàâåíñòâî èìà ñìèñúë è çà f ∈ H−1(G). Ùå
äîêàæåì, ÷å ïðè f ∈ H−1(G) ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíî îáîáùåíî ðåøåíèå u ∈
H̊1(G), ò.å. îáðàòíèÿò îïåðàòîð íà L ïîâèøàâà ãëàäêîñòòà ñ äâå åäèíèöè.

Çà f ∈ H−1(G) ðàçãëåæäàìå ëèíåéíèÿ ôóíêöèîíàë lf (v) ≡ (f, v). Ñúã-
ëàñíî íåðàâåíñòâîòî íà Øâàðö

|lf (v)| = |(f, v)| ≤ ‖f‖−1‖v‖1
òîé å íåïðåêúñíàò íàä H̊1(G). Ïî òåîðåìàòà íà Ðèñ ñúùåñòâóâà òàêúâ åëå-
ìåíò u ∈ H̊1(G), ÷å lf (v) = (u, v)1 = (f, v), ∀v ∈ H̊1(G). Ñ òîâà ñúùåñòâóâà-
íåòî å äîêàçàíî. Åäèíñòâåíîñòòà ñëåäâà îò òîâà, ÷å ðåøåíèåòî íà óðàâíå-
íèåòî ñ äÿñíà ÷àñò f = 0 î÷åâèäíî ñúùî å ðàâíî íà íóëà.
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