
8. Çàäà÷à íà Äèðèõëå çà åëèïòè÷íè óðàâíåíèÿ îò âòîðè ðåä.
Ëåìà íà Ëàêñ-Ìèëãðàì. Ñúùåñòâóâàíå íà îáîáùåíî ðåøåíèå. Ôðåä-
õîëìîâîñò.

Âúâåäåíèå. Èçó÷àâàíåòî íà åëèïòè÷íèòå óðàâíåíèÿ çàïî÷âà ñ âúâåæ-
äàíåòî íà óðàâíåíèåòî íà Ëàïëàñ

∆u ≡ ux1x1 + ux2x2 + ux3x3 = 0,

êúåòî u = u(x1, x2, x3) å òúðñåíàòà ôóíêöèÿ íà òðè ïðîìåíëèâè. Òî ñå íàðè-
÷à îùå óðàâíåíèå íà ïîòåíöèàëà, ïîíåæå ñå óäîâëåòâîðÿâà îò ïîòåíöèàëèòå
íà ïîëåòà, ñúçäàäåíè îò ïðîñòðàíñòâåíî ðàçïðåäåëåíè åëåêòðè÷åñêè çàðÿ-
äè èëè ãðàâèòàöèîííè ìàñè. Èçó÷àâàíåòî íà ñâîéñòâàòà íà ïîòåíöèàëèòå
íà åëåêòðè÷åñêèòå èëè ãðàâèòàöèííè ïîëåòà ÷ðåç èçó÷àâàíåòî íà ãðàíè÷-
íè çàäà÷è çà óðàâíåíèåòî íà ïîòåíöèàëà, êîåòî å ÷àñòíî äèôåðåíöèàëíî
óðàâíåíèå îò âòîðè ðåä, ñå îêàçàëî èçâúíðåäíî ïëîäîòâîðíà èäåÿ è èíñïè-
ðèðàëî ïîÿâàòà íà òåîðèÿòà íà ÷àñòíèòå äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ, êîÿòî
ñ öÿëîòî ìíîãîîáðàçèå îò èäåè è ìåòîäè å ñúùåñòâåíà ÷àñò îò ñúâðåìåí-
íàòà ìàòåìàòèêà è å ïîâëèÿëà ñúùåñòâåíî çà ðàçâèòèåòî íà ðåäèöà íåéíè
íàïðàâëåíèÿ, íàïðèìåð çà ðàçâèòèåòî íà ôóíêöèîíàëíèÿ àíàëèç.

Àêî ðàçãëåäàìå ïîòåíöèàëà íà ïîëå, êîéòî íå ñå ïðîìåíÿ ïðè èçìåíå-
íèåòî íà òðåòàòà ïðîìåíëèâà x3 (òàêúâ å íàïðèìåð ïîòåíöèàëúò íà òúíúê
åäíîðîäåí çàðåäåí ïðúò ðàçïîëîæåí ïî îñòòà Ox3), ïîíåæå ux3x3 = 0, ñòè-
ãàìå äî äâóìåðíîòî óðàâíåíèå íà Ëàïëàñ

∆u ≡ ux1x1 + ux2x2 = 0,

â êîåòî ñå òúðñè ôóíêöèÿòà íà äâå ïðîìåíëèâè u = u(x1, x2).
Òèïè÷íè ãðàíè÷íà çàäà÷à çà óðàâíåèåòî íà Ëàïëàñ å çàäà÷àòà íà Äèðèõ-

ëå, â êîÿòî ñå òúðñè ðåøåíèåòî u = u(x1, x2, x3) íà óðàâíåíèåòî íà Ëàïëàñ
â îãðàíè÷åíà îáëàñò G, êàòî ñòîéíîñòèòå ìó ïî ãðàíèöàòà é Γ ñà èçâåñòíè

∆u ≡ ux1x1 + ux2x2 + ux3x3 = 0, x ∈ G,
u(x) = g(x) ïðè x ∈ Γ,

êàòî g : Γ → R å èçâåñòíà íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ íà x. Òàçè çàäà÷à å ìà-
òåìàòè÷åñêè ìîäåë çà îïèñàíèå êàêòî íà åëåêòðè÷åñêî ïîëå, òàêà è íà ãðà-
âèòàöèîííî ïîëå, ñúçäàäåíî îò íåïîäâèæíî ðàçïîëîæåíè â ïðîñòðàíñòâîòî
ñúîòâåòíî çàðÿäè èëè ìàñè. Âèæäàìå, ÷å ðàçëè÷íè ïî ñâîÿòà ôèçè÷åñêà
ïðèðîäà ÿâëåíèÿ ñå îïèñâàò ÷ðåç åäèí è ñúù ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåë.

Äðóãà çàäà÷à, åñòåñòâåíà îò ôèçè÷åñêà ãëåäíà òî÷êà, å çàäà÷àòà íà Íîé-
ìàí

∆u ≡ ux1x1 + ux2x2 + ux3x3 = 0, x ∈ G,
∂u

∂n
(x) = g(x) ïðè x ∈ Γ,
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ïðè êîÿòî âúâ âñÿêà òî÷êà x îò ãðàíèöàòà Γ ñå çàäàâà ïðîèçâîäíàòà íà
ðåøåíèåòî ∂u

∂n (x) ïî íàïðàâëåíèå íà åäèíè÷íèÿ âúíøåí íîðìàëåí âåêòîð
n = (n1, n2, n3).

Êëàñèôèêàöèÿòà íà ÷àñòíèòå äèôåðåíèöèàëíè óðàâíåíèÿ îò âòîðè (è
ïî-âèñîê ðåä) íà åëèïòè÷íè, õèïåðáîëè÷íè è ïàðàáîëè÷íè å ìàòåìàòè÷åñêà.

Îò ôèçè÷åñêà ãëåäíà òî÷êà åëèïòè÷íè ñà óðàâíåíèÿòà, êîèòî îïèñâàò
òàêà íàðå÷åíèòå ñòàöèîíàðíè ïðîöåñè, ò.å. ïðîöåñè, ïðè êîèòî èçìåíåíèÿòà
âúâ âðåìåòî âå÷å ñà ïðèêëþ÷èëè.

Õèïåðáîëè÷íè ñà óðàâíåíèÿòà, êîèòî îïèñâàò íåñòàöèîíàðíè ïðîöåñè,
èëè îùå ãè íàðè÷àò åâîëþöèîííè ïðîöåñè, ò.å. ïðîöåñè ïðè êîèòî ñå íàá-
ëþäàâàò èçìåíåíèÿ âúâ âðåìåòî, íî çà êîèòî ñìóùåíèÿòà (òðåïòåíèÿòà) ñå
ðàçïðîñòðàíÿâàò ñúñ êðàéíà ñêîðîñò. Òèïè÷åí ïðåäñòàâèòåë å óðàâíåíèåòî,
êîåòî îïèñâà ðàçïðîñòðàíåíèåòî íà òðåïòåíèÿòà, íàïðèìåð çâóêîâèòå òðå-
òåíèÿ, åëåêòðîìàãíèòíèòå òðåïòåíèÿ è â ÷àñòíîñò ðàçïðîñòðàíåíèåòî íà
ñâåòëèíàòà. Ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåë (ïðè èçâåñòíè ïðåäïîëîæåíèÿ) çà òåçè
ðàçíîðîäíè ïðîöåñè å âúëíîâîòî óðàâíåíèå

utt − a2∆u ≡ utt − a2(ux1x1 + ux2x2 + ux3x3) = 0, a = Const > 0,

êàòî â ñëó÷àÿ íà çâóêîâè òðåïòåíèÿ u = u(t, x) å îòêëîíåíèåòî íà òî÷êà
x = (x1, x2, x3) îò òðåïòÿùàòà ñðåäà îò ðàâíîâåñíîòî é ïîëîæåíèå â ìîìåíò
îò âðåìå t.

Ïàðàáîëè÷íè ñà òåçè åâîëþöèîííè (íåñòàöèîíàðíè) óðàâíåíèÿ, ïðè êî-
èòî ðàçïðîñòðàíåíèåòî íà ñìóùåíèÿòà ñòàâà ñ áåçêðàéíà ñêîðîñò, ò.å. ìàëêî
èçìåíåíèå íà ðåøåíèåòî â äàäåíà òî÷êà ïðåäèçâèêâà âåäíàãà èçìåíåíèå íà
ðåøåíèåòî âúâ âñè÷êè òî÷êè (ðàçáèðà ñå èçìåíåíèåòî å ìàëêî â îòäàëå÷åíè-
òå òî÷êè). Òèïè÷åí ïðåäñòàâèòåë òóê å óðàâíåíèåòî íà òîïëîïðîâîäíîñòòà

ut − a2∆u ≡ ut − a2(ux1x1 + ux2x2 + ux3x3) = 0, a = Const > 0,

îïèñâàùî èçìåíåíèåòî íà òåìïåðàòóðàòà u = u(t, x) íà ïðîèçâîëíà òî÷êà
x = (x1, x2, x3) îò òîïëîïðîâîäÿùàòà ñðåäà ïðè èçìåíåíèåòî íà âðåìåòî t.

Äà ðàçãëåäàìå ãðàíè÷íàòà çàäà÷à, îïèñâàùà òðåïòåíèÿòà ñ ìàëêà àìï-
ëèòóäà (ãîëåìèíà) íà åëàñòè÷íà ìåìáðàíà.

utt − a2∆u ≡ utt − a2(ux1x1 + ux2x2) = 0, G = (0,∞)×D,

u(0, x) = ϕ(x), x ∈ D,
ut(0, x) = ψ(x), x ∈ D,

u(t, x) = g(x), x ∈ γ, t ≥ 0.

Ïðåäïîëàãà ñå, ÷å â ñïîêîéíî ñúñòîÿíèå ìåìáðàíàòà (íåçàêðåïåíà ïî êðà-
èùàòà) å ïëîñêà è ëåæè â õîðèçîíòàëíàòà ðàâíèíà Ox1x2, çàåìàéêè îá-
ëàñòòà D ∈ R2 ñ ãðàíèöà γ, à ïðè òðåïòåíèÿ ñ ìàëêà àìïëèòóäà (ãî-
ëåìèíà) âñÿêà òî÷êà ñå äâèæè íàãîðå-íàäîëó ïî âåðòèêàëíà ïðàâà, êàòî
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u = u(t, x1, x2) å ãîëåìèíàòà íà îòêëîíåíèåòî íà òî÷êàòà îò ìåìáðàíàòà ñ
êîîðäèíàòè x = (x1, x2) îò ðàâíîâåñíîòî é ïîëîæåíèå â ìîìåíò îò âðåìå
t. Ãðàíè÷íîòî óñëîâèå u(t, x) = g(x), x ∈ γ, t ≥ 0 ïîêàçâà, ÷å ìåìáðà-
íàòà å çàêðåïåíà (îïúíàòà) ïî êðàÿ, çàùîòî âúâ âñåêè ìîìåíò òî÷êèòå îò
êðàÿ èìàò ïðåäïèñàíèòå ÷ðåç ôóíêöèÿòà g îòêëîíåíèÿ Íà÷àëíîòî óñëîâèå
u(0, x) = ϕ(x), x ∈ D ïîêàçâà êàêâà å ôîðìàòà íà ìåìáðàíàòà â íà÷àë-
íèÿ ìîìåíò, à íà÷àëíîòî óñëîâèå ut(0, x) = ψ(x), x ∈ D ïîêàçâà êàêâè ñà
íà÷àëíèòå ñêîðîñòè íà òî÷êèòå îò ìåìáðàíàòà. Àêî ïðåäèçâèêàìå òðåïòå-
íèÿ íà ìåìáðàíàòà, ñëåä êîåòî ÿ îñòàâèì äà òðåïòè ñâîáîäíî, áåç âúíøíî
âúçäåéñòâèå, òî ïîä âëèÿíèå íà çàãóáè íà åíåðãèÿ çàðàäè ñúïðîòèâëåíèå-
òî íà ñðåäàòà è òðèåíå â ñàìàòà ìåìáðàíà, ãîëåìèíàòà íà òðåïòåíèÿòà ùå
íàìàëÿâà ïîñòåïåííî è â åäèí ìîìåíò ìåìáðàíàòà ùå ïðåñòàíå äà òðåïòè,
è ùå çàñòàíå â ðàâíîâåñíî ïîëîæåíèå. Òúé êàòî â ðàâíîâåñíî ïîëîæåíèå u
íå ñå èçìåíÿ ñ âðåìåòî (ìåìáðàíàòà å íåïîäâèæíà), òî utt = 0 è ãîðíàòà
íåñòàöèîíàðíà çàäà÷à ïðåìèíàâà â ñòàöèîíàðíàòà çàäà÷à,

∆u = ux1x1 + ux2x2 = 0, x ∈ D,
u|γ = g(x), x ∈ γ,

îïèñâàùà ðàâíîâåñíîòî ïîëîæåíèå íà çàêðåïåíàòà ìåìáðàíà, êîÿòî î÷åâèä-
íî ñúâïàäà ïî ôîðìà ñ äâóìåðíàòà çàäà÷à íà Äèðèõëå çà óðàâíåíèåòî íà
ïîòåíöèàëà.

Äî ñúùàòà ñòàöèîíàðíà çàäà÷à íà Äèðèõëå ñòèãàìå, àêî ñè ïðåäñòàâèì,
÷å ìåìáðàíàòà å òîïëîïðîâîäÿùà åäíîðîäíà ïëàñòèíà (íàïðèìåð ìåòàëíà)
çàåìàùà îáëàñòòà D ∈ R2 ñ ãðàíèöà γ â ðàâíèíàòà Ox1x2, à u = u(t, x1, x2)
å òåìïåðàòóðàòà íà òî÷êà x = (x1, x2) îò íåÿ, èçìåðåíà â ìîìåíò t. Ãðàíè÷-
íàòà çàäà÷à

ut − a2∆u ≡ ut − a2(ux1x1 + ux2x2) = 0, G = (0,∞)×D,

u(0, x) = ϕ(x), x ∈ D,
u(t, x) = g(x), x ∈ γ, t ≥ 0.

îïèñâà ïðîöåñèòå íà òîïëîïðåíàñÿíå â ïëàñòèíàòà, êàòî ïî ãðàíèöàòà íà
ïëàñòèíàòà ñå ïîääúðæà ïðåäïèñàíàòà ÷ðåç ôóíêöèÿòà g òåìïåðàòóðà, à
÷ðåç ôóíêöèÿòà ϕ å çàäàäåíà íà÷àëíàòà òåìïåðàòóðà íà âñÿêà òî÷êà îò
ïëàñòèíàòà. Ñ âðåìåòî â ïëàñòèíàòà ùå ñå óñòàíîâè ñòàöèîíàðíî ðàçïðå-
äåëåíèå íà òåìïåðàòóðàòà, êîåòî îòíîâî óäîâëåòâîðÿâà ôîðìóëèðàíàòà ïî-
ãîðå äâóìåðíà çàäà÷à íà Äèðèõëå.

Äàäîõìå ïðèìåðè íà íÿêîëêî ðàçëè÷íè îò ôèçè÷åñêà ãëåäíà òî÷êà ÿâ-
ëåíèÿ, êîèòî ñå îïèñâàò ñ åäèí è ñúùè ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåë � çàäà÷àòà íà
Äèðèõëå çà óðàâíåíèåòî íà Ëàïëàñ.

Îáèêíîâåíî ñå òúðñÿò �êëàñè÷åñêè� ðåøåíèÿ íà ðàçãëåäàíèòå ãðàíè÷íè
çàäà÷è, ò.å. ôóíêöèè ïðèòåæàâàùè íåïðåêúñíàòè ïðîèçâîäíè äî âòîðè ðåä,
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êîèòî óäîâëåòâîðÿâàò óðàâíåíèåòî è ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ. Â íÿêîè ñëó÷àè
êëàñè÷åñêè ðåøåíèÿ ïðîñòî íÿìà è å óìåñòíî äà ñå òúðñÿò òàêà íàðå÷åíèòå
îáîáùåíè ðåøåíèÿ. Ðàçâèòèåòî íà ÷èñëåíèòå ìåòîäè ñúùî âîäè äî íåîáõî-
äèìîñòòà îò ðàçãëåæäàíåòî íà îáîáùåíè ðåøåíèÿ. Âå÷å ñà ðàçâèòè ìíîæåñ-
òâî ïîäõîäè, êîèòî ïîçâîëÿâàò ñðàâíèòåëíî ëåñíî äà ñå íàìåðÿò îáîáùåíè
ðåøåíèÿ ïðèíàäëåæàùè íà íÿêîå ñîáîëåâî ïðîñòðàíñòâî. Ñëåä òîâà ñå ïî-
êàçâà, àêî å âúçìîæíî, ÷å îáîáùåíèòå ðåøåíèÿ ïðèòåæàâàò è ïî-âèñîêà
ãëàäêîñò, ìåðåíà ïî ñêàëàòà íà ñîáîëåâèòå ïðîñòðàíñòâà. Òîãàâà òåîðåìè-
òå çà âëàãàíå íà ñîáîëåâèòå ïðîñòðàíñòâà â ïðîñòðàíñòâàòà îò ôóíêöèè ñ
íåïðåêúñíàòè ïðîèçâîäíè íè ïîçâîëÿâàò äà çàêëþ÷èì, ÷å íàìåðåíèòå îáîá-
ùåíè ðåøåíèÿ ñà è êëàñè÷åñêè.

Ùå äàäåì îùå åäèí èçâîä íà óðàâíåíèåòî íà Ëàïëàñ, îïèñâàùî ñòàöèî-
íàðíîòî ïîëîæåíèå íà çàêðåïåíà ìåìáðàíà. Òîé å ïîâëèÿë â ãîëÿìà ñòåïåí
çà íàìèðàíåòî íà åñòåñòâåíè îáîáùåíè ôîðìóëèðîâêè íà ãðàíè÷íèòå çàäà-
÷è.

Ïîòåíöèàëíàòà åíåðãèÿòà íà îïúíàòàòà ìåìáðàíà ñ òî÷íîñò äî ïîñòîÿ-
íåí ìíîæèòåë ñå äàâà ñ ôîðìóëàòà

E(u) =
∫

D

(u2
x1

+ u2
x2

)dD.

Ïîòåíöèàëíàòà åíåðãèÿ E(u) ñå ìåíè ñ èçìåíåíèåòî íà ôîðìàòà íà ìåìáðà-
íàòà, ò.å. íà ôóíêöèÿòà u. Ñëåäîâàòåëíî E(u) å ôóíêöèîíàë (èçîáðàæåíèå
(ôóíêöèÿ) ïðèåìàùî ðåàëíè ñòîéíîñòè, ñ àðãóìåíò, êîéòî å ôóíêöèÿ). ßñ-
íî å, ÷å ìåìáðàíàòà ùå áúäå â ðàâíîâåñíî ïîëîæåíèå, êîãàòî ïîòåíöèàëíàòà
åíåðãèÿ å íàé-ìàëêà. Ñëåäîâàòåëíî íàìèðàíåòî íà ôîðìàòà íà ìåìáðàíàòà
â ðàâíîâåñíî (ñòàöèîíàðíî) ïîëîæåíèå ñå ñâåæäà äî íàìèðàíå íà ìèíèìó-
ìà íà ôóíêöèîíàëà E(u), ðàçãëåæäàí â ìíîæåñòâîòî îò ôóíêöèè u = u(x),
x = (x1, x2) ∈ D, êîèòî óäîâëåòâîðÿâàò ãðàíè÷íîòî óñëîâèå

u|γ = g(x), x ∈ γ.

Òîâà å òèïè÷íà çàäà÷à çà âàðèàöèîííîòî ñìÿòàíå, êîåòî ñå çíèìàâà ñ íàìè-
ðàíåòî íà åêñòðåìóìóìè íà ôóíêöèîíàëè. Èìà ñòàíäàðòåí ñïîñîá çà íàìè-
ðàíåòî íà íåîáõîäèìî óñëîâèå çà åêñòðåìóì. Äà äîïóñíåì, ÷å ìèíèìóìà íà
ôóíêöèîíàëà E(u) ñå äîñòèãà çà ôóíêöèÿòà u. Êàòî âàðèðàìå àðãóìåíòà
íà ôóíêöèîíàëà îêîëî u (îòòóê èäâà è íàçâàíèåòî âàðèàöèîííî ñìÿòàíå),
ðàçãëåæäàéêè ôóíêöèîíàëà çà åäíîïàðàìåòðè÷íàòà ôàìèëèÿ îò ôóíêöèè
u(x) + tϕ(x), t ∈ R, êúäåòî ϕ ∈ C1

0 (D) å ïðîèçâîëíî èçáðàíà ôóíêöèÿ âèæ-
äàìå, ÷å ôóíêöèÿòà íà åäíà ïðîìåíëèâà

h(t) ≡ E(u+ tϕ) =
∫

D

[(u+ tϕ)2x1
+ (u+ tϕ)2x2

)]dD,
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êîÿòî å êâàäðàòåí òðè÷ëåí íà t, äîñòèãà ìèíèìóìà ñè ïðè t = 0. Îòòóê
âåäíàãà çàêëþ÷àâàìå, ÷å òîâà å âúçìîæíî ñàìî, àêî êîåôèöèåíòúò ïðåä t å
ðàâåí íà íóëà, ò.å.

∫

D

(ux1ϕx1 + ux2ϕx2)dD = 0 ∀ϕ ∈ C1
0 (D). ∗

Òúé êàòî ïðè äåôèíèðàíåòî íà E(u) ó÷àñòâàò ñàìî ïúðâè ÷àñòíè ïðî-
èçâîäíè íà u, åñòåñòâåíî å, ïîä ðåøåíèå íà çàäà÷àòà çà íàìèðàíå íà ðàâ-
íîâåñíîòî ïîëîæåíèå íà çàêðåïåíà ïî êðàèùàòà åëàñòè÷íà ìåìáðàíà, äà
ðàçáèðàìå ôóíêöèÿ u ∈ C1(D)∩C(D), êîÿòî óäîâëåòâîðÿâà ãðàíè÷íîòî óñ-
ëîâèå u|γ = g(x), x ∈ γ, è çà êîÿòî ôóíêöèîíàëúò E(u) äîñòèãà ìèíèìóìà
ñè. Íåîáõîäèìî óñëîâèå çà òîâà å, äà áúäå èçïúëíåíî èíòåãðàëíîòî òúæäåñ-
òâî ∗ çà âñè÷êè åäíîêðàòíî ãëàäêè ôèíèòíè ïðîáíè ôóíêöèè ϕ ∈ C1

0 (D).
Àêî äîïúëíèòåëíî ïðåäïîëîæèì, ÷å ôóíêöèÿòà u ∈ C2(D), òî êàòî ïðåõ-
âúðëèì â òúæäåñòâîòî ∗ äèôåðåíöèðàíåòî îò ïðîáíèòå ôóíêöèè ϕ âúðõó
u ñ èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè, òúé êàòî ϕ å íóëà â îêîëíîñò íà ãðàíèöàòà, ïî-
ëó÷àâàìå

∫

D

∆uϕdD =
∫

D

(ux1x1 + ux2x2)ϕdD = 0 ∀ϕ ∈ C1
0 (D).

Îòòóê ñëåäâà, ÷å u óäîâëåòâîðÿâà óðàâíåíèåòî íà Ëàïëàñ

∆u = ux1x1 + ux2x2 = 0, x ∈ D.

Ñëåäîâàòåëíî èíòåãðàëíîòî òúæäåñòâî ∗ ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà êàòî îáîá-
ùåíà ôîðìóëèðîâêà íà óðàâíåíèåòî íà Ëàïëàñ. Èíòåãðàëúò íà åíåðãèÿòà
E(u) è èíòåãðàëíîòî òúæäåñòâî ∗ èìàò ñìèñúë è çà ôóíêöèè, êîèòî ïðè-
òåæàâàò ïúðâè ïðîèçâîäíè ñúñ ñóìèðóåì êâàäðàò. Ïî òàçè ïðè÷èíà òàêèâà
ôóíêöèè, êîèòî óäîâëåòâîðÿâàò ∗ ìîæåì äà ðàçãëåæäàìå êàòî îáîáùåíè
ðåøåíèÿ íà óðàâíåíèåòî íà Ëàïëàñ. Ìîæåì äà áúäåì îùå ïî-êðàéíè. Ùå
ðàçãëåæäàìå ∗ çà ïðîáíè ôóíêöèè ϕ ∈ C2

0 (D). Òîãàâà ñ èíòåãðèðàíå ïî
÷àñòè ïðåõâúðëÿìå ïðîèçâîäíèòå îò u âúðõó ϕ è ïîëó÷àâàìå èíòåãðàëíîòî
òúæäåñòâî

∫

D

u∆ϕdD =
∫

D

u(ϕx1x1 + ϕx2x2)dD = 0 ∀ϕ ∈ C2
0 (D). ∗∗

Òî èìà ñìèñúë çà u ∈ L2(D) (èëè u ∈ Lloc
1 (D)) è òàêèâà ôóíêöèè, àêî

óäîâëåòâîðÿâàò ∗∗, ùå íàðè÷àìå ñëàáè ðåøåíèÿ íà óðàâíåíèåòî íà Ëàïëàñ.
Ïðè òàçè ñëàáà ôîðìóëèðîâêà äåéñòâèåòî íà äèôåðåíöèàëíèÿ îïåðàòîð ∆
å ïðåõâúðëåíî âúðõó ïðîáíèòå ôóíêöèè â èíòåãðàëíîòî òúæäåñòâî, êîåòî
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òðÿáâà äà áúäå èçïúëíåíî çà âñÿêà åäíà ïðîáíà ôóíêöèÿ ϕ îò óêàçàíèÿ
êëàñ.

∗
∗ ∗

Ñëåä òîâà ïðîñòðàííî âúâåäåíèå, äà ðàçãëåäàìå ñëåäíàòà ãðàíè÷íàòà
çàäà÷à íà Äèðèõëå

Çàäà÷à D1.

−∆u+ u ≡ −ux1x1 − ux2x2 − ux3x3 + u = f, x ∈ G,

u(x) = 0 ïðè x ∈ Γ,

êúäåòî G å îáëàñò â Rm ñ ãðàíèöà Γ.
Çà ìåòîäèòå, ñ êîèòî ùå ñè ñëóæèì ïî-íàòàòúê, å ïî óäîáíî äà ðàçãëåæ-

äàìå íåõîìîãåííî óðàâíåíèå ñ õîìîãåííè (íóëåâè) ãðàíè÷íè óñëîâèÿ, òàêà
÷å ôóíêöèèòå óäîâëåòâîðÿâàùè ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ äà îáðàçóâàò ëèíåéíî
ïðîñòðàíñòâî. Èìà ñòàíäàðòåí íà÷èí çà ñâåæäàíå íà ãðàíè÷íà çàäà÷à ñ íå-
õîìîãåííè ãðàíè÷íè óñëîâèÿ, êúì ãðàíè÷íà çàäà÷à ñ õîìîãåííè ãðàíè÷íè
óñëîâèÿ çà íåõîìîãåííî óðàâíåíèå.

Óðàâíåíèåòî å ñïåöèàëíî ïîäáðàíî, çà äà ìîæåì äà âèäèì êàê ùå äî-
êàçâàìå ñúùåñòâóâàíå íà îáîáùåíè ðåøåíèÿ âúâ âúçìîæíî íàé-÷èñò âèä,
ò.å. ñ íàé-ìàëêî äîïúëíèòåëíè òåõíè÷åñêè äåòàéëè.

Âîäåíè îò ñúîáðàæåíèÿ, ïîäîáíè íà èçëîæåíèòå ïî-ãîðå, äàâàìå ñëåä-
íàòà

Äåôèíèöèÿ. Ôóíêöèÿòà u ∈ H̊1(G) ùå íàðè÷àìå îáîáùåíî ðåøåíèå íà
ãðàíè÷íàòà çàäà÷à íà Äèðèõëå D1 ñ äÿñíà ÷àñò f ∈ L2(G), àêî

∫

G

(ux1ϕx1 + ux2ϕx2 + ux3ϕx3 + uϕ)dG =
∫

G

fϕ, ∀ϕ ∈ C∞0 (G). (1)

Çàáåëåæêà. Èçèñêâàíåòî u äà å íóëà ïî ãðàíèöàòà Γ â îáîáùåíàòà ôîð-
ìóëèðîâêà ñìå îòðàçèëè, êàòî ñïåöèàëíî ñìå ïîèñêàëè íå ñàìî u äà ïðèòå-
æàâà îáîáùåíè ïðîèçâîäíè ñúñ ñóìèðóåì êâàäðàò â G, ò.å. äà ïðèíàäëåæè
íà ñîáîëåâèÿ êëàñ H1(G), íî äîðè äà áúäå îò ïî-òÿñíîòî ëèíåéíî ïîäïðîñò-
ðàíñòâî H̊1(G), êîåòî ñå ñúñòîè îò ãðàíèöèòå íà ñõîäÿùèòå ïî íîðìàòà ‖·‖1
ðåäèöè îò ôóíêöèè ïðèíàäëåæàùè íà C∞0 (G).

Òúé êàòî H̊1(G) å õèëáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñúñ ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå

(u, v)1 ≡
∫

G

(ux1vx1 + ux2vx2 + ux3vx3 + uv)dG,
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âèæäàìå, ÷å ïî äåôèíèöèÿ u ∈ H̊1(G) å îáîáùåíî ðåøåíèå íà ãîðíàòà çà-
äà÷à íà Äèðèõëå, êîãàòî

(u, ϕ)1 = (f, ϕ), ∀ϕ ∈ C∞0 (G).

Çà èçáðàíîòî óðàâíåíèå ïðè îáîáùåíàòà ôîðìóëèðîâêà íà ãðàíè÷íàòà çà-
äà÷à, îòëÿâî íà èíòåãðàëíîòî òúæäåñòâî ñòîè ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå â
H1(G), à îòäÿñíî � ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå â L2(G).

Òúé êàòî ñêàëàðíèòå ïðîèçâåäåíèÿ ñà íåïðåêúñíàòè îòíîñíî àðãóìåí-
òèòå ñè, ïîðàäè íåðàâåíñòâîòî íà Êîøè-Áóíÿêîâñêè, à C∞0 (G) å íàâñÿêúäå
ãúñòî ïîäìíîæåñòâî íà H̊1(G), ùå ïîêàæåì, ÷å â äåôèíèöèÿòà çà îáîáùåíî
ðåøåíèå ìîæåì äà èçïîëçâàìå ïðîáíè ôóíêöèè v ∈ H̊1(G).

Íåêà u ∈ H̊1(G) å îáîáùåíî ðåøåíèå, à v ∈ H̊1(G) å ïðîèçâîëíà ôóíêöèÿ
è ϕj ∈ C∞0 (G) å ðåäèöà îò (áåçêðàéíî ãëàäêè) ôèíèòíè ôóíêöèè, çà êîèòî

‖v − ϕj‖ ≤ ‖v − ϕj‖1 → 0.

Èçïîëçâàéêè íåðàâåíñòâîòî íà Êîøè-Áóíÿêîâñêè èìàìå

|(u, v)1 − (u, ϕj)1| = |(u, v − ϕj)1| ≤ ‖u‖1‖v − ϕj‖1 → 0, j →∞,

ò.å. (u, ϕj)1 → (u, v)1 ïðè j →∞ è àíàëîãè÷íî

|(u, v)− (u, ϕj)| = |(u, v − ϕj)| ≤ ‖u‖‖v − ϕj‖ → 0, j →∞,

ò.å. (u, ϕj) → (u, v) ïðè j →∞.
Ïî ïðåäïîëîæåíèå

(u, ϕj)1 = (f, ϕj)

è óñòðåìÿâàéêè j →∞, ñ ãðàíè÷åí ïðåõîä ïîëó÷àâàìå èíòåãðàëíîòî òúæ-
äåñòâî

(u, v)1 = (f, v).

Òàêà óñòàíîâèõìå, ÷å ìîæåì äà äàäåì ñëåäíàòà åêâèâàëåíòíà íà ãîðíàòà
äåôèíèöèÿ íà îáîáùåíî ðåøåíèå.

Äåôèíèöèÿ. Ôóíêöèÿòà u ∈ H̊1(G) ùå íàðè÷àìå îáîáùåíî ðåøåíèå íà
ãðàíè÷íàòà çàäà÷à íà Äèðèõëå D1 ñ äÿñíà ÷àñò f ∈ L2(G), àêî

(u, v)1 = (f, v), ∀v ∈ H̊1(G). (2)

Ñåãà, èçïîëçâàéêè òåîðåìàòà íà Ðèñ ëåñíî ùå ïîëó÷èì ñúùåñòâóâàíå íà
îáîáùåíî ðåøåíèå.

Òåîðåìà. Çà âñÿêà äÿñíà ÷àñò f ∈ L2(G) çàäà÷àòà íà Äèðèõëå D1 ïðè-
òåæàâà åäèíñòâåíî îáîáùåíî ðåøåíèå u ∈ H̊1(G).
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Äîêàçàòåëñòâî. Íàé-íàïðåä ùå ïîëó÷èì àïðèîðíà îöåíêà, îò êîÿòî ñëåä-
âà åäèíñòâåíîñòòà íà îáîáùåíîòî ðåøåíèå. Íåêà u å îáîáùåíî ðåøåíèå è çà
íåãî å èçïúëíåíî èíòåãðàëíîòî òúæäåñòâî (2). Êàòî ïîëîæèì â íåãî v = u
èìàìå

‖u‖2 = (u, u)1 = (f, u) ≤ ‖f‖‖u‖ ≤ ‖f‖‖u‖1,
ò.å.

‖u‖2 ≤ ‖f‖‖u‖1.
Îòòóê ïðè u 6= 0 ñëåäâà íåðàâåíñòâîòî

‖u‖1 ≤ ‖f‖. (3)

Òî î÷åâèäíî å èçïúëíåíî è ïðè u = 0.
Îò ïîëó÷åíàòà àïðèîðíà îöåíêà (3), è òúé êàòî ãðàíè÷íàòà çàäà÷à íà

Äèðèõëå å ëèíåéíà, ñëåäâà åäèíñòâåíîñòòà íà îáîáùåíîòî ðåøåíèå. Íàèñ-
òèíà, àêî u1 è u2 ñà îáîáùåíè ðåøåíèÿ íà ãðàíè÷íàòà çàäà÷à ñ äÿñíà ñòðàíà
ôóíêöèÿòà f, òî êàòî èçâàäèì èíòåãðàëíèòå òúæäåñòâà

(u1, v)1 = (f, v), ∀v ∈ H̊1(G),

(u2, v)1 = (f, v), ∀v ∈ H̊1(G),

çà ðàçëèêàòà u = u1 − u2 íà äâåòå ðåøåíèÿ ïîëó÷àâàìå

(u, v)1 = 0, ∀v ∈ H̊1(G),

ò.å. u å îáîáùåíî ðåøåíèå íà çàäà÷àòà D1 ñ äÿñíà ÷àñò íóëà. Îò àïðèîðíàòà
îöåíêà (3) âåäíàãà ñëåäâà, ÷å ‖u‖1 = 0, ò.å. u1 = u2.

Ïðåìèíàâàìå êúì äîêàçàòåëñòâîòî íà ñúùåñòâóâàíåòî íà îáîáùåíî ðå-
øåíèå, êàòî ñå î÷àêâà, ÷å ïî-ïðàâèëî òîâà å ïî-òðóäíî îò äîêàçâàíåòî íà
åäèíñòâåíîñòòà.

Çà f ∈ L2(G) è v ∈ H̊1(G) ðàçãëåæäàìå ëèíåéíèÿ ôóíêöèîíàë

l(v) ≡ (f, v).

Îò îöåíêàòà
|l(v)| = |(f, v)| ≤ ‖f‖‖v‖ ≤ ‖f‖‖v‖1

ñëåäâà, ÷å òîé å îãðàíè÷åí (íåïðåêúñíàò) ëèíååí ôóíêöèîíàë íàä H̊1(G) ñ
íîðìà, êîÿòî íå íàäìèíàâà ‖f‖ è ïî òåîðåìàòà íà Ðèñ ñúùåñòâóâà òàêúâ
åëåìåíò u ∈ H̊1(G), ÷å å â ñèëà ïðåäñòàâÿíåòî

l(v) = (u, v)1, ∀v ∈ H̊1(G).

Êàòî èìàìå ïðåäâèä äåôèíèöèÿòà íà l(v) âåäíàãà ïîëó÷àâàìå, ÷å

(u, v)1 = (f, v), ∀v ∈ H̊1(G),
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ò.å. u ∈ H̊1(G) å òúðñåíîòî îáîáùåíî ðåøåíèå.
Ëåêîòàòà, ñ êîÿòî äîêàçàõìå ñúùåñòâóâàíåòî íà îáîáùåíî ðåøåíèå ñå

äúëæè íà îáñòîÿòåëñòâîòî, ÷å õèëáåðòîâèòå ïðîñòðàíñòâà íà Ñîáîëåâ ñà
èçâúíðåäíî óäîáíè çà èçñëåäâàíåòî íà åëèïòè÷íè óðàâíåíèÿ è ìîæåì äà ñå
ïîçîâåì íà òåîðåìàòà íà Ðèñ çà ïðåäñòàâÿíåòî (îáùèÿ âèä) íà íåïðåêúñíà-
òèòå ôóíêöèîíàëè íàä åäíî õèëáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. Ïîíåæå òåîðåìàòà
íà Ðèñ ñå äîêàçâà, êàòî ñå òúðñè ìèíèìóìà íà ôóíêöèîíàëà ðàçñòîÿíèå îò
äàäåíà òî÷êà äî òî÷êà îò çàòâîðåíî ëèíåéíî ïîäïðîñòðàíñòâî, êîãàòî ñå
ïîçîâàâàò íà òàçè òåîðåìà ïîíÿêîãà ãîâîðÿò, ÷å ñå èçïîëçâàò âàðèàöèîííè
ìåòîäè.

Äà ïðåìèíåì êúì èçó÷àâàíå íà çàäà÷àòà íà Äèðèõëå çà ïî-îáùè åëèï-
òè÷íè ëèíåéíè ÷àñòíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ îò âòîðè ðåä.

Íåêà G å îãðàíè÷åíà ïîäîáëàñò íà Rm ñ ãðàíèöà Γ. Â G ðàçãëåæäàìå
äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå îò âòîðè ðåä

Lu ≡
m∑

i,j=1

aij(x)uxixj +
m∑

i=1

ai(x)uxi + a(x)u = f,

êúäåòî aij , ai, a, f ∈ C(G) (i, j = 1, . . . ,m).
Ðåøåíèå (â êëàñè÷åñêè ñìèñúë) íàðè÷àìå ôóíêöèÿ u ∈ C2(G), êîÿòî

óäîâëåòâîðÿâà óðàâíåíèåòî. Çà òàêèâà ôóíêöèè èìàìå ðàâåíñòâî íà ñìå-
ñåíèòå ïðîèçâîäíè è áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà ìîæåì ïî-íàòàòúê äà
ïðåäïîëàãàìå, ÷å

aij = aji.

Àêî òîâà íå å òàêà, ïîëàãàìå

aijuxixj + ajiuxjxi =
(aij + aji)

2
uxixj +

(aij + aji)
2

uxjxi

è çà íîâèòå êîåôèöèåíòè ïðåä ñìåñåíèòå ïðîèçâîäíè ãîðíîòî óñëîâèå å âå÷å
èçïúëíåíî.

Èçðàçúò â ëÿâàòà ñòðàíà íà óðàâíåíèåòî íè äåôèíèðà åäèí ëèíååí äè-
ôåðåíöèàëåí îïåðàòîð îò âòîðè ðåä

L : C2(G) → C(G).

Ïî-íàòàòúê ùå ïðåäïîëàãàìå, ÷å êîåôèöèåíòèòå íà ãëàâíàòà ÷àñò
m∑

i,j=1

aij(x)uxixj

íà óðàâíåíèåòî (îïåðàòîðà), ïðèòåæàâàò è íåïðåêúñíàòè ïúðâè ÷àñòíè ïðî-
èçâîäíè, ò.å. aij ∈ C1(G). Òîãàâà, êàòî èìàìå ïðåäâèä òúæäåñòâàòà

aij(x)uxixj = (aij(x)uxi)xj − aijxj (x)uxi ,
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áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà ìîæåì äà ïðåäïîëàãàìå, ÷å äèôåðåíöèàë-
íèÿò îïåðàòîð îò âòîðè ðåä èìà âèäà (ãëàâíàòà ìó ÷àñò èìà äèâåðãåíòíà
ôîðìà)

Lu =
m∑

i,j=1

(aij(x)uxi)xj +
m∑

i=1

ai(x)uxi + a(x)u.

Äåôèíèöèÿ. Êàçâàìå, ÷å îïåðàòîðúò L (óðàâíåíèåòî) å åëèïòè÷íî â
òî÷êà x ∈ G, àêî êâàäðàòè÷íàòà ôîðìà ∑m

i,j=1 aij(x)ξiξj å çíàêîîïðåäåëåíà,
íàïðèìåð ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíà, ò.å.

m∑

i,j=1

aij(x)ξiξj > 0, ∀ξ ∈ Rm, ξ 6= 0.

Óðàâíåíèåòî (îïåðàòîðà L) íàðè÷àìå åëèïòè÷íî â G, àêî òî å åëèïòè÷íî
âúâ âñÿêà òî÷êà îò G.

Àêî óðàâíåíèåòî å åëèïòè÷íî â G å ÿñíî, ÷å òúé êàòî êîåôèöèåíòèòå
aij ñà íåïðåêúñíàòè â çàòâîðåíàòà îáëàñò G, òî êâàäðàòè÷íàòà ôîðìà èìà
åäíàêúâ çíàê âúâ âñÿêà òî÷êà è äîðè

m∑

i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ θξ2, ∀ξ ∈ Rm, ∀x ∈ G, θ = Const > 0,

àêî äà ðå÷åì ôîðìàòà å ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíà. Óðàâíåíèÿòà óäîâëåòâî-
ðÿâàùè òîâà óñëîâèå ùå íàðè÷àìå ñèëíî åëèïòè÷íè.

Â G ùå ðàçãëåæäàìå ñèëíî åëèïòè÷íèÿ îïåðàòîð

Au ≡ −
m∑

i,j=1

(aij(x)uxi)xj +
m∑

i=1

ai(x)uxi
+ a(x)u,

êúäåòî aij ∈ C1(G), aij = aji, ai, a ∈ C(G) (i, j = 1, . . . ,m). Çà êðàòêîñò ïî-
íàòàòúê çíàêúò çà ñóìà ùå áúäå èçïóñêàí, êàòî íàâñÿêúäå ùå ïîäðàçáèðàìå
ñóìèðàíå îò 1 äîm ïî ïîâòàðÿùèòå ñå èíäåêñè. Çíàêúò ìèíóñ ïðåä ãëàâíàòà
÷àñò å èçáðàí îò ñúîáðàæåíèÿ çà óäîáñòâî.

È òàêà îïåðàòîðúò

Au ≡ −(aij(x)uxi
)xj

+ ai(x)uxi
+ a(x)u,

å ñèëíî åëèïòè÷åí, êàòî

aij(x)ξiξj ≥ θξ2, ∀ξ ∈ Rm, ∀x ∈ G, θ = Const > 0.

Çàäà÷à D.

Au ≡ −(aij(x)uxi)xj + ai(x)uxi + a(x)u = f, x ∈ G,
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u|Γ = 0.

Çà äà ñòèãíåì äî ïðàâèëíà îáîáùåíà ôîðìóëèðîâêà íà ãðàíè÷íàòà çà-
äà÷à, äà óìíîæèì ñêàëàðíî óðàâíåíèåòî ñ ïðîèçâîëíà ïðîáíà ôóíêöèÿ
v ∈ C∞0 (G) ò.å. äà óìíîæèì óðàâíåíèåòî ïî v, ñëåä êîåòî äà èíòåãðèðà-
ìå ïî îáëàñòòà G. Ñòèãàìå äî èíòåãðàëíîòî òúæäåñòâî

(Au, v) =
∫

G

(Au)vdG =
∫

G

fvdG = (f, v).

Ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå îòëÿâî ïðåîáðàçóâàìå, êàòî ñ èíòåãðèðàíå ïî ÷àñ-
òè ïðåõâúðëÿìå åäíà ïðîèçâîäíà îò u â ãëàâíàòà ÷àñò âúðõó ïðîáíàòà ôóí-
êöèÿ v è ïîëó÷àâàìå

(Au, v) =
∫

G

[−(aij(x)uxi)xj + ai(x)uxi + a(x)u]vdG =

=
∫

G

[aij(x)uxivxj + ai(x)uxiv + a(x)uv]dG.

Ãðàíè÷íèòå èíòåãðàëè ñà íóëà, çàùîòî v å ðàâíà íà íóëà â îêîëíîñò íà
ãðàíèöàòà.

Âîäåíè îò îïèòà, êîéòî èìàìå ñ ðàçãëåäàíàòà ïî ãîðå çàäà÷à D1, âúâåæ-
äàìå çà u, v ∈ H1(G) áèëèíåéíàòà ôîðìà

B(u, v) =
∫

G

[aij(x)uxivxj + ai(x)uxiv + a(x)uv]dG

è äàâàìå ñëåäíàòà äåôèíèöèÿ
Äåôèíèöèÿ. Ôóíêöèÿòà u ∈ H̊1(G) ùå íàðè÷àìå îáîáùåíî ðåøåíèå íà

ãðàíè÷íàòà çàäà÷à íà Äèðèõëå D ñ äÿñíà ÷àñò f ∈ L2(G), àêî

B(u, v) = (f, v), ∀v ∈ H̊1(G). (4)

Íàé-íàïðåä çàáåëÿçâàìå, ÷å ïðè ai = 0 (i = 1, . . . ,m) áèëèíåéíàòà ôîðìà
å ñèìåòðè÷íà ïîðàäè ñèìåòðè÷íîñòòà íà ìàòðèöàòà îò êîåôèöèåíòèòå â
ãëàâíàòà ÷àñò íà îïåðàòîðà A, ò.å.

B(u, v) = B(v, u),

è àêî äîïúëíèòåëíî ïðåäïîëîæèì a ≥ d > 0 â G, êàòî ñëåäñòâèå îò åëèï-
òè÷íîñòòà íà îïåðàòîðà A èìàìå íåðàâåíñòâîòî

B(u, u) ≥ θ
m∑

i=1

u2
xi

+ du2 ≥ C1‖u‖21,
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êúäåòî C1 = min(θ, d) > 0.
Îòòóê çàêëþ÷àâàìå, ÷å B(u, u) ≥ 0, êàòî ðàâåíñòâî íà íóëà ñå ïîëó-

÷àâà ñàìî ïðè u = 0, ò.å. B(u, v) èìà âñè÷êè ñâîéñòâà íà åäíî ñêàëàðíî
ïðîèçâåäåíèå â H1(G). Ðàçáèðà ñå, íîâîòî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå B(u, v)
ïîðàæäà íîâà õèëáåðòîâà íîðìà |u|21 ≡ B(u, u), êîÿòî å åêâèâàëåíòíà íà
ñòàðàòà ïîðàäè âàëèäíîñòòà íà äâîéíîòî íåðàâåíñòâî

C1‖u‖21 ≤ B(u, u) = |u|21 ≤ C2‖u‖21.
Äÿñíîòî íåðàâåíñòâî ñå ïîëó÷àâà ïîðàäè îãðàíè÷åíîñòòà íà êîåôèöèåíòèòå
íà óðàâíåíèåòî â G.

Ðàçãëåæäàéêè H1(G) ñúñ ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå B(u, v) è ïî÷òè äîñ-
ëîâíî ïîâòàðÿéêè äîêàçàòåëñòâîòî çà ñúùåñòâóâàíå íà îáîáùåíî ðåøåíèå
íà çàäà÷à D1, ïîëó÷àâàìå

Òåîðåìà. Àêî ai = 0 (i = 1, . . . ,m), a ≥ d > 0 â G, òî çàäà÷àòà íà
Äèðèõëå D ïðèòåæàâà åäèíñòâåíî îáîáùåíî ðåøåíèå u ∈ H̊1(G) çà âñÿêà
äÿñíà ÷àñò f ∈ L2(G).

Äîêàçàòåëñòâî. Çà äà äîêàæåì åäèíñòâåíîñòà íà îáîáùåíîòî ðåøåíèå,
ïîëàãàìå â (4) v = u è ïîëó÷àâàìå íåðàâåíñòâàòà

C1‖u‖21 ≤ B(u, u) = (f, u) ≤ ‖f‖‖u‖ ≤ ‖f‖‖u‖1,
îòêúäåòî èçâëè÷àìå àïðèîðíàòà îöåíêà

C1‖u‖1 ≤ ‖f‖,
îò êîÿòî ñëåäâà åäèíñòâåíîñòòà.

Äà äîêàæåì ñúùåñòâóâàíåòî íà îáîáùåíî ðåøåíèå íà çàäà÷àòà D. Çà
f ∈ L2(G) è v ∈ H̊1(G) ðàçãëåæäàìå ëèíåéíèÿ ôóíêöèîíàë

l(v) ≡ (f, v).

Îò îöåíêàòà

|l(v)| = |(f, v)| ≤ ‖f‖‖v‖ ≤ ‖f‖‖v‖1 ≤ ‖f‖√
C1

|v|1

ñëåäâà, ÷å òîé å îãðàíè÷åí (íåïðåêúñíàò) ëèíååí ôóíêöèîíàë íàä H̊1(G) ñ
íîðìà, êîÿòî íå íàäìèíàâà ‖f‖√

C1
è ïî òåîðåìàòà íà Ðèñ ñúùåñòâóâà òàêúâ

åëåìåíò u ∈ H̊1(G), ÷å å â ñèëà ïðåäñòàâÿíåòî

l(v) = B(u, v), ∀v ∈ H̊1(G). (5)

Êàòî èìàìå ïðåäâèä äåôèíèöèÿòà íà l(v) âåäíàãà ïîëó÷àâàìå, ÷å

B(u, v) = (f, v), ∀v ∈ H̊1(G),
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ò.å. u ∈ H̊1(G) å òúðñåíîòî îáîáùåíî ðåøåíèå.
Àêî ai 6≡ 0, áèëèíåéíàòà ôîðìà íÿìà äà áúäå ñèìåòðè÷íà è íå ìîæå

äà ïîñëóæè êàòî íîâî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå, íî àêî å ïîëîæèòåëíî îï-
ðåäåëåíà, òî çà íåÿ îòíîâî ùå áúäå â ñèëà ïðåäñòàâÿíåòî (5) è ãîðíîòî
äîêàçàòåëñòâî íà ñúùåñòâóâàíåòî îñòàâà âàëèäíî. Â ñèëà å ñëåäíàòà

Ëåìà (Ëàêñ-Ìèëãðàì). Íåêà H å õèëáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñúñ ñêà-
ëàðíî ïðîèçâåäåíèå (·, ·) è íîðìà |·|. Íåêà èçîáðàæåíèåòî B : H×H → R,ùå
ãî çàïèñâàìå è êàòî B(u, v), å ëèíåéíî ïî âñåêè îò àðãóìåíòèòå ñè u, v ∈ H,
ò.å. å áèëèíåéíà ôîðìà. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å ñúùåñòâóâàò òàêèâà ïîëîæè-
òåëíè êîíñòàíòè C1 è C2, ÷å çà âñè÷êè u, v ∈ H ñà èçïúëíåíè íåðàâåíñòâàòà

|B(u, v)| ≤ C2‖u‖‖v‖, (6)

C1‖u‖2 ≤ B(u, u). (7)

Òîãàâà, àêî l : H → R å îãðàíè÷åí (íåïðåêúñíàò) ëèíååí ôóíêöèîíàë íàä
H, òî ñúùåñòâóâà òàêúâ åëåìåíò w ∈ H, ÷å å â ñèëà ïðåäñòàâÿíåòî

l(v) = B(w, v), ∀v ∈ H.
Äîêàçàòåëñòâî. Çà ôèêñèðàíî u ôîðìàòà B(u, v) å ëèíååí ôóíêöèîíàë

ñ àðãóìåíò v. Îò (6) ñëåäâà, ÷å òîé å îãðàíè÷åí, ñ íîðìà íå ïî-ãîëÿìà
îò C2‖u‖. Òîãàâà ïî òåîðåìàòà íà Ðèñ ñúùåñòâóâà åäíîçíà÷íî îïðåäåëåí
åëåìåíò Su, çà êîéòî å â ñèëà ïðåäñòàâÿíåòî

B(u, v) = (Su, v), ∀v ∈ H. (8)

Òàêà äåôèíèðàìå îïåðàòîð S : H → H, êîéòî î÷åâèäíî å ëèíååí (äîêàæå-
òå!). Îò (8) è íåðàâåíñòâîòî (6) ñëåäâà, ÷å

‖Su‖2 = (Su, Su) = B(u, Su) ≤ C2‖u‖‖Su‖,
îòêúäåòî ïðè Su 6= 0 çàêëþ÷àâàìå, ÷å

‖Su‖ ≤ C2‖u‖.
Àêî Su = 0, òî òîâà íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî îòíîâî å âÿðíî.

Êàòî èçïîëçâàìå íåðàâåíñòâîòî (7) è (8) ïîñëåäîâàòåëíî ïîëó÷àâàìå

C1‖u‖2 ≤ B(u, u) = B(Su, u) ≤ ‖Su‖‖u‖,
ò.å.

C1‖u‖ ≤ ‖Su‖.
Ïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî ïîêàçâà, ÷å ëèíåéíèÿò îïåðàòîð S ïðèòåæàâà îá-
ðàòåí îïåðàòîð, êîéòî å îãðàíè÷åí. Â òàêúâ ñëó÷àé S èçîáðàçÿâà H âçàèì-
íîåäíîçíà÷íî â ñâîå çàòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî (Ïðîâåðåòå!). Ùå äîêàæåì,
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÷å îáðàçúò SH íà H ñúâïàäà ñ H. Äà äîïóñíåì, ÷å òîâà íå å òàêà. Òîãàâà
ñúùåñòâóâà åëåìåíò f ∈ H, f 6= 0, êîéòî å îðòîãîíàëåí íà âñè÷êè åëåìåíòè
îò SH, ò.å. (Su, f) = 0 çà âñè÷êè u ∈ H. Êàòî èçáåðåì u = f, ñ ïîìîùòà íà
(8) è (7) èìàìå

0 = (Sf, f) = B(f, f) ≥ C1‖f‖2

è ñëåäîâàòåëíî f = 0 � ïðîòèâîðå÷èå.
Íåêà ñåãà l(v) å ïðîèçâîëåí îãðàíè÷åí ëèíååí ôóíêöèîíàë íàä H. Ñïî-

ðåä òåîðåìàòà íà Ðèñ ñúùåñòâóâà g ∈ H, òàêà ÷å

l(v) = (g, v), ∀v ∈ H.

Ïî äîêàçàíîòî ñúùåñòâóâà òàêúâ åëåìåíò w ∈ H, ÷å Sw = g. Ñúãëàñíî (8)
èìàìå

l(v) = (g, v) = (Sw, v) = B(w, v), ∀v ∈ H
è òåîðåìàòà å äîêàçàíà.
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