
6. Òåîðåìà çà ñëåäàòà.
Â ãðàíè÷íèòå çàäà÷è çà ÷àñòíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ, îáèêíîâåíî

ïî ãðàíèöàòà íà îáëàñòòà çàäàâàìå ñòîéíîñòèòå íà òúðñåíèòå ôóíêöèè èëè
èëè íà òåõíèòå ïðîèçâîäíè. Íåêà G å îáëàñò ñ ãðàíèöà Γ. Àêî u ∈ C(G) å
íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ â çàòâîðåíàòà îáëàñò G, çàäàâàíåòî íà ñòîéíîñòèòå
íà u âúðõó ãðàíèöàòà Γ ïðåäïèñâà îïðåäåëåíî ïîâåäåíèå íà u è âúòðå â
îáëàñòòà, ïîíå â áëèçîñò äî ãðàíèöàòà. Ìîæåì ñúùî òàêà äà êàæåì, ÷å ïî-
âåäåíèåòî íà íåïðåêúñíàòàòà ôóíêöèÿ u ∈ C(G) âúòðå â îáëàñòòà, áëèçî äî
ãðàíèöàòà Γ, ïðåäîïðåäåëÿ ïîâåäåíèåòî íà ôóíêöèÿòà u âúðõó ãðàíèöàòà
Γ. Ñòîéíîñòòà íà u âúðõó Γ îçíà÷àâàìå ñ u|Γ è íàðè÷àìå ðåñòðèêöèÿ. Òåð-
ìèíúò ðåñòðèêöèÿ íà ôóíêöèÿ, ò.å. îãðàíè÷åíèå, ïîäñêàçâà, ÷å ôóíêöèÿòà
u|Γ : Γ → R äåôèíèðàìå, ïðîñòî êàòî ñå îãðàíè÷èì ñ ðàçãëåæäàíåòî íà
ôóíêöèÿòà u : G → R ñàìî âúðõó ïîäìíîæåñòâîòî Γ.

Àêî ðàçãëåäàìå åäíà ôóíêöèÿ u ∈ H l(G), çà íåÿ íåÿ ïîíÿòèåòî ðåñòðèê-
öèÿ íÿìà ñìèñúë, çàùîòî u å ôóíêöèÿ ñúñ ñóìèðóåì êâàäðàò, äåôèíèðàíà
ïî÷òè íàâñÿêúäå, è íÿìà ñìèñúë äà ãîâîðèì çà ñòîéíîñò íà òàçè ôóíê-
öèÿ âúõó ãðàíèöàòà Γ, êîÿòî å ìíîæåñòâî ñ îáåìíà ëåáåãîâà ìÿðêà íóëà.
Âúçíèêâà âúïðîñúò, ïðèíàäëåæíîñòòà íà u íà ñîáîëåâèÿ êëàñ H l(G) â G
ïðåäîïðåäåëÿ ëè ïîâåäåíèå âúðõó Γ, êàêâà �ñëåäà� îñòàâÿ u âúõó Γ? Ùå
âèäèì, ÷å çà ôóíêöèè u îò H l(G) ïðè l ≥ 1 ìîæåì äà âúâåäåì ïîíÿòèå-
òî �ñëåäà� âúðõó ïîâúðõíèíàòà Γ, êîåòî å àíàëîã íà ïîíÿòèåòî ðåñòðèêöèÿ
íà íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ îò C(G) âúðõó Γ, êàòî ñëåäàòà íà íåïðåêúñíàòà
ôóíêöèÿ u ∈ C(G) ∩ H l(G) ùå ñúâïàäà ñ ðåñòðèêöèÿòà é. Ñëåäàòà âúð-
õó åäíî ïàð÷å îò Γ ñå îïðåäåëÿ ñàìî îò ñòîéíîñòèòå u â îêîëíîñò íà òîâà
ïàð÷å. Ïîíÿòèåòî ñëåäà ùå áúäå ñúùî òîëêîâà ïîëåçíî ïðè ãðàíè÷íè çàäà-
÷è, ðåøåíèÿòà íà êîèòî òúðñèì â êëàñîâåòå íà Ñîáîëåâ, êîëêîòî å ïîëåçíî
ïîíÿòèåòî ðåñòðèêöèÿ âúðõó ãðàíèöàòà çà êëàñè÷åñêè ðåøåíèÿ, êîèòî ñà
íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè îò C(G).

Íàé-íàïðåä äà êàæåì êàêâî ùå ðàçáèðàìå ïîä ñóìèðóåìà âúõó Γ ôóí-
êöèÿ è êàêâî ùå íàðè÷àìå ôóíêöèÿ ñúñ ñóìèðóåì êâàäðàò âúðõó Γ.

Ïî-íàòàòúê îáèêíîâåíî ùå ïðåäïîëàãàìå, ÷å G å îãðàíè÷åíà îáëàñò ñ
÷àñòè÷íî-ãëàäêà ãðàíèöà Γ, êîÿòî ñå ñúñòîè îò êðàåí áðîé C1-ãëàäêè ïàð-
÷åòà Γi, ò.å.

Γ = ∪N
i=1Γi.

Ïîä C1-ãëàäêî ïàð÷å Γi ùå ðàçáèðàìå (m − 1)-ìåðíà ïîâúðõíèíà, êîÿòî å
ãðàôèê íà C1-ãëàäêà ôóíêöèÿ íà m − 1 ïðîìåíëèâè, äåôèíèðàíà âúðõó
îãðàíè÷åíà çàòâîðåíà îáëàñò, íàïðèìåð

Γi : xm = ϕ(x1, . . . , xm−1), x′ = (x1, . . . , xm−1) ∈ D,

êúäåòî D å îãðàíè÷åíà çàòâîðåíà îáëàñò, à ϕ ∈ C1(D). Ðîëÿòà íà xm ìîæå
äà èçïúëíÿâà êîÿ äà å äðóãà ïðîìåíëèâà.
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Äåôèíèöèÿ.Ùå êàçâàìå, ÷å f : Γi → R å ñóìèðóåìà âúðõó Γi ôóíêöèÿ,
àêî ôóíêöèÿòà

f(x′, ϕ(x′))
√

1 + ϕ2
x1

(x′) + · · ·+ ϕ2
xm−1

(x′)

å ñóìèðóåìà âúðõó D ôóíêöèÿ. Èíòåãðàë îò f âúðõó Γi ùå íàðè÷àìå ÷èñ-
ëîòî ∫

Γi

fdΓ =
∫

D

f(x′, ϕ(x′))
√

1 + ϕ2
x1

(x′) + · · ·+ ϕ2
xm−1

(x′)dD.

Àêî f å íåïðåêúñíàòà âúðõó Γi ôóíêöèÿ, òîâà å ïîçíàòàòà íè äåôèíèöèÿ
çà ïîâúðõíèíåí èíòåãðàë (îò ïúðâè ðîä, âúðõó íåîðèåíòèðàíà ïîâúðõíîñò).
Èíòåãðèðàíåòî âúðõó ïîâúðõíèíà å åêâèâàëåíòíî íà èíòåãðèðàíåòî âúðõó
ïëîñêà (m− 1)-ìåðíà îáëàñò.

Äåôèíèöèÿ. Ùå êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà f : Γ → R å ñóìèðóåìà âúðõó
Γ, ò.å. f ∈ L1(Γ), àêî f å ñóìèðóåìà âúðõó âñÿêî ïàð÷å Γi, i = 1, . . . , N è ïî
äåôèíèöèÿ ïðèåìàìå, ÷å

∫

Γ

fdΓ =
N∑

i=1

∫

Γi

fdΓ.

Íÿìà äà îáîñíîâàâàìå, ÷å äåôèíèöèÿòà å êîðåêòíà è
∫
Γ

fdΓ íå çàâèñè îò
îò íà÷èíà íà ðàçáèâàíå íà Γ íà ïàð÷åòà. Ïðèåìàìå, ÷å òîâà å �èíòóèòèâíî�
ÿñíî.

Â L1(Γ) âúâåæäàìå íîðìà ‖f‖L1(Γ) =
∫
Γ

|f |dΓ, ñïðÿìî êîÿòî òî å ïúëíî,
ò.å. áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Ùå ðàçãëåæäàìå è ïðîñòðàíñòâîòî îò ôóíêöèè
ñúñ ñóìèðóåì âúðõó Γ êâàäðàò, ñ íîðìà ‖f‖L2(Γ) =

∫
Γ

|f |2dΓ, êîåòî å ïúëíî
è äîðè õèëáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî (äîêàæåòå!).

Íàé-íàïðåä ùå äåôèíèðàìå ñëåäàòà íà ôóíêöèÿòà u ∈ H1(G), âúðõó
äîëíàòà îñíîâà Γ′ íà öèëèíäúðà

Π = D × (a, b) = {x ∈ Rm : x = (x′, xm), x′ ∈ D, xm ∈ (a, b)},
êúäåòî D å îãðàíè÷åíà îáëàñò, à Γ′ = {(x′, a) : x′ ∈ D} è Γ′′ = {(x′, b) :
x′ ∈ D} ñà ñúîòâåòíî äîëíàòà è ãîðíàòà îñíîâà. Çà öåëòà ùå íè å íóæíà
àïðèîðíà îöåíêà, êîÿòî ùå óñòàíîâèì çà ãëàäêè ôóíêöèè v ∈ C∞(Π). Íåêà
η å áåçêðàéíî ãëàäêà �ñðÿçâàùà� ôóíêöèÿ η ∈ C∞0 (Rm), êîÿòî å ðàâíà íà 1
â îêîëíîñò íà Γ′ è å ðàâíà íà 0 â îêîëíîñò íà Γ′′.

Îò ôîðìóëàòà íà Ëàéáíèö-Íþòîí çà ïðåñìÿòàíå íà åäíîìåðåí èíòåãðàë
âúðõó îòñå÷êà ïîëó÷àâàìå

v(x′, a) = (vη)(x′, a) = −
b∫

a

(vη)xm(x′, xm)dxm =

2



= −
b∫

a

(
vxm(x′, xm)η(x′, xm) + v(x′, xm)ηxm(x′, xm)

)
dxm.

Òúé êàòî |η| è |ηxm | ñà îãðàíè÷åíè ôóíêöèè âúðõó Π, íàïðèìåð îò êîíñ-
òàíòàòà C1, êàòî èçïîëçâàìå îáèêíîâåíîòî è èíòåãðàëíîòî íåðàâåíñòâî íà
Êîøè-Áóíÿêîâñêè, ïîñëåäîâàòåëíî ïîëó÷àâàìå

|v(x′, a)| ≤
b∫

a

|vxmη + vηxm |dxm ≤

≤
b∫

a

(
|vxm

(x′, xm)||η(x′, xm)|+ |v(x′, xm)||ηxm
(x′, xm)|

)
dxm ≤

≤ C1

b∫

a

(
1 · |vxm(x′, xm)|+ 1 · |v(x′, xm)|)dxm ≤

≤ C1

√
2

b∫

a

1 · (|vxm(x′, xm)|2 + |v(x′, xm)|2)
1
2 dxm ≤

≤ C1

√
2
( b∫

a

1 · dxm

) 1
2
( b∫

a

(|vxm(x′, xm)|2 + |v(x′, xm)|2)dxm

) 1
2

,

ò.å.

|v(x′, a)| ≤ C2

( b∫

a

(|vxm(x′, xm)|2 + |v(x′, xm)|2)dxm

) 1
2

,

êúäåòî C2 = C1

√
2(b− a)

1
2 . Ïîâäèãàìå íà êâàäðàò òîâà íåðàâåíñòâî,

|v(x′, a)|2 ≤ C2
2

b∫

a

(|vxm(x′, xm)|2 + |v(x′, xm)|2)dxm,

ñëåä êîåòî èíòåãðèðàìå ïî x′ âúðõó D è ïîëó÷àâàìå
∫

Γ′

|v|2dΓ =
∫

D

|v(x′, a)|2dD ≤

≤ C2
2

∫

D

( b∫

a

(|vxm(x′, xm)|2 + |v(x′, xm)|2)dxm

)
dx′ =
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= C2
2

∫

Π

(|vxm(x)|2 + |v(x)|2)dx,

ò.å.
‖v‖2L2(Γ′) ≤ C2

2

∫

Π

(
v2

xm
+ v2

)
dx. (∗)

Íåðàâåíñòâîòî ùå óñèëèì, àêî â ïîäèíòåãðàëíèÿ èçðàç äîáàâèì è êâàäðà-
òèòå íà îñòàíàëèòå ïðîèçâîäíè íà v. Ïîëó÷àâàìå

‖v‖2L2(Γ′) ≤ C2
2

∫

Π

(
v2

x1
+ · · ·+ v2

xm
+ v2

)
dx = C2

2‖v‖2H1(Π)

è ñëåä êîðåíóâàíå íà ïîëó÷åíîòî íåðàâåíñòâî ñòèãàìå äî íóæíàòà íè îöåíêà

‖v‖L2(Γ′) ≤ C2‖v‖H1(Π). (∗∗)

Òàçè îöåíêà å êëþ÷îâà çà âúâåæäàíå íà ïîíÿòèåòî ñëåäà âúðõó Γ′. Íå-
ðàâåíñòâîòî (∗∗) ïîêàçâà, ÷å ëèíåéíèÿò îïåðàòîð S âçåìàíå íà ðåñòðèêöèÿ
íà åäíà ãëàäêà ôóíêöèÿ v ∈ C∞(Π), ò.å. S(v) = v|Γ′ , å îãðàíè÷åí ëèíååí
îïåðàòîð

S : H1(Π) ⊃ C∞(Π) → L2(Γ′).

C∞(Π) å íàâñÿêúäå ãúñòî â H1(Π) è ÷ðåç ñòàíäàðòíà êîíñòðóêöèÿ ìî-
æåì äà ïðîäúëæèì ïî íåïðåêúñíàòîñò S äî îãðàíè÷åíèÿ ëèíååí îïåðàòîð

S̃ : H1(Π) → L2(Γ′),

äåôèíèðàí âúðõó öÿëîòî H1(Π). Çà u ∈ H1(Π) ñëåäà âúðõó Γ′ ùå íàðè÷àìå
S̃(u) è êàêòî ïðè ãëàäêèòå ôóíêöèè ùå èçïîëçâàìå è çà ñëåäàòà îçíà÷åíèåòî
S̃(u) = u|Γ′ . Î÷åâèäíî ñëåäàòà íà ãëàäêàòà ôóíêöèÿ v ∈ C∞(Π) ñúâïàäà ñ
íåéíàòà ðåñòðèêöèÿ. Çà äà óñòàíîâèì òîâà çà ôóíêöèÿ v ∈ C(Π) ∩ H1(Π)
ñà íåîáõîäèìè ïîâå÷å óñèëèÿ, êîèòî ùå ñè ñïåñòèì çàñåãà. Ïðîèçâîëúò â
èçáîðà íà ñðÿçâàùà ôóíêöèÿ ïîêàçâà, ÷å ñëåäàòà âúðõó Γ′ çàâèñè ñàìî îò
ñòîéíîñòèòå íà u â îêîëíîñò íà Γ′. Âñúùíîñò ïî òîçè íà÷èí îïðåäåëÿìå
ñëåäà íà ñðÿçàíàòà ôóíêöèÿ uη.

Äà ñè ïðèïîìíèì êàê ñòàâà ïðîäúëæåíèåòî íà S äî S̃. Íåêà u ∈ H1(Π).
Òúé êàòî v ∈ C∞(Π) å íàâñÿêúäå ãúñòî â H1(Π), ñúùåñòâóâà òàêàâà àï-
ðîêñèìèðàùà ðåäèöà vν ∈ C∞(Π), ν = 1, 2, . . ., ÷å ‖u − vν‖H1(Π) → 0 ïðè
ν → ∞. Êàòî ñõîäÿùà â H1(Π) ðåäèöà, {vν} å è ôóíäàìåíòàëíà â H1(Π)
ðåäèöà, ò.å. ‖vν − vµ‖H1(Π) → 0 ïðè ν, µ →∞.

Îò îöåíêàòà (∗∗) ñëåäâà,

‖vν − vµ‖L2(Γ′) ≤ C2‖vν − vµ‖H1(Π) → 0 ïðè ν, µ →∞,
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ò.å. è ðåñòðèêöèèòå S(vν) = vν |Γ′ íà vν îáðàçóâàò ôóíäàìåíòàëíà â L2(Γ′)
ðåäèöà è ñúùåñòâóâà òàêàâà ôóíêöèÿ h ∈ L2(Γ′), ÷å ‖h− vν‖L2(Γ′) → 0 ïðè
ν → ∞ (çàùîòî L2(Γ′) å ïúëíî). Ïîëàãàìå S̃(u) = h è h íàðè÷àìå ñëåäà
S̃(u) = u|Γ′ íà u âúðõó Γ′. Äåôèíèöèÿòà å êîðåêòíà, çàùîòî ñëåäàòà S̃(u) =
u|Γ′ íå çàâèñè îò èçáîðà íà àïðîêñèìèðàùàòà ðåäèöà. Òîâà ïàê ñëåäâà îò
îöåíêàòà (∗∗). Íàèñòèíà, íåêà çà äðóãà ðåäèöà v′ν èìàìå ‖u − v′ν‖H1(Π) →
0 ïðè ν → ∞. Ïîâòàðÿéêè ãîðíèòå ðàçñúæäåíèÿ îòíîâî ïîëó÷àâàìå, ÷å
ñúùåñòâóâà òàêàâà ôóíêöèÿ h′, ÷å ‖h′ − v′ν‖L2(Γ′) → 0 ïðè ν →∞.

Ïîíåæå ðåäèöèòå v′ν è vν èìàò åäíà è ñúùà ãðàíèöà u, òî ðåäèöàòà ñ
îáù ÷ëåí v′ν − vν êëîíè â H1(Π) êúì 0 è îò íåðàâåíñòâîòî (∗∗) èìàìå

0 ≤ ‖v′ν − vν‖L2(Γ′) ≤ C2‖v′ν − vν‖H1(Π) → 0 ïðè ν →∞,

ò.å. ðåäèöàòà v′ν − vν êëîíè â L2(Γ′) êúì 0. Íî (v′ν − vν) → (h′ − h) ïðè
ν →∞ â L2(Γ′) è ñëåäîâàòåëíî h′ − h = 0 , ò.å. h′ = h.

Çàáåëåæêà. Èçïîëçâàéêè îöåíêàòà (∗) ìîæåì äà äåôèíèðàìå ñëåäà íà
u âúõó Γ′, äîðè àêî çíàåì ñàìî, ÷å u ∈ L2(Π) è ñúùåñòâóâà îáîáùåíàòà
ïðîèçâîäíà uxm ∈ L2(Π) (îáîáùåíà ïðîèçâîäíà â òðàíñâåðçàëíî íà Γ′ íàï-
ðàâëåíèå).

Ñåãà äà äåôèíèðàìå ïîíÿòèåòî ñëåäà â ñëó÷àÿ, êîãàòî äîëíàòà îñíî-
âà Γ′ íà öèëèíäúðà Π å êðèâîëèíåéíà ïîâúðõíèíà. Çà öåëòà å äîñòàòú÷íî
äà ïîëó÷èì àíàëîã íà îöåíêàòà (∗∗), ïðàâåéêè íóæíèòå äðåáíè ïðîìåíè â
èçïîëçâàíèòå ïî-ãîðå ðàçãëåæäàíèÿ.

Íåêà

Π = {x ∈ Rm : x = (x′, xm), x′ ∈ D, a ≤ ϕ(x′) < xm < b},

êúäåòî D å îãðàíè÷åíà çàòâîðåíà îáëàñò, ϕ ∈ C1(D), à Γ′ = {(x′, ϕ(x′)) :
x′ ∈ D} è Γ′′ = {(x′, b) : x′ ∈ D} ñà ñúîòâåòíî äîëíàòà è ãîðíàòà îñíîâà.
Íåêà η å áåçêðàéíî ãëàäêà �ñðÿçâàùà� ôóíêöèÿ η ∈ C∞0 (Rm), êîÿòî å ðàâíà
íà 1 â îêîëíîñò íà Γ′ è å ðàâíà íà 0 â îêîëíîñò íà Γ′′, êàòî |η|, |ηxm | ≤ C1

â öèëèíäúðà Π.
Êàêòî ïî-ãîðå çà ãëàäêè ôóíêöèè v ∈ C∞(Π) îò ðàâåíñòâîòî

v(x′, ϕ(x′)) = (vη)(x′, ϕ(x′)) = −
b∫

ϕ(x′)

(vη)xm(x′, xm)dxm

ïîñëåäîâàòåëíî ïîëó÷àâàìå

|v(x′, ϕ(x′))| ≤
b∫

ϕ(x′)

|vxmη + vηxm |dxm ≤
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≤
b∫

ϕ(x′)

(
|vxm ||η|+ |v||ηxm |

)
dxm ≤

≤ C1

b∫

ϕ(x′)

(|vxm
|+ |v|)dxm ≤

≤ C1

√
2

b∫

ϕ(x′)

(|vxm |2 + |v|2)
1
2 dxm ≤

≤ C1

√
2
( b∫

a

dxm

) 1
2
( b∫

ϕ(x′)

(|vxm
|2 + |v|2)dxm

) 1
2

,

ò.å.

|v(x′, ϕ(x′))| ≤ C2

( b∫

ϕ(x′)

(|vxm |2 + |v|2)dxm

) 1
2

,

êúäåòî C2 = C1

√
2(b− a)

1
2 . Ïîâäèãàìå íà êâàäðàò òîâà íåðàâåíñòâî,

|v(x′, ϕ(x′))|2 ≤ C2
2

b∫

ϕ(x′)

(|vxm |2 + |v|2)dxm,

è ïî÷ëåííî ãî óìíîæàâàìå ñ íåðàâåíñòâîòî
√

1 + ϕ2
x1

(x′) + · · ·+ ϕ2
xm−1

(x′) ≤ C2
3 , x′ ∈ D,

ñëåä êîåòî èíòåãðèðàìå ïî x′ âúðõó D è ïîëó÷àâàìå
∫

Γ′

|v|2dΓ =
∫

D

|v(x′, ϕ(x′))|2
√

1 + ϕ2
x1

(x′) + · · ·+ ϕ2
xm−1

(x′)dD ≤

≤ C2
2C2

3

∫

D

( b∫

ϕ(x′)

(|vxm |2 + |v|2)dxm

)
dx′ =

= C2

∫

Π

(|vxm
|2 + |v(x)|2)dΠ, C = C2C3,
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ò.å.
‖v‖2L2(Γ′) ≤ C2

∫

Π

(
v2

xm
+ v2

)
dx. (∗)

Óñèëâàìå íåðàâåíñòâîòî, êàòî â ïîäèíòåãðàëíèÿ èçðàç äîáàâèì è êâàäðà-
òèòå íà îñòàíàëèòå ïðîèçâîäíè íà v, ïîñëå êîðåíóâàìå íåðàâåíñòâîòî ïî÷-
ëåííî è ïîëó÷àâàìå îöåíêàòà

‖v‖L2(Γ′) ≤ C‖v‖H1(Π). (∗∗)
Ñ íåéíà ïîìîù âúðõó Γ′ äåôèíèðàìå ñëåäà, êàêòî âå÷å áå íàïðàâåíî ïî-
ãîðå.

Ñëåäà ìîæåì äà äåôèíèðàìå è âúðõó C1-ãëàäêà ïîâúðõíèíà ðàçïîëîæå-
íà âúòðå â îáëàñòòà G. Íåêà íàïðèìåð u ∈ H1(Π), êúäåòî è Π = D × (a, b).
Âúâåæäàìå öèëèíäðèòå Π+ = Π ∩ {ϕ(x′) < xm < b} è Π− = Π ∩ {a < xm <
ϕ(x′)}, a < ϕ(x′) < b, x′ ∈ D, ϕ ∈ C1(D), çà êîèòî Γ′ : xm = ϕ(x′), x′ ∈ D å
ñúîòâåòíî äîëíà è ãîðíà îñíîâà. Äîêàæåòå, ÷å ñëåäàòà íà u âúðõó Γ′, ðàç-
ãëåæäàíà êàòî ÷àñò îò ãðàíèöàòà íà Π+ ñúâïàäà ñúñ ñëåäàòà íà u âúðõó
Γ′, ðàçãëåæäàíà êàòî ÷àñò îò ãðàíèöàòà íà Π−. Ñ äðóãè äóìè, ìàêàð ÷å
ïî ãîðíàòà ñõåìà ñëåäàòà ñå äåôèíèðà çà îáëàñò åäíîñòðàííî ðàçïîëîæåíà
ñïðÿìî ïîâúðõíèíàòà, êîãàòî ïîâúðõíèíàòà å âúòðåøíà, íÿìà çíà÷åíèå êîÿ
îò ñòðàíèòå èçáèðàìå çà äà äåôèíèðàìå ñëåäà âúðõó ïîâúðõíèíàòà.

Ïî-íàòàòúê ùå ïðåäïîëàãàìå, ÷å âñÿêî ïàð÷å Γi îò ãðàíèöàòà Γ å êðè-
âîëèíåéíàòà äîëíà îñíîâà íà öèëèíäúð Πi, êîéòî èçöÿëî ñå ñúäúðæà â G è
èìà îñ óñïîðåäíà íà íÿêîÿ îò êîîðäèíàòíèòå îñè. Ïîñëåäíîòî ïðè íåîáõîäè-
ìîñò ñå ïîñòèãà ñ ðîòàöèÿ íà G, ñïðÿìî êîÿòî ïðèíàäëåæíîñòòà íà H1(G)
ñå çàïàçâà. Ñëåäîâàòåëíî ñëåäàòà íà u ∈ H1(G) å äîáðå äåôèíèðàíà âúðõó
âñÿêî ïàð÷å Γi.

Ìîæåì äà ïîñòúïèì è äðóãîÿ÷å. Çà âñÿêî ïàð÷å Γi è ãëàäêà ôóíêöèÿ
v ∈ C∞(Πi) èìàìå îöåíêèòå

‖v‖2L2(Γi)
≤ Ci‖v‖2H1(Πi)

≤ Ci‖v‖2H1(G).

Êàòî ãè ñóìèðàìå ïî÷ëåííî è ñëåä òîâà êîðåíóâàìå, ïîëó÷àâàìå ñ íÿêàêâà
êîíñòàíòà C > 0 îöåíêàòà

‖v‖L2(Γ) ≤ C‖v‖H1(G).

Ñ íåéíà ïîìîù äåôèíèðàìå ñëåäà êàòî ïî-ãîðå íàïðàâî âúðõó öÿëàòà ãðà-
íèöà Γ. ßñíî å, ÷å âúðõó âñÿêî îò ïàð÷åòàòà ñëåäàòà ñúâïàäà ñ âå÷å âúâå-
äåíàòà ïî-ãîðå.

Íåêà ñåãà u ∈ H l(G). Òúé êàòî ïðè |α| ≤ l − 1 èìàìå ∂αu ∈ H1(G), òî
âñÿêà åäíà îò òåçè îáîáùåíè ïðîèçâîäíè èìà ñëåäà âúðõó Γ.

Äà ðàçãëåäàìå ñëåäàòà íà u ∈ H̊1(G). Òúé êàòî u ïî äåôèíèöèÿ ïðèòå-
æàâà àïðîêñèìèðàùà â H l(G) ðåäèöà îò ôèíèòíè ãëàäêè ôóíêöèè, êîèòî
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ñà ðàâíè íà íóëà â îêîëíîñò íà ãðàíèöàòà Γ, òî ñëåäàòà u|Γ íà u âúðõó Γ å
î÷åâèäíî ðàâíà íà íóëà. Ïî-îáùî, àêî u ∈ H̊ l(G), òî ïðè |α| ≤ l− 1 ñëåäàòà
íà îáîáùåíàòà ïðîèçâîäíà ∂αu|Γ = 0.

Ðàçïîëàãàéêè ñ ïîíÿòèåòî ñëåäà âúðõó ãðàíèöàòà, çà åäíà H1-ãëàäêà
ôóíêöèÿ ìîæåì äà ôîðìóëèðàìå àíàëîã íà êëàñè÷åñêàòà òåîðåìà íà Ãàóñ-
Îñòðîãðàäñêè è äà ïîëçâàìå èçâëå÷åíàòà îò íåÿ ôîðìóëà çà èíòåãðèðàíå
ïî ÷àñòè è çà îáîáùåíè ïðîèçâîäíè.

Íåêà G å îãðàíè÷åíà îáëàñò ñ ÷àñòè÷íî-ãëàäêà ãðàíèöà Γ, ñ åäèíè÷åí
âúíøåí íîðìàëåí âåêòîð n = (n1, . . . , nm) è ui ∈ H1(G), i = 1, . . . , m.

Â ñèëà å ñëåäíèÿò àíàëîã íà ôîðìóëàòà íà Ãàóñ-Îñòðîãðàäñêè
∫

G

m∑

i=1

uixidG =
∫

Γ

m∑

i=1

uinidΓ.

Îò íåãî çà u, v ∈ H1(G) âåäíàãà ñëåäâà
∫

G

(uxiv + uvxi)dG =
∫

G

(uv)xidG =
∫

Γ

uvnidΓ,

ò.å. ôîðìóëàòà çà èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè
∫

G

uxivdG = −
∫

G

uvxidG +
∫

Γ

uvnidΓ.

Ñ ïîìîùòòà íà ãðàíè÷åí ïðåõîä ùå óñòàíîâèì íàïðàâî ôîðìóëàòà çà
èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè, êàòî ñå âúçïîëçâàìå îò âàëèäíîñòòà é çà ãëàäêè
ôóíêöèè è ÷àñòíè ïðîèçâîäíè â êëàñè÷åñêè ñìèñúë.

Íåêà uν , vν ∈ C∞(G), ‖uν − u‖1 → 0, ‖vν − v‖1 → 0 è ñëåäîâàòåëíî
‖uν −u‖L2(Γ) → 0, ‖vν − v‖L2(Γ) → 0 ïðè ν →∞. Çà òÿõ å â ñèëà ôîðìóëàòà

∫

G

uνxivνdG = −
∫

G

uνvνxidG +
∫

Γ

uνvνnidΓ,

îò êîÿòî ñëåä ãðàíè÷åí ïðåõîä ïðè ν → ∞ ïîëó÷àâàìå âåðíîñòòà íà ôîð-
ìóëàòà çà èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè è çà u, v ∈ H1(G).

Óïðàæíåíèå 1. Äîêàæåòå ñ ãðàíè÷åí ïðåõîä âñÿêà åäíà îò ãîðíèòå
èíòåãðàëíè ôîðìóëè.

Óïðàæíåíèå 2. Äîêàæåòå, ÷å àêî u ∈ H1(G) è ñëåäàòà u|Γ = 0, òî u
ïðîäúëæåíà êàòî íóëà èçâúí G å îò u ∈ H1(Rm).

Óïðàæíåíèå 3. Äîêàæåòå, ÷å àêî ãðàíèöàòà Γ ∈ C1, u ∈ H1(G) è
ñëåäàòà u|Γ = 0, òî u ∈ H̊1(G). Óïúòâàíå: Äîñòàòú÷íî å äà äîêàæåì òâúð-
äåíèåòî ëîêàëíî, ò.å. çà u ñ íîñèòåë â îêîëíîñò íà òî÷êà îò ãðàíèöàòà. Áåç
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îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà ìîæåì äà ñè ìèñëèì, ÷å òàçè îêîëíîñò å öèëèí-
äúð Π ñ äîëíà îñíîâà ïàð÷åòî Γ′ îò Γ. Íàé-íàïðåä ïðîäúëæåòå u êàòî íóëà
èçâúí Π, à ñëåä òîâà îñðåäíåòå ñ èçìåñòâàíå ïî îñòà íà öèëèíäúðà íàäîëó
â ÿäðîòî íà îñðåäíÿâàùèÿ îïåðàòîð.

Óïðàæíåíèå 4. Íåêà îáëàñòòà D ∈ Rm−1, G+ = D × (0, a), G− =
D × (−a, 0), G = D × (−a, a), u ∈ H1(G+), v ∈ H1(G−) è ñúâïàäàò ñëå-
äèòå u|xm=0 = v|xm=0. Äîêàæåòå, ÷å àêî ïîëîæèì w =

{
u, x ∈ G+

v, x ∈ G−
, òî

ôóíêöèÿòà w ∈ H1(G). Àêî äîïúëíèòåëíî ïðåäïîëîæèì, ÷å u ∈ H2(G+),
v ∈ H2(G−), òî ôóíêöèÿòà w ∈ H2(G).

Óïðàæíåíèå 5. Ïðè îçíà÷åíèÿòà îò ïðåäíàòà çàäà÷à, àêî äîïúëíèòåë-
íî ïðåäïîëîæèì u ∈ H l(G+), v ∈ H l(G−) è ñúâïàäàò ñëåäèòå íà îáîáùåíèòå
ïðîèçâîäíè ∂p

xm
u|xm=0 = ∂p

xm
v|xm=0 çà p = 1, . . . , l − 1, òî w ∈ H l(G).
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