
2_1. Íîðìèðàíè è áàíàõîâè ïðîñòðàíñòâà.
Îãðàíè÷åíè (íåïðåêúñíàòè) îïåðàòîðè è ôóíêöèîíàëè.
2_2. Õèëáåðòîâè ïðîñòðàíñòâà, òåîðåìè íà Ðèñ è Õàí-Áàíàõ.
Íîðìèðàíèòå ïðîñòðàíñòâà ñà ëèíåéíè ïðîñòðàíñòâà, íà âñåêè åëåìåíò

îò êîèòî å ñúïîñòàâåíî íåîòðèöàòåëíî ðåàëíî ÷èñëî, íàðè÷àíî íîðìà. Åëå-
ìåíòèòå íà ëèíåéíîòî ïðîñòðàíñòâî îáèêíîâåíî íàðè÷àìå âåêòîðè è íîð-
ìàòà íà âåêòîð å àíàëîã íà ïîíÿòèåòî äúëæèíà íà âåêòîð - äîáðå ïîçíàòî
îò êðàéíîìåðíèòå äâóìåðíè è òðèìåðíè âåêòîðíè ïðîñòðàíñòâà.

2_0. Ëèíåéíè ïðîñòðàíñòâà
Åäíî ìíîæåñòâî L ñ åëåìåíòè x, y, z, . . . íàðè÷àìå ëèíåéíî ïðîñòðàí-

ñòâî, àêî íà âñåêè äâà åëåìåíòà x, y ∈ L å ñúïîñòàâåí òðåòè åëåìåíò îò
L, êîéòî îçíà÷àâàìå êàòî x + y è íàðè÷àìå òÿõíà ñóìà, íà âñÿêî ðåàëíî
÷èñëî λ ∈ R è ïðîèçâîëåí åëåìåíò x ∈ L å ñúïîñòàâåí åëåìåíò λx ∈ L,
êîéòî íàðè÷àìå òÿõíî ïðîèçâåäåíèå, çà ïðîèçâîëíè åëåìåíòè x, y, z ∈ L è
ïðîèçâîëíè ðåàëíè ÷èñëà (ñêàëàðè) λ, µ ∈ R èçïúëíåíè ñëåäíèòå îñíîâíè
ñâîéñòâà (àêñèîìè):

1. (x + y) + z = x + (y + z) (àñîöèàòèâíîñò).
2. Ñúùåñòâóâà òàêúâ åëåìåíò 0 ∈ L (íóëåâ åëåìåíò), ÷å x + 0 = x.
3. Âñåêè åëåìåíò x ∈ L ïðèòåæàâà ïðîòèâîïîëîæåí åëåìåíò −x ∈ L,

òàêúâ ÷å x + (−x) = 0.
4. x + y = y + x.
5. 1 · x = x.
6. λ(µx) = (λµ)x (àñîöèàòèâíîñò íà óìíîæåíèåòî ñúñ ñêàëàð).
7. λ(x + y) = λx + λy (äèñòðèáóòèâíîñò).
8. (λ + µ)x = λx + µx (äèñòðèáóòèâíîñò).
Åëåìåíòèòå íà ëèíåéíîòî ïðîñòðàíñòâî íàðè÷àìå âåêòîðè, à ÷èñëàòà,

ñ êîèòî óìíîæàâàìå - ñêàëàðè (àíàëîãèÿòà ñ äâóìåðíèòå è òðèìåðíè âåê-
òîðíè ïðîñòðàíñòâà îò åâêëèäîâàòà ãåîìåòðèÿ å âîäåùà). Ùå ðàçãëåæäàìå
ñàìî óìíîæåíèå ñúñ ðåàëíè ÷èñëà, ò.å. ëèíåéíè ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåòî
íà ðåàëíèòå ÷èñëà. Çà íóæäèòå íà êóðñà òîâà å íàïúëíî äîñòàòú÷íî.

Ïúðâèòå òðè àêñèîìè ïîêàçâàò, ÷å åëåìåíòèòå íà ëèíåéíîòî ïðîñòðàíñ-
òâî îáðàçóâàò ãðóïà îòíîñíî îïåðàöèÿòà ñúáèðàíå (àäèòèâíà ãðóïà). Ñúã-
ëàñíî ÷åòâúðòîòî ñâîéñòâî òàçè ãðóïà å êîìóòàòèâíà (àáåëåâà). Îñòàíàëèòå
àêñèîìè ïîêàçâàò, ÷å ñà íàëèöå è âñè÷êè ïîçíàòè ñâîéñòâà íà óìíîæåíèåòî
íà ðåàëíî ÷èñëî ñ ðåàëíî ÷èñëî, íàïðèìåð êàòî ñëåäñòâèå ïîëó÷àâàìå, ÷å
0 · x = 0. Ñåãà èìàìå äâà äèñòðèáóòèâíè çàêîíà, òúé êàòî ìíîæèòåëèòå
íå ñà ðàâíîïðàâíè (èìàò ðàçëè÷íà ïðèðîäà - ñêàëàð è âåêòîð). Âúâåäåíèòå
îïåðàöèè ñúáèðàíå íà âåêòîðè è óìíîæåíèå ñ ÷èñëî (ñêàëàð) ùå íàðè÷àìå
ëèíåéíè îïåðàöèè.

Åäíî ïîäìíîæåñòâî M íà ëèíåéíîòî ïðîñòðàíñòâî L íàðè÷àìå ëèíåéíî
ïîäïðîñòðàíñòâî, àêî å çàòâîðåíî îòíîñíî ëèíåéíèòå îïåðàöèè â îáêðúæà-
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âàùîòî ãî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî L. Êàçàíî ïî äðóã íà÷èí, àêî ñóìàòà íà
âñåêè äâà âåêòîðà îò ïîäìíîæåñòâîòî è ïðîèçâåäåíèåòî íà êîé äà å âåêòîð
îò ïîäìíîæåñòâîòî ñ ïðîèçâîëíî ÷èñëî ïðèíàäëåæàò íà ïîäìíîæåñòâîòî,
ò.å.

∀x, y ∈ M ⊂ L, ∀λ ∈ R =⇒ x + y ∈ M, λx ∈ M.

Àêî y, x1, x2, . . . , xk ñà åëåìåíòè îò L, à λ1, λ2, . . . , λk ñà ðåàëíè ÷èñëà è

y = λ1x1 + λ2x2 + . . . + λkxk =
k∑

ν=1

λνxν

êàçâàìå, ÷å y ñå èçðàçÿâà ëèíåéíî ÷ðåç x1, x2, . . . , xk èëè, ÷å âåêòîðúò y å
ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ íà âåêòîðèòå x1, x2, . . . , xk. Åñòåñòâåíî å äà êàæåì, ÷å
âåêòîðèòå y, x1, x2, . . . , xk ñà ëèíåéíî çàâèñèìè. Ïî-îáùî, êðàåí áðîé âåê-
òîðè x1, x2, . . . , xk ùå íàðè÷àìå ëèíåéíî çàâèñèìè, àêî ïîíå åäèí îò òÿõ ñå
èçðàçÿâà ëèíåéíî ÷ðåç îñòàíàëèòå. Åêâèâàëåíòåí íà÷èí äà ñå ôîðìóëèðà
ïîíÿòèåòî ëèíåéíà çàâèñèìîñò íà âåêòîðè ñå äàâà â ñëåäíàòà ôîðìàëíà
äåôèíèöèÿ.

Äåôèíèöèÿ. Êàçâàìå, ÷å âåêòîðèòå x1, x2, . . . , xk ñà ëèíåéíî çàâèñèìè,
àêî ñúùåñòâóâàò ðåàëíè ÷èñëà λ1, λ2, . . . , λk, ïîíå åäíî îò êîèòî å ðàçëè÷íî
îò íóëà (ò.å. |λ1|+ |λ2|+ . . . + |λk| 6= 0), òàêèâà ÷å

λ1x1 + λ2x2 + . . . + λkxk = 0.

Àêî k âåêòîðà íå ñà ëèíåéíî çàâèñèìè, åñòåñòâåíî å äà ãè íàðå÷åì ëè-
íåéíî íåçàâèñèìè âåêòîðè. Òîâà î÷åâèäíî å âÿðíî òîãàâà è ñàìî òîãàâà,
êîãàòî íèêîé îò òÿõ íå å ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ íà ÷àñò îò îñòàíàëèòå âåêòî-
ðè è åêâèâàëåíòíèÿò íà÷èí äà áúäå ôîðìóëèðàíî òîâà ñå äàâà îò ñëåäíàòà
ôîðìàëíà äåôèíèöèÿ.

Äåôèíèöèÿ. Êàçâàìå, ÷å âåêòîðèòå x1, x2, . . . , xk ñà ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìè, àêî îò òîâà, ÷å ëèíåéíàòà êîìáèíàöèÿ

λ1x1 + λ2x2 + . . . + λkxk = 0

å ðàâíà íà íóëà, ñëåäâà, ÷å âñè÷êè êîåôèöèåíòè λ1, λ2, . . . , λk ñà ðàâíè íà
íóëà.

Ïîíÿòèåòî ëèíåéíà íåçàâèñèìîñò ìîæåì äà ïðåíåñåì è çà ïðîèçâîëíà
(áåçêðàéíà) ñúâêóïíîñò îò âåêòîðè.

Äåôèíèöèÿ. Ùå êàçâàìå, ÷å âåêòîðèòå îò åäíî ïîäìíîæåñòâî íà ëè-
íåéíîòî ïðîñòðàíñòâî ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè, àêî âñåêè êðàåí!! áðîé îò
òÿõ ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè, ò.å. àêî íèêîé îò òÿõ íå ìîæå äà áúäå ïðåäñ-
òàâåí êàòî ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ íà êðàåí!! áðîé îò îñòàíàëèòå âåêòîðè îò
ïîäìíîæåñòâîòî.
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Äåôèíèöèÿ. Åäíî ïîäìíîæåñòâî B ⊂ L îò ëèíåéíî íåçàâèñèìè âåêòî-
ðè ùå íàðè÷àìå áàçà (áàçèñ) íà L, àêî âñåêè âåêòîð îò ëèíåéíîòî ïðîñòðàñ-
òâî L ñå ïðåäñòàâÿ êàòî êðàéíà!! ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ íà âåêòîðè îò áàçèñà
B.

Çàáåëåæêà. Êîåôèöèåíòèòå â ëèíåéíàòà êîìáèíàöèÿ ñà åäíîçíà÷íî îï-
ðåäåëåíè!!

Äåôèíèöèÿ. Åäíî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî ùå íàðè÷àìå êðàéíîìåðíî
ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî, àêî ïðèòåæàâà áàçèñ îò êðàåí áðîé âåêòîðè. Áðîÿò
íà åëåìåíòèòå îò áàçèñà íàðè÷àìå ðàçìåðíîñò íà ïðîñòðàíñòâîòî. Ëèíåé-
íèòå ïðîñòðàíñòâà, êîèòî íå ñà êðàéíîìåðíè, ùå íàðè÷àìå áåçêðàéíîìåðíè
ëèíåéíè ïðîñòðàíñòâà.

Çàáåëåæêà. Äåôèíèöèÿòà íà ðàçìåðíîñò å êîðåêòíà, çàùîòî ñå äîêàç-
âà, ÷å âñåêè äâà áàçèñà â êðàéíîìåðíîòî ïðîñòðàíñòâî èìàò ðàâåí áðîé
åëåìåíòè.

Î÷åâèäíî åäíî ïðîñòðàíñòâî å áåçêðàéíîìåðíî, òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êî-
ãàòî çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n â íåãî ñúùåñòâóâàò n ëèíåéíî íåçàâèñèìè
åëåìåíòà.

Çàáåëåæêà. Ìîæå äà ñå äîêàæå, êàòî ñå èçïîëçâà àêñèîìàòà çà èçáîðà, ÷å
âñÿêî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî èìà áàçèñ (ëèíååí áàçèñ), íàðè÷àí îùå áàçèñ
íà Õàìåë.

Äåôèíèöèÿ. Êàçâàìå, ÷å L å äèðåêòíà ñóìà íà ñâîèòå ëèíåéíè ïîäï-
ðîñòðàíñòâà M è N , àêî ñå÷åíèåòî èì ñúäúðæà ñàìî íóëåâèÿ åëåìåíò, ò.å
M ∩N = {0} è âñåêè åëåìåíò x îò L å ñóìà íà äâà åëåìåíòà y è z îò M è
N ñúîòâåòíî, ò.å.

x = y + z, y ∈ M, z ∈ N.

Ðàçìåðíîñòòà íà N íàðè÷àìå êîðàçìåðíîñò íà M , à ðàçìåðíîñòòà íà M �
êîðàçìåðíîñò íà N ñïðÿìî L.

Åëåìåíòèòå x è y ñà åäíîçíà÷íî îïðåäåëåíè. Íàèñòèíà, àêî äîïóñíåì,
÷å

x = y′ + z′, y′ ∈ M, z′ ∈ N,

òî êàòî èçâàäèì ïî÷ëåííî òåçè ðàâåíñòâà ïîëó÷àâàìå, ÷å ÷å

0 = (y − y′) + (z − z′), (y − y′) ∈ M, (z − z′) ∈ N,

ò.å. y − y′ = z′ − z å îáù åëåìåíò íà M è N è ñëåäîâàòåëíî å íóëåâèÿò
åëåìåíò 0 = y− y′ = z′− z, îòêúäåòî èìàìå y = y′, z = z′, êîåòî èñêàõìå äà
äîêàæåì.

Íåêà L,M è N ñà ëèíåéíè ïðîñòðàíñòâà.
Äåôèíèöèÿ. Åäíî èçîáðàæåíèå A : L → M ùå íàðè÷àìå �ëèíåéíî

èçîáðàæåíèå� èëè �ëèíååí îïåðàòîð�, àêî çà ïðîèçâîëíè x, y ∈ L, λ ∈ R èìà
ñâîéñòâàòà

A(x + y) = Ax + Ay, A(λx) = λAx,
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ò.å. îáðàçúò íà ñóìà îò âåêòîðè å ñóìà îò îáðàçèòå, îáðàçúò íà ïðîèçâåäåíèå
íà ÷èñëî è âåêòîð å ïðîèçâåäåíèå íà ñúùîòî ÷èñëî è îáðàçà íà âåêòîðà.

ßñíî å, ÷å A : L → M å ëèíååí îïåðàòîð òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî çà
ïðîèçâîëíè x1, x2, . . . , xk ∈ L, λ1, λ2, . . . , λk ∈ R èìàìå

A(
k∑

ν=1

λνxν) =
k∑

ν=1

λνAxν ,

ò.å. îáðàçúò íà ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ îò âåêòîðè å ñúùàòà ëèíåéíà êîìáèíà-
öèÿ îò îáðàçèòå íà âåêòîðèòå.

Â ñïåöèàëíèÿ ñëó÷àé, êîãàòî ëèíåéíîòî ïðîñòðàíñòâî M å ìíîæåñòâîòî
îò ðåàëíèòå ÷èñëà, ëèíåéíèÿò îïåðàòîð íàðè÷àìå ëèíååí ôóíêöèîíàë. Ñ
äðóãè äóìè ëèíåéíèÿò ôóíêöèîíàë å ëèíåéíî èçîáðàæåíèå îò åäíî ëèíåéíî
ïðîñòðàíñòâî â ìíîæåñòâîòî íà ðåàëíèòå ÷èñëà. Íàçâàíèåòî ôóíêöèîíàë
èäâà îò òîâà, ÷å ïúðâèòå ñúäúðæàòåëíè ïðèìåðè çà òàêèâà èçîáðàæåíèÿ
ñà áèëè ñ äåôèíèöèîííà îáëàñò ìíîæåñòâà îò ôóíêöèè, òàêà ÷å òåðìèíúò
�ôóíêöèîíàë� å âúâåäåí, çà äà èçðàçè íåîáõîäèìîòî íîâî ïîíÿòèå �ôóíêöèÿ
ñ àðãóìåíò ôóíêöèÿ�.

Îáðàçúò íà íóëåâèÿ åëåìåíò â L å íóëåâèÿò åëåìåíò â M, ò.å. A · 0 = 0.
Ìíîæåñòâîòî îò îáðàçèòå íà åëåìåíòèòå îò L, îçíà÷àâàíî îáèêíîâåíî ñ

R(A), îò Region � îáëàñò, (A(L) èëè Im(A), îò Image � îáðàç) è íàðè÷àíî
îáëàñò îò ñòîéíîñòèòå íà L å ëèíåéíî ïîäïðîñòðàíñòâî íà M .

Àêî B : M → N å äðóã ëèíååí îïåðàòîð, òî ïðîèçâåäåíèåòî (êîìïîçè-
öèÿòà) AB : L → N íà èçîáðàæåíèÿòà A è B ñå äåôèíèðà êàòî AB(x) =
A(B(x)), x ∈ L è ñúùî å ëèíååí îïåðàòîð.

Îò ëèíåéíîñòòà íà îïåðàòîðà A : L → M ñëåäâà, ÷å ìíîæåñòâîòî îò
âåêòîðèòå, çà êîèòî A ñå àíóëèðà (íóëèòå íà A), ò.å. ðåøåíèÿòà íà õîìî-
ãåííîòî óðàâíåíèå Ax = 0 îáðàçóâàò ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî. Òîâà ëèíåéíî
ïðîñòðàíñòâî íàðè÷àìå ÿäðî íà îïåðàòîðà A è ãî îçíà÷àâàìå ñ kerA (îò
àíãëèéñêàòà äóìà kernel � ÿäðî).

Îïåðàòîðúò A å îáðàòèìî èçîáðàæåíèå (èíåêöèÿ, ìîíîìîðôèçúì), ò.å.
èçîáðàçÿâà ðàçëè÷íèòå åëåìåíòè â ðàçëè÷íè, òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî
ÿäðîòî íà îïåðàòîðà A ñúäúðæà ñàìî íóëåâèÿ åëåìåíò. Â òàêúâ ñëó÷àé ðå-
øåíèåòî íà íåõîìîãåííîòî ëèíåéíî óðàâíåíèå Ax = z å åäèíñòâåíî (àêî
ñúùåñòâóâà). Íàèñòèíà, àêî x1 è x2 ñà äâå ðåøåíèÿ íà íåõîìîãåííîòî óðàâ-
íåíèå, òî êàòî èçâàäèì ïî÷ëåííî ðàâåíñòâàòà

Ax1 = z, Ax2 = z

ïîëó÷àâàìå, ÷å ðàçëèêàòà x1 − x2 = y íà äâåòå ðåøåíèÿ íà íåõîìî-
ãåííîòî óðàâíåíèå óäîâëåòâîðÿâà õîìîãåííîòî óðàâíåíèå Ay = 0 è
ñëåäîâàòåëíî å ðàâíà íà íóëà, ò.å. x1 = x2.
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Îò ãîðíèòå ðàçãëåæäàíèÿ âåäíàãà ïîëó÷àâàìå ñëåäíàòà õàðàêòåðèñòèêà
íà ñòðóêòóðàòà íà ðåøåíèÿòà íà ïðîèçâîëíî íåõîìîãåííî óðàâíåíèå Ax = z
ñ ëèíååí îïåðàòîð â ëÿâàòà ñòðàíà:

x = x1 + y,

ò.å. ïðîèçâîëíî ðåøåíèå x íà íåõîìîãåííîòî óðàâíåíèå å ñóìà îò åäíî ôèê-
ñèðàíî ðåøåíèå x1 íà íåõîìîãåííîòî óðàâíåíèå, íàðè÷àíî îáèêíîâåíî ÷àñ-
òíî ðåøåíèå è ïîäõîäÿùî ðåøåíèå y íà õîìîãåííîòî óðàâíåíèå.

Äåôèíèöèÿ. Åäíî ëèíåéíî èçîáðàæåíèå (ëèíååí îïåðàòîð) A : L → M
íàðè÷àìå èçîáðàæåíèå �âúðõó� (ñþðåêòèâíî èçîáðàæåíèå, åïèìîðôèçúì),
àêî âñåêè åëåìåíò (âåêòîð) îò M èìà ïðîîáðàç â L èëè êàçàíî äðóãîÿ÷å, íå-
õîìîãåííîòî ëèíåéíî óðàâíåíèå Ax = z èìà ðåøåíèå çà âñÿêà äÿñíà ñòðàíà
z îò M .

Àêî A å îáðàòèì (èíåêòèâåí) ëèíååí îïåðàòîð, òî âúðõó ëèíåéíîòî ïðîñ-
òðàíñòâî R(A) å äîáðå äåôèíèðàí íåãîâèÿò îáðàòåí îïåðàòîð

A−1 : M ⊃ R(A) → L,

êàòî ïî äåôèíèöèÿ A−1z = x, àêî Ax = z. Î÷åâèäíî îáðàòíèÿò îïåðàòîð
íà åäèí ëèíååí îïåðàòîð å ñúùî ëèíååí îïåðàòîð è å ñþðåêòèâåí.

Äåôèíèöèÿ. Êàçâàìå, ÷å åäíî ëèíåéíî èçîáðàæåíèå A : L → M îñú-
ùåñòâÿâà âçàèìíî-åäíîçíà÷íî ñúîòâåòñòâèå (áèåêöèÿ) ìåæäó L è M , èëè
÷å ëèíåéíèòå ïðîñòðàíñòâà L è M ñà èçîìîðôíè, àêî îïåðàòîðúò å èíåêòè-
âåí è ñþðåêòèâåí (ìîíîìîðôèçúì è åïèìîðôèçúì, îáðàòèì è èçîáðàæåíèå
âúðõó) åäíîâðåìåííî.

Çàáåëåæêà. Â òàêúâ ñëó÷àé è îáðàòíèÿò îïåðàòîð A−1 : M = R(A) → L,
å èçîìîðôèçúì.

Äâå èçîìîðôíè ëèíåéíè ïðîñòðàíñòâà ñà �íåðàçëè÷èìè� ïî îòíîøåíèå
íà ëèíåéíèòå îïåðàöèè â òÿõ. Â ÷àñòíîñò, àêî åäíîòî îò òÿõ å êðàéíîìåðíî,
òî è äðóãîòî å êðàéíîìåðíî è èìà ñúùàòà ðàçìåðíîñò.

Ïðèìåðè íà ëèíåéíè ïðîñòðàíñòâà
Îñíîâíèòå ïðèìåðè çà ëèíåéíè ïðîñòðàíñòâà ñà äâóìåðíèòå è òðèìåð-

íè âåêòîðíè ïðîñòðàíñòâà E2 è E3 îò åâêëèäîâàòà ãåîìåòðèÿ. Ñúáèðàíåòî
íà âåêòîðè ~a +~b = ~c ñòàâà ïî ïðàâèëîòî íà ïàðàëåëîãðàìà (âæ. Ðèñ 1), à
ïðîèçâåäåíèåòî íà âåêòîðà ~u ñ ïîëîæèòåëíî (îòðèöàòåëíî) ÷èñëî λ å åäíî-
ïîñî÷åí âåêòîð (âåêòîð ñ ïðîòèâîïîëîæíà ïîñîêà) ~v ñ äúëæèíà |~v| = |λ||~u|
(âæ. Ðèñ 2). Äâà âåêòîðà (ðàçáèðàíè êàòî íàñî÷åíè îòñå÷êè ñ íà÷àëî è êðàé
(âðúõ), ñòðåëè) ñ÷èòàìå çà ðàâíè, àêî ñà óñïîðåäíè (èìàò åäíî è ñúùî íàï-
ðàâëåíèå), èìàò åäíà è ñúùà ïîñîêà è äúëæèíà. Áàçèñ â E2 îáðàçóâàò äâà
ïðîèçâîëíè ëèíåéíî íåçàâèñèìè âåêòîðà (íåêîëèíåàðíè âåêòîðà) −→a1 è −→a2.
Àêî ~x å ïðîèçâîëåí âåêòîð îò E2 , òîé ñå ïðåäñòàâÿ êàòî ëèíåéíàòà êîìáè-
íàöèÿ

~x = x1
−→a1 + x2

−→a2,
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êúäåòî êîåôèöèåíòèòå x1 è x2 ñà åäíîçíà÷íî îïðåäåëåíè (âæ. Ðèñ 3). Íàðè-
÷àìå ãè êîîðäèíàòè íà âåêòîðà ~x ñïðÿìî èçáðàíèÿ áàçèñ è ïèøåì ~x(x1, x2).

Âåêòîðèòå, êîëèíåàðíè ñ äàäåíà ïðàâà (âåêòîð) îáðàçóâàò åäíîìåðíîòî
ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî E1 ñ áàçèñ êîé äà å íåíóëåâ âåêòîð.

Àêî êîîðäèíàòèòå íà âåêòîðà ~y ñà ~y(y1, y2),

~y = y1
−→a1 + y2

−→a2,

òî î÷åâèäíî
~x + ~y = (x1 + y1)−→a1 + (x2 + y2)−→a2,

λ~x = (λx1)−→a1 + (λx2)−→a2,

è êîîðäèíàòèòå íà ñóìàòà ~x + ~y ñà (x1 + y1, x2 + y2), ò.å. ïîëó÷àâàò ñå ñ ïî-
êîîðäèíàòíî ñúáèðàíå, à êîîðäèíàòèòå íà ïðîèçâåäåíèåòî λ~x ñà (λx1, λx2),
ò.å. ïîëó÷àâàò ñå ñ ïîêîîðäèíàòíî óìíîæåíèå.

Îòòóê ëåñíî ïðåìèíàâàìå êúì äåôèíèöèÿòà íà n-ìåðíîòî �êîîðäèíàò-
íî� ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî Rn. Òî ñå ñúñòîè îò íàðåäåíèòå n-òîðêè ðåàëíè
÷èñëà x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn), . . ., êîèòî íàðè÷àìå òî÷êè èëè âåê-
òîðè, êàòî ëèíåéíèòå îïåðàöèè ñúáèðàíå è óìíîæåíèå ñ ÷èñëî îïðåäåëÿìå
ïîêîîðäèíàòíî

x + y = (x1 + y1, . . . , xn + yn),

λx = (λx1, . . . , λxn).

Çà ðàçëèêà îò E2, êúäåòî âåêòîðúò ~x èìà çà êîîðäèíàòè íàðåäåíàòà äâîéêà
(x1, x2), â Rn �âåêòîðúò� (�òî÷êàòà�) x å ñàìàòà íàðåäåíà n-òîðêà, ò.å. x =
(x1, . . . , xn).

Åäèí áàçèñ â Rn îáðàçóâàò âåêòîðèòå

{(1, 0, . . . , 0), (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 0, 1)}.

Î÷åâèäíî x1, . . . , xn ñà êîîðäèíàòè íà x = (x1, . . . , xn) ñïðÿìî òîçè áàçèñ.
Äðóã áàçèñ å

{(1, 0, . . . , 0), (1, 1, 0, . . . , 0), . . . , (1, 1, . . . , 1)}.

M = {x : x = (x1, x2, . . . , xn), x1 = 3x2} å ëèíåéíî ïîäïðîñòðàíñòâî íà
Rn. Ïîñî÷åòå áàçèñ â íåãî è îïðåäåëåòå ðàçìåðíîñòòà íà M . Íàé-ëåñíî ñè
ïðåäñòàâÿìå äâóìåðíîòî �êîîðäèíàòíî� ëèíåéíî

ïðîñòðàíñòâî R2. Òî÷êàòà x = (x1, x2) ∈ R2 îòúæäåñòâÿâàìå ñ òî÷êàòà
P (x1, x2) îò åâêëèäîâàòà ðàâíèíà ñ êîîðäèíàòè x1 è x2. Ìåæäó òî÷êèòå P

è òåõíèòå ðàäèóñ âåêòîðè −−→OP èìà âçàèìíî åäíîçíà÷íî ñúîòâåòñòâèå (âæ.
Ðèñ.4). Îòòóê èäâà è ïðàâèëîòî çà ïîêîîðäèíàòíîòî ñúáèðàíå íà òî÷êèòå
îò R2 è ïðàâèëîòî çà ïîêîîðäèíàòíî óìíîæåíèå ñ ÷èñëî (âæ. Ðèñ. 5 è 6).

6



E2 è R2 ñà î÷åâèäíî èçîìîðôíè. Ïîñî÷åòå ïîäõîäÿù èçîìîðôèçúì, êàòî
ïîñî÷èòå êîé åëåìåíò îò áàçèñ â E2 â êîé åëåìåíò îò R2 ñå èçîáðàçÿâà.

Ïðîñòðàíñòâîòî R1 îòúæäåñòâÿâàìå ñ ìíîæåñòâîòî îò ðåàëíèòå ÷èñëà
R.

Äà ïîñî÷èì ïðèìåð íà áåçêðàéíîìåðíî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî. Ïî àíà-
ëîãèÿ ñ Rn ðàçãëåæäàìå ìíîæåñòâîòî R∞ ñ åëåìåíòè ðåäèöèòå îò ðåàëíè
÷èñëà x = (x1, . . . , xn, . . .), y = (y1, . . . , yn, . . .),. . . , çà êîèòî âúâåæäàìå ïî-
êîîðäèíàòíî ñúáèðàíå è óìíîæåíèå

x + y = (x1 + y1, . . . , xn + yn, . . .),

λx = (λx1, . . . , λxn, . . .).

R∞ å ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî. Òî å áåçêðàéíîìåðíî, çàùîòî åëåìåíòèòå
(�âåêòîðèòå�)

(1, 0, . . . , 0, . . .), . . . , (0, . . . , 0, 1, 0 . . .), . . .

ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè, íî òå íå îáðàçóâàò áàçèñ â íåãî!! Íàïðèìåð âåêòîðúò
(1, 1, . . . , 1, . . .) íå ìîæå äà áúäå ïðåäñòàâåí êàòî ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ íà
êðàåí áðîé îò òÿõ.

Íåêà M = {1, 2, . . . , n}. Òî÷êèòå îò Rn ìîæåì äà ðàçãëåæäàìå êàòî íà-
áîðúò îò ñòîéíîñòè íà ôóíêöèèòå f : M → R, g : M → R,. . . , êàòî î÷åâèäíî
ôóíêöèÿòà f ñå îïðåäåëÿ îò n-òîðêàòà (f(1), . . . , f(n)), â êîÿòî àðãóìåíòèòå
èãðàÿò ðîëÿòà íà èíäåêñè. Îò åñòåñòâåíîòî �ïîòî÷êîâî� ïðàâèëî çà ñúáèðà-
íå íà ôóíêöèè ïðèåìàùè ðåàëíè ñòîéíîñòè

(f + g)(x) = f(x) + g(x), x ∈ M

è çà óìíîæåíèå íà ôóíêöèÿ ñ ÷èñëî

(λf)(x) = λf(x), x ∈ M

îòíîâî ñëåäâàò ïîçíàòèòå íè ïîêîîðäèíàòíè îïåðàöèè çà òî÷êèòå îò Rn,
êàòî ìîæåì äà íàïèøåì, ÷å

Rn = {f |f : M → R} = {f |f : {1, 2, . . . , n} → R}.

Àêî M = {1, 2, . . . , n, . . .}, òî ïî àíàëîãè÷íè ñúîáðàæåíèÿ îòíîâî ìîæåì
äà îòúæäåñòâèì R∞ ñ ìíîæåñòâîòî îò ôóíêöèè, äåôèíèðàíè â M , ò.å.

R∞ = {f |f : M → R} = {f |f : {1, 2, . . . , n, . . .} → R}.

Ñëåäâàéêè òàçè àíàëîãèÿ, ñòèãàìå äî ëèíåéíèòå ôóíêöèîíàëíè ïðîñò-
ðàíñòâà, ðàçëè÷íè ñëó÷àè îò êîèòî ïúðâîíà÷àëíî ñà âúâåæäàíè è èçïîë-
çâàíè ïîðàäè ðåäèöà äðóãè âàæíè íåôîðìàëíè ñúîáðàæåíèÿ. Íåêà M å
ïðîèçâîëíî ìíîæåñòâî. Âúâåæäàìå ìíîæåñòâîòî RM îò âñè÷êè ôóíêöèè
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äåôèíèðàíè â M , êîèòî ïðèåìàò ðåàëíè ñòîéíîñòè. Çà åëåìåíòèòå ìó âú-
âåæäàìå êàêòî ïî-ãîðå îïåðàöèòå çà ïîòî÷êîâî ñúáèðàíå íà ôóíêöèè è óì-
íîæåíèå ñ ÷èñëî

(f + g)(x) = f(x) + g(x), x ∈ M,

(λf)(x) = λf(x), x ∈ M.

Òàêà ïîëó÷àâàìå ëèíåéíîòî ïðîñòðàíñòâî

RM = {f |f : M → R},

åëåìåíòèòå, âåêòîðèòå îò êîåòî, ñà ôóíêöèèòå äåôèíèðàíè â M ñ åñòåñòâå-
íèòå çà òÿõ ïîòî÷êîâè ëèíåéíè îïåðàöèè ñúáèðàíå è óìíîæåíèå ñ ÷èñëî.

Àêî ìíîæåñòâîòî M å áåçêðàéíî, òî RM å áåçêðàéíîìåðíî ëèíåéíî ïðîñ-
òðàíñòâî.

Íåêà ∆ å èíòåðâàë âúðõó ðåàëíàòà ïðàâà, íàïðèìåð ∆ = (α, β). Ìíî-
æåñòâîòî C(∆) îò íåïðåêúñíàòèòå â ∆ ôóíêöèè å ïðèìåð çà åäíî âàæíî
ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî. Äðóãî ÷åñòî ñðåùàíî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî Ck(∆)
ñå ñúñòîè îò ôóíêöèèòå ïðèòåæàâàùè íåïðåêúñíàòè ïðîèçâîäíè äî ðåä k
â ∆. Íåãîâî ëèíåéíî ïîäïðîñòðàíñòâî å C∞(∆) � ìíîæåñòâîòî îò ôóíê-
öèè, ïðèòåæàâàùè íåïðåêúñíàòè ïðîèçâîäíè îò ïðîèçâîëåí ðåä â ∆. Ìíî-
æåñòâîòî P (∆) îò ïîëèíîìèòå îò ïðîèçâîëåí ðåä ñ ðåàëíè êîåôèöèåíòè,
ðàçãëåæäàíè êàòî ôóíêöèè, äåôèíèðàíè â ∆, å ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî. Íå-
ãîâî ëèíåéíî ïîäïðîñòðàíñòâî îáðàçóâàò ïîëèíîìèòå Pn(∆) îò ñòåïåí íå
ïðåâèøàâàùà n. Î÷åâèäíî ïîñëåäíîòî ïðîñòðàíñòâî å êðàéíîìåðíî è å èçî-
ìîðôíî íà Rn+1. Â ñèëà ñà âêëþ÷âàíèÿòà

C(∆) ⊃ Ck(∆) ⊃ C∞(∆) ⊃ P (∆) ⊃ Pn(∆).

Ïðèìåðè çà ëèíåéíè îïåðàòîðè

Ïðèìåðè çà ëèíåéíè ôóíêöèîíàëè

2_1. Íîðìèðàíè è áàíàõîâè ïðîñòðàíñòâà.
Îãðàíè÷åíè (íåïðåêúñíàòè) îïåðàòîðè è ôóíêöèîíàëè.

Íîðìèðàíè è áàíàõîâè ïðîñòðàíñòâà
Äåôèíèöèÿ. Êàçâàìå, ÷å ëèíåéíîòî ïðîñòðàíñòâî X å �ëèíåéíî íîð-

ìèðàíî ïðîñòðàíñòâî� èëè ïðîñòî �íîðìèðàíî ïðîñòðàíñòâî�, àêî íà âñåêè
åëåìåíò (âåêòîð) x ∈ X å ñúïîñòàâåíî ðåàëíî íåîòðèöàòåëíî ÷èñëî ‖x‖,
íàðè÷àíî íîðìà íà x, êàòî ñà èçïúëíåíè ñëåäíèòå ñâîéñòâà (àêñèîìè):
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1. ‖x‖ ≥ 0, êàòî ‖x‖ = 0 òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî x = 0. (ïîçèòèâíîñò
è íåèçðîäåíîñò)

2. ‖λx‖ = |λ|‖x‖. (õîìîãåííîñò)
3. ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖. (íåðàâåíñòâî íà òðèúãúëíèêà)
Îñíîâíèòå ïðèìåðè çà íîðìèðàíè ïðîñòðàíñòâà ñà äâóìåðíèòå è òðè-

ìåðíèòå âåêòîðíè ïðîñòðàíñòâà E2 è E3, êàòî íîðìàòà íà åäèí âåêòîð å
íåãîâàòà äúëæèíà. Â òåçè ïðîñòðàíñòâà âñè÷êè ñâîéñòâà íà íîðìàòà ñà î÷å-
âèäíî èçïúëíåíè, êàòî ïîñëåäíîòî ñâîéñòâî 3 èçðàçÿâà èçâåñòíîòî åëåìåí-
òàðíî íåðàâåíñòâî � ñóìàòà íà äâå îò ñòðàíèòå â òðèúãúëíèêà å ïî-ãîëÿìà
îò òðåòàòà ñòðàíà (âæ. Ðèñ ).

Â åäíî íîðìèðàíà ïðîñòðàíñòâî âúâåæäàìå ðàçñòîÿíèå ìåæäó ìåæäó
äâà åëåìåíòà x è y (ìåòðèêà) êàòî íîðìàòà íà òÿõíàòà ðàçëèêà

ρ(x, y) = ‖x− y‖.

Òóê îòíîâî íè âîäè àíàëîãèÿòà ñ êðàéíîìåðíèÿ ñëó÷àé (âæ. Ðèñ ).
Îñíîâíèòå ñâîéñòâà íà ðàçñòîÿíèåòî î÷åâèäíî ñà èçïúëíåíè.
1. ρ(x, y) ≥ 0, êàòî ρ(x, y) = 0 òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî x = y (ïîçè-

òèâíîñò è íåèçðîäåíîñò).
2. ρ(x, y) = ρ(x, y) (ñèìåòðè÷íîñò).
3. ρ(x, y) ≤ ρ(x, z) + ρ(z, y) (íåðàâåíñòâî íà òðèúãúëíèêà).
Íàèñòèíà, îò ïúðâîòî ñâîéñòâî íà íîðìàòà ñëåäâà ïúðâîòî ñâîéñòâî íà

ðàçñòîÿíèåòî. Îò âòîðîòî ñâîéñòâî íà íîðìàòà ïîëó÷àâàìå ‖ − x‖ = ‖x‖,
îòêúäåòî èçâëè÷àìå ñèìåòðè÷íîñòòà íà ðàçñòîÿíèåòî

ρ(x, y) = ‖x− y‖ = ‖ − (y − x)‖ = ‖y − x‖ = ρ(y, x).

Îò òðåòîòî ñâîéñòâî íà íîðìàòà ñëåäâà òðåòîòî ñâîéñòâî íà ðàçñòîÿíèåòî

ρ(x, y) = ‖x− y‖ = ‖(x− z) + (z − y)‖ ≤ ‖x− z‖+ ‖z − y‖ = ρ(x, z) + ρ(z, y).

Ñ òîçè ñòàíäàðòåí ñïîñîá çà âúâåæäàíå íà ðàçñòîÿíèå âñÿêî íîðìèðàíî
ïðîñòðàíñòâî ñå ïðåâðúùà â ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî è ìîæåì äà èçïîëçâà-
ìå âñè÷êè âå÷å âúâåäåíè ïîíÿòèÿ ñâúðçàíè ñúñ ñõîäèìîñòòà � îòâîðåíî è
çàòâîðåíî êúëáî, îãðàíè÷åíî, îòâîðåíî, çàòâîðåíî è êîìïàêòíî ìíîæåñòâî,
ñõîäÿùà ðåäèöà, ïúëíî ïðîñòðàíñòâî, ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ, íåïðåêúñíàòà
ôóíêöèÿ.

Íàïðèìåð, îòâîðåíî êúëáî BR(x) ñ öåíòúð x è ðàäèóñ R å ìíîæåñòâîòî
îò òî÷êè

BR(x) = {y : ‖y − x‖ < R},
à çàòâîðåíî êúëáî � ìíîæåñòâîòî

KR(x) = {y : ‖y − x‖ ≤ R}.
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Î÷åâèäíî
BR(x) ⊂ KR(x) ⊂ BR+ε(x), ε > 0.

Äåôèíèöèÿ. Åäíî ìíîæåñòâî å îãðàíè÷åíî, àêî ñå ñúäúðæà â íÿêîå
êúëáî BR(x).

Óïðàæíåíèå. Äîêàæåòå, ÷å:
à) îòâîðåíîòî êúëáî å îòâîðåíî ìíîæåñòâî, à çàòâîðåíîòî êúëáî å çàò-

âîðåíî ìíîæåñòâî (íîðìèðàíîòî ïðîñòðàíñòâî å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî è
òîçè ðåçóëòàò å âå÷å äîêàçàí çà ìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà);

á) âñÿêî êúëáî (îòâîðåíî èëè çàòâîðåíî) å îãðàíè÷åíî ìíîæåñòâî;
â) åäíî ïîäìíîæåñòâî íà îãðàíè÷åíî ìíîæåñòâî, å îãðàíè÷åíî ìíîæåñ-

òâî;
ã) åäíî ìíîæåñòâî å îãðàíè÷åíî, òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ñå ñúäúðæà

â íÿêîå çàòâîðåíî êúëáî.
Àêî M å îãðàíè÷åíî ìíîæåñòâî è ñå ñúäúðæà â êúëáîòî BR(x0), ìîæåì

äà íàìåðèì ïî-ãîëÿìî çàòâîðåíî êúëáî ñ öåíòúð â íà÷àëîòî è äîñòàòú÷íî
ãîëÿì ðàäèóñ KN (x), íàïðèìåð N = R + ‖x0‖, êîåòî ãî ñúäúðæà. Ñëåäîâà-
òåëíî ìîæåì äà êàæåì, ÷å åäíî ìíîæåñòâî M å îãðàíè÷åíî òîãàâà è ñàìî
òîãàâà, êîãàòî ñå ñúäúðæà â íÿêîå çàòâîðåíî êúëáî ñ öåíòúð â íà÷àëîòî,
ò.å. êîãàòî ñúùåñòâóâà òàêàâà êîíñòàíòà N , ÷å

‖x‖ ≤ N ∀x ∈ M.

Ïî äåôèíèöèÿ åäíà ðåäèöà x1, . . . , xν , . . . îò òî÷êè íà X å ñõîäÿùà ñ
ãðàíèöà x ∈ X, àêî

∀ε > 0 ∃N = N(ε), òàêîâà, ÷å ‖xν − x‖ ≤ ε ∀ν > N,

ò.å. àêî
‖xν − x‖ → 0 ïðè ν →∞.

Ðàçáèðà ñå, èçïîëçâàìå è ïîçíàòèòå îçíà÷åíèÿ xν → x ïðè ν → ∞ èëè
lim

ν→∞
xν = x. È òàêà, åäíà ðåäèöà x1, . . . , xν , . . . îò òî÷êè íà X å ñõîäÿùà ñ

ãðàíèöà x ∈ X, àêî
(xν − x) → 0 ïðè ν →∞.

Ñâîéñòâàòà íà ñõîäÿùèòå ðåäèöè â åäíî íîðìèðàíî ïðîñòðàíñòâî ñà àíà-
ëîãè÷íè íà òåçè íà ñõîäÿùèòå ðåäèöè îò ðåàëíè ÷èñëà, êàòî íîðìàòà íà âåê-
òîð å àíàëîã íà ìîäóëà íà ðåàëíî ÷èñëî. Òîâà íè óëåñíÿâà ïðè ïîìíåíåòî
íà ñâîéñòâà èëè èçâåæäàíåòî èì.

Ãðàíèöàòà íà åäíà ñõîäÿùà ðåäèöà å åäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà.
Âñÿêà ñõîäÿùà ðåäèöà å îãðàíè÷åíà.
Ñóìàòà íà ñõîäÿùè ðåäèöè å ñõîäÿùà ðåäèöà ñ ãðàíèöà ñóìàòà îò ãðà-

íèöèòå, ò.å.

xν → x, yν → y ïðè ν →∞ =⇒ (xν + yν) → (x + y) ïðè ν →∞.
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Ðåäèöàòà ñ îáù ÷ëåí ïðîèçâåäåíèåòî íà îáùèòå ÷ëåíîâå íà ñõîäÿùà ÷èñëîâà
ðåäèöà è ñõîäÿùà ðåäèöà îò âåêòîðè å ñõîäÿùà ðåäèöà ñ ãðàíèöà ïðîèçâå-
äåíèåòî îò ãðàíèöèòå èì, ò.å.

λν → λ, xν → x ïðè ν →∞ =⇒ λνxν → λx ïðè ν →∞.

Îò íåðàâåíñòâîòî íà òðèúãúëíèêà çà íîðìàòà ñëåäâà íåðàâåíñòâîòî

| ‖x‖ − ‖y‖ | ≤ ‖x− y‖.

Íàèñòèíà
‖x‖ = ‖(x− y) + y‖ ≤ ‖x− y‖+ ‖y‖,

ò.å.
‖x‖ − ‖y‖ ≤ ‖x− y‖.

Êàòî ñìåíèì ìåñòàòà íà x è y îòòóê ïîëó÷àâàìå

‖y‖ − ‖x‖ ≤ ‖y − x‖ = ‖x− y‖.

Îò äâåòå ïîñëåäíè íåðàâåíñòâà ñëåäâà èñêàíîòî ñâîéñòâî.
Íåêà xν → x ïðè ν →∞. Îò ãîðíîòî íåðàâåíñòâî âåäíàãà èìàìå

0 ≤ | ‖xν‖ − ‖x‖ | ≤ ‖xν − x‖ → 0 ïðè ν →∞,

è ïîëó÷àâàìå, ÷å è ‖xν‖ → ‖x‖ ïðè ν →∞, ò.å. ñâîéñòâîòî
Àêî åäíà ðåäèöà å ñõîäÿùà, òî ðåäèöàòà îò íîðìèòå ñúùî å ñõîäÿùà è

èìà çà ãðàíèöà íîðìàòà íà ãðàíèöàòà.
Îòòóê îòíîâî ïîëó÷àâàìå, ÷å ðåäèöàòà îò íîðìèòå å îãðàíè÷åíà, ò.å.

ñõîäÿùàòà ðåäèöà å îãðàíè÷åíà.
Íåêà â íîðìèðàíîòî ïðîñòðàíñòâî X, ‖ · ‖ èìàìå è äðóãà íîðìà ‖ · ‖′.
Êàçâàìå, ÷å íîðìèòå ‖ · ‖ è ‖ · ‖′ ñà åêâèâàëåíòíè, àêî ñúùåñòâóâàò äâå

ïîëîæèòåëíè êîíñòàíòè C1, C2, ÷å ñà â ñèëà íåðàâåíñòâàòà

C1‖x‖′ ≤ ‖x‖ ≤ C2‖x‖′, x ∈ X.

Î÷åâèäíî, àêî åäíà ðåäèöà å ñõîäÿùà ñïðÿìî ïúðâàòà íîðìà, òÿ å ñõî-
äÿùà è ñïðÿìî âòîðàòà íîðìà, ò.å. åêâèâàëåíòíèòå íîðìè ïîðàæäàò åäíà è
ñúùà ñõîäèìîñò.

Åäíà ðåäèöà {xν}∞ν=1 å ôóíäàìåíòàëíà â X, àêî

∀ε > 0 ∃N = N(ε), òàêîâà, ÷å ‖xν − xµ‖ ≤ ε ∀ν, µ > N,

ò.å. àêî
‖xν − xµ‖ → 0 ïðè ν, µ →∞,
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èëè, êîåòî å ñúùîòî

(xν − xµ) → 0 ïðè ν, µ →∞.

Âñÿêà ñõîäÿùà ðåäèöà å ôóíäàìåíòàëíà.
Îñîáåíî âàæíè ñà òåçè íîðìèðàíè ïðîñòðàíñòâà, êîèòî ñà ïúëíè ïðîñ-

òðàíñòâà, ò.å. òåçè, â êîèòî âñÿêà ôóíäàìåíòàëíà ðåäèöà å ñõîäÿùà.
Äåôèíèöèÿ. Åäíî ïúëíî íîðìèðíî ïðîñòðàíñòâî íàðè÷àìå áàíàõîâî

ïðîñòðàíñòâî. (Ïî èìåòî íà ïîëñêèÿ ìàòåìàòèê Ñòåôàí Áàíàõ, åäèí îò
ñúçäàòåëèòå íà ôóíêöèîíàëíèÿ àíàëèç.)

Íàé-ïðîñòèÿò, íî îñíîâåí ïðèìåð çà íîðìèðàíî ïðîñòðàíñòâî å ìíîæåñ-
òâîòî îò ðåàëíèòå ÷èñëà R. R å ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî, êàòî íîðìàòà íà
åäíî ðåàëíî ÷èñëî x ∈ R å íåãîâèÿò ìîäóë (íåãîâàòà àáñîëþòíà ñòîéíîñò)
|x|. Âñÿêà ôóíäàìåíòàëíà ðåäèöà îò ðåàëíè ÷èñëà å ñõîäÿùà, òàêà ÷å R å
ïúëíî, ò.å. áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî.

Äà ðàçãëåäàìå ëèíåéíîòî ïðîñòðàíñòâî Rn ñ íîðìà, êîÿòî îáèêíîâåíî
îçíà÷àâàìå ñúñ çíàêà çà ìîäóë

|x| = (
x2

1 + · · ·+ x2
n

) 1
2 .

Rn ñ òàçè íîðìà å ïúëíî, ò.å. áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Â Rn ìîæåì äà âúâå-
äåì è íîðìèòå

|x|′ = |x1|+ | · · ·+ |xn|,
|x|′′ = max

1≤i≤n
|xi|.

Òðèòå âúâåäåíè íîðìè ñà åêâèâàëåíòíè, ò.å. îïðåäåëÿò åäíà è ñúùà ñõîäè-
ìîñò, êàêòî ñå âèæäà îò íåðàâåíñòâàòà

1
n
|x|′′ ≤ 1

n
|x| ≤ 1

n
|x|′ ≤ |x|′′ ≤ |x| ≤ |x|′.

Rn ñ êîÿ äà å îò òåçè íîðìè å áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Íàðèñóâàéòå åäèíè÷-
íèòå �êúëáà� ñïðÿìî âñÿêà åäíà îò âúâåäåíèòå â R2 íîðìè.

Ùå îòáåëåæèì áåç äîêàçàòåëñòâî, ÷å â åäíî êðàéíîìåðíî ïðîñòðàíñòâî
âñåêè äâå íîðìè ñà åêâèâàëåíòíè.

Ïî àíàëîãèÿ ñ Rn, | · | äà ðàçãëåäàìå ïðîñòðàíñòâîòî ñ åëåìåíòè ðåäèöè
îò ðåàëíè ÷èñëà

ñ íîðìà
Î÷åâèäíî å ïîäìíîæåñòâî íà ëèíåéíîòî ïðîñòðàíñòâî Äîêàæåòå, ÷å å

ëèíåéíî, íîðìèðàíî, áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, â ïîñî÷åíàòà ïîñëåäîâàòåë-
íîñò.

Ïî àíàëîãèÿ ñ ðàçãëåæäàìå ìíîæåñòâîòî
Äîêàæåòå, ÷å òî å áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìà
Çà óïðàæíåíèå, äîêàæåòå, ÷å è ìíîæåñòâîòî
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ñ íîðìà
å ïúëíî ïðîñòðàíñòâî.
Äà ðàçãëåäàìå ïðîñòðàíñòâîòî îò íåïðåêúñíàòè â ôóíêöèè ñ íîðìà Ïî-

ëó÷àâàìå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, ñõîäèìîñòòà â êîåòî å ðàâíîìåðíàòà ñõî-
äèìîñò â . Çàáåëåæåòå àíàëîãèÿòà ïðè âúâåæäàíåòî íà íîðìàòà ñ ïðåäèø-
íèÿ ñëó÷àé íà áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî.

Ïàê ïî àíàëîãèÿ, äà ðàçãëåäàìå ñ íîðìà Ñâîéñòâàòà íà íîðìàòà ëåñíî
ñå ïðîâåðÿâàò, íî ïîëó÷åíîòî ïðîñòðàíñòâî íå å ïúëíî. Êàêòî âå÷å çíàåì
îò âúâåæäàíåòî íà ëåáåãîâèÿ èíòåãðàë, ïîïúëâàíåòî íà ïî òàçè íîðìà íè
äàâà ïðîñòðàíñòâîòî îò ñóìèðóåìèòå (èíòåãðóåìèòå ïî Ëåáåã) â ôóíêöèè.

å áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, ñ íîðìà
ðàçãëåæäàíî ñ íîðìàòà íå å ïúëíî, è ïîïúëâàíåòî ìó ïî òàçè íîðìà íè

äàâà ïðîñòðàíñòâîòî îò ôóíêöèèòå ñúñ ñóìèðóåì êâàäðàò â ñ íîðìà
Îñíîâåí èíòåðåñ çà íàñ ïî-íàòàòúê ùå ïðåäñòàâëÿâàò ôóíêöèèòå äåôè-

íèðàíè â îáëàñò è áàíàõîâèòå ïðîñòðàíñòâà
êúäåòî å îãðàíè÷åíà îáëàñò, ñ íîðìà
ïðñòðàíñòâîòî íà ñóìèðóåìèòå â ôóíêöèè
ñ íîðìà
è ïðîñòðàíñòâîòî îò ôóíêöèèèòå ñúñ ñóìèðóåì êâàäðàò
ñ íîðìà
, êàêòî è òåõíè ïîäïðîñòðàíñòâà, êîèòî ùå âúâåäåì ïî-êúñíî.

Îãðàíè÷åíè (íåïðåêúñíàòè) îïåðàòîðè è ôóíêöèîíàëè
Åñòåñòâåíî å äà íàðå÷åì åäèí ëèíååí îïåðàòîð îãðàíè÷åí, àêî èçîáðàçÿ-

âà îãðàíè÷åíèòå ìíîæåñòâà â îãðàíè÷åíè. Ùå ïîêàæåì, ÷å åäèí ëèíååí îïå-
ðàòîð è â ÷àñòíîñò ëèíååí ôóíêöèîíàë, å îãðàíè÷åí òîãàâà è ñàìî òîãàâà,
êîãàòî å íåïðåêúñíàò. Âúâåæäàìå ïîíÿòèåòî íîðìà íà åäèí ëèíååí îïåðà-
òîð èëè ôóíêöèîíàë è ðàçãëåæäàìå íîðìèðàíèòå ïðîñòðàíñòâà, îáðàçóâàíè
îò îãðàíè÷åíèòå îïåðàòîðè (ôóíêöèîíàëè), äåôèíèðàíè â åäíî íîðìèðàíî
ïðîñòðàíñòâî. Äàâàìå ïðèìåðè çà íåïðåêúñíàòè ëèíåéíè îïåðàòîðè è ôóíê-
öèîíàëè. Ñëåä òîâà ðàçãëåæäàìå âúïðîñà çà ïðîäúëæèìîñò íà åäèí îãðàíè-
÷åí (íåïðåêúñíàò) ëèíååí îïåðàòîð (ôóíêöèîíàë), äåôèíèðàí âúðõó íàâñÿ-
êúäå ãúñòî ëèíåéíî ïîäïðîñòðàíñòâî, äî îãðàíè÷åí ëèíååí îïåðàòîð (ôóí-
êöèîíàë) â öÿëîòî ïðîñòðàíñòâî. Íàêðàÿ ïðèâåæäàìå áåç äîêàçàòåëñòâî
òåîðåìàòà íà Õàí-Áàíàõ çà ïðîäúëæèìîñò íà åäèí îãðàíè÷åí ëèíååí ôóí-
êöèîíàë, äåôèíèðàí âúðõó ëèíåéíî ïîäïðîñòðàíñòâî, äî îãðàíè÷åí ëèíå-
åí ôóíêöèîíàë ñúñ ñúùàòà íîðìà, äåôèíèðàí âúðõó öÿëîòî ïðîñòðàíñòâî.

*
* *

Îãðàíè÷åí ëèíååí îïåðàòîð
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Íàïîìíÿìå, ÷å åäíî ìíîæåñòâî å îãðàíè÷åíî, àêî ñå ñúäúðæà â íÿêîå
çàòâîðåíî êúëáî KR = {x : ‖x‖ ≤ R} ñ öåíòúð â íà÷àëîòî è âñÿêî êúëáî
(îòâîðåíî èëè çàòâîðåíî) å îãðàíè÷åíî ìíîæåñòâî.

Íåêà X, ‖ · ‖ è Y, ‖ · ‖′ ñà íîðìèðàíè ïðîñòðàíñòâà.
Äåôèíèöèÿ. Êàçâàìå, ÷å ëèíåéíèÿò îïåðàòîð A : X → Y å îãðàíè÷åí,

àêî èçîáðàçÿâà ïðîèçâîëíî îãðàíè÷åíî ïîäìíîæåñòâî íà X â îãðàíè÷åíî
ïîäìíîæåñòâî íà Y .

Ëåìà. Íåêà A : X → Y å ëèíååí îïåðàòîð. Ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ ñà
åêâèâàëåíòíè:

à) A å îãðàíè÷åí ëèíååí îïåðàòîð
á) A å îãðàíè÷åí âúðõó çàòâîðåíîòî åäèíè÷íî êúëáî ñ öåíòúð â íà÷àëî-

òî, ò.å. ñúùåñòâóâà òàêàâà êîíñòàíòà C > 0, ÷å

‖Ax‖′ ≤ C ïðè ‖x‖ ≤ 1.

â) A å îãðàíè÷åí âúðõó âñÿêî çàòâîðåíî êúëáî KR ñ öåíòúð â íà÷àëîòî,
ò.å. ñúùåñòâóâà òàêàâà êîíñòàíòà C > 0, ÷å

‖Ax‖′ ≤ C ïðè ‖x‖ ≤ R.

Äîêàçàòåëñòâî. Åêâèâàëåíòíîñòòà íà òðèòå òâúðäåíèÿ ùå óñòàíîâèì, êà-
òî ïðîâåðèì èìïëèêàöèèòå

à) =⇒ á) =⇒ â) =⇒ à)

Òúé êàòî åäèíè÷íîòî êúëáî K1 = {‖x‖ ≤ 1} å îãðàíè÷åíî ìíîæåñòâî, òî
èìïëèêàöèÿòà à) =⇒ á) å âÿðíà ïî äåôèíèöèÿ.

Íåêà å âÿðíî ñâîéñòâî à). Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å ‖x‖ ≤ R, íî òîãàâà ‖ x

R
‖ ≤

1, è ñúãëàñíî ñâîéñòâî á) èìàìå ‖A x

R
‖′ ≤ C, îòêúäåòî ñëåäâà ‖Ax‖′ ≤ CR,

ò.å. è èìïëèêàöèÿòà á) =⇒ â) å âÿðíà. Èçïîëçâàõìå çà êðàòêîñò îçíà÷åíèåòî
x
R = 1

Rx.
Íåêà å âÿðíî ñâîéñòâî â). Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å M å îãðàíè÷åíî ïîäìíî-

æåñòâî íà X. Òîãàâà ñúùåñòâóâà çàòâîðåíî êúëáî {‖x‖ ≤ R} ⊃ M , êîåòî ãî
ñúäúðæà è ñúãëàñíî ñâîéñòâî â) èìàìå

‖Ax‖′ ≤ C ïðè x ∈ M ⊂ {‖x‖ ≤ R}.

ò.å. óñòàíîâèõìå è ïîñëåäíàòà èìïëèêàöèÿ
Òåîðåìà. Åäèí ëèíååí îïåðàòîð A : X → Y å îãðàíè÷åí, òîãàâà è ñàìî

òîãàâà, êîãàòî ñúùåñòâóâà òàêàâà ïîëîæèòåëíà êîíñòàíòà C > 0, ÷å å â ñèëà
îöåíêàòà

‖Ax‖′ ≤ C‖x‖, x ∈ X.
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Íàèñòèíà, àêî òàçè îöåíêà å âÿðíà, òî î÷åâèäíî A å îãðàíè÷åí âúðõó
åäèíè÷íîòî êúëáî è ñúãëàñíî ñâîéñòâî á) íà ëåìàòà òîé å îãðàíè÷åí ëèíååí
îïåðàòîð.

Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å A å îãðàíè÷åí è ñëåäîâàòåëíî ñâîéñòâî á) å íàëèöå.
Ãîðíàòà îöåíêà å î÷åâèäíî âÿðíà ïðè x = 0. Íåêà x 6= 0. Òîãàâà x

|x| ≤ 1 è

ñúãëàñíî á) èìàìå ‖A x

|x| ‖
′ ≤ C, îòêúäåòî ñëåäâà îöåíêàòà.

Óïðàæíåíèå. Äîêàæåòå, ÷å åäèí ëèíååí îïåðàòîð A å îãðàíè÷åí òîãàâà
è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ñúùåñòâóâà ïîíå åäíî çàòâîðåíî êúëáî

KR(x0) = {x : ‖x− x0‖ ≤ R}.

âúðõó êîåòî A å îãðàíè÷åí, ò.å. ñúùåñòâóâà òàêàâà êîíñòàíòà C > 0, ÷å

‖Ax‖′ ≤ C ïðè ‖x− x0‖ ≤ R.

Íåïðåêúñíàò ëèíååí îïåðàòîð
Òúé êàòî íîðìèðàíîòî ïðîñòðàíñòâî å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî, ïîíÿ-

òèåòî íåïðåêúñíàòîñò íà åäèí îïåðàòîð, ëèíååí èëè íåëèíååí, ìîæåì äà
äåôèíèðàìå, ÷åðåç ñõîäÿùè ðåäèöè.

Äåôèíèöèÿ. Êàçâàìå, ÷å îïåðàòîðúò A : X → Y å íåïðåêúñíàò â òî÷-
êàòà x0 ∈ X, àêî çà âñÿêà ñõîäÿùà xi → x0 ïðè i →∞ â X (ò.å. ïî íîðìà ‖·‖)
ðåäèöà ñ ãðàíèöà x0, ðåäèöàòà îò ñòîéíîñòèòå íà îïåðàòîðà Axi → Ax0 ïðè
i →∞, ò.å. å ñõîäÿùà â Y è èìà ãðàíèöà Ax0. Åäèí îïåðàòîð, íåïðåêúñíàò
âúâ âñÿêà òî÷êà îò X ùå íàðè÷àìå íåïðåêúñíàò â X îïåðàòîð.

Òåîðåìà. Åäèí ëèíååí îïåðàòîð A : X → Y å íåïðåêúñíàò â X, àêî å
íåïðåêúñíàò â íà÷àëîòî.

Íàèñòèíà, àêî A å íåïðåêúñíàò, òîé å íåïðåêúñíàò è â íà÷àëîòî 0 ∈ X.
Íåêà A å íåïðåêúñíàò â íà÷àëîòî, ò.å.

xi → 0 ïðè i → 0 =⇒ Axi → 0 ïðè i →∞,

è x0 å ïðîèçâîëíà òî÷êà îò X. Ïîðàäè ëèíåéíîñòòà íà A èìàìå

‖Axi −Ax0‖′ = ‖A(xi − x0)‖′ → 0 ïðè i →∞

ñúãëàñíî ïðåäïîëîæåíèåòî, ïîíåæå (xi−x0) → 0 ïðè i →∞ è òâúðäåíèåòî
å äîêàçàíî.

Åêâèâàëåíòíîñò íà íåïðåêúñíàòîñò è îãðàíè÷åíîñò
Òåîðåìà. Íåêà X, Y ñà íîðìèðàíè ïðîñòðàíñòâà, à A : X → Y å ëèíååí

îïåðàòîð. A å íåïðåêúñíàò ëèíååí îïåðàòîð, òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî å
îãðàíè÷åí.
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Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà A å îãðàíè÷åí ëèíååí îïåðàòîð, ò.å. ñúùåñòóâà òà-
êîâà C > 0, ÷å å â ñèëà îöåíêàòà

‖Ax‖′ ≤ C‖x‖, x ∈ X.

Îò íåÿ âåäíàãà ñëåäâà, ÷å A å íåïðåêúñíàò â íà÷àëîòî è ñëåäîâàòåëíî íåï-
ðåêúñíàò â X. Íàèñòèíà, àêî xi → 0 ïðè i →∞ èìàìå

‖Axi‖′ ≤ C‖xi‖ → 0 ïðè i →∞,

ò.å. è Axi → 0 ïðè i →∞.
Íåêà A å íåïðåêúñíàò îïåðàòîð, íî íå å îãðàíè÷åí, ò.å. íå å îãðàíè÷åí

âúðõó åäèíè÷íîòî êúëáî. Òîãàâà, çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî i ñúùåñòâóâà
òàêúâ åëåìåíò xi ∈ X, ‖xi‖ ≤ 1, ÷å Axi ≥ i è ñëåäîâàòåëíî

A(
xi

i
) ≥ 1.

Òúé êàòî
‖xi

i
‖ =

1
i
‖xi‖ ≤ 1

i
→ 0 ïðè i →∞,

òî ïîðàäè íåïðåêúñíàòîñòòà íà A èìàìå A(xi

i ) → 0 ïðè i → ∞, êîåòî
ïðîòèâîðå÷è íà ãîðíîòî íåðàâåíñòâî. Ñëåäîâàòåëíî, äîïóñêàíåòî, ÷å A íå
å îãðàíè÷åí å íåâÿðíî, ò.å. A å îãðàíè÷åí îïåðàòîð.

Íîðìà íà îãðàíè÷åí ëèíååí îïåðàòîð
Åäèí îãðàíè÷åí îïåðàòîð A : X → Y å îãðàíè÷åí âúðõó çàòâîðåíîòî

åäèíè÷íî êúëáî, ò.å. ìíîæåñòâîòî îò ðåàëíè ÷èñëà

Φ = {‖Ax‖′ : ‖x‖ ≤ 1}

å îãðàíè÷åíî.
Çà íåãîâàòà òî÷íà ãîðíà ãðàíèöà âúâåæäàìå îçíà÷åíèåòî

‖A‖ = supΦ = sup
‖x‖≤1

‖Ax‖′.

Íåêà x å ïðîèçâîëåí íåíóëåâ åëåìåíò. Òúé êàòî
∥∥ x
‖x‖

∥∥ = 1, òî A( x
‖x‖ ) ≤

‖A‖ è çà A ïîëó÷àâàìå îöåíêàòà

‖Ax‖′ ≤ ‖A‖ · ‖x‖,

êîÿòî î÷åâèäíî å âÿðíà è ïðè x = 0.
Îò äðóãà ñòðàíà, àêî ñ ïîëîæèòåëíà êîíñòàíòà C å â ñèëà îöåíêàòà

‖Ax‖′ ≤ C · ‖x‖,
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òî ïðè ‖x‖ ≤ 1 îò íåÿ ñëåäâà ‖Ax‖′ ≤ C, ò.å. C å åäíà ãîðíà ãðàíèöà íà
ìíîæåñòâîòî Φ è ñëåäîâàòåëíî ‖A‖ ≤ C.

Òàêà äîêàçàõìå, ÷å íîðìàòà íà îïåðàòîðà ‖A‖ å íàé-ìàëêàòà êîíñòàíòà
â îöåíêàòà èçðàçÿâàùà îãðàíè÷åíîñòòà íà îïåðàòîðà A.

Äà îçíà÷èì ñ L(X, Y ) ìíîæåñòâîòî îò îãðàíè÷åíè ëèíåéíè îïåðàòîðè,
èçîáðàçÿâàùè X â Y . Îïåðàöèèòå ñúáèðàíå íà äâà îïåðàòîðà è óìíîæåíèå
íà îïåðàòîð ñ ÷èñëî âúâåæäàìå ïîòî÷êîâî, ò.å.

(A + B)x = Ax + Bx,

(λA)x = λAx.

Óïðàæíåíèå 1. Äîêàæåòå, ÷å A + B è λA ñà ëèíåéíè íåïðåêúñíàòè
îïåðàòîðè.

Óïðàæíåíèå 2. Äîêàæåòå, ÷å L(X,Y ) å ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî.
Óïðàæíåíèå 3. Äîêàæåòå, ÷å L(X, Y ) ñ âúâåäåíàòà ïî-ãîðå íîðìà íà

îïåðàòîð å ëèíåéíî íîðìèðàíî ïðîñòðàíñòâî, êàòî ïðîâåðèòå, ÷å ñà èçïúë-
íåíè ñâîéñòâàòà íà íîðìàòà.

Ìîæå äà áúäå äîêàçàíî, ÷å àêî X å íîðìèðàíî ïðîñòðàíñòâî, à Y áàíà-
õîâî ïðîñòðàíñòâî, òî L(X, Y ) å ïúëíî íîðìèðàíî ïðîñòðàíñòâî.

Ïðèìåðè çà îãðàíè÷åíè ëèíåéíè îïåðàòîðè

Îãðàíè÷åíè (íåïðåêúñíàòè) ëèíåéíè ôóíêöèîíàëè
Ëèíåéíèòå îïåðàòîðè, êîèòî èçîáðàçÿâàò åäíî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî â

ìíîæåñòâîòî íà ðåàëíèòå ÷èñëà íàðè÷àìå ëèíåéíè ôóíêöèîíàëè. Âñè÷êî
êàçàíî ïî-ãîðå çà îïåðàòîðè ñå ïðåíàñÿ àâòîìàòè÷íî è çà ôóíêöèîíàëè.

Íåêà X å íîðìèðàíî ïðîñòðàíñòâî. Åäèí ëèíååí ôóíêöèîíàë l : X → R
å íåïðåêúñíàò, òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî å îãðàíè÷åí âúðõó åäèíè÷íîòî
êúëáî â X èëè êîåòî å åêâèâàëåíòíî, çà íåãî âàæè îöåíêàòà

|l(x)| ≤ C · ‖x‖, x ∈ X.

Íîðìà íà ôóíêöèîíàëà l íàðè÷àìå ÷èñëîòî

‖l‖ = sup
‖x‖≤1

|l(x)|

êàòî íîðìàòà íà l å íàé-ìàëêàòà êîíñòàíòà, çà êîÿòî å â ñèëà îöåíêàòà èç-
ðàçÿâàùà îãðàíè÷åíîñò. Ñíàáäåíî ñ òàçè íîðìà ìíîæåñòâîòî îò ëèíåéíèòå
íåïðåêúñíàòè â x ôóíêöèîíàëè å áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî îçíà÷àâàíî ñ X ′,
è íàðè÷àíî ñïðåãíàòî íà X ïðîñòðàíñòâî.

Ïðèìåðè çà îãðàíè÷åíè ëèíåéíè ôóíêöèîíàëè
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Ïðîäúëæàâàíå íà îãðàíè÷åí ëèíååí îïåðàòîð
ïî íåïðåêúñíàòîñò

Òåîðåìà. Íåêà X, ‖ · ‖ å íîðìèðàíî, à Y, ‖ · ‖′ - áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî
è M ⊂ X å ëèíåéíî ïîäïðîñòðàíñòâî íà X, êîåòî å íàâñÿêúäå ãúñòî ïî
‖ · ‖ â X. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å A : M → Y å îãðàíè÷åí ëèíååí îïåðàòîð.
Ñúùåñòâóâà îãðàíè÷åí ëèíååí îïåðàòîð Ã : X → Y , êîéòî å ïðîäúëæåíèå
íà A âúðõó öÿëîòî ïðîñòðàíñòâî X, ò.å. Ax = Ãx, x ∈ M. Òîé å åäíîçíà÷íî
îïðåäåëåí è èìà ñúùàòà íîðìà, ò.å. ‖A‖ = ‖Ã‖.

Äîêàçàòåëñòâî. Ïîëàãàìå Ãx = Ax, x ∈ M. Íåêà x ∈ X. Òúé êàòî M å
íàâñÿêúäå ãúñòî â X, ñúùåñòâóâà òàêàâà àïðîêñèìèðàùà (ñõîäÿùà êúì) x
ðåäèöà xν ∈ M , ÷å ‖x− xν‖ → 0 ïðè ν →∞. Òàçè ðåäèöà å ôóíäàìåíòàëíà
â X è êàòî èçïîëçâàìå îãðàíè÷åíîñòòà íà A èìàìå

0 ≤ ‖Axν −Axµ‖′ = ‖A(xν − xµ)‖′ ≤ C‖xν − xµ‖ → 0 ïðè ν, µ →∞,

ò.å. è ðåäèöàòà Axν å ôóíäàìåíòàëíà â Y . Íî Y å áàíàõîâî, ò.å. ïúëíî
ïðîñòðàíñòâî è ñëåäîâàòåëíî òÿ èìà ãðàíèöà y ∈ Y , ò.å.

‖Axν − y‖′ → 0 ïðè ν →∞.

Ïðèåìàìå ïî äåôèíèöèÿ, ÷å Ãx = y. Ìîòèâúò íè çà òàêàâà äåôèíèöèÿ å
ÿñåí. Îïåðàòîðúò Ã áè èìàë òàçè ñòîéíîñò, àêî å íåïðåêúñíàò (îãðàíè÷åí).

Ñåãà òðÿáâà äà ñå óáåäèì, ÷å äåôèíèöèÿòà å êîðåêòíà, ò.å. íå çàâèñè îò
èçáîðà íà àïðîêñèìèðàùàòà ðåäèöà. Íåêà èìàìå äðóãà ðåäèöà ñúñ ñâîéñò-
âîòî ‖x− x′ν‖ → 0 ïðè ν →∞. Êàêòî ïî-ãîðå çàêëþ÷àâàìå, ÷å ñúùåñòâóâà
òàêîâà y′ ∈ Y , ÷å

‖Ax′ν − y′‖′ → 0 ïðè ν →∞.

Ïàê îò îãðàíè÷åíîñòòà íà A (îöåíêàòà) ñëåäâà, ÷å

0 ≤ ‖Axν −Ax′ν‖′ = ‖A(xν − x′ν)‖′ ≤ C‖xν − x′ν‖ → 0 ïðè ν →∞,

è ïîíåæå

0 ≤ ‖y − y′‖′ ≤ ‖y −Axν‖′ + ‖Axν −Ax′ν‖′ + ‖Ax′ν − y′‖′ → 0 ïðè ν →∞,

èìàìå ‖y − y′‖ è y = y′.
Äîòóê èìàìå, ÷å èçîáðàæåíèåòî Ã : X → Y å ïðîäúëæåíèå íà A âúðõó

öÿëîòî X. Îñòàâà äà çàáåëåæèì, ÷å Ã å ëèíååí îãðàíè÷åí îïåðàòîð ñúñ
ñúùàòà íîðìà. Íåêà x, y ∈ X, xν , yν ∈ M , xν → x, yν → y, (xν+yν) → (x+y),
λxν → λx ïî ‖ · ‖ ïðè ν → ∞ è êàòî ñëåäñòâèå Axν → Ãx, Ayν → Ãy
A(xν + yν) → Ã(x + y), A(λxν) → Ã(λx) ïðè ν →∞. Òúé êàòî

A(xν + yν) = Axν + Ayν , A(λxν) = λAxν ,
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êàòî óñòðåìèì ν →∞, ïîëó÷àâàìå

A(x + y) = Ax + Ay, A(λx) = λAx

è ëèíåéíîñòòà íà Ã å óñòàíîâåíà.
Â îãðàíè÷åíîñòòà íà A îòíîâî ñå óáåæäàâàìå ñ ãðàíè÷åí ïðåõîä, êà-

òî â îöåíêàòà ‖Axν‖′ ≤ ‖A‖‖xν‖ óñòðåìèì ν → ∞. Ïîëó÷àâàìå îöåí-
êàòà ‖Ãx‖′ ≤ ‖A‖‖x‖ çà ïðîèçâîëíî x ∈ X, ò.å. A å îãðàíè÷åí ëèíååí
îïåðàòîð ñ íîðìà ‖Ã‖ ≤ ‖A‖. Îò äðóãà ñòðàíà, àêî ðàçãëåäàìå îöåíêàòà
‖Ãx‖′ ≤ ‖Ã‖‖x‖ çà ïðîäúëæåíèåòî Ã ñàìî çà x ∈ M èìàìå Ã = A è ñëåäî-
âàòåëíî ‖A‖ ≤ ‖Ã‖, ò.å. (âúðõó ïî ìàëêîòî ìíîæåñòâî íîðìàòà íà îïåðàòîðà
å ïî-ìàëêà). Ñëåäîâàòåëíî ‖Ã‖ = ‖A‖ è òåîðåìàòà å äîêàçàíà.

Ðàçáèðà ñå, îïèñàíèÿò ñïîñîá íà ïðîäúëæåíèå ïî íåïðåêúñíàòîñò âàæè
è çà îãðàíè÷åíè ôóíêöèîíàëè l : M → R, èçáðàçÿâàùè íàâñÿêúäå ãúñòî
ëèíåéíî ïîäïðîñòðàíñòâî M íà åäíî íîðìèðàíî ïðîñòðàíñòâî X â R ( R å
ïúëíî, ò.å. áàíàõîâî).

Ñòðóâà ñè äà îáúðíåì âíèìàíèå íà àíàëîãèÿòà ìåæäó òîâà àáñòðàêòíî
ïðîäúëæåíèå ïî íåïðåêúñíàòîñò è íà÷èíà ïî êîéòî âúâåäîõìå ëåáåãîâèÿ
èíòåãðàë. Íàé-íàïðåä ðàçãëåäàõìå ëèíåéíîòî ïðîñòðàíñòâî íà íåïðåêúñ-
íàòèòå â Rm ôóíêöèè ñ êîìïàêòåí íîñèòåë C0(Rm) ñ íîðìà

‖f‖ =
∫

Rm

|f(x)|dx,

êúäåòî èíòåãðèðàíåòî ñå ðàçáèðà â ðèìàíîâ ñìèñúë. Òîâà ïðîñòðàíñòâî íå å
ïúëíî, íî ñ êîíñòðóêöèÿòà íà Êàíòîð ìîæå äà áúäå ïîïúëíåíî ïî íîðìàòà
‖ · ‖, äî ïúëíîòî ëèíåéíî íîðìèðàíî ïðîñòðàíñòâî (áàíàõîâî ïðîñòðàíñò-
âî) L1(Rm), â êîåòî C0(Rm) å íàâñÿêúäå ãúñòî ëèíåéíî ïîäïðîñòðàíñòâî.
Ðèìàíîâèÿò èíòåãðàë

I(f) =
∫

Rm

f(x)dx, f ∈ C0(Rm)

å îãðàíè÷åí ëèíååí ôóíêöèîíàë I : C0(Rm) → R, ïîðàäè ëèíåéíîñòòà íà
èíòåãðàëà è î÷åâèäíàòà îöåíêà

|I(f)| ≤
∫

Rm

|f(x)|dx = ‖f‖.

Ïðîäúëæèõìå ïî íåïððåêúñíàòîñò I äî îãðàíè÷åí ëèíååí ôóíêöèîíàë Ĩ :
L1(Rm) → R âúðõó öÿëîòî ïðîñòðàíñòâî L1(Rm). Ïðè òîâà ïðîäúëæåíè-
åòî ìîæàõìå äà èçâúðøèì ïî òàêúâ íà÷èí, ÷å àáñòðàêòíèòå åëåìåíòè îò
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L1(Rm) îòúæäåñòâèõìå ñ èçìåðèìè ôóíêöèè, êîèòî íàðåêîõìå èíòåãðóå-
ìè â ëåáåãîâ ñìèñúë èëè ñóìèðóåìè, à Ĩ(f) íàðè÷àìå ëåáåãîâ èíòåãðàë îò
ñóìèðóåìàòà ôóíêöèÿ f ∈ L1(Rm).

Ïî-íàòàòúê ùå èìàìå è äðóãè ñëó÷àè íà èçïîëçâàíå íà òîçè åëåìåíòà-
ðåí, íî âàæåí ðåçóëòàò (òåîðåìèòå çà âëàãàíå è òåîðåìàòà çà ñëåäàòà ïðè
ñîáîëåâè ïðîñòðàíñòâà).

Òåîðåìà íà Õàí-Áàíàõ
Òåîðåìà. (Õàí-Áàíàõ) Íåêà X å ïðîèçâîëíî íîðìèðàíî ïðîñòðàíñòâî,

à M ⊂ X å íÿêîå íåãîâî ëèíåéíî ïîäïðîñòðàíñòâî. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å
l : M → R å îãðàíè÷åí ëèíååí ôóíêöèîíàë íàä M . Ñúùåñòâóâà îãðàíè÷åí
ëèíååí ôóíêöèîíàë l̃ : X → R, êîéòî å ïðîäúëæåíèå íà l è èìà ñúùàòà
íîðìà, ò.å. l̃(x) = l(x), x ∈ M , ‖l̃‖ = ‖l‖. (áåç äîêàçàòåëñòâî)

Êàçàíî íàêðàòêî, âñåêè îãðàíè÷åí âúðõó ëèíåéíî ïîäïðîñòðàíñòâî ôóí-
êöèîíàë ìîæå äà áúäå ïðîäúëæåí äî îãðàíè÷åí âúðõó öÿëîòî íîðìèðàíî
ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèîíàë ñúñ çàïàçâàíå íà íîðìàòà.

Ùå îòáåëåæèì ñàìî, ÷å îò òàçè òåîðåìà âåäíàãà ñëåäâà íàëè÷èåòî íà
íåòðèâèàëíè (íåíóëåâè) íåïðåêúñíàòè ëèíåéíè ôóíêöèîíàëè íàä åäíî íîð-
ìèðàíî ïðîñòðàíñòâî.

Íåêà X, ‖ · ‖ å íîðìèðàíî ïðîñòðàíñòâî è x0 å ïðîèçâîëåí íåíóëåâ åëå-
ìåíò. Äà ðàçãëåäàìå åäíîìåðíîòî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî M = {x : x =
tx0, t ∈ R} è â íåãî ëèíåéíèÿ ôóíêöèîíàë l(x) = l(tx0) = t‖x0‖ (ëèíåéíîñò-
òà å î÷åâèäíà). Èìàìå l(x0) = ‖x0‖ 6= 0. Îò ðàâåíñòâàòà

|l(x)| = |l(tx0)| = |t · ‖x0‖| = |t| · ‖x0‖ = ‖tx0‖ = ‖x‖

ñå âèæäà, ÷å l : M → R å îãðàíè÷åí ñ íîðìà ‖l‖ = 1. Èçïîëçâàéêè òåîðåìà-
òà íà Õàí-Áàíàõ ïðîäúëæàâàìå l ñúñ çàïàçâàíå íà íîðìàòà äî îãðàíè÷åí
ëèíååí ôóíêöèîíàë l̃ : X → R âúðõó öÿëîòî ïðîñòðàíñòâî X.
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