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1 Óâîä

1.1 Îçíà÷åíèÿ

Êàêòî îáèêíîâåíî N, Z, R è C ñà ìíîæåñòâàòà íà åñòåñòâåíèòå, öåëèòå, ðåàëíèòå
è êîìïëåêñíèòå ÷èñëà. Ñ áóêâèòå x, y è ñ ãðúöêèòå áóêâè ùå îçíà÷àâàìå ðåàëíè
÷èñëà, êàòî ε ùå áúäå ïðîèçâîëíî ìàëêî ïîëîæèòåëíî ÷èñëî, êîåòî íå å åäíî è ñúùî
â ðàçëè÷íè ôîðìóëè. Ñ ìàëêèòå ëàòèíñêè áóêâè ùå îçíà÷àâàìå öåëè èëè åñòåñòâåíè
÷èñëà, íî áóêâàòà p ùå å çàïàçåíà çà ïðîñòèòå ÷èñëà.

Ùå èçïîëçóâàìå îáè÷àéíèòå îçíà÷åíèÿ îò òåîðèÿòà íà ÷èñëàòà. Â ÷àñòíîñò, a | b è
a - b îçíà÷àâà, ÷å a äåëè b, ñúîòâåòíî, ÷å a íå äåëè b. Êàêòî îáèêíîâåíî, a ≡ b (mod q)
îçíà÷àâà, ÷å a å ñðàâíèìî ñ b ïî ìîäóë q. Íàé-ãîëåìèÿò îáù äåëèòåë íà ÷èñëàòà a è
b ùå áåëåæèì ñ (a, b), à òÿõíîòî íàé-ìàëêî îáùî êðàòíî ñ [a, b]. (Ïîíÿêîãà ïî ñúùèÿ
íà÷èí áåëåæèì îòâîðåí, ñúîòâåòíî çàòâîðåí, èíòåðâàë ñ êðàèùà a è b, íî âúâ âñåêè
êîíêðåòåí ñëó÷àé ñìèñúëúò ñòàâà ÿñåí îò êîíòåêñòà.) Àêî α ∈ R, òî ñ [α], {α} è
||α|| ùå îçíà÷àâàìå öÿëàòà ÷àñò íà α, äðîáíàòà ÷àñò íà α è ðàçñòîÿíèåòî îò α äî
íàé-áëèçêîòî öÿëî ÷èñëî. logα å íàòóðàëåí ëîãàðèòúì îò α. Ñúùî òàêà, çà êðàòêîñò
áåëåæèì e(α) = e2πiα = cos(2πα) + i sin(2πα).

Ùå óïîòðåáÿâàìå îçíà÷åíèÿòà íà Ëàíäàó X = O(Y ) è ñúîòâåòíî íà Âèíîãðàäîâ
X � Y , êàòî è äâåòå ñà ñúêðàòåí çàïèñ íà òâúðäåíèåòî ½Ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà
c > 0 òàêàâà, ÷å |X| ≤ cY �. Àêî c çàâèñè îò íÿêîè äðóãè êîíñòàíòè, íàïðèìåð γ,
δ òî ïîíÿêîãà ùå îòðàçÿâàìå òîçè ôàêò, ÷ðåç îçíà÷åíèÿòà X = Oγ,δ(Y ), ñúîòâåòíî
X �γ,δ Y . Ïðè X � Y è Y � X ùå ïèøåì çà ïî-êðàòêî X � Y .

Ùå èçïîëçóâàìå îáùîïðèåòèòå îçíà÷åíèÿ çà îñíîâíèòå àðèòìåòè÷íè ôóíêöèè
(âèæ äîïúëíåíèåòî çà òåõíèòå îïðåäåëåíèÿ è îñíîâíè ñâîéñòâà), à èìåííî

µ(n) � ôóíêöèÿ íà Ìüîáèóñ;
ϕ(n) � ôóíêöèÿ íà Îéëåð;
τ(n) � áðîé íà äåëèòåëèòå íà åñòåñòâåíîòî ÷èñëî q;
Λ(n) � ôóíêöèÿ íà Ìàíãîëä.
cn(q) � ñóìà íà Ðàìàíóäæàí.

Êàêòî îáèêíîâåíî
∑

k≤X è
∑

p≤x ñà ñóìè ïî âñè÷êè åñòåñòâåíè, ñúîòâåòíî ïðîñòè
÷èñëà, íåíàäìèíàâàùè X,

∑
d|n å ñóìà ïî ïîëîæèòåëíèòå äåëèòåëè íà n,

∏
p|n å

ïðîèçâåäåíèå ïî ïðîñòèòå äåëèòåëè íà n, à
∏

p å ïðîèçâåäåíèå ïî âñè÷êè ïðîñòè
÷èñëà.

Ñúñ çíàêà � ùå áåëåæèì êðàÿ íà äîêàçàòåëñòâî íà íÿêàêâî òâúðäåíèå, èëè
îòñúñòâèå íà äîêàçàòåëñòâî.
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1.2 Èñòîðè÷åñêè ñâåäåíèÿ

Ïðåç 1742 ã. Ãîëäáàõ, â ïèñìî äî Îéëåð, å èçêàçàë äâå çíàìåíèòè õèïîòåçè.

Áèíàðíà õèïîòåçà: Âñÿêî ÷åòíî ÷èñëî ïî-ãîëÿìî îò 2 ñå ïðåäñòàâÿ êàòî ñóìà íà
äâå ïðîñòè ÷èñëà.

Òåðíàðíà õèïîòåçà: Âñÿêî íå÷åòíî ÷èñëî ïî-ãîëÿìî îò 5 ñå ïðåäñòàâÿ êàòî ñóìà
íà òðè ïðîñòè ÷èñëà.

Ïðåç 1937 ã. Âèíîãðàäîâ äîêàçâà òåðíàðíàòà õèïîòåçà çà äîñòàòú÷íî ãîëåìè íå-
÷åòíè ÷èñëà. Áèíàðíàòà õèïîòåçà â íàñòî÷ùèÿ ìîìåíò íå å äîêàçàíà, íî ñà óñòàíîâåíè
ãîëÿì áðîé ðåçóëòàòè, êîèòî â åäèí èëè äðóã àñïåêò ñà ïðèáëèæåíèÿ êúì íåÿ.

Ïðåç 1770 ã. Ëàãðàíæ å äîêàçàë, ÷å âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî ñå ïðåäñòàâÿ êàòî ñóìà
íà ÷åòèðè êâàäðàòà íà öåëè ÷èñëà. Ïðåç ñúùàòà ãîäèíà Âàðèíã å èçêàçàë õèïîòåçàòà,
èçâåñòíà êàòî

Ïðîáëåì íà Âàðèíã: Äà ñå äîêàæå, ÷å çà âñÿêî öÿëî n ≥ 2 ìîæå äà ñå íàìåðè
k0 = k0(n) òàêîâà, ÷å âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî ñóìà íà íå
ïîâå÷å îò k0 íà áðîé n-òè ñòåïåíè íà åñòåñòâåíè ÷èñëà.

Ïðåç 18-òè è 19-òè âåê ñà áèëè äîêàçàíè ãîëÿì áðîé ÷àñòíè ñëó÷àè íà òîâà
òâúðäåíèå, íî ïúëíî äîêàçàòåëñòâî å íàìåðåíî åäâà ïðåç 1909 ã. îò Õèëáåðò. Ìåòîäúò
íà Õèëáåðò å ìíîãî ñëîæåí è îñâåí òîâà âåëè÷èíàòà k0(n) å èçêëþ÷èòåëíî áúðçî-
ðàñòÿùà ôóíêöèÿ íà n.

Â ïåðèîäà 1920 � 1930, â ïîðåäèöà îò ñòàòèè, Õàðäè è Ëèòëóóä ðàçðàáîòâàò òàêà
íàðå÷åíèÿ êðúãîâ ìåòîä è ñ íåãîâà ïîìîù íàìèðàò çíà÷èòåëíî ïî-ïðîñòî ðåøåíèå íà
ïðîáëåìà íà Âàðèíã. Ïðè òîâà, ìåòîäúò íà Õàðäè è Ëèòëóóä ïîçâîëÿâà âåëè÷èíàòà
k0(n), îïðåäåëåíà ïî-ãîðå, äà áúäå çíà÷èòåëíî ïî-áàâíî ðàñòÿùà ôóíêöèÿ íà n.

Âïîñëåäñòâèå êðúãîâèÿò ìåòîä å óñúâúðøåíñòâàí îò Âèíîãðàäîâ, Õóà è äðóãè
ìàòåìàòèöè, à íàïðåäúêúò ïðè èçó÷àâàíåòî íà ïðîáëåìà íà Âàðèíã è ñðîäíè âúïðîñè
å çíà÷èòåëåí. Òóê ùå îòáåëåæèì, ÷å ïðåäìåò íà èçñëåäâàíèÿòà å íå ñàìî ðàçðåøè-
ìîñòòà íà óðàâíåíèåòî

xn1 + · · ·+ xnk = N

â åñòåñòâåíè ÷èñëà x1, . . . , xk, íî ñúùî è èíôîðìàöèÿ çà áðîÿ íà íåãîâèòå ðåøåíèÿ.

Â íàñòîÿùèòå çàïèñêè ùå ôîðìóëèðàìå è äîêàæåì íÿêîè êëàñè÷åñêè òåîðåìè.
Â Ãëàâà 2 ùå ñå çàíèìàåì ñ ðåçóëòàòè, îòíàñÿùè ñå äî ïðîáëåìèòå íà Ãîëäáàõ, à â
Ãëàâà 3 � ñ ïðîáëåìà íà Âàðèíã. Ùå èçïîëçâàìå íàãîòîâî äîáðå ïîçíàòè ïîíÿòèÿ
è ðåçóëòàòè îò åëåìåíòàðíàòà òåîðèÿ íà ÷èñëàòà. Çà óëåñíåíèå íà ÷èòàòåëÿ, ñúîò-
âåòíèòå îïðåäåëåíèÿ è ëåìè ñà ôîðìóëèðàíè â Ãëàâà 4. Åäèíñòâåíèÿò ïî-äúëáîê
ðåçóëòàò îò òåîðèÿòà íà ÷èñëàòà, êîéòî ùå èçïîëçâàìå, íî íÿìà äà äîêàæåì, å
êëàñè÷åñêàòà òåîðåìà íà Çèãåë çà ðàçïðåäåëåíèåòî íà ïðîñòèòå ÷èñëà â àðèòìåòè÷íè
ïðîãðåñèè (âèæ Ëåìà 54 îò Ãëàâà 4).
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Èçëîæåíèåòî â çàïèñêèòå å áëèçêî äî òîâà â êíèãèòå íà Êàðàöóáà [2] è Âîí [6],
íî äîêàçàòåëñòâàòà è èç÷èñëåíèÿòà, êîèòî ïðèâåæäàìå, ñà äîñòà ïî-ïîäðîáíè. Ùå
ïðåïîðú÷àìå íà ÷èòàòåëÿ ñúùî èçâåñòíèòå óâîäíè êíèãè ïî òåîðèÿ íà ÷èñëàòà íà
Âèíîãðàäîâ [1], ×àíäðàñåêõàðàí [4], Õàðäè è Ðàéò [5] è êíèãàòà ïî òåîðèÿ íà ôóíê-
öèèòå íà Òèò÷ìàðø [3].

2 Ïðîáëåìèòå íà Ãîëäáàõ

2.1 Ôîðìóëèðîâêà íà òåîðåìèòå

Çà âñÿêî N ∈ N îçíà÷àâàìå

R(3)(N) =
∑

p1+p2+p3=N

(log p1)(log p2)(log p3) (1)

êúäåòî ñóìèðàíåòî ñå èçâúðøâà ïî âñè÷êè òðîéêè ïðîñòè ÷èñëà, çà êîèòî å èçïúëíåíî
p1 + p2 + p3 = N . Âèíîãðàäîâ å äîêàçàë ñëåäíàòà

Òåîðåìà 1. Â ñèëà å ñëåäíàòà àñèìïòîòè÷íà ôîðìóëà:

R(3)(N) =
1

2
N2S(3)(N) +OA

(
N2

(logN)A

)
, (2)

êúäåòî A > 0 å ïðîèçâîëíî ãîëÿìà êîíñòàíòà è

S(3)(N) =
∏
p-n

(
1 +

1

(p− 1)3

)∏
p|n

(
1− 1

(p− 1)2

)
. (3)

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å àêî 2 - N , òî

0 < c1 < S(3)(N) < c2,

êúäåòî c1, c2 ñà êîíñòàíòè. Òîãàâà àêî N å äîñòàòú÷íî ãîëÿìî íå÷åòíî ÷èñëî, òî
R(3)(N) > 0, ò.å. ñëåäâà âåðíîñòòà íà òåðíàðíàòà õèïîòåçà.

Êàêòî ñïîìåíàõìå â Óâîäà, áèíàðíàòà õèïîòåçà íà Ãîëäáàõ âñå îùå íå å äîêàçàíà,
íî ñà ïîëó÷åíè ãîëÿì áðîé òåîðåìè, êîèòî ñà ïðèáëèæåíèÿ êúì íåÿ. Ðåçóëòàò îò
òàêúâ òèï å Òåîðåìà 2, ôîðìóëèðàíà ïî-äîëó. Â íàñòîÿùèòå çàïèñêè òÿ ùå áúäå
ïîäðîáíî äîêàçàíà è ùå áúäàò ïîëó÷åíè íåéíè ñëåäñòâèÿ. Â ÷àñòíîñò, ùå âèäèì, ÷å
êàòî ñå èçïîëçâà Òåîðåìà 2, ìîæå ñðàâíèòåëíî ëåñíî äà ñå äîêàæå Òåîðåìà 1. (Òîâà
å èçâúðøåíî â � 2.3.)

Çà âñÿêî n ∈ N îïðåäåëÿìå

R(n) =
∑

p1+p2=n

(log p1)(log p2). (4)

Ïðåäïîëàãà ñå, ÷å å â ñèëà àñèìïòîòè÷íàòà ôîðìóëà

R(n) = nS(n) +OA

(
n

(log n)A

)
, (5)
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êúäåòî A > 0 å ïðîèçâîëíî ãîëÿìà êîíñòàíòà è

S(n) =
∏
p-n

(
1− 1

(p− 1)2

)∏
p|n

(
1 +

1

p− 1

)
. (6)

Íåêà ðàçãëåäàìå S(n). Àêî 2 - n, òî S(n) = 0 òúé êàòî ïúðâîòî ïðîèçâåäåíèå
ñúäúðæà ìíîæèòåëÿ 1− 1

(2−1)2
= 0. (Äà îòáåëåæèì, ÷å ïðè 2 - n îò óñëîâèåòî p1+p2 =

n ñëåäâà, ÷å åäíî îò ïðîñòèòå ÷èñëà å ðàâíî íà 2, òúé ÷å ùå èìàìå R(n) = O(log n).
Òîãàâà ôîðìóëàòà (5) å âÿðíà, íî å òðèâèàëíà.)

Íåêà 2 | n. Òîãàâà ïðîèçâåäåíèÿòà â (6) íå ñúäúðæàò íóëåâ ìíîæèòåë è ùå èìàìå

S(n) ≥
∞∏
k=2

(
1− 1

k2

)
> 0. (7)

Âåëè÷èíàòà S(n) ñå îöåíÿâà ëåñíî è îòãîðå. Êàòî èçïîëçâàìå (6) è âçåìåì ïðåäâèä
Ëåìè 42 è 43, íàìèðàìå

S(n) ≤
∏
p|n

(
1 +

1

p− 1

)
=
∏
p|n

(
1− 1

p

)−1

=
n

ϕ(n)
� log log(10n). (8)

Îò íåðàâåíñòâîòî (7) è îò àñèìïòîòè÷íàòà ôîðìóëà (5) ñëåäâà, ÷å R(n) > 0 çà
äîñòàòú÷íî ãîëåìè ÷åòíè n, èëè ÷å âñÿêî äîñòàòú÷íî ãîëÿìî ÷åòíî ÷èñëî ñå ïðåäñòàâÿ
êàòî ñóìà íà äâå ïðîñòè ÷èñëà. Êàêòî âå÷å ñïîìåíàõìå, îáà÷å, äî íàñòîÿùèÿ ìîìåíò
ôîðìóëà (5) íå å äîêàçàíà.

Ïðè N ∈ N îçíà÷àâàìå

E(N) =
∑
n≤N

|R(n)− nS(n)|2 . (9)

Â ñèëà å ñëåäíàòà

Òåîðåìà 2. Çà âñÿêà êîíñòàíòà A > 0 å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî

E(N)�A
N3

(logN)A
. (10)

Òåîðåìà 2 å äîêàçàíà ïðåç 1938 ã., ñ ïîìîùòà íà ìåòîäà íà Âèíîãðàäîâ, íåçàâèñèìî
îò Âàí-äåð-Êîðïóò, Åñòåðìàí è ×óäàêîâ.

È òàêà, âúïðåêè ÷å íå å èçâåñòíî äàëè àñèìïòîòè÷íàòà ôîðìóëà (5) å èçïúëíåíà
çà êîíêðåòíà ñòîéíîñò íà n, òî îò îöåíêàòà (10) ñëåäâà, ÷å îñòàòú÷íèÿò ÷ëåí â (5)
å ½ìàëúê� â ñðåäíîêâàäðàòè÷åí ñìèñúë. Òîçè ôàêò å èíòåðåñåí ñàì ïî ñåáå ñè, íî
îò íåãî ñå ïîëó÷àâàò ñúùî è äðóãè èíòåðåñíè ðåçóëòàòè. Ñ åäèí îò òÿõ � ðåøåíèå
íà òåðíàðíèÿ ïðîáëåì íà Ãîëäáàõ çà äîñòàòú÷íî ãîëåìè íå÷åòíè ÷èñëà � ùå ñå
çàïîçíàåì îùå ñåãà.
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Ñëåäñòâèå 3. Âñÿêî äîñòàòú÷íî ãîëÿìî íå÷åòíî ÷èñëî ñå ïðåñòàâÿ êàòî ñóìà íà
òðè ïðîñòè ÷èñëà.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà äîïóñíåì, ÷å N å íå÷åòíî ÷èñëî, êîåòî íå ñå ïðåäñòàâÿ êàòî
ñóìà íà òðè ïðîñòè ÷èñëà. Ðàçãëåæäàìå ñóìàòà

S =
∑

2<p≤N/2

|R(N − p)− (N − p)S(N − p)| . (11)

Ñïîðåä íàøåòî äîïóñêàíå ùå èìàìå R(N−p) = 0 çà âñÿêî ïðîñòî p, óäîâëåòâîðÿâàùî
2 < p ≤ N/2. Òîãàâà îò (11) ñëåäâà

S =
∑

2<p≤N/2

(N − p)S(N − p).

Íî îò (7) è îò òåîðåìàòà íà ×åáèøåâ (Ëåìà 52) ïîëó÷àâàìå

S � N (π(N/2)− 1)� N2

logN
. (12)

Îò äðóãà ñòðàíà, êàòî èçïîëçâàìå (9), (11) è íåðàâåíñòâîòî íà Êîøè (Ëåìà 30),
ïîëó÷àâàìå

S ≤
∑
n≤N

|R(n)− nS(n)| ≤
√
N E(N)

è, êàòî ïðèëîæèì Òåîðåìà 2 ïðè A = 4, íàìèðàìå

S � N2

(logN)2
. (13)

Íåðàâåíñòâàòà (12) è (13) ñà íåñúâìåñòèìè àêî N å äîñòàòú÷íî ãîëÿìî. Ñ òîâà
Ñëåäñòâèå 3 å äîêàçàíî. �

Îò Òåîðåìà 2 êàòî ñëåäñòâèå ìîæå äà ñå ïîëó÷è è íå ñàìî ðàçðåøèìîñòòà íà
òåðíàðíîòî óðàâíåíèå íà Ãîëäáàõ, íî ñúùî è èíôîðìàöèÿòà çà áðîÿ íà ðåøåíèÿòà
ìó, äàäåíà â Òåîðåìà 1. Êàêòî ñïîìåíàõìå, òîâà å èçâúðøåíî â � 2.3.

2.2 Äîêàçàòåëñòâî íà Òåîðåìà 2

2.2.1 Íà÷àëî íà äîêàçàòåëñòâîòî

Íåêà N ∈ R å äîñòàòú÷íî ãîëÿìî è íåêà n ∈ N, êàòî n ≤ N . Êàòî èçïîëçâàìå
Ëåìà 27 (ñâîéñòâà (4), (5)), ïðåîáðàçóâàìå âåëè÷íàòà R(n), îïðåäåëåíà ÷ðåç (4), âúâ
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âèäà

R(n) =
∑

p1,p2≤N
p1+p2=n

(log p1)(log p2)

=
∑

p1,p2≤N

(log p1)(log p2)

1∫
0

e(α(p1 + p2 − n)) dα

=

1∫
0

∑
p1,p2≤N

(log p1)(log p2) e(αp1) e(αp2) e(−αn) dα

=

1∫
0

S2(α) e(−αn) dα, (14)

êúäåòî

S(α) = SN(α) =
∑
p≤N

(log p) e(αp). (15)

Çà äà ïîëó÷èì ïîëåçíà èíôîðìàöèÿ çà R(n) å íåîáõîäèìî äà èçñëåäâàìå ñóìàòà
S(α). Ïúðâî ùå ñïîìåíåì, ÷å çà âñÿêî α ∈ R å âÿðíà ñëåäíàòà òðèâèàëíà îöåíêà,
áåçèðàùà ñå íà íåðàâåíñòâîòî íà òðèúãúëíèêà (Ëåìà 29) è íà Òåîðåìàòà íà ×åáèøåâ
(Ëåìà 52):

|S(α)| ≤
∑
p≤N

log p = θ(N)� N. (16)

Îêàçâà ñå, ÷å àêî α å ½áëèçêî� äî ðàöèîíàëíà äðîá ñ ½ìàëúê� çíàìåíàòåë, òî çà S(α)
ìîæå äà áúäå ïîëó÷åíà àñèìïòîòè÷íà ôîðìóëà. Àêî ïúê α íå ïðèòåæàâà ãîðíîòî
ñâîéñòâî, òî ùå âèäèì, ÷å çà ìîäóëà íà ñóìàòà S(α) ìîæå äà áúäå ïîëó÷åíà îöåíêà
ïî-òî÷íà îòêîëêîòî â (16).

Çà äà äàäåì êîëè÷åñòâåí èçðàç íà ãîðíèòå ñúîáðàæåíèÿ, âúâåæäàìå ïàðàìåòðèòå

Q = (logN)A1 , τ =
N

(logN)A2
, (17)

êúäåòî A1 > 0, A2 > 0 ñà êîíñòàíòè, êîèòî ùå èçðçèì ïî ïîäõîäÿù íà÷èí ÷ðåç
êîíñòàíòàòà A â êðàÿ íà äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà.

Îïðåäåëÿìå ìíîæåñòâîòî îò ãîëåìèòå äúãè

M =
⋃
q≤Q

q−1⋃
a=0

(a,q)=1

[
a

q
− 1

qτ
,
a

q
+

1

qτ

]
. (18)

Òîâà å ìíîæåñòâî îò ÷èñëà, êîèòî ñà íà ðàçñòîÿíèå îò äðîá ñúñ çíàìåíàòåë q ≤ Q íå
ïî-ãîëÿìî îò (qτ)−1. Î÷åâèäíî

M ⊂
[
−1

τ
, 1− 1

τ

]
. (19)
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Îïðåäåëÿìå è ìíîæåñòâîòî îò ìàëêèòå äúãè ÷ðåç

m =

[
−1

τ
, 1− 1

τ

]
\M. (20)

Ùå îòáåëåæèì, ÷å ìíîæåñòâàòàM èm ñà âñúùíîñò êðàéíè îáåäèíåíèÿ îò èíòåðâàëè,
íî òåðìèíèòå ½ãîëåìè äúãè� è ½ìàëêè äúãè� ñå èçïîëçâàò ïî òðàäèöèÿ.

Êàòî èçïîëçâàìå ñâîéñòâî 1 îò Ëåìà 27 âèæäàìå, ÷å ôóíêöèÿòà S(α), îïðåäåëåíà
÷ðåç (15), å ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîä 1. Òîãàâà ñúùîòî ñâîéñòâî ïðèòåæàâà è ïîäèíòå-
ãðàëíàòà ôóíêöèÿ â (14), ñëåäîâàòåëíî

R(n) =

1− 1
τ∫

− 1
τ

S2(α) e(−αn) dα.

Îò ãîðíîòî ðàâåíñòâî è îò (19), (20) ïîëó÷àâàìå

R(n) = R1(n) +R2(n), (21)

êúäåòî

R1(n) =

∫
M

S2(α) e(−αn) dα, R2(n) =

∫
m

S2(α) e(−αn) dα. (22)

Êàòî èçïîëçâàìå (9) è (21) íàìèðàìå

E(N)� E1 + E2, (23)

êúäåòî

E1 =
∑
n≤N

|R1(n)− nS(n)|2 , E2 =
∑
n≤N

|R2(n)|2 . (24)

Ïðåäñòîè íè äà îöåíèì ñóìàòà E1, ñëåä êîåòî ùå ñå çàíèìàåì è ñúñ ñóìàòà E2.

2.2.2 Îöåíÿâàíå íà E1.

Íà÷àëî íà èçñëåäâàíåòî. Ïúðâî äà îòáåëåæèì, ÷å èíòåðâàëèòå, ñúñòàâÿùè ìíî-
æåñòâîòî M, îïðåäåëåíî ÷ðåç (18), äâà ïî äâà íå ñå ïðåñè÷àò. Íàèñòèíà, äà âçåìåì
äâà ðàçëè÷íè òàêèâà èíòåðâàëà ñ öåíòðîâå, ñúîòâåòíî a/q è a′/q′. Ðàçñòîÿíèåòî
ìåæäó òåçè äâå òî÷êè å ðàâíî íà∣∣∣∣aq − a′

q′

∣∣∣∣ =
|aq′ − a′q|

qq′
≥ 1

qq′
.

Òóê èçïîëçâàõìå, ÷å aq′ − a′q 6= 0. Íàèñòèíà, àêî aq′ = a′q, òî êàòî âçåìåì ïðåäâèä,
÷å (a, q) = (a′, q′) = 1 ùå ïîëó÷èì a = a′, q = q′. Ïîñëåäíîòî íå å âúçìîæíî, òúé êàòî
a/q 6= a′/q′.
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Îò äðóãà ñòðàíà, ñóìàòà îò ðàäèóñèòå íà íàøèòå äâà èíòåðâàëà å ðàâíà íà
1/(qτ) + 1/(q′τ). Êàòî èçïîëçâàìå óñëîâèÿòà q ≤ Q, q′ ≤ Q è îïðåäåëåíèÿòà íà
Q è τ äàäåíè â (17), âèæäàìå, ÷å ïðè äîñòàòú÷íî ãîëåìè N å èçïúëíåíî

1

qq′
>

1

qτ
+

1

q′τ
.

Ñëåäîâàòåëíî íàøèòå äâà èíòåðâàëà íå ìîãàò äà ñå ïðåñè÷àò.

Òîãàâà îò (18) è (22) ñëåäâà

R1(n) =
∑
q≤Q

q−1∑
a=0

(a,q)=1

a
q
+ 1
qτ∫

a
q
− 1
qτ

S2(α) e(−αn) dα

è ñëåä ñìÿíà íà ïðîìåíëèâàòà â ãîðíèÿ èíòåãðàë ïîëó÷àâàìå

R1(n) =
∑
q≤Q

q−1∑
a=0

(a,q)=1

Ha,q(n), (25)

êúäåòî

Ha,q(n) =

1/(qτ)∫
−1/(qτ)

S2

(
a

q
+ β

)
e

(
−
(
a

q
+ β

)
n

)
dβ. (26)

Àñèìïòîòè÷íà ôîðìóëà çà åêñïîíåíöèàëíàòà ñóìà. Çà äà ïðîäúëæèì ïî-

íàòàòúê, òðÿáâà äà èçñëåäâàìå ñóìàòà S
(
a
q

+ β
)
ïðè óñëîâèå, ÷å

q ≤ Q, (a, q) = 1, |β| ≤ 1

qτ
. (27)

Èçïúëíåíà å ñëåäíàòà

Ëåìà 4. Àêî ñà íàëèöå óñëîâèÿòà (27), òî å â ñèëà àñèìïòîòè÷íàòà ôîðìóëà

S

(
a

q
+ β

)
=
µ(q)

ϕ(q)
M(β) +O

(
Ne−c

√
logN

)
, (28)

êúäåòî
M(β) =

∑
m≤N

e(βm), (29)

c > 0 å êîíñòàíòà, à µ(q) è ϕ(q) ñà ñúîòâåòíî ôóíêöèÿòà íà Ìüîáèóñ íà è ôóíê-
öèÿòà íà Îéëåð.
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Äîêàçàòåëñòâî. Ïúðâî, êàòî èçïîëçâàìå (15) è Ëåìà 52, îöåíÿâàìå òðèâèàëíî
ïðèíîñà êúì ñóìàòà S(a/q+β), èäâàù îò ìàëêèòå ïðîñòè ÷èñëà. Ñëåä òîâà ðàçäåëÿìå
ñóìàòà íà ÷àñòè ñúîáðàçíî îñòàòúêà íà p ïî ìîäóë q. Ïîëó÷àâàìå

S

(
a

q
+ β

)
=

∑
√
N<p≤N

(log p) e

((
a

q
+ β

)
p

)
+O

(√
N
)

=

q−1∑
m=0

∑
√
N<p≤N

p≡m (mod q)

(log p) e

((
a

q
+ β

)
p

)
+O

(√
N
)
.

Êàòî èçïîëçâàìå ãîðíàòà ôîðìóëà è ñâîéñòâà (1) è (4) íà Ëåìà 27, íàìèðàìå

S

(
a

q
+ β

)
=

q−1∑
m=0

e

(
am

q

)
Zm +O

(√
N
)
, (30)

êúäåòî

Zm =
∑

√
N<p≤N

p≡m (mod q)

(log p) e(βp). (31)

Â ñóìàòà ïî m â (30) âñúùíîñò ó÷àñòâàò ñàìî ñúáèðàåìè, çà êîèòî (m, q) = 1.
Íàèñòèíà, àêî (m, q) = k > 1, òî îò óñëîâèåòî p ≡ m (mod q) ùå ñëåäâà k | p
è, òúé êàòî p å ïðîñòî ÷èñëî, k = p >

√
N . Îò äðóãà ñòðàíà k ≤ q ≤ Q è êàòî

èçïîëçâàìå îïðåäåëåíèåòî íà Q, äàäåíî â (17), âèæäàìå, ÷å ïðè äîñòàòú÷íî ãîëÿìî
N ñå ïîëó÷àâà ïðîòèâîðå÷èå.

È òàêà, íàìèðàìå

S

(
a

q
+ β

)
=

q−1∑
m=0

(m,q)=1

e

(
am

q

)
Zm +O

(√
N
)
. (32)

Çà äà ïîëó÷èì àñèìïòîòè÷íà ôîðìóëà çà Zm ùå èçïîëçâàìå òåîðìàòà íà Çèãåë
(Ëåìà 54). Ïúðâî ïðèëàãàìå ïðåîáðàçîâàíèåòî íà Àáåë (Ëåìà 31) è çàïèñâàìå Zm
âúâ âèäà

Zm = −
N∫

√
N

 ∑
√
N<p≤t

p≡m (mod q)

(log p)

 d

dt
(e(βt)) dt+ e(βN)

∑
√
N<p≤N

p≡m (mod q)

(log p). (33)

Àêî
√
N ≤ t ≤ N èìàìå 1

2
logN ≤ log t ≤ logN , òúé ÷å ïðè q ≤ Q = (logN)A1

óñëîâèåòî çà ãîðíàòà ãðàíèöà íà ìîäóëà â òåîðåìàòà íà Çèãåë ùå å èçïúëíåíî. Òîãàâà
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ïðè
√
N ≤ t ≤ N èìàìå∑

√
N<p≤t

p≡m (mod q)

(log p) =
∑
p≤t

p≡m (mod q)

(log p) +O
(√

N
)

=
t

ϕ(q)
+O

(
te−c

√
log t
)

+O
(√

N
)

=
t

ϕ(q)
+O

(
Ne−c

′√logN
)
. (34)

Â ãîðíàòà ôîðìóëà c′ = c/
√

2 ñúùî å ïîëîæèòåëíà êîíñòàíòà, êîÿòî íàíîâî ùå
îçíà÷èì ñ c. (Ïî ïîäîáåí íà÷èí ùå äåéñòâàìå è ïî-íàòàòúê, òúé ÷å ïðè íàñ c å
íÿêàêâà ïîëîæèòåëíà êîíñòàíòà, êîÿòî íå å åäíà è ñúùà â ðàçëè÷íè ôîðìóëè.)

Çàìåñòâàìå èçðàçà îò (34) â (33) è ïîëó÷àâàìå

Zm = −
N∫

√
N

(
t

ϕ(q)
+O

(
Ne−c

√
logN

)) d

dt
(e(βt)) dt

+ e(βN)

(
N

ϕ(q)
+O

(
Ne−c

√
logN

))

=
1

ϕ(q)

− N∫
√
N

t
d

dt
(e(βt)) dt+Ne(βN)



+O

Ne−c√logN

1 +

N∫
0

∣∣∣∣ ddt (e(βt))

∣∣∣∣ dt
  . (35)

Çà äà îöåíèì èíòåãðàëà, íàìèðàù ñå â îñòàòú÷íèÿ ÷ëåí â (35), èçïîëçâàìå (17) è
(27) è ïîëó÷àâàìå

N∫
0

∣∣∣∣ ddt (e(βt))

∣∣∣∣ dt =

N∫
0

|2πiβ e(βt)| dt� |β|N � N

qτ
� (logN)A2 . (36)

Òîãàâà îñòàòú÷íèÿò ÷ëåí îò (35) å

� Ne−c
√

logN (logN)A2 � Ne−c
′√logN ,

êúäåòî c′ ∈ (0, c) å íîâà êîíñòàíòà, êîÿòî ïàê ùå îçíà÷àâàìå ñ c.
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Äà ðàçãëåäàìå ãëàâíèÿ ÷ëåí â ïðåäïîñëåäíèÿ ðåä íà (35). Êàòî èíòåãðèðàìå ïî
÷àñòè, ïîëó÷àâàìå, ÷å òîé å ðàâåí íà

1

ϕ(q)

−Ne(βN) +
√
Ne(β

√
N) +

N∫
√
N

e(βt) dt+Ne(βN)


=

1

ϕ(q)

N∫
0

e(βt) dt+O
(√

N
)
.

Ñëåäîâàòåëíî îò (35) è îò ãîðíèòå îöåíêè ñëåäâà

Zm =
1

ϕ(q)

N∫
0

e(βt) dt+O
(
Ne−c

√
logN

)
. (37)

Ñåãà ùå ïðîâåðèì, ÷å èíòåãðàëúò îò (37) ñå ðàçëè÷àâà ìàëêî îò ñóìàòà M(β),
îïðåäåëåíà ÷ðåç (29). Íàèñòèíà, êàòî èçïîëçâàìå ñóìàöèîííàòà ôîðìóëà íà Îéëåð
(Ëåìà 32), íàìèðàìå

M(β) =
∑

0<m≤N

e(βm)

=

N∫
0

e(βt) dt+ ρ(N)e(βN)− ρ(0)e(0)−
N∫

0

ρ(t)
d

dt
(e(βt)) dt

=

N∫
0

e(βt) dt+O(1) +O

 N∫
0

∣∣∣∣ ddt (e(βt))

∣∣∣∣ dt.


Ñåãà ñå âúçïîëçâàìå îò (36) è ïîëó÷àâàìå

M(β) =

N∫
0

e(βt) dt+O
(
(logN)A2

)
.

Îòòóê è îò (37) ñëåäâà

Zm =
1

ϕ(q)
M(β) +O

(
Ne−c

√
logN

)
. (38)

Çàìåñòâàìå ïîñëåäíèÿ èçðàç çà Zm â (32) è âçåìàìå ïðåäâèä (17) è óñëîâèåòî
q ≤ Q. Ñëåä êàòî çà ïîðåäåí ïúò ïðåäåôèíèðàìå êîíñòàíòàòà c, íàìèðàìå

S

(
a

q
+ β

)
=

1

ϕ(q)
M(β)

q−1∑
m=0

(m,q)=1

e

(
am

q

)
+O

(
Ne−c

√
logN

)
.
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Îñòàâà äà çàáåëåæèì, ÷å ñóìàòà ïî m â ãîðíàòà ôîðìóëà å ðàâíà íà ñóìàòà íà
Ðàìàíóäæàí ca(q), îïðåäåëåíà â Äîïúëíåíèåòî ÷ðåç ôîðìóëà (280). Òúé êàòî îò
(27) íè å èçâåñòíî, ÷å (a, q) = 1, òî êàòî èçïîëçâàìå Ëåìà 45 âèæäàìå, ÷å â íàøèÿ
ñëó÷àé å èçïúëíåíî ca(q) = µ(q). Ñ òîâà äîêàçàòåëñòâîòî íà Ëåìà 4 å çàâúðøåíî. �

Ïðîäúëæåíèå íà èçëåäâàíåòî íà R1(n). Ñåãà ùå ïðèëîæèì ôîðìóëàòà îò
Ëåìà 4. Îò (29) âåäíàãà ñëåäâà, ÷å |M(β)| ≤ N è ïîðàäè òîâà

S2

(
a

q
+ β

)
=
µ2(q)

ϕ2(q)
M2(β) +O

(
N2e−c

√
logN

)
.

Êàòî óìíîæèì äâåòå ñòðàíè íà ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ñ e (−n(a/q + β)) è èíòåãðèðàìå
ïî β ïîëó÷àâàìå, ÷å çà èíòåãðàëà Ha,q(n), îïðåäåëåí ÷ðåç (26), å èçïúëíåíî

Ha,q(n) =
µ2(q)

ϕ2(q)
e

(
−na
q

) 1/(qτ)∫
−1/(qτ)

M2(β)e(−nβ) dβ +O

(
N2

qτ
e−c
√

logN

)
. (39)

Çàìåñòâàìå òîçè èçðàç â (25) è èçïîëçâàìå îïðåäåëåíèåòî íà ñóìàòà íà Ðàìàíóäæàí
cn(q), äàäåíî âúâ ôîðìóëà (280), à ñúùî òàêà î÷åâèäíîòî ðàâåíñòâî c−n(q) = cn(q).
Ïîëó÷àâàìå

R1(n) =
∑
q≤Q

µ2(q)

ϕ2(q)

q−1∑
a=0

(a,q)=1

e

(
−na
q

)
Γ(n, q) +O (∆)

=
∑
q≤Q

µ2(q)

ϕ2(q)
cn(q) Γ(n, q) +O (∆) , (40)

êúäåòî

Γ(n, q) =

1/(qτ)∫
−1/(qτ)

M2(β)e(−nβ) dβ, ∆ =
∑
q≤Q

q−1∑
a=0

N2

qτ
e−c
√

logN .

Îò (17) âåäíàãà ñëåäâà

∆� QN2

τ
e−c
√

logN � Ne−c
√

logN . (41)

(Òóê îòíîâî ïðåäåôèíèðàõìå êîíñòàíòàòà c.)

Çà äà ïðîäúëæèì ïî-íàòàòúê, ùå èçïîëçâàìå ñëåäíàòà

Ëåìà 5. Íåêà M ∈ Z, H ∈ N, α ∈ R è íåêà ||α|| å ðàçñòîÿíèåòî îò α äî íàé-
áëèçêîòî öÿëî ÷èñëî. Òîãàâà çà ñóìàòà

K(α) =
M+H∑
k=M+1

e(αk) (42)
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å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî

|K(α)| ≤ min

(
H,

1

||α||

)
. (43)

Äîêàçàòåëñòâî. Îò íåðàâåíñòâîòî íà òðèúãúëíèêà (Ëåìà 29) è îò Ëåìà 27,
ñâîéñòâî (3) âåäíàãà ïîëó÷àâàìå, ÷å |K(α)| ≤ H. Îñòàâà äà äîêàæåì, ÷å

|K(α)| ≤ 1

||α||
ïðè α 6∈ Z.

Îò Ëåìà 27 è îò îïðåäåëåíèåòî íà ||α|| ñå âèæäà, ÷å ôóíêöèèòå |K(α)| è ||α||−1 ñà
÷åòíè, à ñúùî ïåðèîäè÷íè ñ ïåðèîä 1. Ñëåäîâàòåëíî, äîñòàòú÷íî å äà äîêàæåì, ÷å

|K(α)| ≤ 1

α
ïðè 0 < α ≤ 1

2
. (44)

Êàòî ñå âúçïîëçâàìå îò îïðåäåëåíèåòî íà e(α), îò Ëåìà 27 è îò ôîðìóëàòà çà
ñóìàòà îò ÷ëåíîâåòå íà ãåîìåòðè÷íà ïðîãðåñèÿ, íàìèðàìå

|K(α)| =
∣∣∣∣e(α(M + 1))

1− e(αH)

1− e(α)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣1− e(αH)

1− e(α)

∣∣∣∣ ≤ 2∣∣e (−α
2

)
− e

(
α
2

)∣∣ =
1

sin(πα)
.

Îñòàâà äà çàáåëåæèì, ÷å ôóíêöèÿòà sin(πα) å âäëúáíàòà ïðè 0 ≤ α ≤ 1
2
îòêúäåòî

sin(πα) ≥ 2α. Îòòóê (44) ñëåäâà íåïîñðåäñòâåíî, ñ êîåòî ëåìàòà å äîêàçàíà. �

Äà ïðîäúëæèì ñ èçó÷àâàíåòî íà R1(n). Âñëåäñòâèå íà îöåíêàòà îò Ëåìà 5, âå-
ëè÷èíàòà |M(β)| å ½ìàëêà� àêî β íå å áëèçêî äî öÿëî ÷èñëî. Îòòóê ñëåäâà, ÷å
èíòåãðàëúò Γ(n, q) å ½áëèçúê� äî

Γ(n) =

1/2∫
−1/2

M2(β)e(−nβ) dβ (45)

Ïî-òî÷íî, îò Ëåìà 5 ñëåäâà, ÷å |M(β)| ≤ 1/|β| ïðè 0 < |β| ≤ 1/2 è òîãàâà èìàìå

|Γ(n, q)− Γ(n)| ≤
∫

1/(qτ)≤β≤1/2

∣∣M2(β)
∣∣ dβ ≤ ∫

1/(qτ)≤β≤1/2

dβ

β2
�

∞∫
1/(qτ)

dβ

β2
� qτ. (46)

Èíòåãðàëúò Γ(n), äåôèíèðàí ÷ðåç (45), ñå èç÷èñëÿâà ëåñíî. Êàòî èçïîëçâàìå
äîïóñêàíåòî n ≤ N , îïðåäåëåíèåòî (29) è Ëåìà 27, (ñâîéñòâà (4), (5)), íàìèðàìå

Γ(n) =

1/2∫
−1/2

∑
m1,m2≤N

e(αm1) e(αm2) e(−αn) dα

=
∑

m1,m2≤N

1/2∫
−1/2

e(α(m1 +m2 − n)) dα =
∑

m1+m2=n

1

= n− 1. (47)
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Îò (46) è (47) ñëåäâà
Γ(n, q) = n+O(qτ)

è êàòî ñå âúçïîëçâàìå îò (40), (41), îò î÷åâèäíîòî íåðàâåíñòâî |cn(q)| ≤ ϕ(q) (âèæ
ôîðìóëà (280)), íàìèðàìå

R1(n) =
∑
q≤Q

µ2(q)

ϕ2(q)
cn(q) (n+O(qτ)) +O

(
Ne−c

√
logn
)

= nS(n;Q) +O

(
τ
∑
q≤Q

q

ϕ(q)

)
+O

(
Ne−c

√
logn
)
, (48)

êúäåòî ïðè X ≥ 1 ñìå îïðåäåëèëè

S(n;X) =
∑
q≤X

λn(q), λn(q) =
µ2(q)

ϕ2(q)
cn(q). (49)

Êàòî èçïîëçâàìå (17) âèæäàìå, ÷å ïúðâèÿò îñòàòú÷åí ÷ëåí â (48) å

� τQ2 � N

(logN)A2−2A1
.

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å ïîñëåäíèÿò èçðàç ìàæîðèðà âòîðèÿ îñòàòú÷åí ÷ëåí â (48). Òîãàâà

R1(n) = nS(n;Q) +O

(
N

(logN)A2−2A1

)
. (50)

Èçñëåäâàíå íà ñóìàòà S(n;X). Ùå äîêàæåì ñëåäíàòà

Ëåìà 6. Ôóíêöèÿòà λn(q) å ìóëòèïëèêàòèâíà ïî îòíîøåíèå íà q. Ðåäúò

∞∑
q=1

λn(q)

å àáñîëþòíî ñõîäÿù è ïðè âñÿêî X ≥ 2 å èçïúëíåíî∑
q>X

|λn(q)| � (logN)(logX)

X
τ(n), (51)

êúäåòî τ(n) å áðîÿ íà ïîëîæèòåëíèòå äåëèòåëè íà n.

Äîêàçàòåëñòâî. Ìóëòèïëèêàòèâíîñòòà íà λn(q) ïî îòíîøåíèå íà q å î÷åâèäíî
ñëåäñòâèå îò Ëåìè 39, 41 è 45.

Çà äà äîêàæåì àáñîëþòíàòà ñõîäèìîñò íà äàäåíèÿ ðåä è íåðàâåíñòâîòî (51) ùå
îöåíèì ïðè 2 ≤ X < Y ñóìàòà

F (X, Y ) =
∑

X<q≤Y

|λn(q)| (52)
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è ùå óñòàíîâèì, ÷å òÿ å ïðîèçâîëíî ìàëêà ñòèãà X äà å äîñòàòú÷íî ãîëÿìî � òàêà
ùå ìîæåì äà ïðèëîæèì íåîáõîäèìîòî è äîñòàòú÷íî óñëîâèå íà Êîøè çà ñõîäèìîñò
íà áåçêðàåí ðåä.

Îò (49) è Ëåìè 43, 45 ñëåäâà, ÷å

F (X, Y ) ≤
∑

X<q≤Y

1

ϕ(q)ϕ( q
(q,n)

)
�

∑
X<q≤Y

log q

q2
(q, n).

Ðàçäåëÿìå ïîñëåäíàòà ñóìà íà ÷àñòè ñúîáðàçíî ñòîéíîñòòà íà íàé-ãîëåìèÿ îáù
äåëèòåë (q, n) è ïîëó÷àâàìå

F (X, Y )�
∑
d|n

d
∑

X<q≤Y
q≡0 (mod d)

log q

q2
�
∑
d|n

d
∑

X/d<m≤Y/d

log(md)

m2d2
.

Êàòî èçïîëçâàìå î÷åâèäíîòî íåðàâåíñòâî log(md)� log(2m) log(2d) è óñëîâèåòî n ≤
N , íàìèðàìå

F (X, Y )�
∑
d|n

log(2d)

d

∑
X/d<m≤Y/d

log(2m)

m2
� (logN)

∑
d|n

1

d

∑
X/d<m

log(2m)

m2
. (53)

(Äà îòáåëåæèì, ÷å ðåäúò
∑∞

m=1
log(2m)
m2 å ñõîäÿù.)

Ëåñíî ñå äîêàçâà, ÷å∑
m>Z

log(2m)

m2
� log(2Z)

Z
ïðè Z ≥ 1. (54)

Íàèñòèíà, ïðè 1 ≤ Z ≤ 2 îöåíêàòà (54) å î÷åâèäíà, à ïðè Z > 2 èìàìå

∑
m>Z

log(2m)

m2
� logZ

Z
+

∞∫
Z

log(2x)

x2
dx� logZ

Z
+

Z2∫
Z

log(2x)

x2
dx+

∞∫
Z2

log(2x)

x2
dx

� logZ

Z
+ (logZ)

∞∫
Z

dx

x2
+

∫
Z2

dx

x3/2
� logZ

Z
.

Äà ñå âúðíåì êúì èçðàçà â äÿñíàòà ÷àñò íà (53). Ðàçäåëÿìå ñóìàòà ïî d íà äâå
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÷àñòè, ñúîòâåòíî ïî d > X è d ≤ X. Êàòî èçïîëçâàìå (54), ïîëó÷àâàìå

F (X, Y )� (logN)

∑
d|n
d>X

1

d
+
∑
d|n
d≤X

1

d

log(2X/d)

X/d



� (logN)

 1

X

∑
d|n
d>X

1 +
logX

X

∑
d|n
d≤X

1



� (logN)(logX)

X
τ(n). (55)

Ïîñëåäíèÿò èçðàç íå çàâèñè îò Y è êëîíè êúì 0 ïðè X →∞. Ñëåäîâàòåëíî ðåäúò∑∞
q=1 λn(q) å àáñîëþòíî ñõîäÿù. Èçïîëçâàìå (52) è (55) è, êàòî èçâúðøèì ãðàíè÷åí

ïðåõîä Y →∞, ïîëó÷àâàìå (51). Ëåìàòà å äîêàçàíà. �

Êàòî ïðèëîæèì Ëåìà 6, òúæäåñòâîòî íà Îéëåð (Ëåìà 35) è âçåìåì ïðåäâèä
îïðåäåëåíèÿòà (6) è (49), ñúîòâåòíî íà S(n) è λn(q), è ñâîéñòâàòà íà ôóíêöèèòå íà
Ìüîáèóñ, Îéëåð è Ðàìàíóäæàí, ïîëó÷àâàìå

∞∑
q=1

λn(q) =
∏
p

(
1 + λn(p) + λn(p2) + . . .

)

=
∏
p

(1 + λn(p))

=
∏
p-n

(1 + λn(p))
∏
p|n

(1 + λn(p))

=
∏
p-n

(
1− 1

(p− 1)2

)∏
p|n

(
1 +

1

p− 1

)

= S(n). (56)

Îò (17), (49), (56) è Ëåìà 6 ñëåäâà

S(n;Q) = S(n) +O

(
τ(n)

(logN)A1−2

)
. (57)
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Îöåíêà çà E1. Êàòî çàìåñòèì èçðàçà îò äÿñíàòà ÷àñò íà (57) â (50), íàìèðàìå

R1(n) = nS(n) +O

(
N τ(n)

(logN)A1−2

)
+O

(
N

(logN)A2−2A1

)
.

Îò (24) è îò ïîñëåäíàòà ôîðìóëà ñëåäâà

E1 �
∑
n≤N

(
N2 τ 2(n)

(logN)2A1−4
+

N2

(logN)2A2−4A1

)

� N2

(logN)2A1−4

∑
n≤N

τ 2(n) +
N3

(logN)2A2−4A1
.

Îñòàâà äà ïðèëîæèì Ëåìà 38 è ïîëó÷àâàìå

E1 �
N3

(logN)2A1−7
+

N3

(logN)2A2−4A1
. (58)

2.2.3 Îöåíÿâàíå íà E2.

Íà÷àëî. Îò (22), (24) è îò íåðàâåíñòâîòî íà Áåñåë (Ëåìà 33), ïðèëîæåíî êúì
ôóíêöèÿòà

f(α) =

{
S2(α) ïðè α ∈ m,

0 ïðè α ∈M

ñëåäâà, ÷å

E2 =
∑
n≤N

∣∣∣∣∣∣
∫
m

S2(α) e(−αn) dα

∣∣∣∣∣∣
2

≤
∫
m

|S(α)|4 dα ≤
(

sup
α∈m
|S(α)|

)2 ∫
m

|S(α)|2 dα. (59)

Ïî-íàòàòúê îò (20) ñëåäâà, ÷å m ⊂
[
− 1
τ
, 1− 1

τ

]
. Òîãàâà

∫
m

|S(α)|2 dα ≤
1−1/τ∫
−1/τ

|S(α)|2 dα =

1∫
0

|S(α)|2 dα. (60)

Òóê èçïîëçâàõìå, ÷å ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ å ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîä 1. Êàòî âçåìåì
ïðåäâèä (15), ñâîéñòâà (4) è (5) îò Ëåìà 27 è òåîðåìàòà íà ×åáèøåâ (Ëåìà 52),
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íàìèðàìå

1∫
0

|S(α)|2 dα =

1∫
0

∑
p1,p2≤N

(log p1)(log p2) e(α(p1 − p2)) dα

=
∑

p1,p2≤N

(log p1)(log p2)

1∫
0

e(α(p1 − p2)) dα

=
∑

p1,p2≤N
p1−p2=0

(log p1)(log p2) =
∑
p≤N

(log p)2 � π(N) (logN)2

� N logN. (61)

Îò (59), (60) è (61) ñëåäâà

E2 �
(

sup
α∈m
|S(α)|

)2

N (logN). (62)

È òàêà, îñòàâà äà ñå îöåíè S(α) ðàâíîìåðíî ïî α ∈ m. Òîâà ùå èçâúðøèì â
ñëåäâàùèòå ïàðàãðàôè.

Ìåòîäúò íà Âèíîãðàäîâ. Íåêà èìàìå ñóìà ïî ïðîñòè ÷èñëà∑
p≤x

f(p),

êúäåòî f å äàäåíà ôóíêöèÿ. (Â ïðèëîæåíèÿòà òÿ îáèêíîâåíî å ½îñöèëèðàùà�.) Âè-
íîãðàäîâ å ïîêàçàë, ÷å âñÿêà òàêàâà ñóìà ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî ëèíåéíà êîì-
áèíàöèÿ íà íÿêîëêî ñóìè îò äâà òèïà.

Ñóìèòå îò ïúðâè òèï ñà äâîéíè ñóìè îò âèäà∑
dl≤x
d≤u

γd f(dl).

Òóê ïàðàìåòúðúò u íàðàñòâà çàåäíî ñ x, íî äîñòà ïî-áàâíî îò x, à ÷èñëàòà γd ñà
½ìàëêè�. Òúé êàòî íÿìà êîåôèöèåíòè, çàâèñåùè îò l, òî òåçè ñóìè ñå îöåíÿâàò äîáðå,
àêî ñå èçïîëçâà îñöèëàöèÿòà íà f .

Ñóìèòå îò âòîðè òèï ñà äâîéíè ñóìè îò âèäà∑
dl≤x
d>u
l>u

γd δl f(dl).
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Òóê êîåôèöèåíòèòå γd, δl ñà ½ìàëêè�, íî òîâà íå íè äàâà âúçìîæíîñò äà èçïîëçâàìå
äèðåêòíî îñöèëàöèîííîòî ñâîéñòâî íà f . Òîâà îáà÷å ìîæå äà ñå èçâúðøè ïî äðóã
íà÷èí. Çà äà èëþñòðèðàìå ìåòîäà íåêà ðàçãëåäàìå ïî-ïðîñòàòà ñóìà îò âòîðè òèï

H =
∑

D<d≤2D
L<l≤2L

γd δl f(dl),

êúäåòî DL ≤ x,D ≥ u, L ≥ u è íåêà ñ÷èòàìå, ÷å |γd| ≤ 1, |δl| ≤ 1. Êàòî èçïîëçâàìå
íåðàâåíñòâîòî íà òðèúãúëíèêà (Ëåìà 29) ïîëó÷àâàìå

|H| ≤
∑

D<d≤2D

∣∣∣∣∣ ∑
L<l≤2L

δl f(dl)

∣∣∣∣∣ .
Ïî òîçè íà÷èí ñå îñâîáîäèõìå îò èçðàçèòå γd. Ñåãà ïðèëàãàìå íåðàâåíñòâîòî íà Êîøè
(Ëåìà 30) è èçïîëçâàìå, ÷å ïðè z ∈ C å èçïúëíåíî |z|2 = zz, êúäåòî z å êîìïëåêñíîòî
ñïðåãíàòî íà z. Ñëåä òîâà ñìåíÿìå ðåäà íà ñóìèðàíå è ïîëó÷àâàìå

|H|2 ≤ D
∑

D<d≤2D

∣∣∣∣∣ ∑
L<l≤2L

δl f(dl)

∣∣∣∣∣
2

=
∑

D<d≤2D

∑
L<l1≤2L

δl1 f(dl)
∑

L<l2≤2L

δl2 f(dl)

=
∑

L<l1≤2L

∑
L<l2≤2L

δl1 δl2
∑

D<d≤2D

f(dl) f(dl).

Îòòóê ñëåäâà

|H|2 ≤
∑

L<l1≤2L

∑
L<l2≤2L

∣∣∣∣∣ ∑
D<d≤2D

f(dl) f(dl)

∣∣∣∣∣ .
Ïî òîçè íà÷èí ñå îñâîáîäèõìå è îò δl. Ñåãà, àêî èçïîëçâàìå óìåëî îñöèëàöèîííèòå
ñâîéñòâà íà f , ùå ïîëó÷èì íåòðèâèàëíà îöåíêà çà H.

Òúæäåñòâî íà Âîí. Ñëåäâàùàòà ëåìà, èçâåñòíà êàòîòúæäåñòâî íà Âîí, íè äàâà
ïðåäñòàâÿíå íà äàäåíà ñóìà ïî ïðîñòè ÷èñëà ÷ðåç ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ íà äâå ñóìè
îò ïúðâè òèï è åäíà ñóìà îò âòîðè òèï. Ùå îòáåëåæèì, ÷å îðèãèíàëíèÿò ìåòîä íà
Âèíîãðàäîâ å çíà÷èòåëíî ïî-ñëîæåí.

Ëåìà 7. Íåêà x, u ∈ R, 1 < u < x, íåêà f(n) å ïðîèçâîëíà ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà
çà n ∈ N, n ≤ x è íåêà Λ(n), µ(n), τ(n) ñà ñúîòâåòíî ôóíêöèÿòà íà Ìàíãîëä,
ôóíêöèÿòà íà Ìüîáèóñ è áðîÿ íà ïîëîæèòåëíèòå äåëèòåëè íà n. Â ñèëà å òúæ-
äåñòâîòî ∑

u<n≤x

Λ(n)f(n) = W1 −W2 −W3, (63)
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êúäåòî

W1 =
∑
d≤u

µ(d)
∑
l≤x

d

(log l) f(dl), (64)

W2 =
∑
d≤u2

c(d)
∑
l≤x

d

f(dl), (65)

W3 =
∑

u<d≤ x
u

∑
u<l≤x

d

a(d) Λ(l) f(dl), (66)

è êúäåòî
a(d) =

∑
k|d
k≤u

µ(k), c(d) =
∑
kh=d
k≤u
h≤u

µ(k) Λ(h). (67)

Îñâåí òîâà, èçïúëíåíè ñà íåðàâåíñòâàòà

|a(d)| ≤ τ(d), |c(d)| ≤ log d. (68)

Äîêàçàòåëñòâî. Ïðè u < n èçïîëçâàìå Ëåìà 44 è çàïèñâàìå Λ(n) âúâ âèäà

Λ(n) =
∑
d|n

µ(d) log
n

d
=
∑
dl=n

µ(d) log l = I(n) + I ′(n), (69)

êúäåòî

I(n) =
∑
dl=n
d≤u

µ(d) log l, I ′(n) =
∑
dl=n
d>u

µ(d) log l. (70)

Äà ðàçãëåäàìå I ′(n). Êàòî èçïîëçâàìå îòíîâî Ëåìà 44 çàïèñâàìå

I ′(n) =
∑
dl=n
d>u

µ(d)
∑
k|l

Λ(k) =
∑
dl=n
d>u

µ(d)
∑
kr=l

Λ(k) =
∑
dkr=n
d>u

µ(d)Λ(k).

Ðàçäåëÿìå ïîñëåäíàòà ñóìà íà äâå ÷àñòè ñúîáðàçíî ãîëåìèíàòà íà k. Ïîëó÷àâàìå

I ′(n) = I ′′(n) + I∗(n), (71)

êúäåòî

I ′′(n) =
∑
dkr=n
d>u
k≤u

µ(d)Λ(k), I∗(n) =
∑
dkr=n
d>u
k>u

µ(d)Λ(k). (72)

Äà ðàçãëåäàìå I ′′(n). Èìàìå

I ′′(n) = I ′′′(n)− J(n), (73)
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êúäåòî

I ′′′(n) =
∑
dkr=n
k≤u

µ(d)Λ(k), J(n) =
∑
dkr=n
d≤u
k≤u

µ(d)Λ(k). (74)

Íî
I ′′′(n) =

∑
sk=n
k≤u

Λ(k)
∑
dr=s

µ(d) = 0, (75)

òúé êàòî âúòðåøíàòà ñóìà â ãîðíèÿ èçðàç å ðàâíà íà
∑

d|s µ(d) = 0 (èçïîëçâàõìå

Ëåìà 40). Ïî-íàòàòúê, î÷åâèäíî ìîæåì äà çàïèøåì ñóìàòà J(n) êàòî

J(n) =
∑
mr=n
m≤u2

∑
dk=m
d≤u
k≤u

µ(d)Λ(k)

 =
∑
mr=n
m≤u2

c(m), c(m) =
∑
dk=m
d≤u
k≤u

µ(d)Λ(k). (76)

Ñåãà äà ðàçãëåäàìå I∗(n), îïðåäåëåíî ÷ðåç (72). Çàïèñâàìå ãî âúâ âèäà

I∗(n) =
∑
tk=n
t>u
k>u

∑
dr=t
d>u

µ(d)

 Λ(k) =
∑
tk=n
t>u
k>u

∑
dr=t

µ(d)−
∑
dr=t
d≤u

µ(d)

 Λ(k) = −K(n), (77)

êúäåòî

K(n) =
∑
tk=n
t>u
k>u

∑
dr=t
d≤u

µ(d)

 Λ(k) =
∑
tk=n
t>u
k>u

a(t) Λ(k), a(t) =
∑
dr=t
d≤u

µ(d). (78)

Êàòî èçïîëçâàìå (69), (71), (73), (75) è (77), çàïèñâàìå

Λ(n) = I(n)− J(n)−K(n) ïðè u < n, (79)

êúäåòî ñúáèðàåìèòå â äÿñíàòà ÷àñò íà ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ñå îïðåäåëÿò ÷ðåç (70),
(76) è (78). Ñëåä êàòî ñìåíèì, çà óäîáñòâî, ñóìàöèîííèòå ïðîìåíëèâè, ìîæåì äà
çàïèøåì

I(n) =
∑
dl=n
d≤u

µ(d) log l, J(n) =
∑
dl=n
d≤u2

c(d), K(n) =
∑
dl=n
d>u
l>u

a(d) Λ(l), (80)

êúäåòî a(d), c(d) ñå çàäàâàò ÷ðåç (67). Äà îòáåëåæèì, ÷å âåëè÷èíèòå â äÿñíàòà
÷àñò íà (79) èìàò ñìèñúë è ïðè n ≤ u, êàòî â òîçè ñëó÷àé îò Ëåìà 40 è Ëåìà 44
íåïîñðåäñòâåíî ñëåäâà, ÷å I(n) = J(n) = Λ(n), K(n) = 0. Èëè íàìèðàìå

0 = I(n)− J(n)−K(n) ïðè n ≤ u. (81)
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Óìíîæàâàìå äâåòå ñòðàíè íà (79) è (81) ñ f(n) è ñóìèðàìå ïî n. Êàòî èçïîëçâàìå
(80), ïîëó÷àâàìå ∑

u<n≤x

Λ(n)f(n) = W ′
1 −W ′

2 −W ′
3,

êàòî

W ′
1 =

∑
n≤x

I(n)f(n) =
∑
dl≤x
d≤u

µ(d) (log l) f(dl) = W1,

W ′
2 =

∑
n≤x

J(n)f(n) =
∑
dl≤x
d≤u2

c(d) f(dl) = W2,

W ′
3 =

∑
n≤x

K(n)f(n) =
∑
dl≤x
d>u
l>u

a(d) Λ(l) f(dl) = W3.

Ñ òîâà ðàâåíñòâîòî (63) å äîêàçàíî.

Îñòàâà äà ïðîâåðèì (68). Îò Ëåìà 44 ñëåäâà

|c(d)| ≤
∑
kh=d

Λ(h) =
∑
h|d

Λ(h) = log d

è î÷åâèäíî

|a(d)| ≤
∑
k|d

1 = τ(d).

Ñ òîâà ëåìàòà å äîêàçàíà. �

Åäíà åëåìåíòàðíà ëåìà.

Ëåìà 8. Íåêà X, Y ∈ R, X ≥ 1, Y ≥ 1;α ∈ R, a ∈ Z, q ∈ N è íåêà∣∣∣∣α− a

q

∣∣∣∣ ≤ 1

q2
, (a, q) = 1. (82)

Ðàçãëåæäàìå ñóìàòà

U =
∑
n≤X

min

(
XY

n
,

1

||αn||

)
, (83)

êúäåòî ||x|| å ðàçñòîÿíèåòî îò x äî íàé-áëèçêîòî öÿëî ÷èñëî. Òîãàâà çà ñóìàòà U
å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

U ≤ 100XY

(
1

q
+

1

Y
+

q

XY

)
log(3qX). (84)
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Äîêàçàòåëñòâî. Ïúðâî äà îòáåëåæèì, ÷å îò èçâåñòíàòà îöåíêà∑
n≤x

1

n
≤ 1 + log x ïðè x ≥ 1 (85)

ñëåäâàò íåðàâåíñòâàòà

U ≤
∑
n≤X

XY

n
≤ XY (1 + logX) ≤ XY log(3X).

Àêî q ≤ 100, òî îò ïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî ñëåäâà (84). Îòòóê íàòàòúê ùå ïðåäïî-
ëàãàìå, ÷å q > 100.

Íåêà ðàçãëåäàìå ñóìàòà

V0 =
∑
n≤ q

2

min

(
XY

n
,

1

||αn||

)
. (86)

Îò (82) ñëåäâà, ÷å α ìîæå äà ñå çàïèøå âúâ âèäà

α =
a

q
+

θ

q2
, |θ| ≤ 1. (87)

Äà îòáåëåæèì, ÷å ôóíêöèÿòà ||x|| å ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîä 1 è ñà èçïúëíåíè óñëîâèÿòà

||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y|| è ||x|| = |x| ïðè |x| ≤ 1

2
. (88)

Òúé êàòî (a, q) = 1, òî ïðè 1 ≤ n ≤ q
2
èìàìå q - an, ñëåäîâàòåëíî ||an

q
|| ≥ 1

q
. Òîãàâà,

êàòî âçåìåì ïðåäâèä (87), (88) è óñëîâèåòî n ≤ q/2, ïîëó÷àâàìå

||αn|| =
∣∣∣∣∣∣∣∣anq +

θn

q2

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣∣∣∣∣anq
∣∣∣∣∣∣∣∣− ∣∣∣∣∣∣∣∣θnq2

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣∣∣∣∣anq
∣∣∣∣∣∣∣∣− |θn|q2

≥
∣∣∣∣∣∣∣∣anq

∣∣∣∣∣∣∣∣− 1

2q
≥ 1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣anq
∣∣∣∣∣∣∣∣ . (89)

Îò ãîðíîòî íåðàâåíñòâî è îò (85), (86), (88) è (89) ñëåäâà

V0 ≤
∑
n≤ q

2

1

||αn||
≤ 2

∑
n≤ q

2

∣∣∣∣∣∣∣∣anq
∣∣∣∣∣∣∣∣−1

= 2
∑

− q
2
<l≤ q

2
l 6=0

∑
n≤ q

2
an≡l (mod q)

∣∣∣∣∣∣∣∣anq
∣∣∣∣∣∣∣∣−1

= 2
∑

− q
2
<l≤ q

2
l 6=0

∣∣∣∣ lq
∣∣∣∣−1 ∑

n≤ q
2

an≡l (mod q)

1 ≤ 4q
∑

1≤l≤ q
2

1

l

≤ 4q log(3q). (90)

Àêî X ≤ q
2
, òî î÷åâèäíî U ≤ V0 è îò (90) ñëåäâà íåðàâåíñòâîòî (84).
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Ñåãà äà ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ X > q
2
. Òîãàâà èìàìå

U ≤ V0 +
k∑
s=0

Ws, (91)

êúäåòî

Ws =
∑

(s+ 1
2)q<n≤(s+ 3

2)q

min

(
XY

n
,

1

||αn||

)
, (92)

à k ñå îïðåäåëÿ îò óñëîâèÿòà(
k +

1

2

)
q ≤ X <

(
k +

3

2

)
q.

ßñíî å, ÷å

k =

[
X

q
− 1

2

]
≤ X

q
. (93)

Çàïèñâàìå Ws âúâ âèäà

Ws =
∑

− q
2
<l≤ q

2

min

(
XY

(s+ 1)q + l
,

1

||α((s+ 1)q + l)||

)
.

Îò (87) ñëåäâà

α((s+ 1)q + l) =

(
a

q
+

θ

q2

)
((s+ 1)q + l)

= a(s+ 1) +
al

q
+
θ(s+ 1)

q
+
θl

q2

= a(s+ 1) +
al + [θ(s+ 1)]

q
+
λ(l)

q
, (94)

êúäåòî

λ(l) = λq,s,θ(l) = {θ(s+ 1)}+
θl

q
.

Êàòî èçïîëçâàìå (87) è óñëîâèåòî − q
2
< l ≤ q

2
âèæäàìå, ÷å

|λ(l)| < 2.

Òîãàâà îò (88) è (94) ïîëó÷àâàìå

||α((s+ 1)q + l)|| =
∣∣∣∣∣∣∣∣al + [θ(s+ 1)]

q
+
λ(l)

q

∣∣∣∣∣∣∣∣
≥
∣∣∣∣∣∣∣∣al + [θ(s+ 1)]

q

∣∣∣∣∣∣∣∣− ∣∣∣∣λ(l)

q

∣∣∣∣
≥
∣∣∣∣∣∣∣∣al + [θ(s+ 1)]

q

∣∣∣∣∣∣∣∣− 2

q
. (95)

26



Ðàçäåëÿìå Ws íà äâå ÷àñòè

Ws = W ′
s +W ′′

s , (96)

êúäåòî â W ′
s ñà ñúáèðàåìèòå, çà êîèòî

al + [θ(s+ 1)] ≡ 0,±1,±2 (mod q),

à W ′′
s ñúäúðæà îñòàíàëèòå ñúáèðàåìè.

Ñóìàòà W ′
s ñúäúðæà íå ïîâå÷å îò 5 ÷ëåíà è âñåêè îò òÿõ íå íàäõâúðëÿ XY

(s+1)q−q/2 .
Òîãàâà

W ′
s ≤

5XY

(s+ 1
2
)q
. (97)

Ñåãà äà ðàçãëåäàìå W ′′
s . Ñòîéíîñòèòå, êîèòî ñóìàöèîííàòà ïðîìåíëèâà l íà òàçè

ñóìà ïðîáÿãâà, ñà òàêèâà, ÷å

al + [θ(s+ 1)] ≡ m (mod q),

êúäåòî 3 ≤ |m| ≤ q
2
. Òîãàâà, çà âñÿêî òàêîâà l èçðàçúò â ïîñëåäíèÿ ðåä íà (95) å

ïîëîæèòåëåí. Ñëåäîâàòåëíî

W ′′
2 ≤

∑
3≤|m|≤ q

2

∑
− q

2
<l≤ q

2
al+[θ(s+1)]≡m (mod q)

1∣∣∣∣∣∣al+[θ(s+1)]
q

∣∣∣∣∣∣− 2
q

≤
∑

3≤|m|≤ q
2

1
|m|
q
− 2

q

≤ 2q
∑

3≤m≤ q
2

1

m− 2
.

Îò ãîðíîòî íåðàâåíñòâî è îò (85) ïîëó÷àâàìå

W ′′
2 ≤ 2q log(3q). (98)

Îò (96), (97), (98) ñëåäâà

Ws ≤
5XY

q
(
s+ 1

2

) + 2q log(3q)

è òîãàâà, êàòî âçåìåì ïðåäâèä (85) è (93), íàìèðàìå

k∑
s=0

Ws ≤
5XY

q

k∑
s=0

1

s+ 1
2

+ 2(k + 1)q log(3q)

≤ 5XY

q
(3 + log k) + 2

(
X

q
+ 1

)
q log(3q)

≤ 50

(
XY

q
+X + q

)
log(3qX). (99)
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Íåðàâåíñòâîòî (84) å ñëåäñòâèå íà (90), (91) è (99). Ëåìàòà å äîêàçàíà. �

Îöåíÿâàíå íà S(α). Ùå äîêàæåì ñëåäíàòà îñíîâíà

Ëåìà 9. Íåêà α ∈ R, a ∈ Z, q ∈ N, êàòî∣∣∣∣α− a

q

∣∣∣∣ ≤ 1

q2
, (a, q) = 1, q ≤ N. (100)

Òîãàâà çà ñóìàòà

S(α) =
∑
p≤N

(log p) e(αp)

å èçïúëíåíî
|S(α)| �

(
Nq−

1
2 +N

4
5 +N

1
2 q

1
2

)
(logN)4. (101)

Äîêàçàòåëñòâî. Ðàçãëåæäàìå ñóìàòà

S∗(α) =
∑
n≤N

Λ(n) e(αn).

Êàòî èçïîëçâàìå îïðåäåëåíèåòî íà ôóíêöèÿòà íà Ìàíãîëä ïîëó÷àâàìå

S∗(α) =
∑
pl≤N

(log p) e
(
αpl
)

= S(α) + ∆′,

êúäåòî

∆′ =
∑
pl≤N
l≥2

(log p) e
(
αpl
)
.

Â ñóìàòà, îïðåäåëÿùà ∆′, ñóìàöèîííàòà ïðîìåíëèâà l ïðîáÿãâà íàé ìíîãî O(logN)
ñòîéíîñòè è íàé-ãîëÿìîòî ñúáèðàåìî (îòãîâàðÿùî íà l = 2) èìà ïîðÿäúê O(

√
N).

Ñëåäîâàòåëíî ∆′ = O
(√

N logN
)
, îòêúäåòî ñëåäâà

S(α) = S∗(α) +O
(√

N logN
)
. (102)

Çà äà îöåíèì S∗(α) âúâåæäàìå ïàðàìåòúð u, êîéòî ùå èçáåðåì ïî-êúñíî. Çàñåãà
ñ÷èòàìå ñàìî, ÷å u óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî

1 < u <
√
N. (103)

Êàòî ñå âúçïîëçâàìå îò òúæäåñòâîòî íà Âîí (Ëåìà 7), ïîëó÷àâàìå

S∗(α) = W1 −W2 −W3 +O(u), (104)
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êúäåòî

W1 =
∑
d≤u

µ(d)
∑
l≤N

d

(log l) e(αdl), (105)

W2 =
∑
d≤u2

c(d)
∑
l≤N

d

e(αdl), (106)

W3 =
∑

u<d≤N
u

∑
u<l≤N

d

a(d) Λ(l) e(αdl), (107)

è êúäåòî a(d), c(d) ñà ðåàëíè ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿâàùè ñúîòâåòíî óñëîâèÿòà

|a(d)| ≤ τ(d), |c(d)| ≤ log d. (108)

Äà îöåíèì ïúðâî W2. (Êàêòî îòáåëÿçàõìå ïðåäè, òîâà å ñóìà îò ïúðâè òèï.) Îò
(106), (108) è Ëåìà 5 ñëåäâà

|W2| � (logN)
∑
d≤u2

∣∣∣∣∣∣
∑
l≤N

d

e(αdl)

∣∣∣∣∣∣� (logN)
∑
d≤u2

min

(
N

d
,

1

||αd||

)
.

Ïðèëàãàìå Ëåìà 8 çà ïàðàìåòðèòå X = u2, Y = Nu−2 è ïîëó÷àâàìå

|W2| � N

(
1

q
+
u2

N
+

q

N

)
(logN)2. (109)

Ñåãà äà ðàçãëåäàìå W1. Òàçè âåëè÷èíà íå å ñóìà îò ïúðâè òèï ïîðàäè íàëè÷èåòî
íà èçðàçà (log l), íî ëåñíî ñå ñâåæäà äî òàêàâà ñ ïîìîùòà íà ïðåîáðàçîâàíèåòî íà
Àáåë (Ëåìà 31). Ïðåîáðàçóâàìå âúòðåøíàòà ñóìà â (105) ïî ôîðìóëàòà îò Ëåìà 31
ñëåä êîåòî ïðèëàãàìå Ëåìà 5. Ïîëó÷àâàìå∣∣∣∣∣∣

∑
l≤N

d

(log l) e(αdl)

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣−
N/d∫
1

∑
l≤t

e(αdl) (log t)′ dt+
∑
l≤N

d

e(αdl) log(N/d)

∣∣∣∣∣∣

≤
N/d∫
1

∣∣∣∣∣∑
l≤t

e(αdl)

∣∣∣∣∣ dtt +

∣∣∣∣∣∣
∑
l≤N

d

e(αdl)

∣∣∣∣∣∣ logN

≤ min

(
N

d
,

1

||αd||

)  N/d∫
1

dt

t
+ logN



� min

(
N

d
,

1

||αd||

)
logN.
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Îòòóê, îò (105) è îò Ëåìà 8 ñëåäâà

|W1| � (logN)
∑
d≤u

min

(
N

d
,

1

||αd||

)
� N

(
1

q
+
u

N
+

q

N

)
(logN)2. (110)

Îñòàâà äà îöåíèì ñóìàòà îò âòîðè òèïW3, îïðåäåëåíà ÷ðåç (107). Ïúðâî ðàçäåëÿìå
èíòåðâàëà, êîéòî ïðîáÿãâà d, íà ÷àñòè ñ ïîìîùòà íà òî÷êèòå 2iu, i = 0, 1, 2, . . . .
Ïîëó÷àâàò ñå O(logN) ïîäèíòåðâàëà, êàòî âñåêè îò òÿõ å îò âèäà (D,D1], êúäåòî

u ≤ D < D1 ≤
N

u
, D1 ≤ 2D. (111)

Ñëåäîâàòåëíî W3 ñå ðàçáèâà íà O(logN) ïîäñóìè îò âèäà

W ∗ = W ∗(D,D1) =
∑

D<d≤D1

∑
u<l≤N

d

a(d) Λ(l) e(αdl),

êúäåòî D è D1 óäîâëåòâîðÿâàò (111). Çà äà îöåíèìW
∗ èçïîëçâàìå (108) è ïðèëàãàìå

íåðàâåíñòâîòî íà òðèúãúëíèêà (Ëåìà 29). Ïîëó÷àâàìå

|W ∗| ≤
∑

D<d≤D1

τ(d)

∣∣∣∣∣∣
∑

u<l≤N
d

Λ(l) e(αdl)

∣∣∣∣∣∣ .
Ñåãà ïðèëàãàìå íåðàâåíñòâîòî íà Êîøè (Ëåìà 30), ñëåä êîåòî ñå âúçïîëçâàìå îò
Ëåìà 38 è óñëîâèÿòà (111). Íàìèðàìå

|W ∗|2 ≤

( ∑
D<d≤D1

τ 2(d)

) ∑
D<d≤D1

∣∣∣∣∣∣
∑

u<l≤N
d

Λ(l) e(αdl)

∣∣∣∣∣∣
2

� (logN)3D
∑

D<d≤D1

∣∣∣∣∣∣
∑

u<l≤N
d

Λ(l) e(αdl)

∣∣∣∣∣∣
2

.

Êúì ñóìàòà ïî l â ãîðíèÿ èçðàç ïðèëàãàìå òúæäåñòâîòî |z|2 = zz, êúäåòî z å
êîìïëåêñíîòî ñïðåãíàòî íà z, ñëåä êîåòî ñìåíÿìå ðåäà íà ñóìèðàíå. Ïîëó÷àâàìå

|W ∗|2 � (logN)3D
∑

D<d≤D1

∑
u<l1≤Nd

∑
u<l2≤Nd

Λ(l1) Λ(l2) e(αdl1) e(−αdl2)

= (logN)3D
∑

u<l1≤ND

∑
u<l2≤ND

Λ(l1) Λ(l2)
∑

D<d≤Dl1,l2

e(αd(l1 − l2)),

êúäåòî
Dl1,l2 = min(D1, N/l1, N/l2) ≤ 2D. (112)
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Îòòóê ñëåäâà
|W ∗|2 � (logN)5DΣ, (113)

êúäåòî

Σ =
∑

u≤l1,l2≤ND

∣∣∣∣∣∣
∑

D<d≤Dl1,l2

e(αd(l1 − l2))

∣∣∣∣∣∣ . (114)

Ïðåäñòàâÿìå òàçè ñóìà âúâ âèäà

Σ = Σ1 + Σ2, (115)

êúäåòî Σ1 ñúäúðæà ñúáèðàåìèòå, çà êîèòî l1 = l2, à Σ2 ñúáèðàåìèòå, çà êîèòî l1 6= l2.
Êàòî îöåíèì òðèâèàëíî ñóìàòà ïî d, ïîëó÷àâàìå

Σ1 � D
∑

u<l≤N
D

1� N. (116)

Äà ðàçãëåäàìå Σ2. Ðàçäåëÿìå òàçè ñóìà íà ÷àñòè ñúîáðàçíî ñòîéíîñòòà íà l1 − l2 è
ïðèëàãàìå Ëåìà 5 è (112). Ïîëó÷àâàìå

Σ2 =
∑

1≤|h|≤N
D

∑
u≤l1,l2≤ND
l1−l2=h

∣∣∣∣∣∣
∑

D<d≤Dl1,l2

e(αd(l1 − l2))

∣∣∣∣∣∣

�
∑

1≤|h|≤N
D

∑
u≤l1,l2≤ND
l1−l2=h

min

(
D,

1

||αh||

)

=
∑

1≤|h|≤N
D

min

(
D,

1

||αh||

) ∑
u≤l1,l2≤ND
l1−l2=h

1

� N

D

∑
1≤h≤N

D

min

(
D,

1

||αh||

)
.

Ïðè 1 ≤ h ≤ N
D
èìàìå D ≤ N

h
. Òîãàâà îò ãîðíàòà ôîðìóëà è îò Ëåìà 8 ïîëó÷àâàìå

Σ2 �
N

D

∑
1≤h≤N

D

min

(
N

h
,

1

||α(l1 − l2)||

)
� N2

D

(
1

q
+

1

D
+

q

N

)
logN. (117)

Îò (113), (115), (116) è (117) ñëåäâà

|W ∗|2 �
(
DN +

N2

q
+
N2

D
+Nq

)
(logN)6.
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Êàòî âçåìåì ïðåäâèä äîëíàòà è ãîðíàòà ãðàíèöè çà D îò (111), íàìèðàìå

|W ∗|2 �
(
N2

u
+
N2

q
+Nq

)
(logN)6,

îòêúäåòî

|W ∗| �
(
N

u1/2
+

N

q1/2
+N1/2q1/2

)
(logN)3.

Äà ñè ïðèïîìíèì, ÷å ñóìàòà W3 ñå ñúñòîè îò O(logN) ñóìè îò âèäà W ∗. Òîãàâà

|W3| �
(
N

u1/2
+

N

q1/2
+N1/2q1/2

)
(logN)4. (118)

Îò (100), (102), (104), (109), (110) and (118) ñëåäâà

|S(α)| �
(
N

u1/2
+

N

q1/2
+N1/2q1/2 + u2

)
(logN)4. (119)

Èçáèðàìå ïàðàìåòúðà u òàêà, ÷å ïîðÿäúêúò íà èçðàçà â äÿñíàòà ñòðàíà íà ãîðíîòî
íåðàâåíñòâî äà å ìèíèìàëåí. Òîâà ñå ñëó÷âà, àêî Nu−1/2 = u2, ò.å. êîãàòî u = N2/5.
(Ïðè òîçè èçáîð íà u óñëîâèåòî (103) å èçïúëíåíî.) Òîãàâà, êàòî çàìåñòèì u = N2/5

â (119) ïîëó÷àâàìå (101), ñ êîåòî ëåìàòà å äîêàçàíà. �

Îöåíêà çà E2. Âå÷å ñìå â ñúñòîÿíèå äà îöåíèì supα∈m |S(α)|. Äà âçåìåì ïðîèçâîëíî
α ∈ m è íåêà τ å îïðåäåëåíî ÷ðåç (17). Îò ëåìàòà íà Äèðèõëå (Ëåìà 28) ñëåäâà, ÷å
ñúùåñòâóâàò a ∈ Z, q ∈ N òàêèâà, ÷å∣∣∣∣α− a

q

∣∣∣∣ < 1

qτ
, (a, q) = 1, q ≤ τ. (120)

Îò (20) ñëåäâà, ÷å − 1
τ
≤ α ≤ 1− 1

τ
, à ïúðâîòî îò òðèòå ãîðíè óñëîâèÿ å åêâèâàëåíòíî

íà a
q
− 1

qτ
< α < a

q
+ 1

qτ
. Íî òîãàâà èìàìå

−1

τ
<
a

q
+

1

qτ
,

a

q
− 1

qτ
< 1− 1

τ
,

èëè, âñå åäíî,

−q + 1

τ
< a < q − q − 1

τ
.

Îò ãîðíèòå íåðàâåíñòâà ñëåäâà, ÷å −1 ≤ a ≤ q − 1.

Àêî ïðåäïîëîæèì, ÷å a = −1, òî ùå èìàìå − q+1
τ
< −1 èëè, âñå åäíî, τ − 1 < q.

Îòòóê è îò (17) î÷åâèäíî ñëåäâà, ÷å Q < q.

Àêî ïúê 0 ≤ a ≤ q−1, òî îòíîâî ùå å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî Q < q. Íàèñòèíà,

äà äîïóñíåì, ÷å q ≤ Q. Òîãàâà α ùå ïðèíàäëåæè íà èíòåðâàë
(
a
q
− 1

τ
, a
q

+ 1
τ

)
, çà

êîéòî èìàìå q ≤ Q, 0 ≤ a ≤ q− 1, (a, q) = 1. Êàòî ñè ïðèïîìíèì îïðåäåëåíèåòî (18)
çà ìíîæåñòâîòî íà ãîëåìèòå äúãè M, ùå íàïðàâèì èçâîäà, ÷å α ∈ M. Íî α ∈ m è
ïîëó÷àâàìå ïðîòèâîðå÷èå ñ (20).
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È òàêà, âèæäàìå, ÷å ïðè âñè÷êè âúçìîæíè ñëó÷àè èìàìå q > Q. Îò äðóãà ñòðàíà,
îò q ≤ τ ñëåäâà 1

qτ
≤ 1

q2
. Èëè ïîëó÷èõìå, ÷å çà âñÿêî α ∈ m ñúùåñòâóâàò a ∈ Z, q ∈ N,

óäîâëåòâîðÿâàùè ∣∣∣∣α− a

q

∣∣∣∣ < 1

q2
, (a, q) = 1, Q < q ≤ τ. (121)

Êàòî ïðèëîæèì Ëåìà 9 è (121), íàìèðàìå

|S(α)| �
(
Nq−

1
2 +N

4
5 +N

1
2 q

1
2

)
(logN)4

�
(
NQ−

1
2 +N

4
5 +N

1
2 τ

1
2

)
(logN)4.

Ïîñëåäíèÿò èçðàç âå÷å íå çàâèñè îò êîíêðåòíîòî α ∈ m. Êàòî âçåìåì ïðåäâèä
îïðåäåëåíèÿòà íà Q è τ , äàäåíè â (17), ïîëó÷àâàìå

sup
α∈m
|S(α)| � N

(logN)
1
2
A1−4

+
N

(logN)
1
2
A2−4

. (122)

Òîâà íåðàâåíñòâî íè äàâà âúçìîæíîñò äà îöåíèì E2. Îò (62) è (122) ñëåäâà

E2 �
N3

(logN)A1−9
+

N3

(logN)A2−9
. (123)

2.2.4 Êðàé íà äîêàçàòåëñòâîòî.

Âå÷å îöåíèõìå E1 è E2. Êàòî èçïîëçâàìå (23), (58) è (123), íàìèðàìå

E(N)� N3

(logN)A1−9
+

N3

(logN)2A2−4A1
+

N3

(logN)A2−9
.

Îñòàâà äà èçáåðåì ïîäõîäÿùè ñòîéíîñòè çà A1 è A2, ñúîáðàçíî êîíñòàíòàòà A îò
ôîðìóëèðîâêàòà íà òåîðåìàòà. Åäèí âúçìîæåí èçáîð å A1 = A + 10, A2 = 3A + 25.
Òîé íè äàâà

E(N)� N3

(logN)A
,

ñ êîåòî Òåîðåìà 2 å äîêàçàíà. �

2.3 Òåðíàðíèÿò ïðîáëåì íà Ãîëäáàõ.

Â íàñòîÿùèÿ ïàðàãðàô ùå ñå óáåäèì, ÷å îò Òåîðåìà 2 ñðàâíèòåëíî ëåñíî ñå ïîëó÷àâà
àñèìïòîòè÷íàòà ôîðìóëà íà Âèíîãðàäîâ, äàäåíà â Òåîðåìà 1.
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Äîêàçàòåëñòâî íà Òåîðåìà 1. Çà âåëè÷èíàòà R(3)(N), çàäàäåíà ÷ðåç (1), èç-
ïîëçâàìå îïðåäåëåíèåòî (4) è ïîëó÷àâàìå

R(3)(N) =
∑

2<p<N

(log p)
∑

p1+p2=N−p

(log p1)(log p2) +O
(
N(logN)2

)

=
∑

2<p<N

(log p)R(N − p) +O
(
N(logN)2

)
. (124)

Îòòóê ñëåäâà
R(3)(N) = H(N) + E(N) +O

(
N(logN)2

)
, (125)

êúäåòî

H (N) =
∑

2<p<N

(log p) (N − p) S(N − p), (126)

E(N) =
∑

2<p<N

(log p) (R(N − p)− (N − p)S(N − p)) , (127)

à ñàìîòî S(n) å çàäàäåíî ÷ðåç (6).

Çà äà îöåíèì E(N), ïðèëàãàìå ïîñëåäîâàòåëíî íåðàâåíñòâîòî íà òðèúãúëíèêà
(Ëåìà 29), íåðàâåíñòâîòî íà Êîøè (Ëåìà 30) è Òåîðåìà 2. Ïîëó÷àâàìå, ÷å çà ïðîèç-
âîëíà êîíñòàíòà A > 0 å èçïúëíåíî

E(N)� (logN)
∑
p<N

|R(N − p)− (N − p)σ(N − p)|

� (logN)

(∑
p<N

1

)1/2(∑
p<N

|R(N − p)− (N − p)S(N − p)|2
)1/2

� (logN)N1/2

(∑
n≤N

|R(n)− nS(n)|2
)1/2

� (logN)N1/2

(
N3

(logN)2A+2

)1/2

� N2

(logN)A
. (128)

È òàêà, âèæäàìå, ÷å îò (124), (125) è (128) ñëåäâà

R(3)(N) = H (N) +O

(
N2

(logN)A

)
. (129)
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Äà ðàçãëåäàìå H(N). Çà öåëòà, ïúðâî ùå íàìåðèì íîâ èçðàç çà âåëè÷èíàòà S(n),
îïðåäåëåíà ÷ðåç (6), â ñëó÷àÿ, êîãàòî 2 | n. (Äà íàïîìíèì, ÷å ïðè 2 - n èìàìå
S(n) = 0.) Îò (6) ñëåäâà

S(n) =
∏
2<p

(
1− 1

(p− 1)2

)∏
p|n
2<p

(
1− 1

(p− 1)2

)−1∏
p|n

(
1 +

1

p− 1

)

= λ0

∏
p|n
2<p

(
1− 1

(p− 1)2

)−1∏
p|n
2<p

(
1 +

1

p− 1

)

= λ0

∏
p|n
2<p

p− 1

p− 2
, (130)

êúäåòî

λ0 = 2
∏
2<p

(
1− 1

(p− 1)2

)
(131)

(î÷åâèäíî ãîðíîòî ïðîèçâåäåíèå å ñõîäÿùî).

Îò (130) è (131) ïîëó÷àâàìå

S(n) = λ0

∏
p|n
2<p

(
1 +

1

p− 2

)
= λ0

∑
d|n
2-d

µ2(d)

ϕ2(d)
, (132)

êúäåòî µ(d) å ôóíêöèÿòà íà Ìüîáèóñ, à ϕ2(d) å îïðåäåëåíî ÷ðåç

ϕ2(d) =
∏
p|d

(p− 2). (133)

Äà îòáåëåæèì, ÷å å â ñèëà îöåíêàòà

ϕ2(d)� d

(log log(10d))2 ïðè 2 - d, µ2(d) = 1. (134)

Íàèñòèíà, ñïîðåä Ëåìà 43 èìàìå

d

ϕ(d)
� log log(10d).

Îò äðóãà ñòðàíà, àêî ñà èçïúëíåíè óñëîâèÿòà â äÿñíàòà ñòðàíà íà (134), òî êàòî
èçïîëçâàìå (133) è Ëåìà 42, íàìèðàìå

ϕ(d)

ϕ2(d)
=

d

ϕ(d)

∏
p|d

(
1 +

1

p(p− 2)

)
≤ d

ϕ(d)

∞∏
m=3

(
1 +

1

(m− 2)2)

)
� d

ϕ(d)
.
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Îò ïîñëåäíèòå äâå ôîðìóëè ñëåäâà (134).

ßñíî å, ÷å ïðè 2 - N è p > 2 èìàìå 2 | N − p. Òîãàâà, êàòî èçïîëçâàìå (126) è
(132), ïîëó÷àâàìå

H(N) = λ0

∑
2<p<N

(log p)(N − p)
∑

d|(N−p)
2-d

µ2(d)

ϕ2(d)
.

Ñåãà ñìåíÿìå ðåäà íà ñóìèðàíåòî è íàìèðàìå, ÷å

H(N) = λ0 T (N), (135)

êúäåòî

T (N) =
∑
d<N
2-d

µ2(d)

ϕ2(d)

∑
2<p<N

p≡N (mod d)

(log p)(N − p). (136)

Çà äà èçñëåäâàìå T (N), ðàçäåëÿìå òàçè ñóìà íà äâå ÷àñòè, ñúîáðàçíî ãîëåìèíàòà
íà d. Íåêà A > 0 å êîíñòàíòàòà îò óñëîâèåòî íà Òåîðåìà 1 è íåêà

D0 = (logN)A+2. (137)

Èìàìå
T (N) = T1 + T2, (138)

êúäåòî

T1 =
∑
d≤D0
2-d

µ2(d)

ϕ2(d)

∑
2<p<N

p≡N (mod d)

(log p)(N − p), (139)

T2 =
∑

D0<d<N
2-d

µ2(d)

ϕ2(d)

∑
2<p<N

p≡N (mod d)

(log p)(N − p). (140)

Ïúðâî ùå ðàçãëåäàìå T2. Ñóìàòà ïî p â (140) î÷åâèäíî å� N2(logN)d−1. Òîãàâà
îò (134), (137) è (140) ñëåäâà

T2 � N2(logN)
∑

D0<d≤N
2-d

µ2(d)

dϕ2(d)
� N2(logN)2

∑
D0<d≤N

1

d2
� N2(logN)2

D0

� N2

(logN)A
. (141)
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Çà äà èçñëåäâàìå ñóìàòà T1 ÿ ïðåäñòàâÿìå âúâ âèäà

T1 = T3 + T4, (142)

êúäåòî

T3 =
∑
d≤D0

(2N,d)=1

µ2(d)

ϕ2(d)

∑
2<p<N

p≡N (mod d)

(log p)(N − p), (143)

T4 =
∑
d≤D0
2-d

(N,d)>1

µ2(d)

ϕ2(d)

∑
2<p<N

p≡N (mod d)

(log p)(N − p). (144)

Çà äà îöåíèì T4 ùå çàáåëåæèì, ÷å àêî (d,N) = q > 1, òî ñóìàòà ïî p â (144) ìîæå äà
èìà íå ïîâå÷å îò åäíî ñúáèðàåìî (îòãîâàðÿùî íà p = q). Ïîðàäè òîâà ñúîáðàæåíèå
è îò (134) èìàìå

T4 � N(logN)
∑
d<N
2-d

µ2(d)

ϕ2(d)
� N(logN)

∑
d<N

log d

d
� N(logN)3. (145)

Ñåãà äà ðàçãëåäàìå T3. Çà öåëòà ïúðâî ùå ñå çàíèìàåì ñúñ ñóìàòà ïî p â (143).
Ïðèëàãàìå ïðåîáðàçîâàíèåòî íà Àáåë (Ëåìà 31) è ïîëó÷àâàìå

∑
2<p≤N

p≡N (mod d)

(log p)(N − p) =

N∫
0

θ(t, d,N) dt =

N∫
√
N

θ(t, d,N) dt+O (N(logN)) ,

êúäåòî θ(t, d,N) å ôóíêöèÿòà íà ×åáèøåâ, îïðåäåëåíà ÷ðåç (282). Îò òîâà ðàâåíñòâî
è îò (134), (143) ïîëó÷àâàìå

T3 =
∑
d≤D0

(2N,d)=1

µ2(d)

ϕ2(d)

N∫
√
N

θ(t, d,N) dt+O
(
N(logN)3

)
.

Çàìåñòâàìå â ãîðíàòà ôîðìóëà θ(t, d,N) ñ èçðàçà, êîéòî íè äàâà òåîðåìàòà íà Çèãåë
(Ëåìà 54). Äà îòáåëåæèì, ÷å óñëîâèåòî d ≤ (log t)D, êúäåòî D > 0 å êîíñòàíòà, å
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íàëèöå, òúé êàòî t ∈ [
√
N,N ]. Èçïîëçâàìå ñúùî (134) è ïîëó÷àâàìå

T3 =
∑
d≤D0

(2N,d)=1

µ2(d)

ϕ2(d)

N∫
√
N

(
t

ϕ(d)
+O

(
Ne−c

√
logN

))
dt+O

(
N(logN)3

)

=
∑
d≤D0

(2N,d)=1

µ2(d)

ϕ(d)ϕ2(d)

N∫
√
N

t dt+O

N2e−c
√

logN
∑
d≤D0

(2N,d)=1

µ2(d)

ϕ2(d)



=
N2

2

∑
d≤D0

(2N,d)=1

µ2(d)

ϕ(d)ϕ2(d)
+O

(
N2

(logN)A

)
. (146)

Îò (129), (135), (138), (141), (142), (145) è (146) ïîëó÷àâàìå

R(3)(N) = λ0
N2

2

∑
d≤D0

(2N,d)=1

µ2(d)

ϕ(d)ϕ2(d)
+O

(
N2

(logN)A

)
. (147)

Ñëåäâàùàòà ñòúïêà å äà çàìåñòèì ñóìàòà ïî d ñúñ ñúîòâåòíèÿ áåçêðàåí ðåä

F(N) =
∞∑
d=1

(2N,d)=1

µ2(d)

ϕ(d)ϕ2(d)
. (148)

Òîãàâà âìåñòî (147) ïîëó÷àâàìå

R(3)(N) = λ0F(N)
N2

2
+O

N2
∑
d>D0
2-d

µ2(d)

ϕ(d)ϕ2(d)

+O

(
N2

(logN)A

)
. (149)

Íî îò (134), (137) è Ëåìà 43 èìàìå∑
d>D0
2-d

µ2(d)

ϕ(d)ϕ2(d)
�
∑
d>D0

(log log(10d))

d2
� logN

D0

= (logN)−A−1,

ñëåäîâàòåëíî ïúðâèÿò îñòàòú÷åí ÷ëåí â (149) ìîæå äà áúäå ïðîïóñíàò. Ïîëó÷àâàìå

R(3)(N) = λ0F(N)
N2

2
+O

(
N2

(logN)A

)
. (150)

Îñòàâà äà ñå óáåäèì, ÷å
λ0F(N) = S(3)(N), (151)
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è Òåîðåìà 1 ùå áúäå äîêàçàíà. Çà òàçè öåë êúì ñóìàòà F(N), çàäàäåíà ÷ðåç (148),
ïðèëàãàìå òúæäåñòâîòî íà Îéëåð (Ëåìà 35) è, êàòî èçïîëçâàìå (131), (133), (148) è
Ëåìà 42, ïîëó÷àâàìå ïîñëåäîâàòåëíî

λ0F(N) = 2
∏
p>2

(
1− 1

(p− 1)2

)∏
p-2N

(
1 +

1

(p− 2)(p− 1)

)

= 2
∏
p>2

(
1− 1

(p− 1)2

)∏
p>2

(
1 +

1

(p− 2)(p− 1)

)∏
p|N

(
1 +

1

(p− 2)(p− 1)

)−1

= 2
∏
p>2

[(
1− 1

(p− 1)2

)(
1 +

1

(p− 2)(p− 1)

)]∏
p|N

(
1 +

1

(p− 2)(p− 1)

)−1

=
∏
p

(
1 +

1

(p− 1)3

)∏
p|N

(p− 1)(p− 2)

p2 − 3p+ 3

=
∏
p-N

(
1 +

1

(p− 1)3

)∏
p|N

[(
1 +

1

(p− 1)3

)
(p− 1)(p− 2)

p2 − 3p+ 3

]

=
∏
p-N

(
1 +

1

(p− 1)3

)∏
p|N

p(p− 2)

(p− 1)2

=
∏
p-N

(
1 +

1

(p− 1)3

)∏
p|N

(
1− 1

(p− 1)2

)
.

Êàòî âçåìåì ïðåäâèä ïîñëåäíàòà ôîðìóëà è îïðåäåëåíèåòî (3), âèæäàìå, ÷å å èç-
ïúëíåíî (151). Ñ òîâà Òåîðåìà 1 å äîêàçàíà. �
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3 Ïðîáëåì íà Âàðèíã

3.1 Óâîä è ôîðìóëèðîâêà íà òåîðåìàòà

Äà îçíà÷èì ñ Ik,n(N) áðîÿ íà k-òîðêèòå åñòåñòâåíè ÷èñëà x1, . . . , xk, çà êîèòî å
èçïúëíåíî

xn1 + · · ·+ xnk = N (152)

â åñòåñòâåíè ÷èñëà x1, . . . , xk. Ùå äîêàæåì íà ñëåäíàòà

Òåîðåìà 10. Íåêà
n ≥ 2, k ≥ 2n + 1. (153)

Ñúùåñòâóâàò

δ = δ(k, n) > 0, c1 = c1(k, n) > 0, c2 = c2(k, n) > 0

íåçàâèñeùè îò N è òàêèâà, ÷å å â ñèëà àñèìïòîòè÷íàòà ôîðìóëà

Ik,n(N) =
Γ
(
1 + 1

n

)k
Γ
(
k
n

) Sk,n(N)N
k
n
−1 + O

(
N

k
n
−1−δ

)
, (154)

êúäåòî
c1 ≤ Sk,n(N) ≤ c2 (155)

è Γ(t) å ãàìà-ôóíêöèÿòà íà Îéëåð.

Îò ãîðíàòà àñèìïòîòè÷íà ôîðìóëà ñëåäâà, ÷å àêî ñà íàëèöå óñëîâèÿòà (153), òî
ñúùåñòâóâà N0 = N0(k, n) > 0 òàêîâà, ÷å ïðè N ≥ N0(k, n) å èçïúëíåíî Ik,n(N) > 0,
ò.å. óðàâíåíèåòî (152) å ðàçðåøèìî â åñòåñòâåíè ÷èñëà x1, . . . , xk.

3.2 Äîêàçàòåëñòâî íà Òåîðåìà 10.

3.2.1 Íà÷àëî íà äîêàçàòåëñòâîòî.

Ïîëàãàìå
P = N

1
n . (156)
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Êàòî èçïîëçâàìå Ëåìà 27 çàïèñâàìå Ik,n(N) âúâ âèäà

Ik,n(N) =
∑

x1,...,xk≤P
xn1 +···+xnk=N

1

=
∑

x1,...,xk≤P

1∫
0

e (α (xn1 + · · ·+ xnk −N)) dα

=

1∫
0

∑
x1,...,xk≤P

e (α (xn1 + · · ·+ xnk −N)) dα

=

1∫
0

V (α)ke (−αN) dα, (157)

êúäåòî

V (α) =
∑
x≤P

e (αxn) . (158)

Ïîëàãàìå
Q = P

1
100 , τ = P nQ−1 (159)

è îïðåäåëÿìå ìíîæåñòâàòà íà ãîëåìèòå è íà ìàëêèòå äúãè ÷ðåç ôîðìóëèòå

M =
⋃
q≤Q

q−1⋃
a=0

(a,q)=1

[
a

q
− 1

qτ
,
a

q
+

1

qτ

]
, (160)

m =

[
−1

τ
, 1− 1

τ

]
\M. (161)

Òîãàâà îò (157) ïîëó÷àâàìå
Ik,n(N) = I ′ + I ′′, (162)

êúäåòî

I ′ =

∫
M

V (α)ke (−αN) dα, I ′′ =

∫
m

V (α)ke (−αN) dα. (163)

3.2.2 Îöåíêà íà I ′′.

Åêñïîíåíöèàëíè ñóìè è êðàéíè ðàçëèêè. Íåêà å äàäåíà ôóíêöèÿòà f : R→ R
è ÷èñëàòà h1, . . . , hs ∈ R. Îïðåäåëÿìå ∆h1,...,hsf(x) ÷ðåç ôîðìóëèòå

∆h1f(x) = f(x+ h1)− f(x),

∆h1,...,hsf(x) = ∆h1,...,hs−1 (∆hsf(x)) .
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Èçïúëíåíà å ñëåäíàòà åëåìåíòàðíà

Ëåìà 11. Âåëè÷èíàòà ∆h1,...,hsf(x) íå çàâèñè îò ðåäà íà ïðîìåíëèâèòå h1, . . . , hs.

Äîêàçàòåëñòâî: Ïðè s = 2 ñå ïðîâåðÿâà íåïîñðåäñòâåíî, ÷å

∆h1,h2f(x) = f(x+ h1 + h2)− f(x+ h1)− f(x+ h2) + f(x).

Ïðåäîñòàâÿìå íà ÷èòàòåëÿ äà äîêàæå òâúðäåíèåòî â îáùèÿ ñëó÷àé, êàòî èçïîëçâà
ìàòåìàòè÷åñêà èíäóêöèÿ. �

Ëåìà 12. Íåêà
f(x) = α0x

s + α1x
s−1 + · · ·+ αs

å ïîëèíîì ñ ðåàëíè êîåôèöèåíòè îò ñòåïåí s ≥ 2. Òîãàâà çà ïðîèçâîëíè h1, . . . , hs−1 ∈
R å èçïúëíåíî

∆h1,....hs−1f(x) = s! α0 h1 . . . hs−1 x+ β,

êúäåòî β íå çàâèñè îò x.

Äîêàçàòåëñòâî: Èìàìå

∆hf(x) = α0(x+ h)2 + α1(x+ h) + α2 − α0x
2 − α1x− α2 = 2α0 hx+ α0h

2 + α1h,

ñëåäîâàòåëíî ïðè s = 2 òâúðäåíèåòî å âÿðíî. Äà äîïóñíåì, ÷å òâúðäåíèåòî å âÿðíî
ïðè íÿêîå s ≥ 2. Íåêà å äàäåí ïîëèíîìúò

F (x) = α0x
s+1 + α1x

s + · · ·+ αs+1

è íåêà h1, . . . , hs ∈ R. ßñíî å, ÷å

∆hsF (x) = F (x+ hs)− F (x) = (s+ 1)α0 hs x
s + α′1x

s−1 + · · ·+ α′s,

êúäåòî êîåôèöèåíòèòå α′j íå çàâèñÿò îò x. Òîãàâà, êàòî èçïîëçâàìå èíäóêöèîííîòî
ïðåäïîëîæåíèå, ïîëó÷àâàìå

∆h1,...,hsF (x) = ∆h1,...,hs−1 (∆hsF (x)) = s! (s+ 1)α0 hs h1 . . . hs−1 x+ β

= (s+ 1)!α0 h1 . . . hs x+ β,

êúäåòî β íå çàâèñè îò x. Ñ òîâà ëåìàòà å äîêàçàíà. �

Ëåìà 13. Íåêà n ≥ 2 è íåêà h1, . . . , hs ∈ R ñà ïðîèçâîëíè, êàòî s ≤ n. Òîãàâà

∆h1,...,hsx
n = h1 . . . hsΦ(x, h1, . . . , hs),

êúäåòî Φ(x, h1, . . . , hs) ∈ Z[x, h1, . . . , hs]. Ñòåïåíòà íà Φ îòíîñíî x å ðàâíà íà n− s
è êîåôèöèåíòúò ìó ïðåä xn−s íå çàâèñè îò h1, . . . , hs. Ñòåïåíòà íà Φ îòíîñíî êîÿ
äà å îò ïðîìåíëèâèòå hj íå íàäìèíàâà n.
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Äîêàçàòåëñòâî: Ïîëó÷àâà ñå ïî èíäóêöèÿ � îñòàâÿìå ïðîñòèòå ðàçñúæäåíèÿ íà
÷èòàòåëÿ. �

Ëåìà 14. Íåêà P ∈ R, P ≥ 1, íåêà å äàäåíà ôóíêöèÿòà f : [1, P ]→ R è íåêà

V =
∑
x≤P

e (f(x)) .

Çà âñÿêî l ∈ N å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

|V |2l ≤ (3P )2l−l−1
∑
|h1|<P

· · ·
∑
|hl|<P

∑
x∈Ih1,...hl

e (∆h1,...,hlf(x)) , (164)

êúäåòî Ih1,...,hl ñà ïîäèíòåðâàëè íà [1, P ], îïðåäåëåíè èíäóêòèâíî ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

Ih1 = [1, P ] ∩ [1− h1, P − h1],

Ih1,...,hs = {α ∈ Ih1,...,hs−1 : α + hs ∈ Ih1,...,hs−1}.

Äîêàçàòåëñòâî: Èìàìå

|V |2 = V V =
∑
y≤P

e (f(y))
∑
x≤P

e (−f(x)) =
∑
x, y≤P

e (f(y)− f(x)) .

Ðàçäåëÿìå ïîñëåäíàòà ñóìà íà ÷àñòè ñúîáðàçíî ñòîéíîñòòà íà ðàçëèêàòà y − x è
ïîëó÷àâàìå

|V |2 =
∑
|h|<P

∑
x, y≤P
y−x=h

e (f(y)− f(x))

=
∑
|h|<P

∑
1≤x≤P

1≤x+h≤P

e(f(x+ h)− f(x))

=
∑
|h|<P

∑
x∈Ih

e (∆hf(x)) .

Èëè ïðè l = 1 òâúðäåíèåòî å äîêàçàíî.

Íåêà äîïóñíåì, ÷å (164) å èçïúëíåíî ïðè íÿêîå l. Òîãàâà îò íåðàâåíñòâîòî íà
òðèúãúëíèêà (Ëåìà 29) ñëåäâà

|V |2l ≤ (3P )2l−l−1Σ, (165)

êúäåòî

Σ =
∑
|h1|<P

· · ·
∑
|hl|<P

|Hh1,...,hl |,

H = Hh1,...,hl =
∑

x∈Ih1,...,hl

e (∆h1,...,hlf(x)) . (166)
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Êàòî èçïîëçâàìå (165) è íåðàâåíñòâîòî íà Êîøè (Ëåìà 30) ïîëó÷àâàìå

|V |2l+1

=
(
|V |2l

)2

≤
(

(3P )2l−l−1
)2

Σ2 = (3P )2l+1−2l−2 Σ2

≤ (3P )2l+1−2l−2 Σ′Σ′′, (167)

êúäåòî

Σ′ =
∑
|h1|<P

· · ·
∑
|hl|<P

1, Σ′′ =
∑
|h1|<P

· · ·
∑
|hl|<P

|Hh1,...,hl |2. (168)

Î÷åâèäíî èìàìå |Σ′| ≤ (3P )l è êàòî âçåìåì ïðåäâèä (167) ïîëó÷àâàìå

|V |2l+1 ≤ (3P )2l+1−l−2 Σ′′. (169)

Äà ðàçãëåäàìå Σ′′. Îò (166) ñëåäâà

|H|2 = H H =
∑

x∈Ih1,...,hl

∑
y∈Ih1,...,hl

e (∆h1,...,hlf(y)−∆h1,...,hlf(x)) .

Ðàçäåëÿìå ïîñëåäíàòà ñóìà íà ÷àñòè ñúîáðàçíî ñòîéíîñòòà íà ðàçëèêàòà y − x è
ïîëó÷àâàìå

|H|2 =
∑
|h|<P

∑
x∈Ih1,...,hl

x+h∈Ih1,...,hl

e (∆h1,...,hlf(x+ h)−∆h1,...,hlf(x))

=
∑

|hl+1|<P

∑
x∈Ih1,...,hl+1

e
(
∆h1,...,hl+1

f(x)
)
. (170)

Îò (168), (169) è (170) ñëåäâà

|V |2l+1 ≤ (3P )2l+1−(l+1)−1
∑
|h1|<P

· · ·
∑

|hl+1|<P

∑
x∈Ih1,...,hl+1

e
(
∆h1,...,hl+1

f(x)
)
.

Èíäóêöèîííàòà ñòúïêà å èçâúðøåíà, ñ êîåòî ëåìàòà å äîêàçàíà. �

Îöåíêà íà åêñïîíåíöèàëíà ñóìà ïî ìåòîäà íà Õåðìàí Âàéë.

Ëåìà 15. Íåêà å äàäåí ïîëèíîìúò f(x) = α0x
s +α1x

s−1 + · · ·+αs îò ñòåïåí s ≥ 2,
íåêà P ∈ R, P ≥ 1 è

V =
∑
x≤P

e (f(x)) .

Àêî ñúùåñòâóâàò a ∈ Z, q ∈ N, òàêèâà ÷å∣∣∣∣α0 −
a

q

∣∣∣∣ ≤ 1

q2
, (a, q) = 1, (171)

òî çà ïðîèçâîëíî ε > 0 å â ñèëà îöåíêàòà

|V | � P 1+ε

(
1

q
+

1

P
+

q

P s

) 1
2s−1

. (172)

Êîíñòàíòàòà â çíàêà íà Âèíîãðàäîâ â (172) çàâèñè ñàìî îò s è ε.
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Äîêàçàòåëñòâî. Ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å

q ≤ P s, (173)

òúé êàòî â ïðîòèâåí ñëó÷àé (172) å ñëåäñòâèå îò òðèâèàëíàòà îöåíêà |V | ≤ P .

Ïðèëàãàìå Ëåìà 14 ïðè l = s− 1 è ïîëó÷àâàìå

|V |2s−1 � P 2s−1−(s−1)−1
∑
|h1|<P

· · ·
∑

|hs−1|<P

|H|, (174)

êúäåòî

H = Hh1,...,hs−1 =
∑

x∈Ih1,...,hs−1

e
(
∆h1,...,hs−1f(x)

)
, (175)

à Ih1,...,hs−1 å ïîäèíòåðâàë íà [1, P ]. Îò (174) ñëåäâà

|V |2s−1 � P 2s−1−s (Σ′ + Σ′′) , (176)

êúäåòî Σ′ ñúäúðæà ñúáèðàåìèòå, çà êîèòî hj = 0 çà íÿêîå j, à Σ′′ å ñúñòàâåíà îò
ñúáèðàåìèòå, çà êîèòî hj 6= 0 çà âñè÷êè j.

Äà ðàçãëåäàìå ïúðâî Σ′. Êàòî èçïîëçâàìå òðèâèàëíàòà îöåíêà |H| ≤ P è îïðå-
äåëåíèåòî íà Σ′ íàìèðàìå

Σ′ � P s−1. (177)

Ñåãà äà îöåíèì Σ′′. Îò Ëåìà 12 ñëåäâà, ÷å

∆h1,...,hs−1f(x) = s!α0 h1 . . . hs−1 x+ β,

êúäåòî β íå çàâèñè îò x. Òîãàâà, êàòî ñå âúçïîëçâàìå îò Ëåìà 5 âèæäàìå, ÷å çà
ñóìàòà H, îïðåäåëåíà ÷ðåç (175), å èçïúëíåíî

|H| =

∣∣∣∣∣∣
∑

x∈Ih1,...,hs−1

e(s!α0 h1 . . . hs−1 x)

∣∣∣∣∣∣ ≤ min
(
P, ||s!α0 h1 . . . hs−1||−1

)
.

Îò ãîðíîòî íåðàâåíñòâî è îò îïðåäåëåíèåòî íà Σ′′ ñëåäâà

Σ′′ �
∑

0<|h1|<P

· · ·
∑

0<|hs−1|<P

min
(
P, ||s!α0 h1 . . . hs−1||−1

)
.

Ïîñëåäíàòà ñóìà íå ñå ïðîìåíÿ, àêî ñóìèðàìå ñàìî ïî ïîëîæèòåëíèòå ñòîéíîñòè íà
hj è ÿ óìíîæèì ïî 2s−1. Òúé êàòî ñ÷èòàìå, ÷å êîíñòàíòàòà â çíàêà íà Âèíîãðàäîâ â
(172) çàâèñè îò s, òî ìîæåì äà çàïèøåì

Σ′′ �
∑
h1<P

· · ·
∑

hs−1<P

min
(
P, ||s!α0 h1 . . . hs−1||−1

)
,
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êàòî ñóìèðàíåòî å âå÷å ñàìî ïî ïîëîæèòåëíè hj. Ðàçäåëÿìå ïîñëåäíàòà ñóìà íà
÷àñòè ñúîáðàçíî ñòîéíîñòòà íà èçðàçà s!h1 . . . hs−1 è ïîëó÷àâàìå

Σ′′ �
∑

m≤s!P s−1

κ(m) min
(
P, ||α0m||−1

)
,

êúäåòî κ(m) å áðîÿò íà ðåøåíèÿòà íà óðàâíåíèåòî

s!h1 . . . hs−1 = m

â åñòåñòâåíè ÷èñëà h1, . . . , hs−1. Î÷åâèäíî κ(m) ≤ τ s−1(m) è, êàòî ñå âúçïîëçâàìå îò
Ëåìà 37, ïîëó÷àâàìå

Σ′′ � P ε Σ∗, (178)

êúäåòî

Σ∗ =
∑

m≤s!P s−1

min
(
P, ||α0m||−1

)
.

Ïîñëåäíàòà ñóìà îöåíÿâàìå ñ ïîìîùòà íà Ëåìà 8. Êàòî èçïîëçâàìå óñëîâèåòî (171),
íàìèðàìå

Σ∗ �
∑

m≤s!P s−1

min

(
s!P s−1 · P

m
, ||α0m||−1

)
� P s+ε

(
1

q
+

1

P
+

q

P s

)
. (179)

Êàòî ñå âúçïîëçâàìå îò (178) è (179) è ïðåäåôèíèðàìå ε, ïîëó÷àâàìå

Σ′′ � P s+ε

(
1

q
+

1

P
+

q

P s

)
. (180)

Îò îöåíêèòå (176), (177) è (180) ñëåäâà

|V |2s−1 � P 2s−1+ε

(
1

q
+

1

P
+

q

P s

)
Ïîâäèãàìå äâåòå ñòðàíè íà ïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî â ñòåïåí 1

2s−1 è, ñëåä êàòî îòíîâî
ïðåäåôèíèðàìå ε, ïîëó÷àâàìå (172). Ñ òîâà ëåìàòà å äîêàçàíà. �

Íåðàâåíñòâî íà Õóà

Ëåìà 16. Íåêà P ∈ R, P ≥ 1, n ∈ N è

V (α) =
∑
x≤P

e (αxn) . (181)

Òîãàâà çà âñÿêî s = 1, 2, . . . , n è çà ïðîèçâîëíî ìàëêî ε > 0 å èçïúëíåíî

1∫
0

|V (α)|2s dα� P 2s−s+ε, (182)

êàòî êîíñòàíòàòà â çíàêà íà Âèíîãðàäîâ çàâèñè ñàìî îò n è ε.
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Äîêàçàòåëñòâî. Ùå äîêàæåì òâúðäåíèåòî ñ ïîìîùòà íà èíäóêöèÿ ïî s. Êàòî
èçïîëçâàìå Ëåìà 27 ïîëó÷àâàìå

1∫
0

|V (α)|2 dα =

1∫
0

V (α)V (−α) dα =

1∫
0

∑
x, y≤P

e (α (xn − yn)) dα

=
∑
x, y≤P

1∫
0

e (α (xn − yn)) dα =
∑
x≤P

1 ≤ P.

Ñëåäîâàòåëíî ïðè s = 1 íåðàâåíñòâîòî (182) å èçïúëíåíî. Òîãàâà ïðè n = 1 òâúðäå-
íèåòî å âÿðíî è îòòóê íàòàòúê ùå ïðåäïîëàãàìå, ÷å n ≥ 2.

Äà äîïóñíåì, ÷å (182) å âÿðíî çà íÿêîå åñòåñòâåíî ÷èñëî s ≤ n− 1. Ïîëàãàìå çà
ïðîñòîòî íà çàïèñà 2s−1 = t. Òîãàâà, êàòî èçïîëçâàìå (181), ïîëó÷àâàìå

|V (α)|2s = |V (α)|2t = V (α)tV (−α)t

=
∑

x1,y1,...,xt,yt≤P

e (α (xn1 + · · ·+ xnt − yn1 − · · · − ynt )) . (183)

Çà ïðîèçâîëíî h ∈ Z äà îçíà÷èì ñ bh áðîÿ íà ðåøåíèÿòà íà óðàâíåíèåòî

yn1 + · · ·+ ynt − xn1 − · · · − xnt = h (184)

â åñòåñòâåíè ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿâàùè

x1, y1, . . . xt, yt ≤ P. (185)

Òîãàâà îò (183) ïîëó÷àâàìå

|V (α)|2s =
∑
h∈Z

bh e(−αh). (186)

Ïðåäè äà ïðîäúëæèì ïî-íàòàòúê, ùå èçðåäèì íÿêîè îò ñâîéñòâàòà íà ÷èñëàòà
bh. Î÷åâèäíî

bh ≥ 0 çà âñÿêî h ∈ Z. (187)

Îò (184) è (185) ñëåäâà

bh = 0 ïðè |h| > tP n, (188)

òàêà ÷å áåçêðàéíèÿò ðåä â (186) âñúùíîñò å êðàéíà ñóìà.

Îò îïðåäåëåíèåòî íà bh ñå âèæäà, ÷å ñóìàòà
∑

h∈Z bh å ðàâíà íà áðîÿ íà âñè÷êè
íàáîðè åñòåñòâåíè ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿâàùè (185). Ñëåäîâàòåëíî∑

h∈Z

bh ≤ P 2t = P 2s . (189)
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Íàêðàÿ, â ñèëà å îöåíêàòà
b0 � P 2s−s+ε. (190)

Íàèñòèíà, àêî èíòåãðèðàìå ïî÷ëåííî ðàâåíñòâîòî (186) è èçïîëçâàìå Ëåìà 27, ïî-
ëó÷àâàìå

b0 =

1∫
0

|V (α)|2s dα.

Òîãàâà (190) å ñëåäñòâèå îò èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå.

Äà ïðîäúëæèì ñ äîêàçàòåëñòâîòî. Îò Ëåìà 14 ïðè f(x) = αxn ïîëó÷àâàìå

|V (α)|2s ≤ (3P )2s−s−1
∑
|h1|<P

· · ·
∑
|hs|<P

∑
x∈Ih1,...,hs

e (∆h1,...,hs (αxn)) , (191)

êúäåòî Ih1,...,hs å ïîäèíòåðâàë íà [1, P ]. Ïî-íàòàòúê, îò Ëåìà 13 ñëåäâà, ÷å

∆h1,...,hs (αxn) = α∆h1,...,hs (xn) = αh1 . . . hs Φ(x, h1, . . . , hs), (192)

êúäåòî Φ(x, h1, . . . , hs) ∈ Z[x, h1, . . . , hs]. Ñòåïåíòà íà Φ îòíîñíî x å ðàâíà íà n− s è
êîåôèöèåíòúò ìó ïðåä xn−s íå çàâèñè îò h1, . . . , hs. Îòòóê ñëåäâà, ÷å ïðè ôèêñèðàíè
d, h1, . . . , hs ∈ Z óðàâíåíèåòî

Φ(x, h1, . . . , hs) = d

ïðèòåæàâà íå ïîâå÷å îò n ðåøåíèÿ îòíîñíî x.

Çà ïðîèçâîëíî h ∈ Z îçíà÷àâàìå ñ ch áðîÿ íà ðåøåíèÿòà íà óðàâíåíèåòî

h1 . . . hs Φ(x, h1, . . . hs) = h (193)

â öåëè ÷èñëà x, h1, . . . , hs, óäîâëåòâîðÿâàùè óñëîâèÿòà

|h1| < P, . . . , |hs| < P, x ∈ Ih1,...,hs . (194)

Òîãàâà îò (191) ñëåäâà

|V (α)|2s ≤ (3P )2s−s−1
∑
h∈Z

ch e(αh). (195)

Ñåãà ùå èçðåäèì íÿêîè îò ñâîéñòâàòà íà ÷èñëàòà ch. Îò îïðåäåëåíèåòî èì è îò
ñâîéñòâàòà íà ïîëèíîìà Φ ñå âèæäà, ÷å ñúùåñòâóâàò ω, ω1 > 0, çàâèñåùè ñàìî îò n
è òàêèâà, ÷å

ch = 0 ïðè |h| > ω1P
ω. (196)

Ïî-íàòàòúê, èçïúëíåíî å
c0 � P s, (197)
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êàòî êîíñòàíòàòà â çíàêà íà Âèíîãðàäîâ çàâèñè îò n. Íàèñòèíà, c0 å ðàâíî íà áðîÿ
íà ðåøåíèÿòà íà óðàâíåíèåòî

h1 . . . hs Φ(x, h1, . . . .hs) = 0 (198)

â öåëè ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿâàùè (194). Àêî å èçïúëíåíî (198) èìà äâå âúçìîæíîñòè:

1) Íÿêîå hj å ðàâíî íà íóëà. Òîãàâà òîâà hj å ôèêñèðàíî, à âñÿêî îò îñòàíàëèòå
hν , ν 6= j, êàêòî è x ïðèåìàò íå ïîâå÷å îò O(P ) ñòîéíîñòè.

2) Âñè÷êè hj ñà ðàçëè÷íè îò íóëà. Òîãàâà âñÿêî îò òÿõ ïðèåìà íå ïîâå÷å îò O(P )
ñòîéíîñòè. Îñâåí òîâà, îò (193) ñëåäâà, ÷å Φ(x, h1, . . . , hs) = 0, ñëåäîâàòåëíî x ìîæå
äà ïðèåìà íå ïîâå÷å îò n ñòîéíîñòè.

Îò èçëîæåíèòå ðàçñúæäåíèÿ ñëåäâà îöåíêàòà (197).

Íàêðàÿ ùå îòáåëåæèì, ÷å çà ïðîèçâîëíî ìàëêî ε > 0 èìàìå

ch � P ε ïðè h 6= 0. (199)

Íàèñòèíà, àêî h 6= 0 è å íàëèöå (193), òî âñÿêî hj å äåëèòåë íà h, ñëåäîâàòåëíî ìîæå
äà ïðèåìà íàé-ìíîãî 2τ(|h|) ñòîéíîñòè. Ïðè ôèêñèðàíè hj ïðîìåíëèâàòà x ìîæå äà
ïðèåìà íàé-ìíîãî n ñòîéíîñòè, òúé êàòî å êîðåí íà óðàâíåíèåòî

Φ(x, h1, . . . , hs) = h(h1 . . . hs)
−1.

Ñëåäîâàòåëíî ïðè h 6= 0 èìàìå ch ≤ n 2n τ(|h|)n. Îò ïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî è îò
Ëåìà 37 ñëåäâà, ÷å (199) å èçïúëíåíî ïðè 0 < |h| ≤ ω1P

ω.

Àêî ïúê |h| > ω1P
ω, òî (199) å òðèâèàëíî ñëåäñòâèå îò (196).

Ñåãà âå÷å ìîæåì äà çàâúðøèì äîêàçàòåëñòâîòî íà ëåìàòà. Êàòî èçïîëçâàìå (186),
(195) è Ëåìà 27, ïîëó÷àâàìå

1∫
0

|V (α)|2s+1

dα =

1∫
0

|V (α)|2s · |V (α)|2s dα

≤
1∫

0

(3P )2s−s−1
∑
m∈Z

cm e(αm)
∑
h∈Z

bh e(−αh) dα

= (3P )2s−s−1
∑
h,m∈Z

cmbh

1∫
0

e(α(m− h)) dα

= (3P )2s−s−1
∑
h∈Z

bh ch. (200)
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Ïî-íàòàòúê, îò (187), (188), (189), (190), (197) è (199) ïîñëåäîâàòåëíî íàìèðàìå∑
h∈Z

bh ch = b0 c0 +
∑
h∈Z
h6=0

bh ch

� P 2s−s+εP s + P ε
∑
h∈Z
h6=0

bh

� P 2s+ε + P ε
∑
h∈Z

bh

� P 2s+ε. (201)

Ñåãà îò (200) è (201) ñëåäâà

1∫
0

|V (α)|2s+1

dα� P 2·2s−(s+1)+ε = P 2s+1−(s+1)+ε.

Ñ òîâà èíäóêöèîííàòà ñòúïêà å èçâúðøåíà è ëåìàòà å äîêàçàíà. �

Çàâúðøâàíå íà îöåíêàòà íà I ′′. Êàòî èçïîëçâàìå (153) è (163) ïîëó÷àâàìå

|I ′′| ≤
∫
m

|V (α)|k dα ≤
(

sup
α∈m
|V (α)|

)k−2n ∫
m

|V (α)|2n dα. (202)

Êàòî ðàçñúæäàâàìå òî÷íî êàêòî ïðè îöåíÿâàíåòî íà ñóìàòà S(α) ïðè èçñëåäâà-
íåòî íà ïðîáëåìà íà Ãîëäáàõ1, óñòàíîâÿâàìå, ÷å àêî α ∈ m, êúäåòî m å ìíîæåñòâîòî
íà ìàëêèòå äúãè, îïðåäåëåíî ÷ðåç (160), òî ñúùåñòâóâàò a, q ∈ Z òàêèâà, ÷å∣∣∣∣α− a

q

∣∣∣∣ ≤ 1

q2
, (a, q) = 1, Q < q ≤ τ, (203)

êàòî Q è τ ñà îïðåäåëåíè ÷ðåç (159). Íî òîãàâà îò Ëåìà 15 ñëåäâà, ÷å

sup
α∈m
|V (α)| � P 1+ε

(
1

Q
+

1

P
+

τ

P n

) 1
2n−1

� P 1− 1
100·2n−1 +ε � P 1− 1

100·2n . (204)

Îò äðóãà ñòðàíà, îò Ëåìà 16 íàìèðàìå

∫
m

|V (α)|2n dα ≤
1∫

0

|V (α)|2n dα� P 2n−n+ε. (205)

1Âèæ ïàðàãðàôà, âêëþ÷âàù ôîðìóëà (121).
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Îò (202), (204) è (205) ïîëó÷àâàìå

|I ′′| � P (k−2n)(1− 1
100·2n )P 2n−n+ε � P k−n− 1

200·2n .

Îò ãîðíàòà îöåíêà è îò (156) ñëåäâà

|I ′′| � N
k
n
−1−δ1 , δ1 =

1

200n 2n
. (206)

3.2.3 Àñèìïòîòè÷íà ôîðìóëà çà I ′.

Íèêîè äâà îò èíòåðâàëèòå, ñúñòàâÿùè ãîëåìèòå äúãè, íå ñå ïðåñè÷àò. Çà äà ñå ïîêàæå
òîâà ñå ðàçðúæäàâà êàêòî â íà÷àëîòî íà ïàðàãðàô 2.2.2 îò íàñòîÿùèòå çàïèñêè.
Ñëåäîâàòåëíî, êàòî èçïîëçâàìå (160) è (163) è èçâúðøèì ñìÿíà íà ïðîìåíëèâàòà â
èíòåãðàëà, ïîëó÷àâàìå

I ′ =
∑
q≤Q

q−1∑
a=0

(a,q)=1

1/(qτ)∫
−1/(qτ)

V k

(
a

q
+ β

)
e

(
−N

(
a

q
+ β

))
dβ (207)

Çà äà ïðîäúëæèì ïî-íàòàòúê ùå äîêàæåì ñëåäíàòà

Ëåìà 17. Àêî ñà èçïúëíåíè óñëîâèÿòà

q ≤ Q, |β| ≤ 1

qτ
, (a, q) = 1, (208)

òî çà ñóìàòà V (α), îïðåäåëåíà ÷ðåç (158), å â ñèëà àñèìïòîòè÷íàòà ôîðìóëà:

V

(
a

q
+ β

)
=
S(q, a)

q
W (β) +O (q(1 +N |β|)) , (209)

êúäåòî

W (β) =
1

n

N∑
m=1

e(βm)m
1
n
−1, (210)

S(q, a) =

q∑
x=1

e

(
a

q
xn
)

(211)

Äîêàçàòåëñòâî.Ïðèëàãàìå (158), Ëåìà 27 è ïðåîáðàçîâàíèåòî íà Àáåë (Ëåìà 31).
Ïîëó÷àâàìå

V

(
a

q
+ β

)
=
∑
x∈N
xn≤N

e

(
a

q
xn
)
e(βxn) = −

N∫
0

H
(
t

1
n

) d

dt
e(βt) dt+H (P ) e (βN) , (212)
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êúäåòî

H(u) =
∑
x≤u

e

(
a

q
xn
)
. (213)

Çà äà èçñëåäâàìå H(u), ðàçäåëÿìå òàçè ñóìà íà ÷àñòè ñïîðåä îñòàòúêà íà x ïî ìîäóë
q. Ñëåä òîâà èçïîëçâàìå Ëåìà 27 è î÷åâèäíèÿ ôàêò, ÷å áðîÿò íà ÷èñëàòà ïî-ìàëêè
èëè ðàâíè íà u, äàâàùè åäèí è ñúùè îñòàòúê ïî ìîäóë q, å ðàâåí íà u/q + O(1).
Ïîëó÷àâàìå

H(u) =

q∑
m=1

∑
x≤u

x≡m (mod q)

e

(
a

q
xn
)

=

q∑
m=1

e

(
a

q
mn

) ∑
x≤u

x≡m (mod q)

1

=
S(q, a)

q
u+O(q). (214)

Çàìåñòâàìå òîçè èçðàç â (212) è íàìèðàìå

V

(
a

q
+ β

)
= −

N∫
0

(
S(q, a)

q
t

1
n +O(q)

)
d

dt
e(βt) dt+

+

(
S(q, a)

q
P +O(q)

)
e (βN)

Ñëåä òîâà ðàçêðèâàìå ñêîáèòå è èçïîëçâàéêè Ëåìà 27, êàêòî è îöåíêàòà

d

dt
e(βt) = 2πiβe(βt)� |β|,

íàìèðàìå, ÷å

V

(
a

q
+ β

)
=
S(q, a)

q

− N∫
0

t
1
n
d

dt
e(βt) dt+ Pe(βN)

+O(q(1 +N |β|)). (215)

Êàòî èíòåãðèðàìå ïî ÷àñòè è âçåìåì ïðåäâèä (156), ïîëó÷àâàìå, ÷å ãëàâíèÿò ÷ëåí
â (215) å ðàâåí íà

S(q, a)

q

N∫
0

e(βt)
1

n
t

1
n
−1 dt.

Çàìåñòâàìå â (215) è íàìèðàìå

V

(
a

q
+ β

)
=
S(q, a)

q

N∫
0

e(βt)
1

n
t

1
n
−1 dt+O(q(1 +N |β|)). (216)

Ùå ïîêàæåì, ÷å èíòåãðàëúò â (216) ìîæå äà ñå çàìåíè ñ èçðàçà W (β), îïðåäåëåí
÷ðåç (210), êàòî ïîëó÷åíàòà ãðåøêà íå íàäõâúðëÿ ïîðÿäúêà íà îñòàòú÷íèÿ ÷ëåí â
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(209). Çà öåëòà ïðèëàãàìå êúì W (β) ñóìàöèîííàòà ôîðìóëà íà Îéëåð (Ëåìà 32) è
ïîëó÷àâàìå

W (β) =
1

n

N∫
1/2

e(βt) t
1
n
−1 dt+O(1)− 1

n

N∫
1/2

ρ(t)
d

dt

(
e(βt) t

1
n
−1
)
dt.

Ïðîìåíÿìå äîëíàòà ãðàíèöà íà ïúðâèÿ èíòåãðàë îò 1/2 íà 0 ñ ãðåøêà îò ïîðÿäúê
O(1). Èçïîëçâàìå ñúùî îïðåäåëåíèåòî íà ρ(t), äàäåíî â Ëåìà 32 è íàìèðàìå, ÷å

W (β)− 1

n

N∫
0

e(βt) t
1
n
−1 dt � 1 +

N∫
1/2

∣∣∣∣ ddt (e(βt) t 1
n
−1
)∣∣∣∣ dt

� 1 +

N∫
1/2

t
1
n
−1|β| dt+

N∫
1/2

t
1
n
−2 dt

� 1 + |β|N.

Îò ãîðíàòà îöåíêà è îò (216) ñëåäâà (209), ñ êîåòî ëåìàòà å äîêàçàíà. �

Äà ïðîäúëæèì èçñëåäâàíåòî íà I ′. Íåêà îçíà÷èì

A = V

(
a

q
+ β

)
, B =

S(q, a)

q
W (β). (217)

Èçïîëçâàìå (156), (159) è Ëåìà 17 è âèæäàìå, ÷å àêî ñà íàëèöå óñëîâèÿòà (208), òî

A−B � q(1 + |β|N)� q +
N

τ
� Q. (218)

Îò (158), (210), (217) è Ëåìà 32 ñëåäâà

A� P, B � |W (β)| � N1/n = P. (219)

Òîãàâà èìàìå

Ak −Bk = (A−B)
(
Ak−1 + Ak−2B + . . .+ ABk−2 +Bk−1

)
� QP k−1. (220)

Êàòî èçïîëçâàìå (217), (218) è (220) âèæäàìå, ÷å ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ â (207)
å ðàâíà íà (

S(q, a)

q

)k
e

(
−aN

q

)
W k(β) e(−Nβ) +O

(
QP k−1

)
.

Îòòóê è îò (207) ñëåäâà

I ′ =
∑
q≤Q

γ(q)

1/(qτ)∫
−1/(qτ)

W k(β) e(−Nβ) dβ +O (∆∗) , (221)
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êúäåòî

γ(q) = γk,n,N(q) =

q−1∑
a=0

(a,q)=1

(
S(q, a)

q

)k
e

(
−aN

q

)
, (222)

∆∗ =
∑
q≤Q

q−1∑
a=0

QP k−1

qτ
� Q2P k−1τ−1. (223)

Êàòî èçïîëçâàìå (156) è (159) âèæäàìå, ÷å

∆∗ � N
k
n
−1−δ, δ = δ(k, n) > 0. (224)

Äà ðàçãëåäàìå èíòåãðàëà â (221). Ùå ãî çàìåíèì ñ èíòåãðàë ïî èíòåðâàëà
[
−1

2
, 1

2

]
è, çà äà îöåíèì ãðåøêàòà ïðè òàçè çàìÿíà, ùå äîêàæåì ñëåäíàòà

Ëåìà 18. Çà èçðàçà W (β), îïðåäåëåí ÷ðåç (210), å â ñèëà

W (β)� min
(
P , ‖β‖−

1
n

)
. (225)

Äîêàçàòåëñòâî. Îò âòîðàòà îöåíêà, äàäåíà â (219) âèæäàìå, ÷å å äîñòàòú÷íî äà
äîêàæåì íåðàâåíñòâîòî

W (β)� ‖β‖−
1
n ïðè β 6∈ Z. (226)

Îò (210) è Ëåìà 27 ñëåäâà, ÷å ôóíêöèÿòà W (β) å ÷åòíà è îñâåí òîâà ïåðèîäè÷íà
ñ ïåðèîä 1. Î÷åâèäíî, ôóíêöèÿòà ‖β‖ ïðèòåæàâà ñúùîòî ñâîéñòâî. Ñëåäîâàòåëíî å
äîñòàòú÷íî äà äîêàæåì, ÷å

W (β)� β−
1
n (227)

ïðè 0 < β ≤ 1
2
. Àêî P ≤ β−

1
n , òî (227) å ñëåäñòâèå îò (219).

Íåêà P > β−
1
n , èëè, âñå åäíî

1

N
< β ≤ 1

2
. (228)

Òîãàâà ìîæåì äà çàïèøåì W (β) âúâ âèäà

W (β) = W1 +W2, (229)

êúäåòî

W1 =
1

n

∑
1≤m≤ 1

β

e(βm)m
1
n
−1, W2 =

1

n

∑
1
β
<m≤N

e(βm)m
1
n
−1. (230)

Èçïîëçâàéêè Ëåìà 32, ïîëó÷àâàìå

W1 �
∑
m≤ 1

β

m
1
n
−1 � β−

1
n . (231)
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Çà W2 ïðèëàãàìå ïðåîáðàçóâàíèåòî íà Àáåë (Ëåìà 31) è íàìèðàìå, ÷å

W2 = − 1

n

N∫
1
β

 ∑
1
β
<m≤t

e(βm)

 d

dt

(
t

1
n
−1
)
dt+

1

n

∑
1
β
<m≤N

e(βm)N
1
n
−1

Îò ãîðíîòî ðàâåíñòâî, Ëåìà 5 è óñëîâèåòî (228) ïîëó÷àâàìå

|W2| �
N∫

1
β

∣∣∣∣∣∣∣
∑

1
β
<m≤t

e(βm)

∣∣∣∣∣∣∣ t
1
n
−2 dt+

∣∣∣∣∣∣∣
∑

1
β
<m≤N

e(βm)

∣∣∣∣∣∣∣N
1
n
−1

� 1

β


N∫

1
β

t
1
n
−2 dt+N

1
n
−1

� 1

β

(
1

β

) 1
n
−1

� β−
1
n . (232)

Îò (229), (231) è (232) ñëåäâà (227). Ñ òîâà ëåìàòà å äîêàçàíà. �

Äà ñå âúðíåì êúì èçñëåäâàíåòî íà I ′. Îçíà÷àâàìå

R(N) = Rk,n(N) =

1/2∫
−1/2

W k(β) e(−Nβ) dβ. (233)

Òîãàâà èìàìå
1/(qτ)∫

−1/(qτ)

W k(β) e(−Nβ) dβ = R(N) +O (∆∗∗) , (234)

êúäåòî

∆∗∗ =

∫
1
qτ
≤|β|≤ 1

2

|W (β)|k dβ. (235)

ßñíî å, ÷å îò Ëåìà 18 ñëåäâà

∆∗∗ �
∞∫

1/(qτ)

dβ

β
k
n

� (qτ)
k
n
−1. (236)
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Êàòî âçåìåì ïðåäâèä (221), (224), (234) è (236) âèæäàìå, ÷å

I ′ =
∑
q≤Q

γ(q)
(
R(N) +O

(
(qτ)

k
n
−1
))

+O
(
N

k
n
−1−δ

)

= R(N)
∑
q≤Q

γ(q) +O

(∑
q≤Q

|γ(q)|(qτ)
k
n
−1

)
+O

(
N

k
n
−1−δ

)
, δ = δ(k, n) > 0.

(237)

Çà äà îöåíèì ïúðâèÿ îò ãîðíèòå äâà îñòàòú÷íè ÷ëåíà ùå äîêàæåì ñëåäíàòà

Ëåìà 19. Íåêà n ≥ 2 è k ≥ 2n + 1. Òîãàâà å èçïúëíåíî

γ(q)� q−1− 1
2n . (238)

Äîêàçàòåëñòâî. Ùå èçïîëçâàìå òåîðåìàòà íà Õåðìàí Âàéë (Ëåìà 15). Ïðèëà-
ãàìå ÿ çà P = q è f(x) = axn/q è ïîëó÷àâàìå

S(q, a) =

q∑
x=1

e

(
axn

q

)
� q1+ε

(
1

q
+

1

q
+

q

qn

) 1
2n−1

� q1+ε− 1
2n−1 .

Òîãàâà îò (222) ñëåäâà

|γ(q)| ≤
q−1∑
a=0

(a,q)=1

∣∣∣∣S(q, a)

q

∣∣∣∣k � q1+(ε− 1
2n−1 )k.

Êàòî èçïîëçâàìå óñëîâèåòî k ≥ 2n + 1 è ïðåäåôèíèðàìå ε ïîëó÷àâàìå

γ(q)� q1− k
2n−1 +ε � q1− 2n+1

2n−1 +ε � q1−2− 1
2n = q−1− 1

2n . (239)

Ñ òîâà ëåìàòà å äîêàçàíà. �

Îò òàçè ëåìà, îò (156) è (159) ñëåäâà, ÷å ïúðâèÿò îñòàòú÷åí ÷ëåí â (237) å

� τ
k
n
−1
∑
q≤Q

q
k
n
− 1

2n
−2 � τ

k
n
−1Q

k
n
− 1

2n
−1 � N

k
n
−1− 1

100·n2n

è, êàòî èçïîëçâàìå (237), ïîëó÷àâàìå

I ′ = R(N)
∑
q≤Q

γ(q) +O
(
N

k
n
−1−δ

)
, δ = δ(k, n) > 0. (240)

Ñåãà ùå èçñëåäâàìå âåëè÷èíàòà R(N). Îò (210) è (233) ïîëó÷àâàìå

R(N) =

1/2∫
−1/2

(
1

n

N∑
m=1

m
1
n
−1e(βm)

)k

e(−βN) dβ

=
1

nk

∑
1≤m1,...,mk≤N

(m1 . . .mk)
1
n
−1

1/2∫
−1/2

e ((m1 + · · ·+mk −N)β) dβ.
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Ñåãà, êàòî ïðèëîæèì Ëåìà 27, íàìèðàìå

R(N) =
1

nk

∑
m1+···+mk=N

(m1 . . .mk)
1
n
−1 . (241)

Ïðåäñòîè íè äà íàìåðèì àñèìïòîòè÷íà ôîðìóëà çà òàçè âåëè÷èíà. Çà öåëòà ïúðâî
ùå äîêàæåì ñëåäíàòà

Ëåìà 20. Íåêà α, β ∈ R, 0 < α < 1, α ≤ β. Òîãàâà çà âñÿêî M ∈ N å â ñèëà
ôîðìóëàòà ∑

1≤m≤M−1

mα−1(M −m)β−1 =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
Mα+β−1 +O

(
Mβ−1

)
,

êúäåòî Γ(t) å Ãàìà-ôóíêöèÿòà íà Îéëåð, à êîíñòàíòàòà â çíàêà O çàâèñè ñàìî
îò α è β.

Äîêàçàòåëñòâî. Ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å M ≥ 3, òúé êàòî â ïðîòèâåí ñëó÷àé
òâúðäåíèåòî å òðèâèàëíî. Ðàçãëåæäàìå ôóíêöèÿòà

f(t) = tα−1(M − t)β−1

ïðè 1 ≤ t ≤M − 1. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å

f(t) = O
(
Mβ−1

)
ðàâíîìåðíî ïðè t ∈ [1,M − 1]. (242)

Òîãàâà, êàòî èçïîëçâàìå ñóìàöèîííàòà ôîðìóëà íà Îéëåð (Ëåìà 32), ïîëó÷àâàìå

M−1∑
m=1

f(m) =

M−1∫
1

f(t) dt+O
(
Mβ−1

)
+O

 M−1∫
1

|f ′(t)| dt

 . (243)

Íå å òðóäíî äà ñå óñòàíîâè, ÷å ôóíêöèÿòà f ′(t) ìîæå äà ñå àíóëèðà â íå ïîâå÷å îò
åäíà òî÷êà îò èíòåðâàëà (1,M − 1). Àêî òàêàâà å òî÷êàòà ξ, òî f ′(t) íå ñå àíóëèðà â
èíòåðâàëèòå (1, ξ) è (ξ,M − 1). Îò òîçè ôàêò, îò òåîðåìàòà íà Ëàéáíèö è Íþòîí è
îò (242) ñëåäâà

M−1∫
1

|f ′(t)| dt =

ξ∫
1

|f ′(t)| dt+

M−1∫
ξ

|f ′(t)| dt

=

∣∣∣∣∣∣
ξ∫

1

f ′(t) dt

∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣
M−1∫
ξ

f ′(t) dt

∣∣∣∣∣∣
= |f(ξ)− f(1)|+ |f(M − 1)− f(ξ)|

�Mβ−1.

57



ßñíî å, ÷å ñúùàòà îöåíêà å èçïúëíåíà è â ñëó÷àÿ êîãàòî f ′(t) íå ñå àíóëèðà â
èíòåðâàëà (1,M − 1).

Ïî-íàòàòúê, íåïîñðåäñòâåíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å èíòåãðàëèòå
∫ 1

0
f(t)dt è

∫M
M−1

f(t)dt

ñà ñõîäÿùè è ñå îöåíÿâàò êàòî O
(
Mβ−1

)
. Ñåãà îò (243) è îò ãîðíèòå ðàçñúæäåíèÿ

ñëåäâà
M−1∑
m=1

f(m) =

M∫
0

f(t) dt+O
(
Mβ−1

)
.

Îñòàâà äà çàáåëåæèì, ÷å ñëåä ñìÿíà íà ïðîìåíëèâàòà è ïðèëàãàíå íà Ëåìà 34
ïîëó÷àâàìå

M∫
0

f(t) dt = Mα+β−1

1∫
0

tα−1(1− t)β−1 dt =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
Mα+β−1.

Ñ òîâà ëåìàòà å äîêàçàíà. �

Ñëåäâàùàòà ñòúïêà å äîêàçàòåëñòâîòî íà ñëåäíàòà

Ëåìà 21. Íåêà n, k ∈ N, n ≥ 2, k ≥ 2. Ïðè M ∈ N çà âåëè÷èíàòà

Rk,n(M) =
1

nk

∑
m1+···+mk=M

(m1 . . .mk)
1
n
−1

å â ñèëà ôîðìóëàòà

Rk,n(M) =
Γ
(
1 + 1

n

)k
Γ
(
k
n

) M
k
n
−1 +O

(
M

k−1
n
−1
)
,

êúäåòî Γ(t) å Ãàìà-ôóíêöèÿòà íà Îéëåð, à êîíñòàíòàòà â çíàêà O çàâèñè ñàìî
îò k è n.

Äîêàçàòåëñòâî.Ùå ðàáîòèì ÷ðåç èíäóêöèÿ ïî k. Ïðè k = 2 òâúðäåíèåòî ñëåäâà
íåïîñðåäñòâåíî îò Ëåìà 20.

Äà äîïóñíåì, ÷å òâúðäåíèåòî å äîêàçàíî ïðè íÿêîå k ≥ 2 çà âñè÷êè M ∈ N è
äà ðàçãëåäàìå Rk+1,n(M). Äà îòáåëåæèì, ÷å àêî M ≤ c(k, n), òî ôîðìóëàòà êîÿòî
èñêàìå äà äîêàæåì î÷åâèäíî å âÿðíà. Òîãàâà ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å M å äîñòàòú÷íî
ãîëÿìî ñïðÿìî k è n. Èìàìå

Rk+1,n(M) =
1

nk+1

∑
m1+···+mk+1=M

(m1 . . .mk+1)
1
n
−1

=
1

n

∑
1≤m≤M−k

m
1
n
−1 1

nk

∑
m1+···+mk=M−m

(m1 . . .mk)
1
n
−1

=
1

n

∑
1≤m≤M−k

m
1
n
−1 Rk,n(M −m).
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Èçïîëçâàìå èíäóêöèîííîòî äîïóñêàíå è, êàòî èçâúðøèì íÿêîè î÷åâèäíè ïðåñìÿòà-
íèÿ, ïîëó÷àâàìå

Rk+1,n(M) =
1

n

∑
1≤m≤M−k

m
1
n
−1

(
Γ
(
1 + 1

n

)k
Γ( k

n
)

(M −m)
k
n
−1 +O

(
M

k−1
n
−1
))

=
Γ
(
1 + 1

n

)k
nΓ( k

n
)

∑
1≤m≤M−k

m
1
n
−1(M −m)

k
n
−1 +O

(
M

k
n
−1
)

=
Γ
(
1 + 1

n

)k
nΓ( k

n
)

∑
1≤m≤M−1

m
1
n
−1(M −m)

k
n
−1 +O

(
M

k
n
−1
)
.

Çàìåñòâàìå ïîñëåäíàòà ñóìà ïî m ñúñ ñúîòâåòíèÿ èçðàç, äàäåí â Ëåìà 20, ñëåä êîåòî
ïðèëàãàìå Ëåìà 34 è íàìèðàìå

Rk+1,n(M) =
Γ
(
1 + 1

n

)k
nΓ( k

n
)

Γ
(

1
n

)
Γ
(
k
n

)
Γ(k+1

n
)

M
k+1
n
−1 +O

(
M

k
n
−1
)

=
Γ
(
1 + 1

n

)k+1

Γ(k+1
n

)
M

k+1
n
−1 +O

(
M

k
n
−1
)
.

Ñ òîâà ëåìàòà å äîêàçàíà. �

Îò òàçè ëåìà ñëåäâà, ÷å çà âåëè÷èíàòà R(N), îïðåäåëåíà ÷ðåç (241), èìàìå

R(N) =
Γ
(
1 + 1

n

)k
Γ( k

n
)

N
k
n
−1 +O

(
N

k−1
n
−1
)
. (244)

Ïî-íàòàòúê, îò (239) ñëåäâà
∑

q≤Q γ(q)� 1. Ïîðàäè òîâà îò (240) è (244) ïîëó÷àâàìå

I ′ =
Γ
(
1 + 1

n

)k
Γ( k

n
)

N
k
n
−1
∑
q≤Q

γ(q) +O
(
N

k
n
−1−δ

)
, δ = δ(k, n) > 0. (245)

Ñëåäâàùàòà ñòúïêà å äà çàìåíèì êðàéíàòà ñóìà ïî q ñ áåçêðàéíèÿ ðåä

Sk,n(N) =
∞∑
q=1

γ(q) (246)

è äà îöåíèì ïîëó÷åíàòà ãðåøêà. Äà îòáåëåæèì, ÷å âñëåäñòâèå íà îöåíêàòà (239),
ðåäúò (246) å àáñîëþòíî ñõîäÿù è çà ñóìàòà ìó å èçïúëíåíî

|Sk,n(N)| ≤ c2(k, n), (247)
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êúäåòî c2(k, n) íå çàâèñè îò N è c2(k, n) > 0 . Ñúùî òàêà, îò (156), (159) è (239)
ñëåäâà

Sk,n(N)−
∑
q≤Q

γ(q)�
∑
q>Q

|γ(q)| �
∑
q>Q

q−1− 1
2n � Q−

1
2n � N−

1
100·n2n . (248)

Îò (245) è (248) íàìèðàìå

I ′ =
Γ
(
1 + 1

n

)k
Γ( k

n
)

Sk,n(N)N
k
n
−1 +O

(
N

k
n
−1−δ

)
, δ = δ(k, n) > 0. (249)

3.2.4 Èçñëåäâàíå íà îñîáåíèÿ ðåä Sk,n(N).

Îò (162), (206) è (249) íàìèðàìå

Ik,n(N) =
Γ
(
1 + 1

n

)k
Γ( k

n
)

Sk,n(N)N
k
n
−1 +O

(
N

k
n
−1−δ

)
, δ = δ(k, n) > 0. (250)

Ñ òîâà ôîðìóëàòà (154) îò óñëîâèåòî íà òåîðåìàòà å äîêàçàíà. Îñòàâà äà èçó÷èì
âåëè÷èíàòà Sk,n(N), îïðåäåëåíà ÷ðåç (246), è äà óñòàíîâèì íåðàâåíñòâàòà (155)
Ïúðâî ùå äîêàæåì ñëåäíàòà

Ëåìà 22. Ôóíêöèÿòà γ(q), îïðåäåëåíà ÷ðåç (222), å ìóëòèïëèêàòèâíà ïî îòíîøå-
íèå íà q.

Äîêàçàòåëñòâî: Î÷åâèäíî γ(1) = 1. Ïî-íàòàòúê, íåêà q1, q2 ∈ N, (q1, q2) = 1.
Ñïîðåä Ëåìà 46 èìàìå

γ(q1q1) =

q1q2−1∑
a=0

(a,q1q2)=1

(
S(q1q2, a)

q1q2

)k
e

(
− aN
q1q2

)

=

q1−1∑
a1=0

(a1,q1)=1

q2−1∑
a2=0

(a2,q2)=1

(
S(q1q2, a1q2 + a2q1)

q1q2

)k
e

(
−(a1q2 + a2q1)N

q1q2

)
. (251)

Êàòî èçïîëçâàìå (211) è Ëåìà 46 ïîëó÷àâàìå

S(q1q2, a1q2 + a2q1) =

q1q2∑
x=1

e

(
(a1q2 + a2q1)x

n

q1q2

)

=

q1∑
x1=1

q2∑
x2=1

e

(
(a1q2 + a2q1)(x1q2 + x2q1)

n

q1q2

)
.
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Îòòóê, îò Ëåìà 27 è îò Ëåìà 46 ñëåäâà

S(q1q2, a1q2 + a2q1) =

q1∑
x1=1

q2∑
x2=1

e

(
(a1q2 + a2q1)(x

n
1q

n
2 + xn2q

n
1 )

q1q2

)

=

q1∑
x1=1

q2∑
x2=1

e

(
a1x

n
1q

n+1
2 + a2x

n
2q

n+1
1

q1q2

)

=

q1∑
x1=1

e

(
a1(x1q2)

n

q1

) q2∑
x2=1

e

(
a2(x2q1)

n

q2

)

= S(q1, a1)S(q2, a2).

Êàòî çàìåñòèì â (251) è èçïîëçâàìå (222) ïîëó÷àâàìå

γ(q1q2) = γ(q1)γ(q2).

Ñ òîâà ëåìàòà å äîêàçàíà. �

Îò àáñîëþòíàòà ñõîäèìîñò íà ðåäà, ïðåäñòàâÿù Sk,n(N), è îò Ëåìà 22 âèæäàìå,
÷å ìîæåì äà ïðèëîæèì òúæäåñòâîòî íà Îéëåð (Ëåìà 35). Ïîëó÷àâàìå

Sk,n(N) =
∏
p

T (p), (252)

êúäåòî

T (p) = Tk,n,N(p) =
∞∑
l=0

γ
(
pl
)
. (253)

Çà äà ïîëó÷èì èíôîðìàöèÿ çà T (p) ùå ñå âúçïîëçâàìå îò ñëåäíàòà

Ëåìà 23. Íåêà M(q) = Mk,n,N(q) å áðîÿò íà ðåøåíèÿòà íà ñðàâíåíèåòî

xn1 + · · ·+ xnk ≡ N (mod q).

Òîãàâà å â ñèëà ôîðìóëàòà ∑
d|q

γ(d) =
M(q)

qk−1
.

Äîêàçàòåëñòâî. Êàòî èçïîëçâàìå Ëåìà 27, çàïèñâàìå M(q) âúâ âèäà

M(q) =
∑

1≤x1,...,xk≤q

1

q

q∑
k=1

e

(
k (xn1 + · · ·+ xnk −N)

q

)
.
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Ðàçäåëÿìå ñóìàòà ïî k íà ÷àñòè ñúîáðàçíî ñòîéíîñòòà íà (k, q), ñëåä êîåòî îòíîâî
èçïîëçâàìå Ëåìà 27. Ïîëó÷àâàìå

M(q) =
1

q

∑
d|q

q∑
k=1

(k,q)= q
d

∑
1≤x1,...,xk≤q

e

(
k (xn1 + · · ·+ xnk −N)

q

)

=
1

q

∑
d|q

d∑
a=1

(a,d)=1

∑
1≤x1,...,xk≤q

e

(
a (xn1 + · · ·+ xnk −N)

d

)

=
1

q

∑
d|q

d∑
a=1

(a,d)=1

e

(
−aN

d

)( q∑
x=1

e

(
axn

d

))k

.

Î÷åâèäíî ïðè d | q èìàìå

q∑
x=1

e

(
axn

d

)
=
q

d
S(d, a),

êúäåòî S(d, a) ñå îïðåäåëÿ îò (211). Òîãàâà îò ãîðíèòå ôîðìóëè è îò (222) íàìèðàìå

M(q) = qk−1
∑
d|q

d∑
a=1

(a,d)=1

(
S(d, a)

d

)k
e

(
−aN

d

)
= qk−1

∑
d|q

γ(d),

ñ êîåòî ëåìàòà å äîêàçàíà. �

Íåêà ïðèëîæèì òàçè ëåìà ïðè q = pr, êúäåòî p å ïðîñòî ÷èñëî. Ïîëó÷àâàìå

r∑
l=0

γ
(
pl
)

=
M (pr)

p r(k−1)
.

Èçâúðøâàìå ãðàíè÷åí ïðåõîä r →∞ è, êàòî âçåìåì ïðåäâèä (253), ïîëó÷àâàìå

T (p) = lim
r→∞

M (pr)

p r(k−1)
. (254)

Òúé êàòî å î÷åâèäíî, ÷å M(q) ≥ 0, òî îò (254) ñëåäâà

T (p) ≥ 0 çà âñÿêî p. (255)

Íî òîãàâà îò (252) è (255) ïîëó÷àâàìå Sk,n(N) ≥ 0. Ïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî, çàåäíî
ñ (247), íè äàâà

0 ≤ Sk,n ≤ c2(k, n), (256)

êúäåòî c2(k, n) íå çàâèñè îò N è c2(k, n) > 0.
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Îöåíêàòà îòäîëó çà Sk,n(N) îò ôîðìóëà (256) íå å äîñòàòú÷íî äîáðà, çà äà ñìå
ñèãóðíè, ÷å ãëàâíèÿò ÷ëåí â àñèìïòîòè÷íàòà ôîðìóëà (154) äîìèíèðà íàä îñòàòú÷íèÿ
÷ëåí. Çà äà óñòàíîâèì, ÷å â ñèëà îöåíêàòà îòäîëó îò (155), ñà íåîáõîäèìè äîïúëíè-
òåëíè èçñëåäâàíèÿ.

Îò (253) ñëåäâà

T (p) ≥ 1−∆#, ∆# =
∞∑
l=1

∣∣γ (pl)∣∣ . (257)

Êàòî èçïîëçâàìå (238), ïîëó÷àâàìå

∆# �
∞∑
l=1

p−l(1+ 1
2n ) � p−1− 1

2n .

Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà c∗ = c∗(k, n) > 0, òàêîâà ÷å

|∆#| ≤ p−1− 1
2n−1 ïðè p > c∗. (258)

Îòòóê ïîëó÷àâàìå∏
p>c∗

T (p) ≥ c∗∗(k, n), c∗∗(k, n) =
∏
p>c∗

(
1− p−1− 1

2n−1

)
> 0. (259)

Îò ôîðìóëèòå (252), (255) è (259) íàìèðàìå

Sk,n(N) ≥ c∗∗(k, n)
∏

p≤c∗(k,n)

T (p). (260)

Îñòàâà äà íàìåðèì íåòðèâèàëíà îöåíêà îòäîëó çà T (p) ïðè p ≤ c∗. Çà òàçè öåë
ñà íè íåîáõîäèìè îùå òðè ëåìè.

Äà ïðåäñòàâèì ÷èñëîòî n âúâ âèäà

n = pτn1, p - n1. (261)

Îïðåäåëÿìå

γ =

{
τ + 1 ïðè p > 2,

τ + 2 ïðè p = 2.
(262)

Ëåìà 24. Íåêà k, n ∈ N, n ≥ 2 è k ≥ k0(n), êúäåòî

k0(n) =


5 ïðè n = 2,

2n ïðè 2 - n,
4n ïðè 2 | n, n > 2.

(263)

Íåêà p å ïðîñòî ÷èñëî è γ å îïðåäåëåíî ÷ðåç (262). Òîãàâà çà âñÿêî N ∈ Z ñðàâíå-
íèåòî

xn1 + · · ·+ xnk ≡ N (mod pγ). (264)

ïðèòåæàâà ðåøåíèå â öåëè ÷èñëà x1, . . . , xk, ïîíå åäíî îò êîèòî íå ñå äåëè íà p.
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Äîêàçàòåëñòâî. Äîñòàòú÷íî å äà óñòàíîâèì, ÷å àêî

k ≥ k0(n)− 1, (265)

òî çà âñÿêî N ∈ Z, çà êîåòî p - N , ñðàâíåíèåòî (264) å ðàçðåøèìî â öåëè ÷èñëà
x1, . . . .xk.

Íàèñòèíà, äà äîïóñíåì, ÷å ñìå äîêàçàëè òîâà òâúðäåíèå. Íåêà âçåìåì ïðîèçâîëíî
N ∈ Z è íåêà k ≥ k0(n). Àêî p - N , òî, ñïîðåä íàøåòî äîïóñêàíå, (264) ùå å
ðàçðåøèìî è î÷åâèäíî ïîíå åäíî xj íÿìà äà ñå äåëè íà p. Àêî ïúê å èçïúëíåíî
p | N , òî p - N − 1. Òúé êàòî k − 1 ≥ k0(n) − 1, òî êàòî èçïîëçâàìå îòíîâî íàøåòî
äîïóñêàíå, âèæäàìå, ÷å ñúùåñòâóâàò y1, . . . , yk−1 ∈ Z, çà êîèòî

yn1 + · · ·+ ynk−1 ≡ N − 1 (mod pγ),

îòêúäåòî
yn1 + · · ·+ ynk−1 + 1n ≡ N (mod pγ).

Èëè îòíîâî âèæäàìå, ÷å (264) å ðàçðåøèìî, êàòî ïîíå åäíî xj íå ñå äåëè íà p.

È òúé, îòòóê íàòàòúê ñ÷èòàìå, ÷å p - N è ÷å å èçïúëíåíî óñëîâèåòî (265), êàòî
íàøàòà öåë å äà äîêàæåì ðàçðåøèìîñòòà íà (264) å öåëè ÷èñëà x1, . . . , xk.

Ùå ðàçãëåäàìå ïúðâî ñëó÷àÿ p > 2. Î÷åâèäíî ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å N ïðèíà-
äëåæè íà ìíîæåñòâîòî

N = { N ∈ N : 1 ≤ N ≤ pγ, p - N }.

Çà âñÿêî N ∈ N îçíà÷àâàìå ñ κ(N) íàé-ìàëêîòî åñòåñòâåíî ÷èñëî k, çà êîåòî (264) å
ðàçðåøèìî îòíîñíî x1, . . . , xk. Äà îòáåëåæèì, ÷å âñÿêî N ∈ N å ñóìà íà N íà áðîé
n-òè ñòåïåíè íà 1, ñëåäîâàòåëíî îïðåäåëåíèåòî íà κ(N) å êîðåêòíî.

Â ìíîæåñòâîòî N îïðåäåëÿìå ðåëàöèÿòà ½∼� ïî ñëåäíèÿ íà÷èí. Àêî N1, N2 ∈ N
ñ÷èòàìå, ÷å N1 ∼ N2 êîãàòî κ(N1) = κ(N2). Î÷åâèäíî ½∼� å ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíò-
íîñò. Ùå ïðîâåðèì, ÷å ñà íàëèöå ñëåäíèòå ñâîéñòâà:

1) Àêî N1, N2 ∈ N è

N1 ≡ N2 z
n (mod pγ) çà íÿêîå z ∈ Z, (266)

òî N1 ∼ N2.

2) Ìíîæåñòâîòî N ñå ðàçáèâà íà íå ïîâå÷å îò n íà áðîé êëàñà íà åêâèâàëåíòíîñò
îòíîñíî ½∼�.

Äà äîêàæåì ïúðâî 1). Íåêà N1, N2 ∈ N è íåêà å èçïúëíåíî (266). Ïîëàãàìå
kj = κ(Nj), j = 1, 2. Îò îïðåäåëåíèåòî íà k2 ñëåäâà, ÷å

xn1 + · · ·+ xnk2 ≡ N2 (mod pγ)
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çà íÿêàêâè x1, . . . , xk2 ∈ Z. Îò òîâà ñðàâíåíèå è îò (266) ñëåäâà

(x1z)n + · · ·+ (xk2z)n ≡ N2 z
n ≡ N1 (mod pγ).

Íî òîãàâà, êàòî èçïîëçâàìå îïðåäåëåíèåòî íà k1, ïîëó÷àâàìå k1 ≤ k2.

Îò äðóãà ñòðàíà, ÷èñëîòî z îò (266) íå ñå äåëè íà p, ñëåäîâàòåëíî, ñïîðåä Ëåìà 48,
ìîæåì äà íàìåðèì z ∈ Z, òàêîâà ÷å z z ≡ 1 (mod pγ). Íî òîãàâà îò (266) ñëåäâà
N2 z

n ≡ N1 (mod pγ) è, êàòî ïîâòîðèì ïðåäèøíèòå ðàçñúæäåíèÿ, ïîëó÷àâàìå k2 ≤
k1. È òàêà, óñòàíîâèõìå, ÷å k1 = k2, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å N1 ∼ N2.

Ñåãà ùå äîêàæåì ñâîéñòâî 2). Íåêà N ñå ðàçáèâà íà m êëàñà íà åêâèâàëåíòíîñò
îòíîñíî ∼ ñ ïðåäñòàâèòåëè ñúîòâåòíî N1, . . . , Nm. Òúé êàòî ðàçãëåæäàìå ñëó÷àÿ
p > 2, òî ñïîðåä Ëåìà 50 ñúùåñòâóâà ïðèìèòèâåí êîðåí g ïî ìîäóë pγ. Òîãàâà çà
íÿêîè α1, . . . , αm ∈ N å èçïúëíåíî Nj ≡ gαj (mod pγ) ïðè j = 1, . . . ,m. ×èñëàòà αj
ñà äâå ïî äâå íåñðàâíèìè ïî ìîäóë n. Íàèñòèíà, àêî äîïóñíåì, íàïðèìåð, ÷å α1 ≡ α2

(mod n), òî α1 = α2 + hn çà íÿêîå h ∈ Z. Áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà ìîæåì äà
ñ÷èòàìå, ÷å h ≥ 0. Òîãàâà ùå èìàìå

N1 ≡ gα1 = gα2+hn ≡ N2

(
gh
)n

(mod pγ)

è îò ñâîéñòâî 1) ùå ñëåäâà, ÷å N1 ∼ N2. Íî òîâà å íåâúçìîæíî, òúé êàòî N1 è N2 ñà
ïðåäñòàâèòåëè íà ðàçëè÷íè êëàñîâå.

È òàêà, ÷èñëàòà α1, . . . , αm ïðèíàäëåæàò íà ðàçëè÷íè êëàñîâå îò îñòàòúöè ïî
ìîäóë n, à òîâà å âúçìîæíî ñàìî àêî m ≤ n. Ñ òîâà ñâîéñòâî 2) å äîêàçàíî.

Äà ïðîäúëæèì ñ äîêàçàòåëñòâîòî íà ëåìàòà â ñëó÷àÿ p > 2. Îò âñåêè êëàñ íà
åêâèâàëåíòíîñò èçáèðàìå íàé-ìàëêèÿ åëåìåíò è ïîäðåæäàìå ïîëó÷åíèòå ÷èñëà ïî
ãîëåìèíà. Íåêà ñìå ïîëó÷èëè ðåäèöàòà

N1 < N2 < · · · < Nm. (267)

Ùå ïðîâåðèì, ÷å

κ(Nj) ≤ 2j − 1 ïðè 1 ≤ j ≤ m. (268)

Çà äà äîêàæåì òîâà òâúðäåíèå ùå èçïîëçâàìå èíäóêöèÿ ïî j. Î÷åâèäíî N1 = 1,
ñëåäîâàòåëíî

κ(N1) = κ(1) = 1 = 2 · 1− 1,

ñëåäîâàòåëíî òâúðäåíèåòî å âÿðíî ïðè j = 1.

Íåêà 1 < j ≤ m è äà äîïóñíåì, ÷å κ(Nν) ≤ 2ν− 1 ïðè 1 ≤ ν ≤ j− 1. Çà äà îöåíèì
îòãîðå κ(Nj), ðàçãëåæäàìå ÷èñëîòî Nj − 1.

Àêî p - Nj−1, òî êàòî âçåìåì ïðåäâèä, ÷å Nj > N1 = 1, ïîëó÷àâàìå, ÷å Nj−1 ∈ N .
Ñëåäîâàòåëíî Nj−1 ñå ñúäúðæà â íÿêîé îò êëàñîâåòå íà åêâèâàëåíòíîñò, ò.å. Nj−1 ∼
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Nν çà íÿêîå ν ≤ m. Îòòóê è îò èçáîðà íà ÷èñëàòà (267) ïîëó÷àâàìå Nν ≤ Nj − 1, à
òîâà å âúçìîæíî ñàìî àêî ν ≤ j − 1. Ñåãà îò èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå ñëåäâà

κ(Nj − 1) = κ(Nν) ≤ 2ν − 1 ≤ 2(j − 1)− 1 = 2j − 3.

Òîãàâà çà íÿêîå åñòåñòâåíî ÷èñëî s ≤ 2j − 3 ñúùåñòâóâàò x1, . . . , xs ∈ Z òàêèâà, ÷å

xn1 + · · ·+ xns ≡ Nj − 1 (mod pγ),

èëè, âñå åäíî,
1n + xn1 + · · ·+ xns ≡ Nj (mod pγ).

Îòòóê ñëåäâà κ(Nj) ≤ s+ 1 ≤ 2j − 2.

Äà ðàçãëåäàìå è ñëó÷àÿ p | Nj − 1. Òîãàâà èìàìå p - Nj − 2, îòêúäåòî ñëåäâà,
÷å Nj − 2 ∈ N . Ðàçñúæäàâàéêè êàêòî ïðåäè, íàìèðàìå, ÷å Nj − 2 ∼ Nν çà íÿêîå
ν ≤ j − 1. Îò èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå ñëåäâà

κ(Nj − 2) = κ(Nν) ≤ 2ν − 1 ≤ 2(j − 1)− 1 = 2j − 3.

Òîãàâà çà íÿêîå åñòåñòâåíî ÷èñëî s ≤ 2j − 3 ñúùåñòâóâàò x1, . . . , xs ∈ Z òàêèâà, ÷å

xn1 + · · ·+ xns ≡ Nj − 2 (mod pγ),

èëè, âñå åäíî,
1n + 1n + xn1 + · · ·+ xns ≡ Nj (mod pγ).

Îòòóê ñëåäâà κ(Nj) ≤ s + 2 ≤ 2j − 1. È òàêà, èíäóêöèîííàòà ñòúïêà å íàïðàâåíà, ñ
êîåòî íåðàâåíñòâîòî (268) å äîêàçàíî.

Íåêà N ∈ N. Òîãàâà N ∼ Nj çà íÿêîå îò ÷èñëàòà (267). Îò (268) è îò ñâîéñòâî 2)
ñëåäâà

κ(N) = κ(Nj) ≤ 2j − 1 ≤ 2m− 1 ≤ 2n− 1.

Ñ òîâà äîêàçàòåëñòâîòî íà ëåìàòà â ñëó÷àÿ p > 2 å çàâúðøåíî.

Îñòàâà äà ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ p = 2. Àêî n = 2, òî îò (261), (262) âèæäàìå, ÷å
γ = 3 è òâúðäåíèåòî å âÿðíî, òúé êàòî

1 ≡ 12, 3 ≡ 12 + 12 + 12, 5 ≡ 22 + 12, 7 ≡ 22 + 12 + 12 + 12 (mod 8).

Àêî 2 - n îò (261), (262) ñëåäâà γ = 2 è òâúðäåíèåòî å âÿðíî, òúé êàòî

1 ≡ 1n, 3 ≡ 1n + 1n + 1n (mod 4).

Íàé-íàêðàÿ ùå ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ 2 | n, n > 2. Òîãàâà îò (261), (262) ïîëó÷àâàìå
τ ≥ 1 è γ ≥ 3. Ïðè N ∈ N èìàìå

N ≤ 2γ − 1 = 22 · 2τ − 1 ≤ 4n− 1.

Òîãàâà, àêî k ≥ 4n− 1, òî å èçïúëíåíî N = xn1 + · · · + xnk , êúäåòî x1 = · · · = xN = 1
è xN+1 = · · · = xk = 0. Ñ òîâà òâúðäåíèåòî å äîêàçàíî è â òîçè ïîñëåäåí ñëó÷àé.
Äîêàçàòåëñòâîòî íà ëåìàòà å çàâúðøåíî. �
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Ëåìà 25. Äàäåíè ñà a ∈ Z, y ∈ Z, n ∈ N, n ≥ 2 è ïðîñòî ÷èñëî p. Íåêà γ å
îïðåäåëåíî ÷ðåç (262) è íåêà å èçïúëíåíî

yn ≡ a (mod pγ), p - y. (269)

Òîãàâà çà âñÿêî r ∈ N, r > γ ñðàâíåíèåòî

xn ≡ a (mod pr) (270)

å ðàçðåøèìî îòíîñíî x.

Äîêàçàòåëñòâî.Äà ðàçãëåäàìå ïúðâî ñëó÷àÿ p > 2. Îò (269) ñëåäâà p - a. Ñïîðåä
Ëåìà 50 ñúùåñòâóâà ïðèìèòèâåí êîðåí g ïî ìîäóë pr. Òîãàâà îò Ëåìà 46 ñëåäâà, ÷å
÷èñëàòà gbyn, êúäåòî b = 1, 2, . . . , ϕ(pr), îáðàçóâàò ðåäóöèðàíà ñèñòåìà îò îñòàòúöè
ïî ìîäóë pr. Ñëåäîâàòåëíî çà íÿêîå b ∈ N èìàìå

gbyn ≡ a (mod pr). (271)

Îò ïîñëåäíîòî ñðàâíåíèå ñëåäâà gbyn ≡ a (mod pγ). Êàòî âçåìåì ïðåäâèä è (269),
ïîëó÷àâàìå

gb ≡ 1 (mod pγ). (272)

Î÷åâèäíî g å ïðèìèòèâåí êîðåí è ïî ìîäóë pγ, ñëåäîâàòåëíî îò (272) è îò Ëåìà 49
ïîëó÷àâàìå b ≡ 0 (mod ϕ(pγ)), èëè b = ϕ(pγ)b1 çà íÿêîå b1 ∈ N. Òîãàâà îò Ëåìà 42 è
îò (262) ñëåäâà

b = pγ−1(p− 1)b1 = pτ (p− 1)b1. (273)

Äà âçåìåì ïðîèçâîëíî h ∈ N. Îò ãîðíîòî ðàâåíñòâî è Ëåìà 42 ïîëó÷àâàìå

b+ hϕ(pr) = pτ (p− 1)b1 + hpr−1(p− 1) = pτ (p− 1)(b1 + hpr−τ−1). (274)

Îò óñëîâèåòî (261) èìàìå p - n1. Òîãàâà ñïîðåä Ëåìà 48 ñúùåñòâóâà h ∈ N òàêîâà,
÷å n1 | b1 + hpr−τ−1, ò.å. b1 + hpr−τ−1 = n1s çà íÿêîå s ∈ N. Àêî h, s ñà èçáðàíè ïî
îïèñàíèÿ ïî-ãîðå íà÷èí, òî îò (261) è (274) íàìèðàìå

b+ hϕ(pr) = pτ (p− 1)n1s = (p− 1)ns. (275)

Ðàçãëåæäàìå ÷èñëîòî x = y g(p−1)s. Îò (275) ñëåäâà

xn = yn g(p−1)ns = yn gb ghϕ(pr).

Òúé êàòî gϕ(pr) ≡ 1 (mod pr) è, êàòî âçåìåì ïðåäâèä (271), âèæäàìå, ÷å x óäîâëå-
òâîðÿâà ñðàâíåíèåòî (270). Ñ òîâà òâúðäåíèåòî â ñëó÷àÿ p > 2 å äîêàçàíî.

Ñåãà äà ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ p = 2. Íåêà ïúðâî ïðåäïîëîæèì, ÷å 2 - n. Òîãàâà,
àêî x ïðîáÿãâà ðåäóöèðàíà ñèñòåìà îò îñòàòúöè ïî ìîäóë 2r, òî òàêàâà ñèñòåìà
ïðîáÿãâà è xn. Íàèñòèíà, òåçè ÷èñëà ñà ϕ(2r) íà áðîé. Îñâåí òîâà òå ñà äâå ïî äâå
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íåñðàâíèìè ïî ìîäóë 2r. Çà äà óñòàíîâèì òîçè ôàêò ùå îòáåëåæèì, ÷å àêî 2 - x1x2,
òî 2 -

(
xn−1

1 + xn−2
1 x2 + · · ·+ xn−1

2

)
. Òîãàâà îò òúæäåñòâîòî

xn1 − xn2 = (x1 − x2)
(
xn−1

1 + xn−2
1 x2 + · · ·+ xn−1

2

)
ñëåäâà, ÷å àêî xn1 ≡ xn2 (mod 2r), òî x1 ≡ x2 (mod 2r). Òîãàâà çà âñÿêî a ∈ Z, 2 - a
ìîæå äà ñå íàìåðè x òàêîâà, ÷å xn ≡ a (mod 2r).

Îñòàíà äà ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ p = 2, 2 | n. Îò (261) è (262) ñëåäâà γ ≥ 3. Äà
äîïóñíåì, ÷å a, y óäîâëåòâîðÿâàò (269) (ïðè p = 2). Ñïîðåä Ëåìà 51 ñúùåñòâóâàò
ν ∈ N, b ∈ N óäîâëåòâîðÿâàùè

1 ≤ ν ≤ 2, 1 ≤ b ≤ 2r−2,

è òàêèâà, ÷å
(−1)ν 5b yn ≡ a (mod 2r).

Îòòóê ñëåäâà, ÷å (−1)ν yn ≡ a (mod 4) è ïîíåæå yn ≡ a (mod 4), òî èìàìå ν = 2.
Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà b ∈ N, òàêîâà ÷å

5b yn ≡ a (mod 2γ). (276)

Ïî-íàòàòúê ðàçñúæäåíèÿòà ñà ïîäîáíè íà òåçè îò ñëó÷àÿ p > 2. Îò (269) (ïðè
p = 2) è (276) ñëåäâà, ÷å 5b ≡ 1 (mod 2γ) è ñïîðåä Ëåìà 51 èìàìå b ≡ 0 (mod 2γ−2).
Ñëåäîâàòåëíî çà íÿêîå b1 ∈ N å èçïúëíåíî b = 2γ−2b1 = 2τb1. Àêî h ∈ N ðàçãëåæäàìå
÷èñëîòî b + h2r−2 = 2τ (b1 + h2r−τ−2). Îò Ëåìà 48 ñëåäâà, ÷å ïîñëåäíîòî ÷èñëî ñå
äåëè íà n1 ïðè ïîäõîäÿùî èçáðàíî h. Èëè ìîæåì äà íàìåðèì h ∈ N, s ∈ N, òàêà
÷å b1 + h2r−τ−2 = n1s èëè, êàòî âçåìåì ïðåäâèä (261), b + h2r−2 = ns. Òîãàâà, àêî
ïîëîæèì x = y 5s, ùå èìàìå xn = yn 5b 5h 2r−2

. Îò (276) è Ëåìà 51 ñëåäâà, ÷å x
óäîâëåòâîðÿâà (270) (ïðè p = 2).

Ñ òîâà ëåìàòà å äîêàçàíà. �

Ëåìà 26. Íåêà k, n ∈ N, n ≥ 2 è k ≥ k0(n), êúäåòî k0(n) å îïðåäåëåíî ÷ðåç (263).
Íåêà p å ïðîñòî ÷èñëî è γ å îïðåäåëåíî ñ (262). Òîãàâà çà âñÿêî N ∈ Z è çà âñÿêî
r ∈ N, çà êîåòî r > γ ñðàâíåíèåòî

xn1 + · · ·+ xnk ≡ N (mod pr) (277)

ïðèòåæàâà ïîíå p(r−γ)(k−1) ðåøåíèÿ.

Äîêàçàòåëñòâî. Ñïîðåä Ëåìà 24 ñðàâíåíèåòî

xn1 + · · ·+ xnk ≡ N (mod pγ) (278)

ïðèòåæàâà ðåøåíèå x1, . . . , xk, çà êîåòî p - x1. Ïðåäñòàâÿìå (278) âúâ âèäà

xn1 ≡ N − xn2 − · · · − xnk (mod pγ).

Òîãàâà çà ïðîèçâîëíè y2, . . . , yk ∈ Z, çà êîèòî

1 ≤ y2, . . . , yk ≤ pr−γ, (279)
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å èçïúëíåíî

xn1 ≡ N − ((x2 + pγy2)
n + · · ·+ (xk + pγyk)

n) (mod pγ).

Ïîëàãàìå
zi = xi + pγyi, 2 ≤ i ≤ k.

Ñïîðåä Ëåìà 25 ñúùåñòâóâà z1 òàêîâà, ÷å z
n
1 ≡ N − zn2 − · · · − znk (mod pr), ò.å.

zn1 + · · ·+ znk ≡ N (mod pr).

Âèæäàìå, ÷å íà âñåêè íàáîð ÷èñëà y2, . . . , yk óäîâëåòâîðÿâàùè (279) ñúîòâåòñòâà
ðåøåíèå íà (277). Àêî âçåìåì äðóã íàáîð y′2, . . . , y

′
k, òî ùå ïîëó÷èì äðóãî ðåøåíèå

z′1, . . . , z
′
k. Íàèñòèíà, àêî èìàìå íàïðèìåð y2 6= y′2, òî p

γy2 6≡ pγy′2 (mod pr), îòêúäåòî
z2 6≡ z′2 (mod pr).

Îñòàâà äà îòáåëåæèì, ÷å áðîÿò íà íàáîðèòå y2, . . . , yk, óäîâëåòâîðÿâàùè (279), å
ðàâåí íà p(r−γ)(k−1). Ñ òîâà ëåìàòà å äîêàçàíà. �

Ñåãà âå÷å ìîæåì äà çàâúðøèì äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà. Îò Ëåìà 26 ñëåäâà,
÷å àêî k0(n) å îïðåäåëåíî ÷ðåç (263), à γ � ÷ðåç (262), òî çà ïðîèçâîëíî ïðîñòî p ïðè
k ≥ k0(n) è r > γ èìàìå

M (pr)

pr(k−1)
≥ p−γ(k−1).

Îò ïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî è (254) ïîëó÷àâàìå

T (p) ≥ p−γ(k−1).

Íî òîãàâà ∏
p≤c∗(k,n)

T (p) ≥ c#(k, n), c#(k, n) =
∏

p≤c∗(k,n)

p−γ(k−1) > 0.

Êàòî ñè ïðèïîìíèì (256) è (260) ïîëó÷àâàìå

Sk,n(N) ≥ c1(k, n), c1(k, n) = c∗∗(k, n) c#(k, n) > 0.

Òàçè îöåíêà, çàåäíî ñ (256), íè äàâà (155). Ñ òîâà Òåîðåìà 10 å äîêàçàíà. �
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4 Äîïúëíåíèå

4.1 Ôóíêöèÿòà e(α).

Â ñëåäíàòà ëåìà ñà ñúáðàíè íÿêîè åëåìåíòàðíè, íî âàæíè ôàêòè, îòíàñÿùè ñå äî
ôóíêöèÿòà e(α) = e2πiα ïðè α ∈ R.

Ëåìà 27. Ïðè α ∈ R ôóíêöèÿòà e(α) ïðèòåæàâà ñëåäíèòå ñâîéñòâà:
(1) e(α) å ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîä 1.
(2) Ïðè α ∈ R å èçïúëíåíî |e(α)| = 1.
(3) Ïðè α ∈ Z å èçïúëíåíî e(α) = 1.
(4) Çà ïðîèçâîëíè α, β ∈ R èìàìå e(α + β) = e(α)e(β).
(5) Àêî n ∈ Z, òî

1∫
0

e(αn)dα =

{
1 ïðè n = 0,

0 ïðè n 6= 0.

(6) Àêî n ∈ Z, q ∈ N, òî

q∑
k=1

e

(
kn

q

)
=

{
q ïðè n ≡ 0 (mod q),

0 â ïðîòèâåí ñëó÷àé.

Äîêàçàòåëñòâî. Ïðîâåðêàòà íà òåçè ñâîéñòâà å òðèâèàëíà. �

4.2 Ðàöèîíàëíè ïðèáëèæåíèÿ íà ðåàëíè ÷èñëà.

Ñëåäíîòî òâúðäåíèå å èçâåñòíî êàòî ëåìà íà Äèðèõëå çà ïðèáëèæàâàíå íà ðåàëíè
÷èñëà ïîñðåäñòâîì ðàöèîíàëíè.

Ëåìà 28. Íåêà α, τ ∈ R, τ ≥ 1. Ñúùåñòâóâàò a ∈ Z, q ∈ N, òàêèâà ÷å∣∣∣∣α− a

q

∣∣∣∣ < 1

qτ
, (a, q) = 1, q ≤ τ.

Äîêàçàòåëñòâî. Âèæ [1] ãë. 1, çàä. 4b. �

4.3 Íÿêîè èçâåñòíè íåðàâåíñòâà

Òâúðäåíèåòî â ñëåäâàùàòà ëåìà å èçâåñòíî êàòî íåðàâåíñòâî íà òðèúãúëíèêà.

Ëåìà 29. Àêî aj ∈ C ïðè 1 ≤ j ≤ k, òî å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî∣∣∣∣∣
k∑
j=1

aj

∣∣∣∣∣ ≤
k∑
j=1

|aj|.

Äîêàçàòåëñòâî. Ïðîâåðêàòà å òðèâèàëíà. �
Ñëåäâàùàòà ëåìà ñúäúðæà èçâåñòíîòî íåðàâåíñòâî íà Êîøè.
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Ëåìà 30. Àêî aj, bj ∈ C ïðè 1 ≤ j ≤ k, òî å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî∣∣∣∣∣
k∑
j=1

ajbj

∣∣∣∣∣ ≤
√√√√ k∑

j=1

|aj|2

√√√√ k∑
j=1

|bj|2.

Äîêàçàòåëñòâî. Âèæ, íàïðèìåð, [2], ãë. 6, § 1. �

4.4 Ëåìè îò ìàòåìàòè÷åñêèÿ àíàëèç

Ñëåäíàòà ëåìà å èçâåñòíà êàòî ïðåîáðàçîâàíèå íà Àáåë.

Ëåìà 31. Íåêà {λn}∞n=1 å ñòðîãî ðàñòÿùà ðåäèöà, λn ∈ R, êàòî limn→∞ λn = ∞ è
íåêà {gn}∞n=1 å ïðîèçâîëíà ðåäèöà, gn ∈ C. Àêî f(x) å íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìà
ôóíêöèÿ â èíòåðâàëà [a, b], òî å â ñèëà òúæäåñòâîòî

∑
a<λn≤b

gn f(λn) = −
b∫

a

( ∑
a<λn≤t

gn

)
f ′(t) dt+

( ∑
a<λn≤b

gn

)
f(b).

Äîêàçàòåëñòâî. Âèæ [2], ãë. 1, § 3. �

Ñëåäíàòà ëåìà å èçâåñòíà êàòî ñóìàöèîííà ôîðìóëà íà Îéëåð.

Ëåìà 32. Íåêà ôóíêöèÿòà f(x) å íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìà â èíòåðâàëà [a, b].
Íåêà ρ(x) = 1

2
−{x}, êúäåòî {x} å äðîáíàòà ÷àñò íà x. Òîãàâà å â ñèëà òúæäåñòâîòî

∑
a<n≤b

f(n) =

b∫
a

f(t) dt+ ρ(b)f(b)− ρ(a)f(a)−
b∫

a

ρ(t)f ′(t) dt.

Äîêàçàòåëñòâî. Âèæ [2], ãë. 1, § 1. �

Ñëåäâàùàòà ëåìà å ÷àñòåí ñëó÷àé íà èçâåñòíîòî íåðàâåíñòâî íà Áåñåë.

Ëåìà 33. Àêî ôóíêöèÿòà f(x) å èíòåãðóåìà â èíòåðâàëà [0, 1], òî çà âñÿêî N ∈ N
å èçïúëíåíî

N∑
n=−N

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

f(α) e(αn) dα

∣∣∣∣∣∣
2

≤
1∫

0

|f(α)|2 dα.

Äîêàçàòåëñòâî. Âèæ [3], ãë. 13, § 3. �

Ïðè α > 0 îïðåäåëÿìå Ãàìà-ôóíêöèÿòà íà Îéëåð Γ(α) ÷ðåç

Γ(α) =

∞∫
0

tα−1 e−t dt.

Â íàñòîÿùèòå çàïèñêè ùå èçïîëçâàìå ñàìî äâå îò íåéíèòå ñâîéñòâà, êîèòî ñà ñúáðàíè
â ñëåäíàòà
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Ëåìà 34. Ïðè α > 0 å â ñèëà òúæäåñòâîòî

Γ(1 + α) = αΓ(α).

Ïðè α > 0, β > 0 å èçïúëíåíî

1∫
0

tα−1 (1− t)β−1 dt =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
.

Äîêàçàòåëñòâî. Âèæ [3], ãë. 1, § 8. �

4.5 Àðèòìåòè÷íè ôóíêöèè

Âñÿêà ôóíêöèÿ f : N → C ñå íàðè÷à àðèòìåòè÷íà ôóíêöèÿ. Êàçâàìå, ÷å åäíà
àðèòìåòè÷íà ôóíêöèÿ f(n) å ìóëòèïëèêàòèâíà àêî f(1) = 1 è àêî f(n1n2) =
f(n1)f(n2) âèíàãè êîãàòî n1, n2 ∈ N, (n1, n2) = 1.

Ñëåäíàòà ëåìà å èçâåñòíà êàòî òúæäåñòâî íà Îéëåð.

Ëåìà 35. Àêî ôóíêöèÿòà λ(n) e ìóëòèïëèêàòèâíà è àêî ðåäúò
∑∞

q=1 λ(q) å àáñî-
ëþòíî ñõîäÿù, òî å â ñèëà òúæäåñòâîòî

∞∑
q=1

λ(q) =
∏
p

(
1 + λ(p) + λ(p2) + . . .

)
,

êúäåòî ïðîèçâåäåíèåòî å ïî âñè÷êè ïðîñòè ÷èñëà p.

Äîêàçàòåëñòâî. Âèæ [5], ãë. 17, § 4. �

4.5.1 Íÿêîè îñíîâíè àðèòìåòè÷íè ôóíêöèè

Ôóíêöèÿ íà ½áðîé íà äåëèòåëèòå�. Çà âñÿêî n ∈ N îçíà÷àâàìå ñ τ(n) áðîÿò íà
ïîëîæèòåëíèòå äåëèòåëè íà n. Â ñèëà ñà ñëåäíèòå ëåìè.

Ëåìà 36. Ôóíêöèÿòà τ(n) å ìóëòèïëèêàòèâíà.

Äîêàçàòåëñòâî. Âèæ [1], ãë. 2, § 3. �

Ëåìà 37. Çà âñÿêî ε > 0 å â ñèëà îöåíêàòà

τ(n)� nε,

êàòî êîíñòàíòàòà â çíàêà íà Âèíîãðàäîâ çàâèñè îò ε.

Äîêàçàòåëñòâî. Âèæ [1], ãë. 2, çàä. 11c. �

Ëåìà 38. Íåêà X ≥ 2. Òîãàâà çà âñÿêî k ∈ N å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî∑
n≤X

τ k(n)� X(logX)2k−1.

Äîêàçàòåëñòâî. Âèæ [1], ãë. 3, çàä. 6d. �
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Ôóíêöèÿ íà Ìüîáèóñ. Ôóíêöèÿòà íà Ìüîáèóñ µ(n) ñå äåôèíèðà ïðè n ∈ N
ïîñðåäñòâîì ôîðìóëàòà

µ(n) =


1 àêî n = 1,

(−1)s àêî n å ïðîèçâåäåíèå íà s ðàçëè÷íè ïðîñòè ÷èñëà,

0 çà îñòàíàëèòå n.

Â ñèëà ñà ñëåäíèòå ëåìè.

Ëåìà 39. Ôóíêöèÿòà íà Ìüîáèóñ å ìóëòèïëèêàòèâíà.

Äîêàçàòåëñòâî. Ñëåäâà äèðåêòíî îò îïðåäåëåíèåòî. �

Ëåìà 40. Çà âñÿêî n ∈ N å èçïúëíåíî∑
d|n

µ(d) =

{
1 ïðè n = 1,

0 ïðè n > 1.

Äîêàçàòåëñòâî. Âèæ [1], ãë. 2, § 4. �

Ôóíêöèÿ íà Îéëåð. Ôóíêöèÿòà íà Îéëåð ϕ(n) ñå îïðåäåëÿ ïðè n ∈ N êàòî áðîÿ
íà åñòåñòâåíèòå ÷èñëà k ≤ n, çà êîèòî (k, n) = 1. Èçïúëíåíè ñà ñëåäíèòå ëåìè.

Ëåìà 41. Ôóíêöèÿòà íà Îéëåð å ìóëòèïëèêàòèâíà.

Äîêàçàòåëñòâî. Âèæ [1], ãë. 2, § 5. �

Ëåìà 42. Ïðè âñÿêî n ∈ N å â ñèëà òúæäåñòâîòî

ϕ(n) = n
∏
p|n

(
1− 1

p

)
.

Äîêàçàòåëñòâî. Âèæ [1], ãë. 2, § 5. �

Ëåìà 43. Ïðè n ∈ N å èçïúëíåíà îöåíêàòà

n

log log(10n)
� ϕ(n).

Äîêàçàòåëñòâî. Âèæ [1], çàä. 9g. �

Ôóíêöèÿ íà Ìàíãîëä. Ôóíêöèÿòà íà Ìàíãîëä Λ(n) ñå îïðåäåëÿ ïðè n ∈ N ÷ðåç
ôîðìóëàòà

Λ(n) =

{
log p ïðè n = pk, êúäåòî p å ïðîñòî è k ∈ N;

0 çà îñòàíàëèòå n.

Â ñèëà å ñúùî è ñëåäíàòà

Ëåìà 44. Ïðè âñÿêî n ∈ N å èçïúëíåíî∑
d|n

Λ(d) = log n, Λ(n) =
∑
d|n

µ(d) log
n

d
= −

∑
d|n

µ(d) log d.

Äîêàçàòåëñòâî. Âèæ [4], ãë. 6, § 5. �
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Ôóíêöèÿ íà Ðàìàíóäæàí. Ôóíêöèÿòà íà Ðàìàíóäæàí cn(q) ñå îïðåäåëÿ ïðè
n ∈ Z, q ∈ N ÷ðåç ôîðìóëàòà

cn(q) =

q−1∑
k=0

(k,q)=1

e

(
kn

q

)
. (280)

Â ñèëà å ñëåäíàòà

Ëåìà 45. Çà âñÿêî n ∈ Z ôóíêöèÿòà íà Ðàìàíóäæàí cn(q) å ìóëòèïëèêàòèâíà ïî
îòíîøåíèÿ íà q è å â ñèëà ðàâåíñòâîòî

cn(q) =
µ
(

q
(n,q)

)
ϕ
(

q
(n,q)

)ϕ(q).

Â ÷àñòíîñò, àêî (n, q) = 1, òî cn(q) = µ(q). A ïðè q | n èìàìå cn(q) = ϕ(q).

Äîêàçàòåëñòâî. Ìîæå äà ñå íàìåðè â [5] ãë. 16. �

4.6 Ñèñòåìè îò îñòàòúöè è ñðàâíåíèÿ

Íåêà n ∈ N. Âñÿêà ñèñòåìà îò n íà áðîé öåëè ÷èñëà, êîèòî ñà äâå ïî äâå íåñðàâíèìè
ïî ìîäóë n, ñå íàðè÷à ïúëíà ñèñòåìà îò îñòàòúöè ïî ìîäóë n. Âñÿêà ñèñòåìà îò
ϕ(n) íà áðîé öåëè ÷èñëà, êîèòî ñà äâå ïî äâå íåñðàâíèìè ïî ìîäóë n è ñà âçàèìíî
ïðîñòè ñ n, ñå íàðè÷à ðåäóöèðàíà ñèñòåìà îò îñòàòúöè ïî ìîäóë n. Â ñèëà å
ñëåäíàòà ëåìà

Ëåìà 46. Íåêà n1, n2 ∈ N, (n1, n2) = 1. Àêî a1 ïðîáÿãâà ïúëíà (ðåäóöèðàíà) ñèñòåìà
îò îñòàòúöè ïî ìîäóë n1, òî ÷èñëàòà a1n2 îáðàçóâàò ïúëíà (ðåäóöèðàíà) ñèñòåìà
îò îñòàòúöè ïî ìîäóë n1. Àêî a1 ïðîáÿãâà ïúëíà (ðåäóöèðàíà) ñèñòåìà îò îñòàòúöè
ïî ìîäóë n1, à a2 ïðîáÿãâà ïúëíà (ðåäóöèðàíà) ñèñòåìà îò îñòàòúöè ïî ìîäóë n2,
òî ÷èñëàòà a1n2 + a2n1 îáðàçóâàò ïúëíà (ðåäóöèðàíà) ñèñòåìà îò îñòàòúöè ïî
ìîäóë n1n2.

Äîêàçàòåëñòâî. Ìîæå äà ñå íàìåðè â [1] ãë. 3, § 4 ñ § 5. �

Àêî a, b ∈ Z, n ∈ N òî êàçâàìå, ÷å a å ñðàâíèìî ñ b ïî ìîäóë n è ïèøåì a ≡ b
(mod n) àêî n | a− b.

Ñëåäíîòî òâúðäåíèå å äîêàçàíî îò Îéëåð è îáîáùàâà èçâåñòíàòà ìàëêà òåîðåìà
íà Ôåðìà.

Ëåìà 47. Íåêà n ∈ N, a ∈ N, êàòî (a, n) = 1. Òîãàâà å èçïúëíåíî

aϕ(n) ≡ 1 (mod n).

Äîêàçàòåëñòâî. Âèæ [1], ãë. 3, § 6. �

Ëåìà 48. Íåêà a, b ∈ Z, a 6= 0, n ∈ N è (a, n) = 1. Òîãàâà ñðàâíåíèåòî ax ≡ b
(mod n) å ðàçðåøèìî îòíîñíî x.

Äîêàçàòåëñòâî. Âèæ [1], ãë. 4, § 1. �
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4.7 Ïîêàçàòåëè è ïðèìèòèâíè êîðåíè

Íåêà n ∈ N, a ∈ N, (a, n) = 1. Íàé-ìàëêîòî γ ∈ N, çà êîåòî aγ ≡ 1 (mod n), ñå íàðè÷à
ïîêàçàòåë íà a ïî ìîäóë n.

Ëåìà 49. Íåêà n ∈ N, a ∈ N, (a, n) = 1 è íåêà γ å ïîêàçàòåëÿò íà a ïî ìîäóë n.
Òîãàâà àêî çà íÿêîå b ∈ N èìàìå ab ≡ 1 (mod n), òî γ | b. Â ÷àñòíîñò γ | ϕ(n).

Äîêàçàòåëñòâî. Âèæ [1], ãë. 6, § 1. �

Íåêà n ∈ N, n > 1. Êàçâàìå, ÷å g å ïðèìèòèâåí êîðåí ïî ìîäóë n àêî ÷èñëàòà
1, g, g2, . . . , gϕ(n)−1 îáðàçóâàò ðåäóöèðàíà ñèñòåìà îñòàòúöè ïî ìîäóë n. (Èëè, âñå
åäíî, ìóëòèïëèêàòèâíàòà ãðóïà îò îáðàòèìèòå åëåìåíòè â Z/nZ å öèêëè÷íà è ñå
ïîðàæäà îò g.) ßñíî å, ÷å g å ïðèìèòèâåí êîðåí ïî ìîäóë n òî÷íî êîãàòî (g, n) = 1
è ïîêàçàòåëÿò íà g ïî ìîäóë n å ðàâåí íà ϕ(n).

Íå çà âñÿêî n ñúùåñòâóâà ïðèìèòèâåí êîðåí ïî ìîäóë n. Â ñèëà å ñëåäíàòà

Ëåìà 50. Ïðèìèòèâåí êîðåí ïî ìîäóë n ñúùåñòâóâà òî÷íî â ñëåäíèòå ñëó÷àè:

n = 2, n = 4, n = pγ, n = 2pγ

êúäåòî p > 0 å ïðîñòî è γ ∈ N.

Äîêàçàòåëñòâî. Âèæ [1], ãë. 6, § 2. �

Îò òàçè ëåìà ñå âèæäà, ÷å ïðè n = 2γ, γ ≥ 3 íå ñúùåñòâóâà ïðèìèòèâåí êîðåí ïî
ìîäóë n. Â ñèëà å ñëåäíàòà

Ëåìà 51. Àêî n = 2γ, γ ≥ 3, òî ÷èñëîòî 5 ïðèòåæàâà ïîêàçàòåë 2γ−2 ïî ìîäóë
2γ. Çà âñÿêî m ∈ N, 2 - m ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíà äâîéêà ÷èñëà

ν ∈ {1, 2}, ρ ∈ {1, 2, . . . , 2γ−2}

òàêàâà, ÷å
m ≡ (−1)ν 5ρ (mod 2γ).

Äîêàçàòåëñòâî. Âèæ [1], ãë. 6, § 6. �

4.8 Ðàçïðåäåëåíèå íà ïðîñòèòå ÷èñëà

Ñëåäíèòå ôóíêöèè èãðàÿò îñíîâíà ðîëÿ â òåîðèÿòà çà ðàçïðåäåëåíèåòî íà ïðîñòèòå
÷èñëà. Îïðåäåëÿìå

π(x, q, a) =
∑
p≤x

p≡a (mod q)

1, π(x) =
∑
p≤x

1, (281)

θ(x, q, a) =
∑
p≤x

p≡a (mod q)

log p, θ(x) =
∑
p≤x

log p, (282)

ψ(x, q, a) =
∑
k≤x

k≡a (mod q)

Λ(k), ψ(x) =
∑
k≤x

Λ(k). (283)
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Â ñëåäâàùàòà ëåìà å äàäåí âàæåí ðåçóëòàò, èçâåñòåí êàòî Òåîðåìà íà ×åáèøåâ
çà ðàçïðåäåëåíèåòî íà ïðîñòèòå ÷èñëà.

Ëåìà 52. Ïðè âñÿêî x ∈ R, x > 2 å èçïúëíåíî

π(x) � x

log x
, θ(x) � x, ψ(x) � x. (284)

Äîêàçàòåëñòâî. Âèæ [4], ãë. 7, § 2. �

Â ñëåäâàùàòà ëåìà å ôîðìóëèðàí åäèí êëàñè÷åñêè ðåçóëòàò çà ðàçïðåäåëåíèåòî
íà ïðîñòèòå ÷èñëà â àðèòìåòè÷íè ïðîãðåñèè, èçâåñòåí êàòî Òåîðåìà íà Äèðèõëå çà
ïðîñòèòå ÷èñëà â àðèòìåòè÷íè ïðîãðåñèè.

Ëåìà 53. Àêî a, q ∈ N ñà êîíñòàíòè, çà êîèòî (a, q) = 1, òî

π(x, q, a)→∞ ïðè x→∞. (285)

Äîêàçàòåëñòâî. Âèæ [4], ãë. 10. �

Åäèí îò íàé-âàæíèòå ðåçóëòàòè â òåîðèÿòà íà ïðîñòèòå ÷èñëà å ñëåäíîòî òâúðäåíèå,
èçâåñòíî êàòî òåîðåìà íà Çèãåë.

Ëåìà 54. Íåêà D > 0 å ïðîèçâîëíà êîíñòàíòà. Àêî x ∈ R å äîñòàòú÷íî ãîëÿìî,
àêî q, a ∈ N è àêî q ≤ (log x)D, òî ñúùåñòâóâà c > 0, çàâèñåùî ñàìî îò D, òàêà ÷å

θ(x, q, a) =
x

ϕ(q)
+O

(
xe−c

√
log x
)
. (286)

Êîíñòàíòàòà â çíàêà O ñúùî çàâèñè ñàìî îò D.

Äîêàçàòåëñòâî. Âèæ [2], ãë. 5, § 2. �

Çàáåëåæêà 1. Òàçè òåîðåìà å íååôåêòèâíà â ñìèñúë, ÷å òÿ íå íè äàâà àëãîðèòúì
ñ êîéòî ïî çàäàäåíî D äà áúäàò èç÷èñëåíè êîíñòàíòàòà â çíàêà O è êîíñòàíòàòà c.

Çàáåëåæêà 2. Òåîðåìèòå íà ×åáèøåâ è Äèðèõëå ñëåäâàò íåïîñðåäñòâåíî îò
òåîðåìàòà íà Çèãåë.

Çàáåëåæêà 3. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å ôóíêöèÿòà e
√

log x ïðè x→∞ ðàñòå ïî-áúðçî
îò (log x)A çà ïðîèçâîëíî ãîëÿìà êîíñòàíòà A > 0, íî ïî-áàâíî îò xε ïðè ïðîèçâîëíî
ìàëêî ε > 0. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ïðîèçâîëíî ãîëÿìî A > 0 è çà ïðîèçâîëíî ìàëêî
ε > 0 èìàìå

x1−ε � xe−c
√

log x � x(log x)−A.

Çàáåëåæêà 4. Ôîðìóëè, àíàëîãè÷íè íà òàçè â (286), ñà èçâåñòíè è çà ôóíêöèèòå
π(x, q, a) è ψ(x, q, a).
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