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TEMA 1

Mno�estva i operacii s mno�estva

Definici� 1.1. Mno�estvo nariqame s�vkupnost ot opredeleni raz- liqni
edin ot drug elementi.

Mno�estvata we oznaqavame s latinski bukvi: A,B,C,...,X,Y ,Z, a,b,c, ...,x,y,z.
Osnovna harakteristika na edno mno�estvo e koi elementi mu prinadle�at.
Zatova, ako A e mno�estvo, v�ve�dame kratko oznaqenie:

• x ∈ A za \element�t x prinadle�i na mno�estvoto A".
• x /∈ A za \element�t x ne prinadle�i na mno�estvoto A".

1. Primeri za mno�estva

1.1. Praznoto mno�estvo. Mno�estvoto, koeto ne s�d�r�a nito edin
element, nariqame praznoto mno�estvo. Oznaqavame praznoto mno�estvo s�s
specialen simvol ∅.

1.2. Osnovni qislovi mno�estva.

• Mno�estvoto na estestvenite qisla oznaqavame s N. Elementite na
tova mno�estvoto sa qislata 0,1,2,...,35,....678,...

• Mno�estvoto na celite qisla oznaqavame s Z. Elementite na tova
mno�estvoto sa vs�ko estestveno qislo n, kakto i negovoto protivopolo�no
−n.

• Mno�estvoto na racionalnite qisla oznaqavame s Q. Elementite na
tova mno�estvoto sa qislata, koito mogat da se predstav�t kato p/q,
k�deto p e c�lo, a q e estestveno qislo razliqno ot 0.

• Mno�estvoto na realnite qisla oznaqavame s R. Vs�ko realno qislo
mo�e da se predstavi kato granica na redica ot racionalni qisla.
Naprimer qisloto e e granica na redicata {(1 + 1/n)n} .

• Mno�estvoto na kompleksnite qisla oznaqavame s C. Vs�ko komplek-
sno qislo mo�e da se predstavi kato a + i.b, k�deto a i b sa realni
qisla.

2. Osnovni relacii me�du mno�estva

Osnovni relacii me�du dve mno�estva sa relaci�ta \podmno�estvo",
relaci�ta \ravenstvo" i relaci�ta \strogo podmno�estvo".

Definici� 1.2. NekaA iB sa mno�estva. Kazvame, qeA e pod- mno�estvo
na B, ako vseki element na A e element na B.

A ⊆ B ⇔ ∀x(x ∈ A→ x ∈ B).
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6 1. MNO�ESTVA I OPERACII S MNO�ESTVA

Za da doka�em, qe mno�estvoto A e podmno�estvo na mno�estvoto B
izpolzvame sledni� xablon:
Neka x e proizvolen element na mno�estvoto A.
........
Taka x ∈ B. T�� kato x bexe izbran kato proizvolen element na A, tova e
v sila za vseki element na A. Sledovatelno A ⊆ B.

Zabele�ka! Relaci�ta \podmno�estvo" e refleksivna: za vs�ko mno�estvo
A, A ⊆ A.

Tv�rdenie 1.3. Praznoto mno�estvo e podmno�estvo na vs�ko mno�estvo.

Dokazatelstvo. Neka A e proizvolno mno�estvo. Da dopusnem, qe ∅ *
A. Togava ima element x, za ko�to x ∈ ∅ i x /∈ A. No ∅ n�ma nito edin element,
sledovatelno dopuskaneto vodi do protivoreqie. Taka dopuskaneto e grexno
i sledovatelno ∅ ⊆ A. �

Tv�rdenie 1.4. Relaci�ta \podmno�estvo" e tranzitivna. Neka A,B
i C sa proizvolni mno�estva. Ako A ⊆ B i B ⊆ C, to A ⊆ C.

Dokazatelstvo. Neka A, B i C sa mno�estva takiva, qe A ⊆ B i B ⊆ C.
Neka x e proizvolen element na A. Togava wom, A ⊆ B, x e element i na B.
Wom B ⊆ C, x e element i na C. T�� kato x bexe izbran kato proizvolen
element na A, tova e v sila za vseki element na A. Sledovatelno A ⊆ C. �

Definici� 1.5 (Aksioma za obema). Neka A i B sa mno�estva. Kazvame,
qe A = B, ako A ⊆ B i B ⊆ A.

Tv�rdenie 1.6. Ako n ∈ N, n ≥ 2 i A1, A2, . . . An sa mno�estva, za koito

A1 ⊆ A2 ⊆ A3 · · · ⊆ An ⊆ A1, to A1 = A2 = · · · = An.

Dokazatelstvo. Dokazatelstvoto we izv�rxim s indukci� po n.
Baza: Pri n = 2 tv�rdenieto e toqno aksioma za obema.
Indukcionno predpolo�enie: Neka tv�rdenieto e v sila za proizvolno dadeni
n mno�estva.
Indukcionna st�pka: Neka A1, A2, . . . An, An+1 sa mno�estva, za koito:

A1 ⊆ A2 ⊆ A3 · · · ⊆ An ⊆ An+1 ⊆ A1.

Togava ot tranzitivnost na relaci�ta ⊆, i An ⊆ An+1, An+1 ⊆ A1, sledva,
qe An ⊆ A1. S�glasno indukcionnoto predpolo�enie, A1 = A2 · · · = An = A.
Taka An = A ⊆ An+1 i An+1 ⊆ A1 = A. Ot aksiomata za obema sledva, qe
A1 = A2 = · · · = An = An+1. �

Definici� 1.7. Neka A i B sa mno�estva. Kazvame, qe A e strogo podm-
no�estvo na B, ako A e podmno�estvo na B i A ne e ravno na B:

A ⊂ B ⇔ A ⊆ B & A 6= B.

Za da doka�em, qe mno�estvoto A e strogo podmno�estvo na mno�estvoto
B izpolzvame sledni� xablon:
Neka x e proizvolen element na mno�estvoto A.
........
Taka x ∈ B. T�� kato x bexe izbran kato proizvolen element na A, tova e
v sila za vseki element na A. Sledovatelno A ⊆ B.
Element�t .... prinadle�i na B i ne prinadle�i na A. Sledovatelno

A ⊂ B.
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Zabele�ka! Relaci�ta \strogo podmno�estvo" e antirefleksivna: nikoe
A ne e strogo podmno�estvo na sebe si.

3. Naqini za zadavane na mno�estva

3.1. Zadavane na mno�estvo qrez izre�dane. Neka mno�estvoto A
se s�stoi ot elementite x1, x2, . . . xk. Togava mo�em da zadadem mno�estvoto
A kato izredim negovite elementi, zagradeni v�v figurni skobi i otdeleni
s�s zapeta�:

A = {x1, x2, . . . , xk}.
Red�t, v ko�to izre�dame elementite na mno�estvo, n�ma znaqenie, na primer:

{1, 2, 3} = {1, 3, 2} = {2, 1, 3} = {2, 3, 1} = {3, 1, 2} = {3, 2, 1}.

Povtorenieto na elementi s�wo n�ma znaqenie, na primer:

{1, 2, 3} = {1, 2, 2, 3} = {1, 2, 2, 2, 3}.

Tozi metod na zadavane na mno�estvo e prilo�im samo za kra�ni mno�estva,
a na praktika samo za mno�estva s malko na bro� elementi.

3.2. Zadavane na mno�estvo s otdel�ne ot drugo mno�estvo. Ako
iskame da zadadem bezkra�no mno�estvo, naprimer mno�estvoto ot vsiqki
qetni qisla, 2N, ne bihme mogli da izredim vsiqkite mu elementi. V na�-
dobri� sluqa� bihme mogli da irzedim p�rvite n�kolko elementa na tova
mno�estvo i sled poslednata zapeta� da postavim mnogotoqie:

2N = {0, 2, 4, 6, 8, . . . }

Tozi naqin za definici� na mno�estvoto na qetnite qisla razqita na tova, qe
vseki bi mog�l da se doseti po kak�v naqin tr�bva da se pop�lni mnogotoqi-
eto. Naistina, p�rvite n�kolko elementa podsewat za specifiqno svo�stvo,
koeto harakterizira qetnite qisla: edno estestveno qislo e qetno, togava i
samo togava, kogato se deli na dve.

Taka poluqavame vtori metod za zadavane na mno�estvo. Ot dadeno mno�estvo
mo�em da otdelim vsiqki elementi, koito izp�ln�vat n�kakvo svo�stvo, i ot
t�h da obrazuvame novo mno�estvo. Svo�stvata, obiknoveno se opisvat s for-
muli. Ako P e svo�stvo, to s P (x), we oznaqim tv�rdenieto \ x ima svo�stvoto
P".

Definici� 1.8 (Aksioma za otdel�neto). Neka A e mno�estvo, a P e
svo�stvo. Togava s�vkupnostta ot vsiqki elementi naA, koito imat svo�stvoto
P s�wo e mno�estvo, koeto zadavame qrez:

{x ∈ A | P (x)}.

Taka mno�estvoto ot vsiqki qetni qisla mo�em da zadadem qrez:

2N = {x ∈ N | ∃k(x = 2k)}.

Zabele�ka! Ograniqenieto vinagi da otdel�me elementi ot drugo dadeno
mno�estvo e s�westveno i ne mo�e da se premahne.

Tv�rdenie 1.9. Ne s�westvuva mno�estvo U , qiito elementi sa vsiqki
mno�estva.
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Dokazatelstvo. Da dopusnem, qe s�westvuva mno�estvo U , qiito ele-
menti sa vsiqki mno�estva. Da razgledame svo�stvoto P , koeto e v sila za
edno mno�estvo X, ako X /∈ X. S aksioma za otdel�neto mo�em da obrazuvame
mno�estvoto:

R = {X ∈ U | X /∈ X}.
No togava dostigame do protivoreqie, kogato razgledame v�prosa, dali samoto
mno�estvo R izp�ln�va svo�stvoto P :

R ∈ R⇔ R /∈ R.

Sledovatelno dopuskaneto e grexno i ne s�westvuva mno�estvo na vsiqki
mno�estva. �

4. Bulevi operacii s mno�estva

4.1. Seqenie na mno�estva.

Definici� 1.10. Neka A i B sa mno�estva. Seqenieto na mno�estvata
A i B e mno�estvoto

A ∩B = {x | x ∈ A& x ∈ B}.

Za grafiqno predstav�ne na bulevi operacii s mno�estva e udobno da se
izpolzvat diagrami na Ven. Seqenieto se predstav� s�s slednata diagrama.

A B

Tv�rdenie 1.11. Neka A i B sa mno�estva. Seqenieto na A i B e na�-

gol�moto mno�estvo po otnoxenie na relaci�ta ⊆ mno�estvo, koeto e

podmno�estvo na A i B

Dokazatelstvo. Za da doka�em tova tv�rdenie tr�bva da poka�em, dve
newa:

(1) Samoto seqenie e podmno�estvo i na dvete dadeni mno�estva: A ∩
B ⊆ A i A ∩ B ⊆ B. No tova sledva direktno ot definici�ta na
operaci�ta seqenie. Naistina ako x ∈ A ∩B, to x ∈ A, sledovatelno
A ∩B ⊆ A, i x ∈ B, sledovatelno A ∩B ⊆ B.

(2) Vs�ko drugo mno�estvo, koeto podmno�estvo i na dvete dadeni mno�estva,
e podmno�estvo na t�hnoto seqenie: Ako X ⊆ A i X ⊆ B, to X ⊆
A ∩B.

Neka X ⊆ A i X ⊆ B. Neka x ∈ X. Togava pone�e X ⊆ A, imame,
qe x ∈ A. Ot X ⊆ B, sledva, qe x ∈ B. Taka x ∈ A i x ∈ B, i
sledovatelno x ∈ A ∩B.

�
V sledvawoto tv�rdenie sa s�brani n�koi osnovni svo�stva na operaci�ta

seqenie. T�hnoto dokazatelstvo se prove�da po xemata za dokazatelstvo za
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ravenstva me�du mno�estva. Nie we il�strirame tazi xema samo za edno
svo�stvo. Ostanalite dokazatelstva sa analogiqni.

Tv�rdenie 1.12. Neka A, B i C sa mno�estva.

(1) Komutativnost: A ∩B = B ∩A.
(2) Asociativnost: (A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C).
(3) Idempotentnost: A ∩A = A.
(4) A ∩ ∅ = ∅.

Dokazatelstvo. (2.) Za da doka�em, qe dve mno�estva sa ravni, tr�bva
da poka�em, qe p�rvoto e podmno�estvo na vtoroto i vtoroto e podmno�estvo
na p�rvoto. Zatova neka x e proizvolen element na (A ∩ B) ∩ C. S�glasno
definici�ta na operaci�ta seqenie tova oznaqava, qe x ∈ A ∩ B i x ∈ C.
Otnovo razpisvame definici�ta na seqenie i poluqavame, qe x ∈ A i x ∈ B.
Wom x ∈ B i x ∈ C, to x ∈ B ∩C. Wom x ∈ A i x ∈ B ∩C, to x ∈ A∩ (B ∩C).
Taka poluqavame, qe (A ∩B) ∩ C ⊆ A ∩ (B ∩ C).

Neka sega x e proizvolen element na A ∩ (B ∩ C). S�glasno definici�ta
na operaci�ta seqenie tova oznaqava, qe x ∈ A i x ∈ B∩C. Otnovo razpisvame
definici�ta na seqenie i poluqavame, qe x ∈ B i x ∈ C. Wom x ∈ A i x ∈ B,
to x ∈ A∩B. Wom x ∈ A∩B i x ∈ C, to x ∈ (A∩B)∩C. Taka poluqavame, qe
A∩(B∩C) ⊆ (A∩B)∩C. S�glasno aksiomata za obema (A∩B)∩C = A∩(B∩C).

�

Definici� 1.13. Mno�estva A i B nariqame nepresiqawi se, ako A∩B =
∅. Mno�estva A1, A2, . . . An nariqame vzaimno nepresiqawi se, ako za vs�ka
dvo�ka razliqni indeksi i 6= j, Ai i Aj sa nepresiqawi se.

4.2. Obedinenie na mno�estva.

Definici� 1.14. Neka A i B sa mno�estva. Obedinenieto na mno�est-
vata A i B e mno�estvoto

A ∪B = {x | x ∈ A ∨ x ∈ B}.

A B

Operaci�ta obedinenie e dualna na operaci�ta seqenie. Svo�stvata na
obedinenieto sa podobni na svo�stvata na seqenieto, i se dokazvat po analogiqen
naqin. Ostav�me gi za upra�nenie.

Tv�rdenie 1.15. Neka A i B sa mno�estva. Obedinenieto na A i B
e na�-malkoto mno�estvo po otnoxenie na relaci�ta ⊆ mno�estvo, na

koeto A i B sa podmno�estva.

Dokazatelstvo. Za da doka�em tova tv�rdenie tr�bva da poka�em, dve
newa:

(1) A i B sa podmno�estva na A ∪B.
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(2) Ako A ⊆ X i B ⊆ X, to A ∪B ⊆ X.
�

Tv�rdenie 1.16. Neka A, B i C sa mno�estva.

(1) Komutativnost: A ∪B = B ∪A.
(2) Asociativnost: (A ∪B) ∪ C = A ∩ (B ∪ C).
(3) Idempotentnost: A ∪A = A.
(4) A ∪ ∅ = A.

Dop�lnitelno svo�stvo, na obedinenieto i seqenieto sa zakonite za dis-
tributivnost na dvete operacii.

Tv�rdenie 1.17. Neka A, B i C sa mno�estva.

(1) A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C);
(2) A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C).

Dokazatelstvo. We doka�em p�rvi� zakon za distributivnost.
Neka x e proizvolen element na A ∪ (B ∩ C). Togava x ∈ A ili x ∈ B ∩ C.

Imame dve v�zmo�nosti:
I sl.: x ∈ A. Nie veqe vid�hme, qe A ⊆ A ∪B i A ⊆ A ∪ C. Togava x ∈ A ∪B
i x ∈ A ∪ C i sledovatelno x ∈ (A ∪B) ∩ (A ∪ C).
II sl.: x ∈ B ∩ C. Togava x ∈ B i x ∈ C. No B ⊆ A ∪B i C ⊆ A ∪ C. Togava
x ∈ A ∪B i x ∈ A ∪ C i sledovatelno i v tozi sluqa� x ∈ (A ∪B) ∩ (A ∪ C).

Taka i v dvata sluqa� poluqavame, qe x ∈ (A ∪B) ∩ (A ∪ C), sledovatelno
A ∪ (B ∩ C) ⊆ (A ∪B) ∩ (A ∪ C).

Neka x e proizvolen element na (A ∪ B) ∩ (A ∪ C). Togava x ∈ (A ∪ B) i
x ∈ (A ∪ C). Togava x ∈ A ili x ∈ B. Osven tova x ∈ A ili x ∈ B. Imame dve
v�zmo�nosti:
I sl.: x ∈ A. No A ⊆ A ∪ (B ∩ C) i sledovatelno A ∪ (B ∩ C) .
II sl.: x /∈ A. Togava edinstvenata v�zmo�nost ostava x ∈ B i x ∈ C. Togava
x ∈ B ∩ C. No B ∪ C ⊆ A ∪ (B ∩ C) i sledovatelno x ∈ A ∪ (B ∩ C).

Taka i v dvata sluqa� poluqavame, qe x ∈ A ∪ (B ∩ C), sledovatelno (A ∪
B) ∩ (A ∪ C) ⊆ A ∪ (B ∩ C).

Ot aksiomata za obema sledva, qe A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C) �
Kogato A i B sa nepresiqawi se mno�estva s kraen bro� elementi, lesno

mo�em da prebroim elementite na A ∪ B. Prosto tr�bva da s�berem bro� na
elementite na A s bro� na elementite na B. Bro� na elementi na mno�estvo A
we oznaqavame s |A|. Taka principa za s�biraneto mo�e da se izka�e nakratko
taka:

A ∩B = ∅ ⇒ |A ∪B| = |A|+ |B|.

4.3. Razlika i dop�lnenie na mno�estva.

Definici� 1.18. Neka A i B sa mno�estva. Razlikata na mno�estvata
A i B e mno�estvoto

A \B = {x | x ∈ A& x /∈ B}.
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A B

Zabele�ka! Operaci�ta razlika ne e komutativna i ne e asociativna.

Za da se uverite v tova, naqerta�te diagrama na Ven za vseki ot izrazite.
Tova we vi orientira za konkreten kontraprimer.

Zakonite na de Morgan davat vr�zka me�du operaciite seqenie, obedine-
nie i razlika.

Tv�rdenie 1.19. Neka A, B i C sa mno�estva.

(1) A \ (B ∩ C) = (A \B) ∪ (A \ C);
(2) A \ (B ∪ C) = (A \B) ∩ (A \ C).

Dokazatelstvo. We doka�em vtori� zakon na de Morgan.
Neka x ∈ A\ (B∪C). Togava x ∈ A i x /∈ B∪C. Wom x /∈ B∪C, ne e v�rno,

qe x ∈ B ili x ∈ C. Tova oznaqava, qe nito x ∈ B, nito x ∈ C, ili po drug
naqin kazano: x /∈ B i x /∈ C. Taka x ∈ A i x /∈ B, sledovatelno x ∈ A \B. Ot
druga strana x ∈ A i x /∈ C i taka x ∈ A\C. Ot definici�ta na seqenie na dve
mno�estva sledva, qe x ∈ (A \B)∩ (A \C). Taka A \ (B ∪C) ⊆ (A \B)∩ (A \C).

Neka sega x ∈ (A \B) ∩ (A \ C). Togava x ∈ A \B i x ∈ A \ C. Taka x ∈ A,
x /∈ B i x /∈ C. Togava x /∈ B∪C i sledovatelno x ∈ A\(B∪C). Ot definici�ta
na operaci�ta razlika, poluqavame vtoroto vkl�qvane: (A \ B) ∩ (A \ C) ⊆
A \ (B ∪ C). Sledovatelno dvete mno�estva sa ravni. �

Definici� 1.20. Neka A i B sa mno�estva. Simetriqna razlikata na
mno�estvata A i B e mno�estvoto

A∆B = {x | x ∈ A& x /∈ B} ∪ {x | x ∈ B& x /∈ A}.

A B

Za upra�nenie proverete, qe relaci�ta simetriqna razlika e komutativna
i asociativna. S�wo, qe:

A∆B = (A \B) ∪ (B \A) = (A ∪B) \ (A ∩B).

Qesto p�ti we se sluqva da ograniqim naxite razgle�dani� na mno�estva
do vsiqki podmno�estva na n�koe otnapred zadadeno mno�estvo U . V tak�v
sluqa� U we nariqame universum U . Pri takova uslovie mo�em da defini-
rame dop�lnenie na mno�estvo A ⊆ U :
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A = U \A.
Zakonite na de Morgan v tozi sluqa� izgle�dat taka:

(1) B ∩ C = B ∪ C;
(2) B ∪ C = B ∩ C.
V tozi sluqa� mo�em da formulirame i owe edin zakon, ko�to proizliza

ot logiqeski� zakon za dvo�noto otricanie:

A = A.

4.4. Obobweno obedinenie i seqenie. Neka I e neprazno mno�estvo i
s vseki element ot i ∈ I sme sv�rzali mno�estvo Ai. Togava I nariqame indek-
sno mno�estvo, a s�vkupnostta ot vsiqki indeksirani mno�estva: {Ai | i ∈
I} = {Ai}i∈I , we nariqame famili� ot mno�estva, indeksirana s I.

Definici� 1.21. Neka I e indeksno mno�estvo i {Ai}i∈I e famili� ot
mno�estva, indeksirana s I.

(1) Obobweno obedinenie na {Ai}i∈I nariqame mno�estvoto⋃
i∈I

Ai = {x | ∃i ∈ I(x ∈ Ai)}

.
(2) Obobweno seqenie na {Ai}i∈I nariqame mno�estvoto⋂

i∈I
Ai = {x | ∀i ∈ I(x ∈ Ai)}

.

Lesno se vi�da, qe mnogo ot svo�stvata na seqenie i obedinenie se pre-
nas�t k�m obobwenite operacii. Naprimer za vs�ko i ∈ I

⋂
i∈I Ai ⊆ Ai i

Ai ⊆
⋃
i∈I Ai. V sila e i slednata harakterizaci�:

Tv�rdenie 1.22. Neka X e mno�estvo, I e indeksno mno�estvo i {Ai}i∈I
e famili� ot mno�estva, indeksirana s I.

(1) X ⊆
⋂
i∈I Ai ⇔ ∀i(X ⊆ Ai).⋃
i∈I Ai ⊆ X ⇔ ∀i(Ai ⊆ X).

Dokazatelstvo. We poka�em vtoroto tv�rdenie. Tr�bva da poka�em
ekvivalentnost na dve uslovi�, sledovatelno tr�bva da doka�em, qe ot p�rvoto
sledva vtoroto i ot vtoroto sledva p�rvoto:

Neka
⋃
i∈I Ai ⊆ X. Neka i e proizvolen indeks. Togava Ai ⊆

⋃
i∈I Ai.

Ot tranzitivnost na relaci�ta ⊆, poluqavame, qe Ai ⊆ X. T�� kato i bexe
izbran kato proizvolen indeks, tova e v sila za vs�ko i.

Neka sega za vseki indeks i, Ai ⊆ X. Neka x ∈
⋃
i∈I Ai. Togava ima indeks

i tak�v, qe x ∈ Ai. Da fiksirame edin tak�v indeks i0. Togava x ∈ Ai0 ⊆ X,
sledovatelno x ∈ X. Taka

⋃
i∈I Ai ⊆ X. �

Distributivnite zakoni i zakonite na de Morgan s�wo mogat da se obobw�t:

Tv�rdenie 1.23. Neka X e mno�estvo, I e indeksno mno�estvo i {Ai}i∈I
e famili� ot mno�estva, indeksirana s I.

(1) X ∩
⋃
i∈I Ai =

⋃
i∈I(X ∩Ai).

(2) X ∪
⋂
i∈I Ai =

⋂
i∈I(X ∪Ai).
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(3) X \
⋂
i∈I Ai =

⋃
i∈I(X \Ai).

(4) X \
⋃
i∈I Ai =

⋂
i∈I(X \Ai).

Dokazatelstvo. We poka�em (3). Neka x ∈ X \
⋂
i∈I Ai. Togava x ∈ X

i x /∈
⋂
i∈I Ai. Ne e v�rno, qe ∀i ∈ I(x ∈ Ai), sledovatelno ima pone edno i, za

koeto x /∈ Ai. Neka i0 ∈ I e takova, qe x /∈ Ai0 . Imame, qe x ∈ X i x /∈ Ai0 .
Sledovatelno x ∈ X \Ai0 . Taka poluqavame, qe s�westvuva indeks i, za ko�to
x ∈ X \Ai, (a imenno i = i0). S�glasno definici�ta na obobweno obedinenie,
x ∈

⋃
i∈I(X \ Ai). Taka X \

⋂
i∈I Ai ⊆

⋃
i∈I(X \ Ai). Obratnoto vkl�qvane se

pokazva analogiqno. �
Neka otnovo ograniqim razgle�dani�ta si do universum U . Operaci�ta

obobwenoto obedinenie ni dava nov metod za definici� na mno�estvo: induk-
tivno zadavane na mno�estvo.

Definici� 1.24. Neka A ⊆ U e mno�estvo, a f e pravilo (funkci�),
koeto na elementi x ∈ U s�postav� elementi f(x) ∈ U . S indukci� po n ∈ N
definirame famili� ot mno�estva, indeksirana s N.
Baza: A0 = A.
I.P.: Neka sme definirali mno�estvoto An.
I.S.: Togava An+1 = An ∪ {f(x) | x ∈ An}.

Mno�estvoto A =
⋃
n∈NAn nariqame mno�estvoto poluqeno induktivno

ot A po praviloto f .

Intuici�ta, ko�to stoi zad tazi definici�, e slednata. Zapoqva�ki ot
mno�estvoto A, dobav�me novi i novi elementi vseki p�t, kogato praviloto
f s�postav� na n�ko� ot dobavenite elementi, n�ko� nov, dokato ne poluqim
mno�estvo A, koeto ima svo�stvoto, qe ako x e element na A, to f(x) s�wo e
element na A. Takiva mno�estva nariqame zatvoreni otnosno praviloto f .

We dadem vtora ekvivalentna definici�, ko�to izkazva toqno tazi definici�:

Tv�rdenie 1.25. Neka A e mno�estvo poluqeno induktivno ot A po

praviloto f . Togava A e na�-malkoto, po otnoxenie na relaci�ta ⊆, mno�estvo,

koeto s�d�r�a A e e zatvoreno po otnoxenie na praviloto f .

Dokazatelstvo. Otnovo tr�bva da poka�em dve newa:

(1) A izp�ln�va tezi uslovi�. Naistina, A = A0 ⊆
⋃
n∈NAn, sle-

dovatelno A s�d�r�a A. Neka sega x ∈ A. S�glasno definici�ta
na obobweno obedinenie, ima indeks n, tak�v qe x ∈ An. Neka n0
e tak�v indeks. Ot definici�ta na famili�ta {An}n∈N sledva, qe
f(x) ∈ An0+1 ⊆

⋃
n∈NAn. Sledovatelno A e zatvoreno otnosno prav-

iloto f .
(2) Neka X e mno�estvo, koeto s�d�r�a A i e zatvoreno otnosno f . S

indukci� po n we poka�em, qe za vs�ko n. An ⊆ X i sledovatelno
A =

⋃
n∈NAn ⊆ X.

A0 = A ⊆ X s�glasno izbora na X.
Neka An ⊆ X. Pone�e X e zatvoreno otnosno f , za vs�ko x ∈ An,
f(x) ∈ X. Taka {f(x) | x ∈ An} ⊆ X i sledovatelno An+1 = An ∪
{f(x) | x ∈ An} ⊆ X.
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5. Stepenno mno�estvo

Definici� 1.26. Neka A e mno�estvo. Stepennoto mno�estvo na A e
mno�estvoto 2A, qiito elementi sa vsiqki podmno�estva na A.

2A = {B | B ⊆ A}.

Zabele�ka! Pon�koga stepennoto mno�estvo na A se oznaqava s P(A).
Naprimer akoA = {1, 2, 3}, to 2A = {∅, {1} , {2} , {3} , {1, 2} , {1, 3} , {2, 3} , {1, 2, 3}}.

Teorema 1.27. Neka A e mno�estvo s n na bro� elementi. Togava 2A

ime 2n na bro� elementi:

|2A| = 2|A|.

Dokazatelstvo. We doka�em tv�rdenieto s indukci� po n.
Edinstvenoto mno�estvo s 0 na bro� elementi e ∅. 2∅ = {∅} e mno�estvo s

edin element, singleton. 1 = |2∅| = 2|∅|.
Neka tv�rdenieto e v�rno za mno�estva s n elementa. I neka A e mno�estvo s
n+1 element. Neka x ∈ A. We razdelim 2A na dve nepresiqawi se mno�estva:
U0 = {B | B ⊆ A & x /∈ B} i U1 = {B | B ⊆ A & x ∈ B}. Taka 2A = U0 ∪ U1 i
s�glasno principa za s�biraneto |2A| = |U0|+ |U1|.

B ∈ U0 togava i samo togava kogato B ⊆ A\{x}. Sledovatelno U0 = 2A\{x}.
A \ {x} e mno�estvo s n elementa. S�glasno indukcionnoto predpolo�enie
|U0| = 2n.

Vseki element B ∈ U1 mo�e da se predstavi kato B = {x} ∪ C, k�deto
C ∈ U0. Sledovatelno bro�t na elementite na U1 e raven na bro� na elementite
na U0.

Taka |2A| = |U0|+ |U1| = 2n + 2n = 2n+1.
S�glasno metoda na matematiqeskata indukci�, tv�rdenieto e v sila za

vs�ko n ∈ N. �

6. Zadaqi za upra�nenie

Zadaqa 1. Neka A e mno�estvoto ot vsiqki polo�itelni estestveni qisla,
koito sa po-malki ili ravni na 10. Neka B e mno�estvoto ot vsiqki prosti
qisla, koito sa po-malki ot 11. Neka C e mno�estvoto ot vsiqki neqetni
estestveni qisla, koito sa po-golemi ot 1 i po-malki ili ravni na 6. Neka
D e mno�estvoto ot qislata 1 i 2, a E e mno�estvoto s edinstven element 1.
Zada�te vs�ko ot mno�estvata s izre�dane na elementite mu. Opredelete za
vs�ka dvo�ka mno�estva, dali p�rvoto e podmno�estvo na vtoroto.

Zadaqa 2. Koe ot slednite tv�rdeni� e v�rno:

(1) {1, 2} ∈ {{1, 2, 3} , 1, 2, {1, 3}} .
(2) {1, 2} ⊆ {{1, 2, 3} , 1, 2, {1, 3}} .

Zadaqa 3. Da�te primer za mno�estva A, B i C, takiva qe:

(1) A ∈ B, B ∈ C, A /∈ C.
(2) A ⊆ B, B ⊆ C, A ∈ C.
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(3) Vseki element na A e podmno�estvo na A.

Zadaqa 4. Koi ot slednite dvo�ki mno�estva sa ravni:

(1) {1, 3, 4, 5, 6} i {6, 4, 5, 3, 1}.
(2) {9, 5, 7} i {9, 9, 9, 5, 5, 7, 7}.
(3) {0, 2, 8} i

{√
2, 5− 5, 23

}
.

(4) {7} i 7.
(5) {{8}} i {8}.

Zadaqa 5. Verni li sa slednite tv�rdeni�:

(1) Ako A ⊆ B i B ⊆ C, to A ⊆ C.
(2) Ako A ⊆ B i C ⊆ B, to A ⊆ C.
(3) Ako A ⊆ B, to A ⊂ B ili A = B.
(4) Ako A = B, ako nito A ⊂ B, nito B ⊂ A.
(5) Ako A ⊆ B i B ⊂ C, to A ⊂ C.
(6) Ako A ⊂ B i B ⊆ C, to A ⊂ C.

Zadaqa 6. Neka A = {x ∈ R | |x| ≤ 1}, B = {x ∈ R | |x − 1| ≤ 1
2}. Namerete:

A ∩B; A ∪B; A \B i A∆B.

Zadaqa 7. Poka�ete qe za vs�ko mno�estvo A:

(1) ∅ ⊆ A.
(2) A ⊆ ∅ ⇔ A = ∅ .
(3) A ∪ ∅ = A.
(4) A ∩ ∅ = ∅.
(5) A \ ∅ = A.
(6) ∅ \A = ∅.
(7) A∆∅ = A.

Zadaqa 8. Doka�ete svo�stvata na obedinenie i seqenie ot Tv�rdeni� 1.12,
1.16 i 1.17, na koito ne e predstaveno dokazatelstvo.

Zadaqa 9. V�rno li e, qe:

(1) A \B = B \A.
(2) (A \B) \ C = A \ (B \ C).
(3) A \ (A \B) = A ∩B.
(4) A \ (B ∪ C) = A \B ∪B \ C.
(5) A \ (B ∩ C) = A \B ∩B \ C.

Zadaqa 10. Doka�ete, qe

(1) A ∪B = B ⇔ A ⊆ B.
(2) A ∩B = A⇔ A ⊆ B.
(3) A \B = A⇔ A ∩B = ∅.
(4) A∆B = ∅ ⇔ A = B.

Zadaqa 11. V�rno li e, qe:

(1) A∆B = (A ∪B) \ (A ∩B).
(2) (A∆B) ∩ C = (A∆C) ∩ (B∆C).
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(3) (A ∩B)∆C = (A ∩ C)∆(B ∩ C).

Zadaqa 12. Doka�ete, qe

(1) A ∩ (
⋃
i∈I Bi) =

⋃
i∈I(A ∩Bi).

(2) A ∪ (
⋂
i∈I Bi) =

⋂
i∈I(A ∪Bi).

(3) X ⊆
⋂
i∈I Ai ⇔ ∀i(X ⊆ Ai).

(4) X \
⋃
i∈I Ai =

⋂
i∈I(X \Ai).

Zadaqa 13. Namerete redica ot mno�estva {Ai}i∈N takava, qe za vs�ko i ∈ N,
Ai+1 ⊂ Ai, no

⋂
i∈NAi = ∅.

Zadaqa 14. Da�te induktivna definici� za mno�estvoto:

(1) 2N+1 (mno�estvoto na vsiqki neqetni qisla) kato za bazovo mno�estvo
izpolzvate {1}.

(2) {anbn | n ∈ N = {ε, ab, aabb, aaabbb, . . . }} (mno�estvoto ot dumi nad
azbukata {a, b} s d�l�ina 2n, koito zapoqvat s n na bro� a-ta i za-
v�rxvat s n na bro� b-ta za n�koe n ∈ N) kato za bazovo mno�estvo
izpolzvate {ε}.

Zadaqa 15. Namerete 2A, ako:

(1) A = ∅.
(2) A = {{1, 2}}.
(3) A = {∅, {∅}}.
(4) A = {∅, {1, 2} , 7}.
(5) A = {1, 2, 3, 4}.

Zadaqa 16.

(1) Doka�ete, qe A ⊆ B ⇒ 2A ⊆ 2B .
(2) Doka�ete, qe 2A∩B = 2A ∩ 2B .
(3) V�rno li e, qe 2A∪B = 2A ∪ 2B>



TEMA 2

Relacii

Dosega namerihme formalen naqin da izrazim i rabotim s�s s�vkupnost
ot elementi. Svet�t e po-slo�en i qesto se nalaga da govorim za vr�zki me�du
elementi: edno momqe, koeto e vl�beno v edno momiqe, edno d�rvo po-senqesto
ot drugo, edno estestveno qislo, koeto deli drugo.

Za da mo�em da opixem formalno edna takava po-slo�na konstrukci�,
tr�bva p�rvo da mo�em da opixem obekt ot dve qasti, na ko�to da mo�em
vinagi da razpoznavame ko� e p�rva qast i ko� - vtora qast.

Mno�estva ot elementi ne biha mogli da ni poslu�at direktno, zawoto
{7, 9} = {9, 7} - naredbata se zagubva.

1. Naredeni dvo�ki, dekartovo proizvedenie

Definici� 2.1. Naredena dvo�ka, (a, b), e dvo�ka elementi, v ko�to a e
p�rvi element, a b e vtori element.

Edin naqin za definici� na naredena dvo�ka, predlo�en ot Kuratovski
e:

(a, b) = {a, {a, b}} .
Zabele�ka! Edna naredena dvo�ka (a1, a2) e ravna na druga naredena

dvo�ka (b1, b2) togava i samo togava, kogato a1 = b1 i a2 = b2. Naprimer
(5, 7) 6= (7, 5).

Pon�tieto za naredena dvo�ka se obobwava po estestven naqin do nare-
dena n-torka za proizvolno estestveno n ≥ 2. Naredena n-torka oznaqavame s
(a1, a2, . . . an). Edin naqin za definici� na naredena n-torka e:

(a1, a2, . . . , an) = (a1, (a2, (. . . , an))).

Sega (a1, a2 . . . an) = (b1, b2 . . . bn) togava i samo togava, kogato a1 = b1, a2 =
b2, ... i an = bn.

Definici� 2.2. Neka A i B sa mno�estva. Dekartovo proizvedenie na
A i B nariqame mno�estvoto:

A×B = {(a, b)a ∈ A & b ∈ B | .}

Zabele�ka! Operaci�ta dekartovo proizvedenie ne e komutativna. For-
malno operaci�ta ne e i asociativna, no nie we si pozvolim da ne izpis-
vame skobi v dekartovo proizvedenie na poveqe ot dve mno�estva, kato pred-
varitelno se ugovorim, qe A×B × C vinagi oznaqava (A×B)× C.

Teorema 2.3. Neka A i B sa mno�estva, |A| = n, |B| = m. Togava

|A×B| = n.m.

17
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Dokazatelstvo. we napravim indukci� po bro� na elementite na mno�estvoto
A, n.

Ako n = 0, A = ∅. No ∅ ×B = ∅ i |∅ ×B| = 0 = 0.m.
Neka tv�rdenieto e v sila za mno�estva s n elementa i nekaA = {a1, a2, . . . an, an+1}

i B = {b1, b2, . . . bm}. Togava A × B = {a1, a2, . . . an, an+1} × {b1, b2, . . . bm} =
{a1, a2, . . . an}×{b1, b2, . . . bm}∪{an+1}×{b1, b2, . . . bm}. S�glasno indukcionnoto
predpolo�enie bro�t na elementite na {a1, a2, . . . an} × {b1, b2, . . . bm} e n.m.
Bro�t na {an+1} × {b1, b2, . . . bm} = {(an+1, b1), (an+1, b2), . . . (an+1, bm)} e m.
Mno�estvata {a1, a2, . . . an}× {b1, b2, . . . bm} i {an+1}× {b1, b2, . . . bm} sa nepre-
siqawi se, zawoto elementite na p�rvoto mno�estvo sa naredeni dvo�ki, s
pr�v element razliqen ot an+1, elementite na p�rvoto mno�estvo sa nare-
deni dvo�ki, s pr�v element an+1. S�glasno principa za s�biraneto |A×B| =
n.m+m = (n+ 1).m �

2. Relacii

Definici� 2.4. Neka A i B sa mno�estva. Vs�ko podmno�estvo R na
dekartovoto proizvedenie na A i B (R ⊆ A×B) nariqame (binarna) relaci�
nad A i B.

Kogato A = B, relaci� R ⊆ A × A nariqame (binarna) relaci� nad A.
Pon�tieto relaci� mo�e da se obobwi estestveno po sledni� naqin. Ako
A1, A2, . . . , An sa mno�estva i R ⊆ A1×. . . An, to R nariqame n-mestna relaci�
nad A1, A2, . . . , An.

S vs�ka relaci� sv�rzvame dve mno�estva definicionna oblast (dome�n)
i oblast ot sto�nosti (re�nd�):

Definici� 2.5. Neka R ⊆ A×B e relaci� nad A i B.

dom(R) = {a ∈ A | ∃b((a, b) ∈ R)};

range(R) = {b ∈ B | ∃a((a, b) ∈ R)}.

2.1. Predstav�ne na relacii. Kogato rabotim s kra�ni relacii, bihme
mogli da izpolzvame predstav�ni�, s koito se raboti po lesno. We il�strirame
dve predstav�ni� s primer. Neka T e relaci� nad {1, 2, 3} i {a, b, c, d}, defini-
rana qrez

T = {(1, a), (1, c), (1, d), (2, b), (3, a), (3, d)}
. Neka S e relaci� nad {1, 2, 3, 4}, definirana qrez

S = {(1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 2), (3, 4), (4, 2), (4, 4)}
.

2.1.1. Tabliqno predstav�ne. . Neka R e relaci� nad A = {a1, . . . , an} i
B = {b1, . . . , bm}. Predstav�me relaci�ta R s pomowta na tablica (matrica) s
n reda i m st�lba, kato pozici�ta na i-ti red, j-ti st�lb e 0, ako (ai, bj) /∈ R
i 1, ako (ai, bj) ∈ R.

Naprimer tabliqnoto predstav�ne na T e:
∗ a b c d
1 1 0 1 1
2 0 1 0 0
3 1 0 0 1


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Tabliqnoto predstav�ne na S e:
∗ 1 2 3 4
1 0 1 1 1
2 0 1 0 0
3 0 0 0 1
4 0 1 0 1


2.1.2. Grafiqno predstav�ne na relaci�. NekaR e relaci� nadA = {a1, . . . , an}

i B = {b1, . . . , bm}. Predstav�me relaci�ta R s pomowta na orientiran graf
s v�rhove G(A ∪ B,R). Za vseki element ot A ∪ B imame po edin vr�h, a za
vseki element (a, b) ∈ R postav�me strelka ot a k�m b.

Grafiqnoto predstav�ne na T e:

1

2

3

a

b

c

d

Grafiqnoto predstav�ne na S e:

1 2 3 4

2.2. Operacii nad relacii. Relaciite sa mno�estva i nad t�h mo-
gat da se prilagat bulevite operacii, koito razgledahme v predixnata tema.
Dop�lnitelno we definirame owe dve operacii, specifiqno za relacii.

Definici� 2.6. Neka R e relaci� nad mno�estvata A i B. Obratnata
relaci� na R e relaci�ta nad B i A:

R−1 = {(b, a) | (a, b) ∈ R}.

Definici� 2.7. Neka R e relaci� nad mno�estvata A i B i S e relaci�
nad mno�estvata B i C. Kompozici�ta na relaciite R i S e relaci�ta nad
A i C:

R ◦ S = {(a, c) | ∃b ((a, b) ∈ R & (b, c) ∈ S)}.

Primer. Neka T i S sa kakto v predni� primer. Grafiqnoto predstav�ne
na T−1 e:



20 2. RELACII

1

2

3

a

b

c

d

Grafiqnoto predstav�ne na S ◦ S e:

1 2 3 4

2.3. Vidove relacii. Neka A e mno�estvo i R e relaci� nad A.
2.3.1. Refleksivnost.

Definici� 2.8. Relaci�ta R nariqame refleksivna, ako za vseki ele-
ment a ∈ A, dvo�kata (a, a) e v relaci�ta R:

∀a ∈ A ((a, a) /∈ R).

Naprimer relaci�ta≤ nad estestvenite qisla, relaci�ta⊆ nad mno�estva
ot estestveni qisla, sa refleksivni relacii.

V�zmo�no e relaci�ta R da ne e refleksivna: za n�ko� element a ∈ A
naredenata dvo�ka (a, a) /∈ R. V�zmo�no e da e izp�lneno newo mnogo po-
silno:

Definici� 2.9. Relaci�ta R nariqame antirefleksivna, ako za vseki
element a ∈ A, dvo�kata (a, a) ne e v relaci�ta R:

∀a ∈ A ((a, a) ∈ R).

Naprimer relaci�ta< nad estestvenite qisla, relaci�ta⊂ nad mno�estva
ot estestveni qisla, sa antirefleksivni relacii.

Relaci�ta R = {(n,m) | n e prost delitel na m} ne e nito refleksivna,
nito antirefleksivna. Ne e refleksivna, zawoto naprimer (4, 4) /∈ R. Ne e
antirefleksivna, zawoto naprimer (3, 3) ∈ R.

2.3.2. Tranzitivnost.

Definici� 2.10. Relaci�taR nariqame tranzitivna, ako za vs�ka tro�ka
elementi a, b, c ∈ A, ako (a, b) ∈ R i (b, c) ∈ R, to (a, c) ∈ R:

∀a ∈ A∀b ∈ A∀c ∈ A ((a, b) ∈ R & (b, c) ∈ R→ (a, c) ∈ R).
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Naprimer relaciite ≤ i < nad estestvenite qisla, relaciite ⊆ i ⊂ nad
mno�estva ot estestveni qisla, sa tranzitivni relacii.

Relaci�ta R = {(n,m) | n i m imat obwa prost delitel} ne e tranzi-
tivna. Naprimer (3, 6) ∈ R, (6, 2) ∈ R, no (3, 2) /∈ R.

Tv�rdenie 2.11. Relaci�ta R e tranzitivna togava i samo togava,

kogato R ◦R ⊆ R.

Dokazatelstvo. Neka R e tranzitivna. Neka (a, c) e proizvolen element
ot R◦R. S�glasno definici�ta na operaci�ta kompozici� na relacii, mo�em
da namerim me�dinen element b ∈ A, tak�v qe (a, b) ∈ A i (b, c) ∈ A. Ot
tranzitivnostta na R sledva, qe (a, c) ∈ R. Taka R ◦R ⊆ R.

Neka sega R ◦ R ⊆ R. Da vzemem proizvolna tro�ka elementi a, b, c ∈
A takiva, qe (a, b) ∈ R i (a, c) ∈ R. S�glasno definici�ta na operaci�ta
kompozici� na relacii, (a, c) ∈ R ◦ R. No R ◦ R ⊆ R, sledovatelno (a, c) ∈ R
i R e tranzitivna. �

2.3.3. Simetriqnost.

Definici� 2.12. Relaci�ta R nariqame simetriqna, ako za vs�ka dvo�ka
elementi a, b ∈ A, ako (a, b) ∈ R, to (b, a) ∈ R:

∀a ∈ A∀b ∈ A ((a, b) ∈ R→ (b, a) ∈ R).

Naprimer relaci�taR = {(n,m) | n i m imat obwa prost delitel} i relaci�ta
= nad estestvenite qisla sa simetriqni. Relaciite ≤ i < nad estestvenite
qisla, relaciite ⊆ i ⊂ nad mno�estva ot estestveni qisla, ne sa simetriqni
relacii. Za t�h otnovo mo�em da ka�em newo mnogo po-silno, te sa anti-
simetriqni.

Definici� 2.13. Relaci�ta R nariqame antisimetriqna, ako za vs�ka
dvo�ka elementi a, b ∈ A, ako (a, b) ∈ R i a 6= b, to (b, a) /∈ R:

∀a ∈ A∀b ∈ A ((a, b) ∈ R & a 6= b→ (b, a) /∈ R).

Zabele�ka! Tuk otnovo e v�zmo�no da ima relaci�, ko�to ne nito simetriqna,
nito antisimetriqna. Naprimer relaci�ta R = {(A,B) | A \B 6= ∅} ⊆ 2N× 2N

ne e simetriqna zawoto naprimer ({1, 2, 3} , {1, 2}) ∈ R, no ({1, 2} , {1, 2, 3}) /∈
R. Relaci�ta ne e antisimetriqna zawoto ({1, 2, 3} , {4, 5, 6}) ∈ R, {1, 2, 3} 6=
{4, 5, 6}, no ({4, 5, 6} , {1, 2, 3}) ∈ R.

Tv�rdenie 2.14. Relaci�ta R e simetriqna togava i samo togava, kogato

R−1 ⊆ R.

Dokazatelstvo. Neka R e simetriqna. Neka (b, a) ∈ R−1. S�glasno
definici�ta na obratna relaci� (a, b) ∈ R. No wom R e simetriqna, (b, a) ∈ R.
Taka R−1 ⊆ R.

Neka sega R−1 ⊆ R. Neka a, b ∈ A sa proizvolni elementi takiva, qe
(a, b) ∈ R. S�glasno definici�ta na obratna relaci� (b, a) ∈ R−1. No R−1 ⊆
R, sledovatelno (b, a) ∈ R i R e simetriqna. �

3. Relaci� na ekvivalentnost

Definici� 2.15. NekaA e neprazno mno�estvo. Relaci�R nadA nariqame
relaci� na ekvivalentnost, ako R e refleksivna, simetriqna i tranzitivna.
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Primer za relaci� na ekvivalentnost e {(n,m) | n ≡ m(mod4)} ⊆ N2.
Tazi relaci� se s�stoi ot vsiqki dvo�ki estestveni qisla, koito davat edin
i s�w ostat�k, pri delenie na 4.

Intuici�ta zad pon�tieto relaci� na ekvivalentnost, e qe t� grupira
elementite elementite na A po otnoxenie na n�kakvo xodstvo. Grupata v
ko�to popada konkreten element se nariqa negov klas na ekvivalentnost.

Definici� 2.16. Neka A e mno�estvo, a ∈ A i R ⊆ A2 e relaci� na ekvi-
valentnost nad A. Klas�t na ekvivalentnost na a po otnoxenie na relaci�ta
R e mno�estvoto:

[a]R = {b ∈ A | (a, b) ∈ R}.

Vs�ka relaci� na ekvivalentnost nad mno�estvo A pora�da razbivane na
mno�estvoto A.

Definici� 2.17. Neka A e neprazno mno�estvo, I e indeksno mno�estvo
i setAii∈I e famili� ot mno�estva, indeksirana s I. Famili�ta setAii∈I e
razbivane na A ako:

(1) ∀i ∈ I(Ai 6= ∅);
(2)

⋃
i∈I Ai = A;

(3) ∀i ∈ I∀j ∈ (Ai ∩Aj 6= ∅ → Ai = Aj).

Teorema 2.18. (1) Neka A e mno�estvo, a R ⊆ A2 e relaci� na ek-

vivalentnost nad A. Famili�ta {[a]R}a∈A e razbivane na mno�estvoto

A.
(2) Neka A e mno�estvo, I e indeksno mno�estvo i {Ai}i∈I R ⊆ A2 e

razbivane na A. Relaci�ta:

R = {(a, b) | ∃i ∈ I(a ∈ Ai & b ∈ Ai)}
e relaci� na ekvivalentnost nad A.

Dokazatelstvo. (1) Vseki klas na ekvivalentnost e neprazen, za-
woto R e refleksivna relaci� i sledovatelno (a, a) ∈ R, a ∈ [a]R.
Vseki klas na ekvivalentnost e po definici� podmno�estvo na A, i
vseki element a ∈ A popada v pone edin klas na ekvivalentnost - svo�,
taka

⋃
a∈A[a]R = A. Neka a, b ∈ A sa takiva, qe [a]R ∩ [b]R 6= ∅. Neka

c ∈ [a]R ∩ [b]R. Togava (a, c) ∈ R, (b, c) ∈ R i pone�e R e simetriqna
(c, b) ∈ R. Sega ot tranzitivnostta na R sledva, qe (a, b) ∈ R, a
sledovatelno i (b, a) ∈ R.

We poka�em, qe [a]R = [b]R. Neka x ∈ [a]R. Togava (b, a) ∈ R
i (a, x) ∈ R i sledovatelno ot tranzitivnostta na R, (b, x) ∈ R i
x ∈ [b]R. Taka [a]R ⊆ [b]R.

Neka sega x ∈ [b]R. Togava (a, b) ∈ R i (b, x) ∈ R i sledovatelno
ot tranzitivnostta na R, (a, x) ∈ R i x ∈ [a]R. Taka poluqavame i
vtoroto vkl�qvane: [b]R ⊆ [a]R.

S tova dokazahme, qe famili�ta {[a]R}a∈A izp�ln�va i trite
uslovi�, neobhodimi za da e razbivane na mno�estvoto A.

(2) Neka sega {Ai}i∈I R ⊆ A2 e razbivane na A. Relaci�ta:

R = {(a, b) | ∃i ∈ I(a ∈ Ai & b ∈ Ai)}
e refleksivna, zawoto

⋃
i∈I Ai = A sledovatelno za vseki element

a ∈ A ima indeks i ∈ I, tak�v qe a ∈ Ai. Relaci�ta e simetriqna,
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zawoto logiqeskata vr�zka & e komutativna. Ostava da poka�em, qe
R e tranzitivna. Neka a, b, c ∈ A sa takiva, qe (a, b) ∈ R i (b, c) ∈ R.
Togava s�westvuvat indeksi i i j takiva, qe a, b ∈ Ai i b, c ∈ Aj .
Taka b ∈ Ai ∩ Aj . Ot tretoto uslovie v definici�ta na razbivane
na mno�estvo sledva, qe Ai = Aj . Taka a, c ∈ Ai i sledovatelno
(a, c) ∈ R. �

4. Qastiqna naredba

Vtori�t vid relacii, koito we razgledame se nariqat qastiqni naredbi
i intuitivno sravn�vat elementi po n�kak�v priznak. Ako (a, b) ∈ R - sqi-
tame, qe a e po-mal�k, predho�da, b. V zavisimost dali relaci�ta, ko�to
razgle�dame e refleksivna ili antirefleksivna imame dva vida qastiqni
naredbi.

Definici� 2.19. Neka A e neprazno mno�estvo.

(1) Relaci� R nad A nariqame (nestroga) qastiqna naredba, ako R e re-
fleksivna, antisimetriqna i tranzitivna.

(2) Relaci� R nad A nariqame stroga qastiqna naredba, ako R e antire-
fleksivna, antisimetriqna i tranzitivna.

Primeri za nestrogi qastiqni naredbi sa relaci�ta ≤ nad estestvenite
qisla, relaci�ta ⊆ nad mno�estva ot estestveni qisla.

Primeri za strogi qastiqni naredbi sa relaci�ta < nad estestvenite
qisla, relaci�ta ⊂ nad mno�estva ot estestveni qisla.

Makar relaciite ≤ (<) i ⊆ (⊂) da imat edni i s�wi harakteristiki
po otnoxenie na refleksivnost, simetriqnost, tranzitivnost, te s�westveno
razliqni ot druga gledna toqka. Kakvato i dvo�ka razliqni estestveni qisla
da vzemem n,m, te sa vinagi sravnimi: ili n ≤ m ili m ≤ n. Za dvo�ki
mno�estvo, tova s�vsem ne va�i. Naprimer dvo�kata mno�estva 2N i 2N+1 sa
nesravnimi po otnoxenie na relaci�ta ⊆: nito 2N ⊆ 2N+1, nito 2N+1 ⊆ 2N.

Definici� 2.20. Neka R e qastiqna naredba (stroga ili nestroga) nad
mno�estvo A. Kazvame, qe R e line�na (p�lna), ako vseki dva razliqni ele-
menta ot A sa sravnimi po otnoxenie na R:

∀a ∈ A∀b ∈ A (a 6= b→ ((a, b) ∈ R ∨ (b, a) ∈ R)).

Taka relaciite ≤ i < nad estestvenite qisla, sa primeri za line�ni
qastiqni naredbi, dokato relaciite ⊆ i ⊂ nad mno�estva ot estestveni qisla
sa primeri za qastiqni naredba, koito ne sa line�ni.

Intuici�ta, qe (a, b) ∈ R oznaqava, qe a e po-mal�k ot b e zalegnala i v�v
sledvawata definici�:

Definici� 2.21. Neka R e qastiqna naredba (stroga ili nestroga) nad
mno�estvo A.

• Kazvame, qe a ∈ A e na�-mal�k po otnoxenie na R, ako e po-mal�k ot
vseki drug element na A:

∀b ∈ A(a 6= b→ (a, b) ∈ R).

• Kazvame, qe a ∈ A e na�-gol�m po otnoxenie na R, ako e po-gol�m ot
vseki drug element na A:

∀b ∈ A(a 6= b→ (b, a) ∈ R).
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Naprimer v slednata relaci�, predstavena grafiqno a e na�-gol�m ele-
ment, a g e na�-mal�k.

a

b c

d e f

g

S�westvuvaneto na na�-gol�m i na�-mal�k element s�vsem ne e zad�l�itelno.
Naprimer ako razgledame Z i naredbata ≤ nad Z, ne s�westvuva nito na�-
gol�m, nito na�-mal�k element. V�zmo�no e dori v kra�na qastiqna naredba
da n�ma na�-mal�k ili na�-gol�m element, kakto se sluqva v sledni� primer:

b c

d e f

Definici� 2.22. Neka R e qastiqna naredba (stroga ili nestroga) nad
mno�estvo A.

• Kazvame, qe a ∈ A e minimalen element po otnoxenie na R, ako ne
s�westvuva drug element b ∈ A, ko�to e po-mal�k ot nego:

∀b ∈ A(a 6= b→ (b, a) /∈ R).

• Kazvame, qe a ∈ A e maksimalen element po otnoxenie na R, ako ne
s�westvuva drug element b ∈ A, ko�to e po-gol�m ot nego:

∀b ∈ A(a 6= b→ (a, b) /∈ R).

Taka v gore izobrazenata relaci�, elementite d, e i f sa minimalni, a b i
c sa maksimalni.

Teorema 2.23. Vs�ka qastiqna naredba R nad kra�no neprazno mno�estvo

A prite�ava minimalen i maksimalen element.

Dokazatelstvo. Za opredelenost we priemem, qe R e nestroga qastiqna
naredba. Teoremata e v sila i za stroga qastiqna naredba. Dokazatelstvoto
we izv�rxim s indukci� po |A|.

Ako A = {a} ima samo edin element, to a minimalen i maksimalen element.
Neka tv�rdenieto e v sila za kra�ni mno�estva s n elementa. Neka A =

{a1 . . . an, an+1} i R e qastiqna naredba nad A. Da razgledame mno�estvoto
A1 = {a1, . . . , an} = A \ {an+1} i relaci�ta R1 = R ∩ A1 × A1. Lesno se
prover�va, qe R1 e qastiqna naredba nad A1. A1 e mno�estvo s n elementa i
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s�glasno indukcionnoto predpolo�enie A1 ima minimalen ai i maksimalen
element aj po otnoxenie na R1, i, j ≤ n.

Ako (an+1, ai) /∈ R, to ai e minimalen element na A po otnoxenie na R.
Naistina ako dopusnem, qe s�westvuva b ∈ A, tak�v qe b 6= ai i (b, ai) ∈
R, to b 6= an+1 i sledovatelno b ∈ A1, a (b, ai) ∈ R1, koeto protivoreqi na
minimalnostta na ai.

Ako (an+1, ai) ∈ R, to an+1 e minimalen element na A po otnoxenie na R.
Naistina ako dopusnem, qe s�westvuva b ∈ A, tak�v qe b 6= an+1 i (b, an+1) ∈ R,
ot tranzitivnostta na R, sledva, qe (b, ai) ∈ R, otnovo b ∈ A1, i sledovatelno
(b, ai) ∈ R1, koeto pak protivoreqi na minimalnostta na ai.

S�westvuvaneto na maksimalen element se dokazva po analogiqen naqin:
ako (aj , an+1) /∈ R, to aj e maksimalen element; ako (aj , an+1) ∈ R, to an+1 e
maksimalen element. �

Kato izpolzvame predixnata teorema we poka�em, qe vs�ka qastiqna naredba
nad kra�no neprazno mno�estvo A mo�e da se prod�l�i do p�lna (line�na).
Metod�t, ko�to we izpolzvame v dokazatelstvoto e izvesten kato metod na
topologiqeskata sortirovka.

Teorema 2.24. Neka A e neprazno kra�no mno�estvo i R e qastiqna

naredba nad A. S�westvuva line�na naredba S nad A takava, qe R ⊆ S.
Dokazatelstvo. Otnovo za opredelenost we priemem, qe R e nestroga

qastiqna naredba. Teoremata e v sila i za stroga qastiqna naredba.
Neka A e mno�estvo s n elementa. We podredim elementite na A v redica.

S�glasno predixnata teorema, A prite�ava minimalen element po otnoxenie
na R. Neka a1 e edin tak�v minimalen element na A.

Neka sme postroili elementite a1, . . . ai - i-na bro� razliqni elementi na
A. Ako i = n, konstrukci�ta e gotova i A = {a1, . . . an}. Inaqe mno�estvoto
Ai = A\{a1, . . . ai} e neprazno, a R∩Ai×Ai e qastiqna naredba nad Ai. Otnovo
prilagame predixnata teorema za da izberem ai+1 kato minimalen element na
Ai po otnoxenie na R ∩Ai ×Ai.

Sled kato sme podredili elementite na A, kato a1, . . . an, definirame
relaci�ta S = {(ai, aj) | 1 ≤ i ≤ j ≤ n}. Relaci�ta S e line�na qastiqna
naredba. Vseki element a ∈ A pris�stva n�k�de v redicata, a = ai za n�koe
i. Pone�e i ≤ i, (ai, ai) ∈ S i S e refleksivna. Antisimetriqnost i tranzi-
tivnost na S, sledvat ot antisimetriqnost i tranzitivnost na relaci�ta ≤
nad estestvenite qisla. Neka a, b ∈ A. Togava a = ai i b = aj za n�koi i i j.
Ako i ≤ j, to (a, b) ∈ S. Inaqe j ≤ i i (b, a) ∈ S.

Ostana da vidim, qe R ⊆ S. Neka (a, b) ∈ R. Togava otnovo a = ai i b = aj
za n�koi i i j. Da dopusnem, qe j < i da se v�rnem na st�pka j ot konstrukci�ta.
Element�t b e izbran kato minimalen element na Aj po otnoxenie na R∩Aj×
Aj . Element�t a ne se srewa sred a1 . . . aj−1, zawoto s�glasno dopuskaneto
i > j. Togava a ∈ Aj = A \ {a1, . . . aj−1}. Taka (a, b) ∈ R ∩ Aj × Aj , no tova
protivoreqi na minimalnostta na R. Protivoreqieto se d�l�i na grexnoto
ni dopuskane, sledovatelno i ≤ j i (a, b) ∈ S. �

5. Zadaqi za upra�nenie

Zadaqa 1. Neka A = {John,Mary}, B = {1, 2, 3}, C = ∅. Namerete A × B,
B ×A, A× C, C ×A, A×A = A2, B ×B ×B = B3.
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Zadaqa 2. Doka�ete, qe:

(1) Ako A ⊆ A1 i B ⊆ B1, to A×B ⊆ A1 ×B1.
(2) Ako A 6= ∅ i B 6= ∅, to A×B = B ×A⇔ A = B.

Zadaqa 3. V�rno li e, qe:

(1) A× (B ∪ C) = A×B ∪A× C.
(2) A× (B ∩ C) = A×B ∩A× C.
(3) A× (B \ C) = A×B \A× C.

Zadaqa 4. Neka A i B sa kakto v Zadaqa 1.

(1) Koi ot slednite mno�estva sa relacii nadA iB: {(John, 1), (John, 2)},
{(Mary, 3), (John,Mary)}, {(John, 1), (2, John)}, ({Mary, 1} , {Mary, 2}).

(2) Ko� e na�- gol�mata relaci� nad A i B? A na�-malkata?
(3) Kolko sa vsiqki relacii nad A i B?

Zadaqa 5. Opredelete dom(R) i range(R), za:

(1) R = {(1, 7), (3, 3), (13, 11), (3, 12), (2, 15)}.
(2) R = {(7, 1), (3, 3), (11, 13), (12, 3), (15, 2)}.
(3) R = IdA = {(a, a) | a ∈ A}.

Zadaqa 6. Neka A = {1, 2, 3, 4}. Predstavete tabliqno i grafiqno relaciite:
"<", "≤", "=", ∅ i A2.

Zadaqa 7. Namerete obratnata relaci� R−1 i R ◦R, ako R e:

(1) {(0, 1), (1, 3), (4, 0)}.
(2) {(n, n+ 1) | n ∈ N}.
(3) {(n,m) | n,m ∈ N & n < m}.
Kak mo�em po tabliqnoto (grafiqnoto) predstav�ne na R da namerim

tabliqnoto (grafiqnoto) predstav�ne na R−1? A na R ◦R?

Zadaqa 8. Doka�ete, qe:

(1) dom(R−1) = range(R) i range(R−1) = dom(R).
(2) (R ∩ S)−1 = R−1 ∩ S−1 i (R ∪ S)−1 = R−1 ∪ S−1.

Zadaqa 9. Kak mo�e po tabliqnoto (grafiqnoto) predstav�ne na relaci�ta
R da se razbere dali t� e:

(1) refleksivna, antirefleksivna ili nito edno ot dvete?
(2) simetriqna, antisimetriqna ili nito edno ot dvete?.

Zadaqa 10. Neka R e relaci� nad A. Doka�ete, qe

(1) Ako R e tranzitivna i refleksivna, to R ◦R = R.
(2) V�zmo�no li e R ◦R = R, ako R ne e refleksivna.

Zadaqa 11. Neka R e relaci� nad A. Doka�ete, qe slednite tri uslovi� sa
ekvivalentni:

(1) R e simetriqna.
(2) R−1 ⊆ R.
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(3) R = R−1.

Zadaqa 12. Edna relaci� R ⊆ A2 nariqame a-cikiliqna, ako ne s�westvuvat
elementi a1, a2, . . . an ∈ A (n ≥ 2) takiva, qe a1 = an i za vs�ko i, 1 ≤ i < n,
(ai, ai+1) ∈ R. Doka�ete, qe

(1) Vs�ka tranzitivna, antirefleksivna relaci� e a-cikliqna.
(2) Ako R e a-cikliqna, to R e antirefleksivna.
(3) Da�te primer za a-cikliqna relaci�, ko�to ne e tranzitivna.

Zadaqa 13. Poka�ete, qe za vs�ko mno�estvo A, relaci�ta idA e relaci� na
ekvivalentnost. Poka�ete, qe tova e na�-malkata relaci� na ekvivalentnost
nad A po otnoxenie na relaci�ta ⊆. Ko� e na�-gol�mata? Kak izgle�da
grafiqnoto predstav�ne na relaci� na ekvivalentnost?

Zadaqa 14. Proverete dali slednite relacii sa relacii na ekvivalentnost:

(1) {(n,m) | n ≡ m(modk)} ⊆ N × N, k�deto k e n�kakvo fiksirano
polo�itelno estestveno qislo.

(2) {(x, y) | x+ y = 0} ⊆ R× R.
(3) {(n,m) | n+m e qetno qislo.} ⊆ N× N.
(4) {(a, b) | a.b ≥ 0} ⊆ Z× Z.
(5) {(a, b) | a.b > 0} ⊆ Z× Z.
(6) {(p, r) | p− r e c�lo qislo.} ⊆ Q×Q.
(7) {((a, b), (c, d)) | a.d = b.c} ⊆ N2 × N2.
(8) {(p, r) | p− r e c�lo qislo.} ⊆ Q×Q.

Zadaqa 15. Koe ot slednite mno�estva e razbivane na mno�estvoto {1, 2, 3, 4}:
• {{1, 2} , {3}}.
• {{1, 2} , {2, 3} , {4}}.
• {{1, 2} , {3, 4} , ∅}
• {{1, 4} , {2, 3}}

Zadaqa 16. Opixete klasovete na ekvivalentnost, porodeni ot tezi ot
relaciite v Zadaqa 14, koito sa relacii na ekvivalentnost.

Zadaqa 17. Neka A = {n ∈ N | 2 ≤ n ≤ 20}. Neka R ⊆ A2 se s�stoi ot vsiqki
dvo�ki qisla, koito imat ednakvi prosti deliteli. Naprimer (6, 12) ∈ R,
zawoto prostite deliteli na 6 i 12 sa 2, 3, no (6, 9) /∈ R, zawoto 2 e prost
delitel na 6, no ne i na 9. Doka�ete, qe R e relaci� na ekvivalentnost i
opredelete klasovete na ekvivalentnost porodeni ot R.

Zadaqa 18. Neka α e ravnina. S P (α) oznaqavame mno�estvoto ot toqkite
v ravninata, a s L(α) mno�estvoto ot pravite v ravninata. Koi ot slednite
relacii sa relacii na ekvivalentnost? Opredelete klasovete na ekvivalent-
nost.

(1) {(a, b) | a||b} ⊆ L(α)× L(α).
(2) {(a, b) | a ⊥ b} ⊆ L(α)× L(α).
(3) {((A,B,C), (A′, B′, C ′)) | M ABC ∼M A′B′C ′} ⊆ P (α)3 × P (α)3.
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Zadaqa 19. Koi ot slednite relacii sa qastiqni naredbi:

(1) {(n,m) | ∃k ∈ N(m = k.n)} ⊆ N× N.
(2) {(A,B) | A ∩B = B} ⊆ 2N × 2N.
(3) {(x, y) | x3 − 1 ≥ y3 − 1} ⊆ R× R.
(4) {(a, b) | a = b ∨ a+ 1 = b} ⊆ N× N.

V sledvawite n�kolko zadaqi, we razgle�dame mno�estvoto ot dumi na
azbukata {a, b}.

Definici� 2.25. Praznata duma ima d�l�ina 0 i se oznaqava s ε. Ako
α e duma s d�l�ina n, to αa i αb sa dumi s d�l�ina n+ 1. Mno�estvoto na
vsiqki dumi nad azbukata {a, b} oznaqavame s {a, b}∗.

Definirame operaci� konkatenaci�, ., na dumi.

Definici� 2.26. Neka α i β sa dumi nad {a, b}. Konkatenaci�ta na α i
β e dumata

α.β =

 ε, ako β = ε;
(α.β′)a, ako β = β′a;
(α.β′)b, ako β = β′b.

Zadaqa 20. Neka α i β sa dumi nad azbukata {a, b}. We kazvame, qe α e
naqalo na β, (α ⊆ β), ako s�westvuva duma γ, takava qe β = α.γ. Doka�ete, qe
{(α, β) | α ⊆ β} ⊆ {a, b}∗ × {a, b}∗ e qastiqna naredba. Line�na naredba li e?

Zadaqa 21. Neka α i β sa dumi nad azbukata {a, b}. We kazvame, qe α e nal�vo
ot β, (α <L β), ako s�westvuva duma γ, takava qe γa ⊆ α i γb ⊆ β. Doka�ete,
qe {(α, β) | α <L β} ⊆ {a, b}∗ × {a, b}∗ e stroga qastiqna naredba. Line�na
naredba li e?

Zadaqa 22. Neka α i β sa dumi nad azbukata {a, b}. We kazvame, qe α e
leksikografski po-malka ot β, (α 4 β), ako α ⊆ β ili α <L β. Doka�ete, qe
{(α, β) | α 4 β} ⊆ {a, b}∗ × {a, b}∗ e line�na qastiqna naredba.

Zadaqa 23. Da�te primer za qastiqna naredba R s

(1) dva minimalni elementa i tri maksimalni elementa.
(2) dva minimalni elementa i na�-gol�m element.
(3) edin maksimalen element, bez minimalen element.

Zadaqa 24. Neka R e line�na qastiqna naredba nad mno�estvoto A. Neka
a ∈ A e minimalen element po otnoxenie na R. Doka�ete, qe a e na�-mal�k
element.

Zadaqa 25. Neka razgledame mno�estvoto N∗ = N∪{∗}. Neka R = {(a, b) | a =
b ∨ a = ∗} ⊆ N∗×N∗. Doka�ete, qe R e qastiqna naredba i opredelete mini-
malnite, maksimalnite, na�-malki� i na�-golemi� element v N∗ po otnoxenie
na R, ako takiva ima.



TEMA 3

Funkcii

1. Definici�

Definici� 3.1. Neka A i B sa mno�estva. Relaci�ta f ⊆ A×B nariqame
funkci� ot A k�mB, ako za vseki element a ∈ A s�westvuva edinstven element
b ∈ B, tak�v qe (a, b) ∈ f .

Zabele�ka! Definici�ta na pon�tieto funkci� vkl�qva dve iziskvani�:

(1) Za vseki element a ∈ A tr�bva da ima element b ∈ B tak�v, qe (a, b) ∈
f :

∀a ∈ A∃b ∈ B((a, b) ∈ f).

Po drug naqin kazano definicionnata oblast dom(f) = A.
(2) Za vseki element a ∈ A n�ma dva razliqni elementa b1, b2 ∈ B takiva,

qe (a, b1) ∈ f i (a, b2) ∈ f :

∀a ∈ A∃b1, b2 ∈ B((a, b1) ∈ f & (a, b2) ∈ f → b1 = b2).

Primer za funkci� e mno�estvoto f ⊆ N2, definirano qrez:

f = {(n,m) | m = 2n}

Ako f e funkci� i (a, b) ∈ f , element�t b oznaqavame s f(a). Taka ako
mno�estvoto f e definirano s pomowta za aksioma za otdel�neto:

f = {(a, b) ∈ A×B | b = P (a)},

k�deto P e pravilo, po koeto na element a ∈ A s�postav� negovi�t edinstven
f(a) ∈ B, we izpolzvame krat�k zapis:

f : A→ B f(x) = P (x).

Tuk x e promenliva, ko�to mo�e da se zamesti s proizvolen element ot A,
ko�to we nariqame argument na f .

Taka funkci�ta ot gorni� primer mo�em da izpixem kato:

f : N→ N f(x) = 2x.

Bihme mogli da obobwim pon�tieto funkci� po n�kolko naqina. P�rvo
bihme mogli da pozvolim funkci� da ima proizvolen kraen argumenti:

f : A1 ×A2 . . . An → B f(x1, x2, . . . xn) = P (x1, x2, . . . xn).

Togava za vs�ka n-torka (a1, . . . an) ∈ A1 × . . . An s�westvuva edinstven el-
ement b ∈ B tak�v, qe (a1, . . . an, b) ∈ f . Element�t b oznaqavame s f(a1, . . . an).

Drugo obobwenie na pon�tieto funkci� poluqavame kato oclabim iziskvaneto
dom(f) = A, do dom(f) ⊆ A. Takiva relacii se nariqat qastiqni funkcii.
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Naprimer relaci�ta:

f : R→ R f(x) =
1

x2 − 3x+ 2

ne e definirana pri x = 1 i pri x = 2 i e qastiqna funkci�.

2. Operacii nad funkcii

Vs�ka funkci� f : A→ B e relaci� nad A i B. S ne� sv�rzvame mno�est-
vata dom(f), range(f), obratnata relaci� f−1. Znaem i kakvo predstavl�va
kompozici�ta na dve funkcii. V tozi paragraf we vidim kakvi specifiqni
svo�stva imat tezi operacii, kogato se prilagat k�m specialni� vid relacii:
funkcii. We razgledame i n�koi operacii specifiqni za funkciite.

P�rvo neka ob�rnem vnimanie na fakta, qe makar i dom(f) vinagi e
c�loto mno�estvo A, za range(f) takova iziskvane n�ma.

2.1. Obraz, p�rvoobraz, restrikci� i zatvar�ne.

Definici� 3.2. Neka f : A→ B e funkci�.

• Neka X ⊆ A. Obraz na mno�estvoto X pod de�stvieto na funkci�ta
f , nariqame mno�estvoto:

f(X) = {f(a) | a ∈ X}.
• Neka Y ⊆ B. P�rvoobraz na mno�estvoto Y pod de�stvieto na funkci�ta
f , nariqame mno�estvoto:

f−1(Y ) = {a | f(a) ∈ Y }.

Naprimer, ako f : N→ N f(x) = 2x,X = {0, 1, 2, 3, 4, 5} i Y = {0, 1, 2, 3, 4, 5},
to f(X) = {0, 2, 4, 6, 8, 10}, a f−1(Y ) = {0, 1, 2}.

Definici� 3.3. Neka f : A→ B e funkci�. Neka X ⊆ A. Restrikci� na
f do mno�estvoto X, nariqame mno�estvoto:

f � X = f ∩X ×B.

Lesno se vi�da, qe restrikci�ta na funkci� do mno�estvo, s�wo e funkci�.
Naprimer restrikci�ta na funkci�ta f ot predixni� primer do mno�estvoto
{0, 1, 2, 3} mo�e da se predstavi grafiqno po sledni� naqin:

0 1 2 3 4 5 6

Kogato razgle�dahme razliqni metodi za zadavane na mno�estvo v p�rva
glava, edna ot v�zmo�nostite bexe da definirame mno�estvo po indukci� ot
bazovo mno�estvo s pomowta na n�kakvi pravilo. Sega veqe mo�em da opixem
tozi metod s po gol�ma preciznost.

Definici� 3.4. Neka f : A→ A e funkci�, a A0 ⊆ A e bazovo mno�estvo.
Neka za vs�ko n ≥ 0, An+1 = An ∪ f(An). Zatvar�ne na mno�estvoto A0 po
otnoxenie na funkci�ta f nariqame mno�estvoto:

f [A] =
⋃
n∈N

An.



2. OPERACII NAD FUNKCII 31

Tv�rdenie 3.5. Neka f : A→ A e funkci�, a A0 ⊆ A e bazovo mno�estvo.

f [A0] e na�-malkoto mno�estvo po otnoxenie na relaci�ta ⊆ koeto s�d�r�a

A0 i e zatvoreno po otnoxenie na f : ako a ∈ f [A0], to i f(a) ∈ f [A0].

Dokazatelstvo. Vi�te dokazatelstvoto na Tv�rdenie 1.25. �
Naprimer, ako f e kakto v predni� primer (f(x) = 2x), zatvar�neto na

mno�estvoto {0} po otnoxenie na f e f [{0}] = {0}. No zatvar�neto na {1} e
f [{1}] = {1, 2, 4, 8, . . . } = sett2nn ∈ N.

2.2. Kompozici� na funkcii. Definici�ta za kompozici� na dve funkcii
f : A→ B i g : B → C veqe ni e poznata ot predixnata glava. Tova e relaci�
f ◦ g nad A i C, definirana qrez:

f ◦ g = {(a, c) | ∃b ∈ B((a, b) ∈ f & (b, c) ∈ g)}.

Operaci�ta kompozici� prilo�ena k�m funkcii vinagi dava funkci�.

Tv�rdenie 3.6. Neka f : A → B i g : B → C sa funkcii. Togava f ◦ g
s�wo e funkci�.

Dokazatelstvo. Neka a ∈ A. Togava pone�e f e funkci�, ima element
b ∈ B tak�v, qe (a, b) ∈ f . Ot druga strana pone�e g e funkci�, ima element
c ∈ C tak�v, qe (b, c) ∈ g. Taka (a, c) ∈ f ◦ g i sledovatelno dom(f ◦ g) = A.

Neka dopusnem , qe (a, c1) i (a, c2) sa elementi na f ◦ g. Togava s�glasno
definici�ta na operaci� kompozici� ima elementi b1, b2 ∈ B takiva, qe
((a, b1) ∈ f & (b1, c1) ∈ g) i ((a, b2) ∈ f & (b2, c2) ∈ g). No f e funkci�,
sledovatelno b1 = b2 = b. Sega (b, c1) ∈ g i (b, c2) ∈ g, no g s�wo e funkci�,
sledovatelno c1 = c2. �

Taka poluqavame lesen naqin da poluqim pravilo za f ◦ g ot pravila za f
i g: f ◦ g(x) = g(f(x)).

Operaci�ta kompozici� mo�e da se obobwi, kogato razgle�dame funkcii
na poveqe argumenti.

Definici� 3.7. Neka A e mno�estvo, n, k ∈ N. Neka g : An → A i
f1 . . . fn : Ak → A sa funkcii. Togava funkci�ta h : Ak → A, definirana
qrez

h(a1, . . . ak) = g(f1(a1 . . . ak), . . . fn(a1 . . . ak)),

nariqame superpozici� na g s f1, . . . fn.

Zabele�ete, qe pri n = k = 1 poluqavame toqno definici�ta za kom-
pozici�ta f ◦ g.

2.3. Inekci�, s�rekci�, biekci�. Za razlika ot operaci�ta kom-
pozici� na funkcii, ko�to vinagi dava funkci�, obratnata relaci� na funkci�
ne vinagi e funkci�. Neka f : A → B e funkci�. Kakvi svo�stva tr�bva da
ima f za da b�de relaci�ta f−1 = {(b, a) | (a, b) ∈ f} funkci� ot B k�m A?
P�rvoto iziskvane e, za vseki element b ∈ B da ima element a ∈ A tak�v, qe
(b, a) ∈ f−1, a sledovatelno (a, b) ∈ f .

Definici� 3.8. Neka f : A→ B e funkci�. f e s�rekci� ako:

∀b ∈ B∃a ∈ A((a, b) ∈ f).
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Drugo naimenovanie za s�rekci� e "v�rhu", a ekvivalenten naqin da for-
mulirame uslovieto za s�rekci� e range(f) = B. Kompozici� na s�rekcii e
s�rekci�.

Tv�rdenie 3.9. Neka f : A → B i g : B → C sa s�rekcii. Togava f ◦ g
s�wo e s�rekci�.

Dokazatelstvo. Neka c ∈ C. Tr�bva da namerim element a ∈ A tak�v,
qe f ◦ g(a) = c. g e s�rekci�, sledovatelno ima element b ∈ B tak�v, qe
g(b) = c. Sega b ∈ B i f e s�rekci�, sledovatelno ima element a ∈ A tak�v,
qe f(a) = b. Togava f ◦ g(a) = g(f(a)) = g(b) = c. �

Funkci�ta nad estestvenite qisla f(x) = 2x, ne e s�rekci�, zawoto
naprimer za b = 1 ne s�westvuva a ∈ N, takova, qe 2a = 1.

Primer za s�rekci� e funkci�ta g : N → N definirana qrez g(x) =
na�-gol�moto n takova, qe 2n deli x. Naistina za vs�ko estestveno qislo
n g(2n) = n, sledovatelno g e s�rekci�. V�preki tova obratnata relaci�
g−1 otnovo ne e funkci�. Priqinata e, pri fiksirano estestveno qislo n
ima mnogo razliqni estestveni qisla m takiva, qe (n,m) ∈ g. Naprimer
g(12) = g(20) = g(28) = 4. Taka dostigame do vtoro iziskvane, koeto tr�bva
da nalo�im k�m edna funkci�, za da b�de ne�nata obratna relaci� s�wo
funkci�: na razliqni sto�nosti, funkci�ta tr�bva da s�postav� razliqni
sto�nosti.

Definici� 3.10. Neka f : A→ B e funkci�. f e inekci� ako:

∀a1, a2 ∈ A(a1 6= a2 → f(a1) 6= f(a2)).

Tv�rdenie 3.11. Neka f : A → B i g : B → C sa inekcii. Togava f ◦ g
s�wo e inekci�.

Dokazatelstvo. Neka a1 6= a2 sa elementi na A. Tr�bva da poka�em,
qe f ◦ g(a1) = g(f(a1)) 6= g(f(a2)) = f ◦ g(a2). f e inekci�, sledovatelno
ima element f(a1) 6= f(a2). Sega f(a1) i f(a2) sa dva razliqni elementi ot
mno�estvoto B i g e inekci�, sledovatelno g(f(a1)) 6= g(f(a2)). �

Definici� 3.12. Neka f : A→ B e funkci�. f e biekci�, ako f e inekci�
i f e s�rekci�.

Sledstvie 3.13. Neka f : A → B e funkci�. Slednite uslovi� sa ekvi-

valentni:

(1) f e biekci�.

(2) f−1 e funkci�.
(3) f−1 e biekci�.

Dokazatelstvo. Metod�t, po ko�to v�vedohme pon�ti�ta inekci� i s�rekci�,
bexe toqno da razgledame neobhodimite i dostat�qni uslovi� za tova f−1 da
e funkci�. Sledovatelno (1)⇔ (2). Obratnata relaci� na f−1 e f . T�� kato
f e funkci�, f−1 e biekci� i (2)⇔ (3). �

Sledstvie 3.14. Neka f : A → B i g : B → C sa biekcii. Togava f ◦ g
s�wo e biekci�.

Dokazatelstvo. Tova e direktno sledstvie ot Tv�rdenie 3.9 i Tv�rde-
nie 3.11. �
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3. N�koi po-va�ni funkcii

3.1. Identitet. Neka A e mno�estvo. Funkci�ta idA : A→ A nariqame
identitet nad mno�estvoto A.

Identitet�t vinagi e biekci� i id−1A = idA. Identitet�t e edinstvenata
relaci� nad mno�estvoto A, ko�to e ednovremenno funkci� i relaci� na ek-
vivalentnost.

Ako f : A→ B e funkci�, to idA ◦ f = f ◦ idB .

3.2. Harakteristiqna funkci�. Neka U e mno�estvo. S vs�ko podm-
no�estvo A ⊆ U sv�rzvame po edna funkci� χA : U → {0, 1}, definirana qrez
slednoto ravenstvo:

χA(x) =

{
1, ako x ∈ A;
0, ako x /∈ A.

Harakteristiqnata funkci� na mno�estvo kodira informaci�ta, zatova
koi elementi ot U mu prinadle�at i koi ne. Vs�wnost tova definira vza-
imno ednoznaqno s�otvectvie (ili biekci�) me�du podmno�estvata na U i
funkciite f : U → {0, 1}. Neka s FU oznaqim mno�estvoto ot vsiqki funkcii
f : U → {0, 1}. Togava:

Tv�rdenie 3.15. Funkci�ta F : 2U → FU , definirana qrez:

F (A) = χA

e biekci�.

Dokazatelstvo. We poka�em, qe F e s�rekci� i inekci�. Neka f ∈ FU .
Da razgledame mno�estvoto A = f−1({1}). Tv�rdim, qe harakteristiqnata
funkci� na A e toqno f . Za da proverim dali dvete funkcii sa ravni, tr�bva
da vidim qe sa vseki v�zmo�en argument x ∈ U , χA(x) = f(x). Neka x ∈ U .
Imame dve v�zmo�nosti: χA(x) = 1 i χA(x) = 0.

χA(x) = 1⇒ x ∈ A⇒ x ∈ f−1({1})⇒ f(x) = 1.

Ot druga strana:

χA(x) = 0⇒ x /∈ A⇒ x /∈ f−1({1})⇒ f(x) 6= 1⇒ f(x) = 0.

Taka χA = f i sledovatelno F (A) = f .
Neka sega A1 i A2 sa dve razliqni podmno�estva na U . Tr�bva da poka�em,

qe tehnite harakteristiqni funkcii sa razliqni, t.e. pone za edin argument
x ∈ U , χA1

(x) 6= χA2
(x). Wom A1 6= A2, to ima element x ∈ U tak�v, qe ili

x ∈ A1 \ A2, ili x ∈ A2 \ A1. T�� kato dvata sluqa� sa simetriqni i dokaza-
telstvoto v edini� sluqa� se poluqava bukvalno kato razmenim indeksite 1 i
2 v dokazatelstvoto na drugi� sluqa�, bez ograniqeni na obwnostta mo�em da
predpolo�im, qe e nalice p�rvi� sluqa�: x ∈ A1 \A2. No togava χA1(x) = 1, a
χA2

(x) = 0 i sledovatelno F (A1) = χA1
6= χA2

= F (A2). Taka F e inekci�. �

3.3. Familii ot mno�estva, redici ot mno�estva. Pon�tieto funkci�
ni pozvol�va da utoqnim owe dve pon�ti�.

Veqe razgledahme pon�tieto famili� ot mno�estva, indeksirana s n�kakvo
indeksno mno�estvo I. Tam kazahme, qe na vseki indeks i e s�postaveno
mno�estvo Ai. Sega mo�em da definirame pon�tieto po toqno:



34 3. FUNKCII

Neka I e neprazno mno�estvo, a A e mno�estvo ot mno�estva. Neka f :
I → A e funkci�. Togava s vs�ko i ∈ I sme sv�rzali mno�estvoto Ai = f(i).
Famili�ta indeksirana s I e prosto settf(i)i ∈ I = range(f).

Analogiqno razs��denie mo�e da se provede za pon�tieto redica ot ele-
menti {ai}i∈N. Kogato definirame redica ot elementi, vs�wnost definirame
funkci� f : N→ A, i ai = f(i).

4. Mownost na mno�estvo

Kogato razgle�dame kra�ni mno�estva edna ot osnovnite harakteristiki
na edno kra�no mno�estvo A e bro�t na negovite elementi |A|.

S pomowta na funkcii lesno mo�em da sravn�vame bro� elementi na
kra�ni mno�estva. Bro�t na elementite na mno�estvo A e po-mal�k ili raven
na bro� na elementite na mno�estvo B togava i samo togava, kogato s�west-
vuva inekci� f : A → B. Tozi princip se nariqa princip na Dirihle i e
izvesten owe kato princip na qekmed�etata: Ako tr�bva da priberem n pred-
meta vm qekmed�eta (da postroim funkci�, ko�to na vseki predmet s�postav�
qekmed�e, v koeto da b�de pribran) i n > m, to pone v edno qekmed�e, we
tr�bva da priberem pone dva predmeta (n�ma kak tazi funkci� da e inekci�).

Tv�rdenie 3.16 (Princip na Dirihle). Neka A i B sa kra�ni mno�estva.

|A| ≤ |B| togava i samo togava, kogato s�westvuva inekci� f : A→ B.

Dokazatelstvo. Neka A = {a1 . . . an} i B = {b1 . . . bm}.
Ako n ≤ m, to funkci�ta f : A → B, definirana qrez: f(ai) = bi za

1 ≤ i ≤ n e inekci�.
Neka sega f : A→ B e inekci�. Da razgledame mno�estvoto {f(a1), . . . f(an)} =

range(f). T�� kato f e inekci�, za i 6= j, f(ai) 6= f(aj). Taka |rangef | = n.
T�� kato rangef ⊆ B, B s�d�r�a pone n na bro� elementa i |B| ≥ n. �

Kato sledstvie ot tozi princip poluqavame princip za biekci�ta:

Teorema 3.17 (Princip za biekci�ta). Neka A i B sa kra�ni mno�estva.

|A| = |B| togava i samo togava, kogato s�westvuva biekci� f : A→ B.

Dokazatelstvo. Dokazatelstvo. NekaA = {a1 . . . an} iB = {b1 . . . bn}.
Funkci�ta f : A→ B, definirana qrez: f(ai) = bi za 1 ≤ i ≤ n e biekci�.
Neka sega f : A → B e biekci�. Togava f i inekci� i s�glasno principa

na Dirihle |A| ≤ |B|. Funkci�ta f−1 : B → A s�wo e inekci� i sledovatelno
|B| ≤ |A|. Taka |A| = |B|. �

Kogato govorim za bezkra�ni mno�estva, pon�tieto bro� elementi veqe
n�ma �sen smis�l. Vse pak intuitivno bihme mogli da sqitame, qe dve mno�estva
A i B imat ednakvo koliqestvo elementi, ako s�westvuva ednoznaqno s�otvet-
stvie me�du tehnite elementi, t.e. ako s�westvuva biekci� me�du t�h.

Definici� 3.18. NekaA iB sa mno�estva. We kazvame, qeA e ravnomowno
s B, A ∼ B, ako s�westvuva biekci� f : A→ B.

Neka ograniqim razgle�dani�ta si do sv�t, ko�to se s�stoi ot vsiqki
podmno�estva na n�kakvo fiksirano mno�estvo U . Togava relaci�ta A e
ravnomowno na B e relaci� na ekvivalentnost nad mno�estvoto ot vsiqki
podmno�estva na U .

Tv�rdenie 3.19. Neka U e mno�estvo. R = {(A,B | A ∼ B} e relaci�
na ekvivalentnost nad 2U .
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Dokazatelstvo. Vs�ko mno�estvo A e ravnomowno na sebe si, zawoto
idA : A→ A e biekci�. Sledovatelno relaci�ta e refleksivna.

Neka A ∼ B i neka f : A → B e biekci�. Togava f−1 : B → A e biekci�.
Sledovatelno B ∼ A i relaci�ta e simetriqna.

Neka A ∼ B i B ∼ C i neka f : A → B i g : B → C sa biekcii. Togava
f ◦ g : A→ C s�wo e biekci�. Taka A ∼ C i relaci�ta e tranzitivna. �

Mno�estva, koito sa kra�ni ili ravnomowni s N nariqame izbroimi
mno�estva.

Primer za izbroimo bezkra�no mno�estvo e 2N, zawoto funkci�ta f :
N → 2N, definirana qrez f(n) = 2n e biekci�. Za da poka�em, qe edno
bezkra�no mno�estvo A e izbroimo, dostat�qno e da podredim elementite mu
v redica bez povtoreni�. Naistina veqe vid�hme, qe redica definici�ta na
redica a0, a1, . . . an, . . . s elementi ot mno�estvo A oznaqava, qe definirame
funkci� f : N→ A, kato f(i) = ai. Za da b�de tazi funkci� biekci�, tr�bva
dop�lnitelno za razliqni indeksi da imame razliqni elementi (i 6= j → ai 6=
aj) i vseki element ot A da se po�vi n�k�de v redicata (∀a ∈ A∃i(a = ai). Taka
naprimer mo�em da poka�em, qe mno�estvoto ot celite qisla e izbroimo,
zawoto mo�em da podredim elementite mu taka:

0, 1,−1, 2,−2, 3,−3 . . . n,−n, . . .

Malko po-trudno e da se ubedim, qe N × N s�wo e izbroimo mno�estvo.
Elementite na N× N mogat da se podred�t v bezkra�na tablica:

(0, 0) (0, 1) (0, 2) . . . (0, n) . . .
(1, 0) (1, 1) (1, 2) . . . (1, n) . . .
(2, 0) (2, 1) (2, 2) . . . (2, n) . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

(n, 0) (n, 1) (n, 2) . . . (n, n) . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . .


Sega tr�gva�ki ot gorni� l�v �g�l na tablicata i dvi�e�ki se po diago-

nala mo�em da podredim elementite na N× N taka:

(0, 0), (1, 0), (0, 1), (2, 0), (1, 1), (0, 2), . . .

Tv�rdenie 3.20. Mno�estvoto N× N e izbroimo.

Dokazatelstvo. Druga biekci� me�du mno�estvoto N×N i N e slednata
funkci�:

π(x, y) = 2x(2y + 1)− 1.

Za da doka�em, qe tova e biekci� we se v�zpolzvame ot osnovnata teorema
na aritmetikata, ko�to glasi, qe:

Teorema 3.21 (Osnovna teorema na aritmetikata). Vs�ko estestveno qislo
n ≥ 2 se predstav� po edinstven naqin s toqnost do reda na mno�itelite

kato proizvedenie ot prosti mno�iteli.

Neka (x1, y1) 6= (x2, y2) sa dve razliqni dvo�ki estestveni qisla. Ako
x1 6= x2, to 2x1 6= 2x2 i s�glasno osnovnata teorema na aritmetikata, t�� kato
2y1 + 1 i 2y2 + 1 sa qisla v qieto predstav�ne kato proizvedenie na prosti
mno�iteli ne uqastva 2, tr�bva 2x1(2y1 + 1) 6= 2x2(2y2 + 1). Ako x1 = x2
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to y1 6= y2 i otnovo 2x1(2y1 + 1) 6= 2x2(2y2 + 1). Taka π(x1, y1) 6= π(x2, y2) i
sledovatelno π inekci�.

Neka sega n e proizvolno estestveno qislo. Ako n = 0, to π(0, 0) = 1. Neka
sega n ≥ 1, togava n + 1 ≥ 2 i n + 1 se predstav� po edinstven naqin kato
proizvedenie 2x.z, k�deto x ≥ 0, a z e proizvedenie ot prosti qisla, razliqni
ot 2. Taka z e neqetno qislo i sledovatelno z = 2y + 1. Sega π(x, y) = n. �

S�westvuvaneto na biekci� f : A→ B se dokazva trudno. V mnogo sluqai
po-lesno e da se doka�e, qe s�westvuvat dve inekcii g1 : A→ B i g2 : B → A.
Ako A i B sa kra�ni mno�estva, tova e ravnosilno na s�westvuvaneto na
biekci� me�du dvete mno�estva. Naistina ot principa na Dirihle i s�west-
vuvaneto na dve inekcii poluqavame, qe |A| = |B|, a ot principa na biekci�ta,
qe ima biekci� me�du t�h. Tazi ekvivalentnost e obobwena za proizvolni
mno�estva v sledvawata teorema, izvestna kato teorema na Kantor-Xr~oder-
Bernwa�n.

Teorema 3.22 (Kantor-Xr~oder-Bernwa�n). Neka A i B sa mno�estva.

A ∼ B togava i samo togava, kogato s�westvuvat inekcii f : A → B i

g : B → A.

Dokazatelstvo. Ednata posoka na tazi teorema e lesna: ako A ∼ B ,
neka f : A → B e biekci� (sledovatelno inekci�), togava g = f−1 e vtorata
t�rsena inekci�. Zatova neka f : A→ B i g : B → A sa inekcii. We postroim
biekci� h : A→ B.

S indukci� po n definirame slednata redica redica ot mno�estva Cn.
Neka C0 = A \ g(B). Za vs�ko n ≥ 0, Cn+1 = g(f(Cn)). Neka C =

⋃
n∈N Cn.

Sega za vs�ko a ∈ A, definirame h(a) po sledni� naqin:

• Ako a ∈ C, to h(a) = f(a).
• Ako a /∈ C, to v qastnost a /∈ C0. Sledovatelno a ∈ g(B) i pone�e g e
inekci� s�westvuva edinstven element b ∈ B tak�v qe g(b) = a. Neka
h(a) = b.

Taka funkci�ta h e definirana za vs�ko a ∈ A. Ostava da poka�em, qe h
e inekci� i s�rekci�.

Neka a1 6= a2. Ako a1, a2 ∈ C to h(a1) 6= h(a2) sledva ot inektivnostta na
f . Ako a1, a2 /∈ C to h(a1) 6= h(a2) sledva ot tova, qe g e funkci�. Ostava
v�zmo�nostta edini� element da e ot C a drugi� ot A\C. Bez ograniqenie na
obwnostta da predpolo�im, qe a1 ∈ C i a2 /∈ C. Da dopusnem, qe h(a1) = h(a2),
togava g(f(a1)) = a2. T�� kato a1 ∈ C =

⋃
n∈N Cn, s�westvuva n takova, qe

a1 ∈ Cn, no togava a2 = f(g(a1)) ∈ Cn+1 ⊆ C, koeto protivoreqi na a2 /∈ C.
Taka h e inektivna funkci�.

Neka sega b ∈ B. Ako g(b) /∈ C to s�glasno definici�ta na h, h(g(b)) = b.
Ako g(b) ∈ C, to s�westvuva n takova, qe g(b) ∈ Cn. Pri tova g(b) /∈ C0 =
A\g(B), znaqi n ≥ 1 i g(b) ∈ g(f(Cn−1)). Taka g(b) = g(z) za n�koe z ∈ f(Cn−1).
No g e inekci�, sledovatelno b = z. V kra�na smetka b ∈ f(Cn1), sledovatelno
b = f(a), za n�koe a ∈ Cn−1 ⊆ C. S�glasno definici�ta na h, h(a) = b. Taka
h e s�rekci� i sledovatelno biekci�. �

Kato izpolzvame tazi teorema we poka�em neobhodimo i dostat�qno uslovie
za izbroimost na mno�estvo.

Tv�rdenie 3.23 (Kriteri� za izbroimost). Neka A e mno�estvo. A e

izbroimo togava i samo togava, kogato s�westvuva inekci� f : A→ N.
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Dokazatelstvo. Neka A e izbroimo. Ako A = {a1, . . . an} e kra�no, to
funkci�ta f : A→ N, definirana qrez f(ai) = i e inekci�. Ako A e bezkra�no
to po definici� ima biekci� f : A→ N. Taka uslovieto e neobhodimo.

Neka f : A → N e inekci�. Ako A e kra�no - to A e izbroimo. Neka A e
bezkra�no. We definirame inekci� g : N→ A. Togava s�glasno teoremata na
Kantor-Xr~oder-Bernwa�n, A ∼ N i A e izbroimo.

We definirame g(n) na st�pki.

• n = 0: Pone�e A ne e kra�no, A 6= ∅ i sledovatelno ima pone edin
element. Neka g(0) e proizvolen element a ∈ A.

• n → n + 1. Neka sme definirali {g(0), . . . g(n)}. Pone�e A ne e
kra�no A * {g(0), . . . g(n)}. Neka g(n + 1) e proizvolen element a ∈
A \ {g(0), . . . g(n)}.

Taka pokazahme, qe uslovieto e dostat�qno. �

Teorema 3.24. Izbroimo obedinenie na izbroimi mno�estva e izbroimo

mno�estvo.

Dokazatelstvo. Neka I e izbroimo mno�estvo i neka {Ai}i∈I e famili�
ot mno�estva indeksirana s I, takava, qe za vs�ko i ∈ I, Ai e izbroimo. We
poka�em, qe

⋃
i∈I Ai e izbroimo mno�estvo.

S�glasno kriteri� za izbroimost ima inekci� f : I → N i za vs�ko i ∈
I inekci� gi : Ai → N. Da razgledame funkci�ta h :

⋃
i∈I Ai → N × N,

definirana taka:
Za vs�ko a ∈

⋃
i∈I Ai neka ia e indeks�t s na�-malka sto�nost na f(ia)

izme�du vsiqki {j ∈ I | a ∈ Aj}. Togava h(a) = (f(ia), gia(a)). Taka defini-
ranata funkci� h e inekci� zawoto ako a 6= b sa dva razliqni element ot⋃
i∈I Ai, to ili ia 6= ib i sledovatelno f(ia) 6= f(ib), ili ia = ib = i i togava

gi(a) 6= gi(b).
Okonqatelno funkci�ta h ◦ π, k�deto π : N× N→ N e biekci�ta defini-

rana v dokazatelstvoto na Tv�rdenie 3.20 e t�rsenata ot a ∈
⋃
i∈I Ai v N. �

Ne vsiqki mno�estva sa izbroimi. Mno�estvoto ot vsiqki podmno�estva
na N naprimer e neizbroimo. Metod�t za dokazatelstvo na tova tv�rdenie e
izvesten kato diagonalen metod na Kantor.

Teorema 3.25. Mno�estvoto 2N e neizbroimo.

Dokazatelstvo. 2N ne e kra�no mno�estvo naprimer, zawoto za vs�ko
n ∈ N s�d�r�a element�t {n}. Da dopusnem, qe s�westvuva biekci� f : N →
2N. Tova oznaqava, qe vsiqki podmno�estva na N mogat da b�dat podredeni v
redica: A0 = f(0), A1 = f(1) . . . An = f(n), . . . . Kato izpolzvame harakteris-
tiqnite funkcii na mno�estvata Ai, da razgledame slednata tablica:


χA0

(0) χA0
(1) χA0

(2) . . . χA0
(n) . . .

χA1(0) χA1(1) χA1(2) . . . χA1(n) . . .
χA2(0) χA2(1) χA2(2) . . . χA2(n) . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

χAn
(0) χAn

(1) χAn
(2) . . . χAn

(n) . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . .


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Napomn�me, qe harakteristiqnata funkci� na mno�estvo A se definira
kato:

χA(x) =

{
1, ako x ∈ A;
0, ako x /∈ A.

Taka tablicata s�d�r�a p�lna informaci� za vsiqki mno�estva ot estestveni
qisla. We dostignem do protivoreqie kato posoqim mno�estvo ot estestveni
qisla, ko�to ne bi moglo da figurira v tazi tablica. Vzimame glavni� diag-
onal na tazi tablica. To� s�d�r�a informaci� za po edna sto�nost na vs�ka
ot posoqenite harakteristiqni funkcii:

χA0
(0), χA1

(1), χA2
(2), . . . , χAn

(n), . . .

Taka ako f : N → {0, 1} definirame kato: d(i) = 1 − χAi
(i), to d we e

funkci�, razliqna ot vsiqki harakteristiqni funkcii v tablicata. To-
gava D = {i | d(i) = 1} e mno�estvo ot estestveni qisla s harakteristiqna
funkci� χD = d, koeto se razliqava ot vs�ko ot mno�estvata A0, . . . An, . . . . No
tova protivoreqi na dopuskaneto, qe redicata {A0, A1, A2, . . . An, . . . } s�d�r�a
vsiqki elementi ot 2N.

Sledovatelno dopuskaneto e grexno i 2N e neizbroimo. �
Gornoto tv�rdenie mo�e da se obobwi za proizvolno mno�estvo. Dokaza-

telstvoto makar i kratko skriva intuici�ta, ko�to poluqavame ot dokaza-
telstvoto na predixnata teorema, zatova predpoqetohme da izlo�im i dvete
dokazatelstva.

Teorema 3.26. Neka A e mno�estvo. Togava 2A � A.

Dokazatelstvo. Da dopusnem, qe ima biekci� f : A → 2A. Neka D =
{a ∈ A} a /∈ f(a). Togava D ⊆ A i sledovatelno D = f(a0) za n�koe a0 ∈ A. No
togava:

a0 ∈ D ⇔ a0 /∈ f(a0)⇔ a0 /∈ D
Tova e protivoreqie, sledovatelno 2A � A. �

5. Zadaqi za upra�nenie

Zadaqa 1. Neka A = {a, b, c, d} i B = {1, 2, 3, 4, 5}. Koe ot slednite relacii e
funkci� ot A k�m B. Napixete grafiqnoto predstav�ne na vs�ka ot relaci-
ite. Kak mo�em po grafiqnoto predstav�ne na relaci� da razberem, dali t�
e funkci�?

(1) {(a, 1), (b, 2), (c, 3)}.
(2) {(a, 1), (b, 2), (c, 3), (d, 4), (d, 5)}.
(3) {(a, 1), (b, 2), (c, 3), (d, 5)}.
(4) {(a, 1), (b, 2), (c, 2), (d, 5)}.
(5) {(a, 5), (b, 5), (c, 5), (d, 5)}.

Zadaqa 2. Koe ot slednite mno�estva e funkci� nad Z?
(1) {(a, |a|) | a ∈ Z}.
(2) {(|a|, a) | a ∈ Z}.
(3) {(a, a+ 1) | a ∈ Z}.
(4) {(a+ 1, a) | a ∈ Z}.
(5) {(a, 2a) | a ∈ Z}.
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(6) {(2a, a) | a ∈ Z}.

Zadaqa 3. Za vs�ka ot funkciite f ot Zadaqa 2. opredelete:

(1) f(N), f−1(N), f � N.
(2) f({−2,−1, 0, 1, 2}), f−1({−2,−1, 0, 1, 2}), f � {−2,−1, 0, 1, 2}.

Zadaqa 4. Neka f : A→ B, X,Y ⊆ B. V�rno li e, qe:
(1) f−1(X ∩ Y ) = f

−1(X) ∩ f−1(Y ).

(2) f−1(X ∪ Y ) = f
−1(X) ∪ f−1(Y ).

(3) f−1(X \ Y ) = f
−1(X) \ f−1(Y ).

Zadaqa 5. Neka f : R → N, e funkci�ta definirana qrez f(x) = bxc,
na�-gol�moto estestveno qislo, po-malko ili ravno na x. Opredelete f([0, 5]),
f((0, 5]), f([0, 5)) i f((0, 5)).

Zadaqa 6. Neka f, g, h : R→ R, sa definirani qrez f(x) = x+ 1,
g(x) = x2 + 3x+ 1 i

h(x) =

{
x− 1, ako x > 0;
x
2 , ako x ≤ 0.

Namerete f ◦ g i g ◦ f . Komutativna li e operaci�ta kompozici� na
funkcii?

Namerete (f ◦ g) ◦ h i f ◦ (g ◦ h). Asociativna li e operaci�ta kompozici�
na funkcii?

Zadaqa 6. Neka A i B sa mno�estva ot estestveni qisla s harakteristiqni
funkcii χA i χB . S pomowta na operaci�ta superpozici� na funkciite χA,
χB , +,−, ∗,min,max izrazete harakteristiqnite funkcii na A ∩ B, A ∪ B,
A \B, A∆B.

Zadaqa 7. Za vs�ka funkci� f ot Zadaqa 2. opredelete dali f e inekci�,
s�rekci� ili biekci�.

Zadaqa 8. Za vs�ka ot slednite funkcii f opredelete dali f e inekci�,
s�rekci� ili biekci�.

(1) f : R→ R, f(x) = 2x+ 3.
(2) f : R→ R, f(x) = x2 − 4x+ 2.
(3) f : R→ R, f(x) = x3 + 7.

(4) f : N→ N, f(x) =

{
x+ 1, ako x e qetno;
x− 1, ako x e qetno.

.

(5) f : N→ N, f(x) = rem(x, 3) (ostat�k pri delene na 3).
(6) f : N× N→ N, f(x, y) =nod(x, y) (na�-gol�m obw delitel).
(7) f : N× N→ N, f(x, y) = 3x+ 2y.
(8) f : R× R→ R, f(x, y) = x2 + y2.

(9) f : Q→ Q, f(x) =

{
0, ako x = 0;
1
x , ako x 6= 0.

.

(10) f : R→ R, f(x) = |x|+ 1.
(11) f : (−π2 ,

π
2 )→ R, f(x) = tgx.



40 3. FUNKCII

(12) f : N× N→ N, f(x, y) = 3x.5y.
(13) f : R+ → N, f(x) = bxc. (na�-gol�moto estestveno qislo, po-malko

ili ravno na x. )
(14) f : N→ N, f(x) = (x+ 1)-voto prosto qislo.

Zadaqa 9. Neka f : A→ B, g : B → C sa funkcii. V�rno li e, qe:

(1) Ako f ne e inekci�, to f ◦ g ne e inekci�?
(2) Ako g ne e inekci�, to f ◦ g ne e inekci�?
(3) Ako f ne e s�rekci�, to f ◦ g ne e s�rekci�?
(4) Ako g ne e s�rekci�, to f ◦ g ne e s�rekci�?

Zadaqa 10. Kato izpolzvate principa na Dirihle, poka�ete, qe ako |A| >
k|B|, to za vs�ka funkci� f : A→ B ima element b ∈ B i elementi seta1 . . . ak+1,
takiva, qe f(a1) = f(a2) = · · · = f(ak) = b.

Zadaqa 11. V edno selo ima 400 �iteli. Doka�ete, qe pone dvama imat edin
i s�w ro�den den i pone 34 sa rodeni v edin i s�w mesec.

Zadaqa 12. Doka�ete, qe za vs�ko k ≥ 2, Nk e izbroimo.

Zadaqa 13. Doka�ete, qe Q e izbroimo.

Zadaqa 14. Doka�ete, qe ako A ∼ B, to 2A ∼ 2B .

Zadaqa 15. Doka�ete, qe slednite mno�estva sa ravnomowni:

(1) R;
(2) (−π2 ,

π
2 );

(3) (0, 1);
(4) (a, b), k�deto a, b ∈ R i a < b;
(5) 2N.
(6) {f | f : N→ N}

Zadaqa 16. Doka�ete, qe mno�estvoto ot vsiqki dumi nad azbukata {a, b}
({a, b}∗) e izbroimo. Doka�ete, qe mno�estvoto ot vsiqki bezkra�ni redici
ot bukvi a i b e neizbroimo.



TEMA 4

Kombinatorika

Dosega razgle�dahme mno�estva kato abstraktni obekti i izsledvahme
tehnite obwi harakteristiki i svo�stva. V tazi glava we se sprem na kra�nite
mno�estva, kato osnovnata zadaqa, ko�to we si postavim e da namerim naqin
da prebroim tehnite elementi. Za celta we sa ni nu�ni dve pomowni sred-
stva: kombinatorni principi, koito ni pomagat da sve�dame novi zadaqi k�m
mno�estvo po-prosti zadaqi, i kombinatorni konfiguracii, koito ni poma-
gat da razliqim me�du 4 osnovni naqina za izbirane na k predmeta izme�du
n.

1. Osnovni kombinatorni principi

Osnovnite kombinatorni principi sa veqe razgledani i dokazani. Tuk
we gi s�berem nakup i we gi dorazviem.

1.1. Princip za biekci�ta. Princip�t za biekci�ta glasi, qe ako A
i B sa kra�ni mno�estva, |A| = |B| togava i samo togava, kogato s�westvuva
biekci� f : A → B. Dokazatelstvo na tozi princip se osnovava na principa
na Dirihle (principa za qekmed�etata) i e posoqeno v Teorema 3.17. Tozi
princip ni pozvol�va da sve�dame novi zadaqi k�m stari, no koito veqe
znaem rexenieto.

1.2. Princip za s�biraneto. Princip�t za s�biraneto glasi, qe ako
A i B sa kra�ni nepresiqawi se mno�estva, to bro�t na elementite na A ∪B
e sumata ot bro� na elementite na A i bro� na elementite na B:

A ∩B = ∅ ⇒ |A ∪B| = |A|+ |B|.

Makar i lesen, tozi princip ima va�ni sledstvi�. V�z osnova na tozi
princip we izvedem qetiri negovi obobweni�: princip za razlikata, princip
za razbivaneto, princip za obedinenieto i princip za kra�nite razliki.

Princip�t za razlikata ima xiroko prilo�enie. Intuitivno - ako vidim
qe zadaqata da prebroim elementite na dadeno mno�estvo e mnogo slo�na,
naprimer vkl�qva razgle�daneto na tv�rde mnogo sluqai, vinagi tr�bva da
proverim dali ne e po-lesno da presmetnem bro� na elementite na dop�lneni-
eto na tova mno�estvo.

Tv�rdenie 4.1 (Princip za razlikata). Neka A i U sa kra�ni mno�estva

i A ⊆ U . Togava |U \A| = |U | − |A|.

Dokazatelstvo. Tova e direktno prilo�enie na principa za s�biraneto:
A ∩ U \ A = ∅, sledovatelno |U | = |A ∪ U \A| = |A| + |U \ A|. Taka |U \ A| =
|U | − |A|. �
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Princip�t za razbivaneto ni pozvol�va da razbiem edna zadaqa na mnogo
podsluqai.

Tv�rdenie 4.2 (Princip za razbivaneto). Neka A1 . . . An sa vzaimno nepre-
siqawi se kra�ni mno�estva i n ≥ 2. Togava |A1 ∪A2 ∪ . . . An| = |A1|+ · · ·+
|An|, t.e. |

⋃n
i=1Ai| =

∑n
i=1 |Ai|.

Dokazatelstvo. Dokazatelstvoto e s indukci� po n. Pri n = 2 poluqavame
toqno principa za s�biraneto. Neka tv�rdenieto e v�rno za n na bro� nepre-
siqawi se mno�estva i neka A1 . . . An, An+1 sa nepresiqawi se mno�estva. To-
gava An+1 ∩ (A1 . . . An) = ∅ i s�glasno principa za s�biraneto |(A1 ∪ · · · ∪
An)∪An+1| = |(A1 ∪ · · · ∪An)|+ |An+1|. S�glasno indukcionnoto predpolo�e-
nie |A1 ∪A2 ∪ . . . An| = |A1|+ · · ·+ |An|. Taka |

⋃n+1
i=1 Ai| =

∑n+1
i=1 |Ai|. �

Sledvawoto obobwenie ni pozvol�va da presm�tame bro�t elementi na
obedinenieto na proizvolni mno�estva.

Tv�rdenie 4.3 (Princip za obedinenieto). Neka A i B sa kra�ni mno�estva.

|A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|.

Dokazatelstvo. We predstavim obedinenieto na mno�estvata A i B
kato obedinenie na tri nepresiqawi se mno�estva:

A ∪B = A \ (A ∩B) ∪ (A ∩B) ∪B \ (A ∩B)

A B

S�glasno principa za razbivaneto:

|A ∪B| = |A \ (A ∩B)|+ |(A ∩B)|+ |B \ (A ∩B)|.

S�glasno principa za razlikata:

|A \ (A ∩B)| = |A| − |A ∩B| |B \ (A ∩B)| = |B| − |A ∩B|.

Taka poluqavame, qe:

|A ∪B| = |A| − |A ∩B|+ |A ∩B|+ |B| − |A ∩B| = |A|+ |B| − |A ∩B|.

�
Posledni�t princip se nariqa princip za kra�nite razliki i e v�zmo�no

na�-xirokoto obobwenie na principa za s�birane. To� ni pozvol�va da nami-
rame bro� na elementite na obedinenieto na proizvolen n na bro� mno�estva.

Teorema 4.4 (Princip za kra�nite razliki). Neka A1 . . . An sa n na bro�
kra�ni mno�estva i n ≥ 2. Togava

|A1∪A2∪· · ·∪An| =
∑

1≤i≤n

|Ai|−
∑

1≤i1<i2≤n

|Ai1∩Ai2 |+
∑

1≤i1<i2<i3≤n

|Ai1∩Ai2∩Ai3 |−

· · ·+ (−1)n−1|A1 ∩A2 · · · ∩An|.
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Dokazatelstvo. Dokazatelstvoto e s indukci� po n. Pri n = 2 imame
toqno principa za obedinenieto. Za da il�strirame ide�ta na dokazatel-
stvoto we doka�em principa i za n = 3. Neka A1, A2, A3 sa mno�estva. P�rvo
grupirame A1 s A2 i prilagame principa za obedinenieto:

|A1 ∪A2 ∪A3| = |(A1 ∪A2) ∪A3| = |A1 ∪A2|+ |A3| − |(A1 ∪A2) ∩A3|.

S�glasno principa za obedinenieto |A1∪A2| = |A1|+|A2|−|A1∩A2|. S�glasno
distributivni� zakon (A1∪A2)∩A3 = (A1∩A3)∪(A2∩A3). Otnovo prilagame
principa za obedinenieto: |(A1∩A3)∪ (A2∩A3)| = |A1∩A3|+ |A2∩A3|− |A1∩
A2 ∩A3|. Taka poluqavame:

|A1∪A2∪A3| = |A1|+ |A2|+ |A3|−|A1∩A2|−|A1∩A3|−|A2∩A3|+ |A1∩A2∩A3|.

Neka tv�rdenieto e v sila za n. Neka A1 . . . An, An+1 sa n + 1 na bro�
kra�ni mno�estva.

|A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An ∪An+1| = |(A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An) ∪An+1| =

|A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An|+ |An+1| − |(A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An) ∩An+1| =

∑
1≤i≤n

|Ai|−
∑

1≤i1<i2≤n

|Ai1∩Ai2 |+
∑

1≤i1<i2<i3≤n

|Ai1∩Ai2∩Ai3 |−· · ·+(−1)n−1|A1∩A2 · · ·∩An|+

+|An+1| − |(A1 ∩An+1) ∪ (A2 ∩An+1) ∪ · · · ∪ (An ∩An+1)| =

∑
1≤i≤n

|Ai|−
∑

1≤i1<i2≤n

|Ai1∩Ai2 |+
∑

1≤i1<i2<i3≤n

|Ai1∩Ai2∩Ai3 |−· · ·+(−1)n−1|A1∩A2 · · ·∩An|+

+|An+1|−
∑

1≤i1≤n

|Ai1∩An+1|+
∑

1≤i1<i2≤n

|Ai1∩Ai2∩An+1|−· · ·+(−1)n|A1∩A2 · · ·∩An∩An+1| =

∑
1≤i≤n+1

|Ai| −
∑

1≤i1<i2≤n+1

|Ai1 ∩Ai2 |+
∑

1≤i1<i2<i3≤n+1

|Ai1 ∩Ai2 ∩Ai3 |−

· · ·+ (−1)n|A1 ∩A2 · · · ∩An ∩An+1|.

�

1.3. Princip za umno�enieto. Princip�t za umno�enieto glasi, qe
ako A i B sa kra�ni mno�estva, to |A × B| = |A|.|B|. Dokazatelstvo na tozi
princip e posoqeno v Teorema 2.3.

Tozi princip s�wo mo�e da se obobwi po estestven naqin.

Tv�rdenie 4.5. Neka A1 . . . An sa kra�ni mno�estva i n ≥ 2. Togava

|A1 ×A2 × . . . An| = |A1|.|A2| . . . .|An|.

Dokazatelstvo. Dokazatelstvoto e s indukci� po n kato se izpolzva, qe
A×B × C = (A×B)× C.
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2. Osnovni kombinatorni konfiguracii

V tozi razdel we razgledame qetiri naqina da izberem k predmeta izme�du
n. Za da onagledim zadaqata we zapoqnem s edin primer. V mestni� klub po
brid� qlenuvat 5 duxi. Tr�bva da se izberat izme�du t�h dvama dobrovolci,
koito da otgovar�t za dvete meseqni sbirki na kluba. Po kolko naqina mogat
da se izberat tezi dvama dobrovolci?

Predi da otgovorim tozi v�pros tr�bva da utoqnim dve newa. Ima li
znaqenie red�t? S drugi dumi za razliqni izbori li we sqitame Ivan otgo-
var� za p�rvata srewa, Pet�r za vtorata i Pet�r otgovar� za p�rvata, Ivan
za vtorata? Vtori�t utoqnitelen v�pros e v�zmo�ni li sa povtoreni�: mo�e
li Ivan da otgovar� i za dvete srewi. V zavisimost ot otgovorite na tezi
utoqnitelni v�prosi poluqavame razliqen bro� v�zmo�nosti za izbor na do-
brovolci. Ako sa v�zmo�ni povtoreni� i red�t ima znaqenie, bihme mogli
da il�strirame edin v�zmo�en izbor: Ivan za p�rva srewa, Pet�r za vtora
srewa, kato naredena dvo�ka (Ivan, Pet�r). Neka za po-prosto sqitame, qe
qlenovete na kluba sa a, b, c, d, e. Taka mo�em da organizirame vsiqki v�z-
mo�nosti v slednata tablica:

(a, a) (a, b) (a, c) (a, d) (a, e)
(b, a) (b, b) (b, c) (b, d) (b, e)
(c, a) (c, b) (c, c) (c, d) (c, e)
(d, a) (d, b) (d, c) (d, d) (d, e)
(e, a) (e, b) (e, c) (e, d) (e, e)


Obwo v�zmo�nostite sa 25.

V sluqa�, qe red�t ima znaqenie, no ne e pozvoleno edin i s�w qovek
da otgovar� i za dvete srewi v�zmo�nite izbori sa 20 - vsiqki bez tezi po
glavni� diagonal. 

(a, b) (a, c) (a, d) (a, e)
(b, a) (b, c) (b, d) (b, e)
(c, a) (c, b) (c, d) (c, e)
(d, a) (d, b) (d, c) (d, e)
(e, a) (e, b) (e, c) (e, d)


Ako ne sa pozvoleni povtoreni� i red�t n�ma znaqenie, dostat�qno e da

prebroim izborite nad glavni� diagonal: obwo 10.
(a, b) (a, c) (a, d) (a, e)

(b, c) (b, d) (b, e)
(c, d) (c, e)

(d, e)


Ako red�t n�ma znaqenie, no p�k mo�e da povtar�me dobrovolci, pribav�me

i glavni� diagonal i poluqavame 15 v�zmo�nosti:
(a, a) (a, b) (a, c) (a, d) (a, e)

(b, b) (b, c) (b, d) (b, e)
(c, c) (c, d) (c, e)

(d, d) (d, e)
(e, e)


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Taka poluqavame qetiri osnovni konfiguracii.

2.1. Konfiguracii s povtorenie, s naredba. Profesor X, sled us-
pexno zav�rxvane na kratko rabotno posewenie na fakulteta po matema-
tiqeska lovkost i izobretatelnost v gradqeto Y , rexil da izprati pozdravitelni
kartiqki na svoite pri�teli A,B,C,D i E. Razho�da�ki se edin sl�nqev sle-
dobed iz istoriqeski� cent�r na Y , minal pokra� edna malka kni�arnica i
vid�l na vitrinata izlo�eni 26 vida kartiqki s izgledi ot blizkata planina
Z. Profesor X se spr�l pred vitrinata i zapoqnal da se qudi za ko� pri�tel,
da izbere ko� vid kartiqka. Kolko sa v�zmo�nite izbori za profesor X?

Taka profesor�t tr�bva da izbere 5 elementa ot 26 v�zmo�ni, kato red�t
ima znaqenie, zawoto p�rvata e za A, vtorata e za B ... petata e za E. V�z-
mo�ni sa i povtoreni� - dori s�vsem vero�tno e profesor�t, ot s�obra�eni�
za spravedlivost, da izbere edna i s�wa kartiqka za vsiqkite si pri�teli.

Vs�wnost profesor X tr�bva da postroi edna funkci�, ko�to na vseki
pri�tel ot mno�estvoto {A,B,C,D,E} s�postav� edin ot 26-te vida kartiqki,
znaqi element ot mno�estvoto {I, II, III, . . . ,XXV I}.

Teorema 4.6. Neka A i B sa mno�estva, |A| = k, |B| = n. Bro�t na

funkciite f : A→ B e nk.

Dokazatelstvo. Ako k = 0, to A = ∅ ima edna edinstvena funkci�
f = ∅ : A→ B.

Neka k ≥ 1 i neka A = {a1 . . . ak}. Vs�ka funkci� f : A → B mo�em da
predstavim ednoznaqno qrez vektora ot ne�nite sto�nosti

f = (f(a1), . . . f(ak)) ∈ Bk.
S�glasno principa na biekci�ta bro�t na razliqnite funkcii e s�wi�t kato
bro� na elementite na Bk. S�glasno principa za umno�enieto |Bk| = |B|k =
nk �

Taka poluqavame, qe bro�t na konfiguraciite na k elementa izme�du n,
s naredba i s povtorenie e:

Knp(k, n) = nk.

2.2. Konfiguracii s naredba, bez povtorenie. Kogato profesor X
na�-setne napravil svo� izbor, vleznal v kni�arnicata. Tam za �alost razbral
ot prodavaqa, qe ot vseki vid kartiqki e ostanala samo po edna bro�ka. Sega
profesor�t bil izpraven pred edin s�vsem razliqen izbor. Kolko sa v�z-
mo�nostite pri tezi obsto�telstva?

Profesor�t tr�bva otnovo da izbere 5 elementa ot 26 v�zmo�ni, kato
red�t ima znaqenie, no veqe ne sa v�zmo�ni povtoreni�. Sega profesor
X tr�bva da postroi ne kakva da e funkci�, ko�to na vseki pri�tel ot
mno�estvoto {A,B,C,D,E} s�postav� element ot mno�estvoto {I, II, III, . . . ,XXV I}.
Funkci�ta tr�bva da e inekci� - zawoto veqe ne e pozvoleno edin i s�wi vid
da se povtar�.

Teorema 4.7. Neka A i B sa mno�estva, |A| = k, |B| = n. Bro�t na

inekciite f : A→ B e n(n− 1) . . . (n− k + 1) =
∏k−1
i=0 (n− i).

Dokazatelstvo. Ako k > n s�glasno principa na Dirihle n�ma inekcii

f : A → B. We otbele�im, qe formulata ostava v�rna zawoto v
∏k−1
i=0 (n − i)

edin ot mno�itelite we e 0.
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Ako k = 0, to A = ∅ ima edna edinstvena funkci� f = ∅ : A → B. Tazi
funkci� e inekci� po trivialni s�obra�eni�. Definici�ta na inekci� e
v�v formata na implikaci�, qi�to predpostavka ne bi mogla da e izp�lnena
za ∅.

Neka k ≥ 1 i neka A = {a1 . . . ak}. Vs�ka inekci� f : A → B mo�em da
predstavim ednoznaqno otnovo qrez vektora ot ne�nite sto�nostite

f = (f(a1), f(a2) . . . f(ak)).

Sega obaqe f(a1) e proizvolen element ot B, no f(a2) e element na B,
razliqen ot f(a1), t.e element na B \ {f(a1)}. Taka f(a3) ∈ B \ f(a1), f(a2) ...
f(ak) ∈ B \ {f(a1), f(a2) . . . f(ak−1)}.

S�glasno principa na principa za umno�enieto poluqavame
∏k−1
i=0 (n− i)

v�zmo�nosti. �
Taka poluqavame, qe bro�t na konfiguraciite na k elementa izme�du n,

s naredba i bez povtorenie e:

Kn(k, n) =

k−1∏
i=0

(n− i).

V sluqa�, kogato k = n konfiguraci�ta s naredba, bez povtorenie se
nariqa permutaci�. Bro�t na razliqnite permutacii na n elementa otgo-
var� na bro� na naqinite po koito mo�em da podredim n razliqni elementa.
Bro�t im se oznaqava s n! - faktoriel.

n! =

{
1, ako n = 0;∏n−1
i=0 (n− i) = n.(n− 1), . . . .1 =

∏n
i=1 i, ako n > 0.

2.3. Konfiguracii bez povtorenie, bez naredba. ProfesorX prekaral
celi 2 qasa v kni�arnicata bez uspeh. Nakra� prodavaq�t, ko�to b�rzal za
vk�wi, za da ne izpusne pri�telski� futbolen maq me�du universiteckite
otbori na grada Y i vra�eski� grad P , podkanil profesora prosto da izbere
5-te kartiqki, koito mu haresvat na�-mnogo i po-k�sno da gi razpredel� na
svoite pri�teli. Profesor�t, makar i malko nedovolen ot obslu�vaneto, se
s�glasil i b�rzo napusnal kni�arnicata s pette na�-hubavi kartiqki. Kolko
sa bili v�zmo�nite izbori za profesora sega?

Profesor�t otnovo izbira 5 kartiqki izme�du 26, bez pravo na povtore-
nie, no red�t veqe n�ma znaqenie. Negovata cel e da izbere edno 5-elementno
podmno�estvo ot mno�estvo s 26 elementa (pri tova na�-hubavoto).

Za da presmetnem bro� na v�zmo�nostite mo�em da razs��davame taka.
Za da izbere prof X 5 kartiqki za svoite pri�teli we izv�rxi dve st�pki:
p�rvo we podbere 5 kartiqki, posle we gi razpredeli na svoite 5 pri�tel�.
Obwo tova mo�e v�zmo�nostite sa, kakto vid�hme v predixnata qast, 26.25.24.23.22.
Vseki izbor na 5 kartiqki vodi do 5! razliqni razpredeleni� na kartiqki.
Taka v�zmo�nostite za izbor na 5 kartiqki ostava da b�dat 26.25.24.23.22

5! . Tova

qislo se nariqa \26 nad 5" i se oznaqava s
(
26
5

)
.

Za proizvolni n i k:(
n

k

)
=

∏k−1
i=0 (n− i)

k!
=

{
0, ako n < k;

n!
k!(n−k)! , ako n ≥ k.
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Teorema 4.8. Bro�t na k-elementnite podmno�estva na mno�estvo s

n elementa e
(
n
k

)
.

Dokazatelstvo. Ako k > n n�ma k-elementi podmno�estva na mno�estvo
s n elementa i formulata e v�rna. Neka k ≤ n i A e mno�estvo.

Dokazatelstvoto we izv�rxim s indukci� po n. Ako n = 0, A = ∅ i
edinstvenata v�zmo�nost za k e k = 0. Ima edno edinstveno podmno�estvo na
A s 0 elementa - ∅. 1 = n!

0!(n−0)! =
(
n
0

)
.

Neka tv�rdenieto e v sila za n. Tuk indukcionnoto predpolo�enie e po
silno ot obiqa�no: predpolagame qe za vs�ko k ≤ n, bro�t na k elementnite
podmno�estva na mno�estvo s n elementa e (nk ). Neka A = {a1 . . . an, an+1} i
k ≤ n+ 1.

Otnovo, ako k = 0, ima edno edinstveno podmno�estvo na A s 0 elementa -

∅, i 1 = (n+1)!
0!((n+1)−0)! =

(
n+1
0

)
.

Ako k = n + 1, to s�wo ima edno edinstveno podmno�estvo na A s n+1

elementa - A, i 1 = (n+1)!
(n+1)!((n+1)−(n+1))! =

(
n+1
n+1

)
.

Ako 1 ≤ k ≤ n to mo�em da razdelim k-elementnite podmno�estva na A
na dve nepresiqawi se grupi: grupa 1, na tezi, koito ne s�d�r�at elementa
an+1, i grupa 2, na tezi, koito s�d�r�at elementa an+1.

Elementite ot grupa 1 sa k-elementni podmno�estva na mno�estvoto s n
elementa {a1 . . . an}. S�glasno indukcionnoto predpolo�enie, te sa

(
n
k

)
na

bro�.
Elementite ot grupa 2 sa ot vida {ak+1} ∪ B, k�deto B e k − 1-elementno

podmno�estvo na mno�estvoto s n elementa {a1 . . . an}. Sledovatelno bro�t na
elementite ot grupa 2 sa kolkoto sa razliqnite v�zmo�nosti za B. S�glasno
indukcionnoto predpolo�enie, te sa

(
n
k−1
)
na bro�.

S�glasno principa za s�biraneto obwo poluqavame(
n

k

)
+

(
n

k − 1

)
=

n!

k!(n− k)!
+

n!

(k − 1)!(n− k + 1)!
=

=
n!

(k − 1)!(n− k!)( 1
k + 1

n−k+1 )
=

(n+ 1)!

k!(n+ 1− k)!
=

(
n+ 1

k

)
.

�
Taka poluqavame, qe bro�t na konfiguraciite na k elementa izme�du n,

bez naredba i bez povtorenie e:

K(k, n) =

(
n

k

)
.

Formulata ot posledni� red na dokazatelstvoto se nariqa formula na
Paskal. S pomowta na tazi formula mo�em po induktivno da namirame
sto�nostite

(
n
k

)
ot predixno sto�nosti. Presm�taneto se organizira na� lesno

s taka nareqeni� tri�g�lnik na Paskal:(
0
0

)(
1
0

) (
1
1

)(
2
0

) (
2
1

) (
2
2

)(
3
0

) (
3
1

) (
3
2

) (
3
3

)(
4
0

) (
4
1

) (
4
2

) (
4
3

) (
4
4

)
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Kra�nite toqki v tri�g�lnika pop�lvame s 1, zawoto kakto veqe vid�hme(
n
0

)
=
(
n
n

)
= 1 za vs�ko n. Ostanalite sto�nosti

(
n
k

)
pop�lvame kato s�berem

sto�nostite na predixni� red toqno nad t�rsenata:
(
n−1
k−1
)

+
(
n−1
k

)
.

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1

Qislata
(
n
k

)
sa izvestni s�wo i kato binomni koeficienti. Priqina za

tova e slednata teorema na N�ton.

Teorema 4.9 (N�ton). Neka x, y ∈ R, n ∈ N.

(x+ y)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
xk.yn−k

Dokazatelstvo. Dokazatelstvoto we izv�rxim s indukci� po n.

(x+ y)0 = 1 =

(
0

0

)
x0.y0−0.

Neka tv�rdenieto e v sila za n.

(x+ y)n+1 = (x+ y)n.(x+ y) = (

n∑
k=0

(
n

k

)
xk.yn−k)(x+ y) =

=

n∑
k=0

(
n

k

)
xk+1.yn−k +

n∑
k=0

(
n

k

)
xk.yn−k+1 =

=

(
n

0

)
x.yn +

(
n

1

)
x2.yn + · · ·+

(
n

k − 1

)
xk.yn+1−k + . . .

(
n

n

)
xn+1+

+

(
n

0

)
yn+1 +

(
n

1

)
x.yn · · ·+

(
n

k

)
xk.yn+1−k + . . .

(
n

n

)
xn.y =

=

(
n+ 1

0

)
yn+1+(

(
n

0

)
+

(
n

1

)
)x.yn+. . . (

(
n

k − 1

)
+

(
n

k

)
)xkyn+1−k+. . .

(
n+ 1

n+ 1

)
xn+1 =

=
n+1∑
k=0

(
n+ 1

k

)
xk.yn+1−k.

�
Kato sledstvie ot tazi teorema poluqavame alternativno dokazatelstvo

na slednata teorema:

Teorema 4.10. Neka A e kra�no mno�estvo.

|2A| = 2|A|.

Dokazatelstvo. Podmno�estvata na A mo�em da razdelim na slednite
nepresiqawi se grupi:
Grupa 0: 0-elementnite podmno�estva, koito sa 1 na bro�.
Grupa 1:1-elementnite podmno�estva, koito sa

(
n
1

)
na bro�.

Grupa 2: 2-elementnite podmno�estva, koito sa
(
n
2

)
na bro�.

. . .
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Grupa k: k-elementnite podmno�estva, koito sa
(
n
k

)
na bro�.

. . .
Grupa n: n-elementnite podmno�estva, koito sa

(
n
n

)
na bro�.

S�glasno principa za razbivaneto poluqavame obwo:

1 +

(
n

1

)
+

(
n

2

)
+ · · ·+

(
n

k

)
+ . . .

(
n

n

)
=

n∑
k=1

(
n

k

)
.

S�glasno teoremata na N�ton tova e toqno (1 + 1)n = 2n. �

2.4. Konfiguracii bez naredba, s povtorenie. C�la now profesor
X izbiral i razpredel�l pette kartiqki na svoite petima pri�teli. Na
sutrinta veqe vsiqko bilo gotovo, kartiqkite bili nadpisani i profesor�t
se otpravil k�m powata za da gi izprati. Tam go uvedomili, qe za vs�ka
kartiqka tr�bva da zakupi marki na sto�nost 1 lev. Te razpolagali, s tri
vida marki - vs�ka ot po 20 stotinki. Profesor�t veqe tv�rdo rexil, qe na
vs�ka kartiqka we zalepi edni i s�wi marki i vse pak ostavalo da rexi - po
kolko marki ot vseki vid da si kupi.

Sega v�pros�t e po kolko naqina mogat da se izberat 5 predmeta izme�du
3 v�zmo�ni, kato naredbata n�ma znaqenie, no sa pozvoleni (i se nalagat)
povtoreni�.

Otgovor�t na tozi v�pros we izvedem kato svedem tazi zadaqa do druga,
veqe poznata konfiguraci�. Vseki v�zmo�en izbor na marki we kodirame po
sledni� naqin: v poredica ot 7 kuti�ki we postavim dve zvezdiqki. Praznite
kuti�ki predi p�rvata zvezdiqka we otgovar�t na bro� marki ot p�rvi vid.
Praznite kuti�ki me�du dvete zvezdiqki we otgovar�t na markite ot vtori
vid, a praznite kuti�ki sled vtorata zvezdiqka we otgovar�t na markite ot
treti vid. Taka naprimer slednata kartina otgovar� na 2 marki ot p�rvi
vid, 1 ot vtori i 2 ot treti vid:

∗ ∗

Ako iskam da izberem vsiqki marki ot vtori vid, izbora we se kodira taka:

∗ ∗

Na vseki izbor ot marki s�otvectva razpredel�ne na dve zvezdiqki v 7-te
kuti�ki i na vs�ko razpredel�ne na dvete zvezdiqki v kuti�ki s�otvectva
izbor na marki. Taka s�glasno principa za biekci�ta, zadaqata se sve�da do
naqinite po koito mo�em da izberem dve ot kuti�kite, v koito da postavim 2
zvezdiqki: obwo po

(
7
2

)
naqina.

V obwi� sluqa� tr�bva da izberem k predmeta izme�du n vida, kato nared-
bata n�ma znaqenie no imame pravo na povtoreni�, we ni tr�bvat k + n − 1
kuti�ki i n− 1 zvezdiqki. Bro�t na konfiguraciite na k elementa izme�du
n, bez naredba i s povtorenie e:

Kp(k, n) =

(
n+ k − 1

n− 1

)
.
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3. Zadaqi za upra�nenie

Zadaqa 1. Komp�t�rna programa predstav� celite qisla v dvoiqen zapis.
P�rvi�t bit predstav� znaka na qisloto, a ostanalite - absol�tnata sto�nost.
Kolko celi qisla mogat da se izpixat v regist�r s n bita.

Zadaqa 2. Iskate da vzemete 2 knigi s vas na ekskurzi�. Imate 3 knigi po
diskretna matematika, 2 knigi po logika i 3 noveli. Iskate knigite, koito
we vzemete s vas da sa na razliqna tematika. Kolko sa v�zmo�nite izbora.

Zadaqa 3. V wata�ta vs�ka radiostanci� se oboznaqava s identifikator ot
3 ili 4 bukvi, kato vseki identifikator zapoqva s K ili N . Kolko na�-mnogo
radiostancii mo�e da ima?

Zadaqa 4. Namirame se v Pari�. Iskame da napravim ekskurzi� kato
tr�bva da minem prez London i Br�ksel, i obratno v Pari�. Kolko razliqni
v�zmo�nosti za poleti imame ako vseki den ima 5 poleta Pari� - Br�ksel,
Br�ksel - Pari�, 13 poleta Pari� - London, London Pari�, 3 poleta London
- Br�ksel i 2 poleta Br�ksel - London.

Zadaqa 5. V televizionno s�stezanie p�rvi�t igraq tr�bva da otgovori na
7 v�prosa s da ili ne. Vtori�t igraq tr�bva da otgovori na 2 v�prosa s po
sedem v�zmo�ni otgovora. Ko� ot dvamata igraqi ima predimstvo?

Zadaqa 6. V restorant za desert mogat da se servirat 1, 2 ili 3 topki
sladoled. Ima 5 vida sladoled - xokolad, vanili�, �goda, karamel i mentov
sladoled. Kolko razliqni deserta se predlagat?

Zadaqa 7. Kolko razliqni dumi mogat da se poluqat kato se razmest�t
bukvite v dumata:

(1) \ relaci�"
(2) \ naredba"
(3) \ alabalanica"
(4) \ neprotivokonstitucionstvuvatelstvuva�te"

Zadaqa 8. Po kolko naqina mogat da sednat:

(1) n qoveka na edna pe�ka?
(2) n m��e i n �eni na edna pe�ka kato m�� sedi samo do �eni, a �ena

samo do m��e?
(3) n qoveka na kr�gla masa?
(4) n m��e i n �eni na kr�gla masa kato m�� sedi samo do �eni, a �ena

samo do m��e?

Zadaqa 9. Imame 10 zadaqi. Tr�bva da razpredelim tezi zadaqi izme�du
Albert, Beti i Debi.

(1) Iskame p�rvo da rexim kolko zadaqi da izp�lni Albert, kolko zadaqi
da izp�lni Debi i kolko Beti. Po kolko naqina mo�em da razprede-
lim tezi bro�ki?



3. ZADAQI ZA UPRA�NENIE 51

(2) Po kolko naqina mo�em da razpredelim zadaqite, ako Albert tr�bva
da izp�lni 3, Beti 5, a Debi 2?

Zadaqa 10. V igra s 52 karti edno razdavane sa s�stoi ot 13 karti.

(1) Kolko sa vsiqki razdavani�?
(2) Kolko sa vsiqki razdavani�, pri koito se pada toqno edno aso?
(3) Kolko sa vsiqki razdavani�, pri koito se padat pone dve valeta?
(4) Kolko sa vsiqki razdavani�, pri koito se padat 2 asa i 4 kari?

Zadaqa 11. Dadena e xahmatna d�ska 8× 8. Edna figura e pozicionirana v
na�-dolnoto na� l�vo kvadratqe i tr�bva da stigne do na�-gornoto na�-d�sno
kvadratqe. Mo�e da izv�rxva slednite dva vida hoda: edno kvadratqe nagore
ili edno kvadratqe nad�sno. Po kolko razliqni p�tiwa mo�e figurata da
dostigne celta?

Zadaqa 12. Kolko celi qisla ime me�du 0 i 999, v koito:

(1) Ima toqno edna cifra 5?
(2) Ima pone edna cifra 5?
(3) Ima ne poveqe ot dve cifri 5?

Zadaqa 13. Kolko rexeni� v estestvenite qisla ima uravnenieto:

(1) x1 + x2 + x3 + x4 = 15?
(2) x1 + x2 + x3 + x4 = 15, ako x2 ≥ 3?
(3) x1 + x2 + x3 + x4 = 15, ako x2 ≥ 3 i x3 ≥ 5?
(4) x1 + x2 + x3 + x4 = 15, ako x2 < 7?
(5) x1 + x2 + x3 + x4 = 15, ako x2 < 7 i x3 < 6?
(6) x1 + x2 + x3 + x4 = 15, ako x2 < 7 i x3 < 6 i x4 < 5?

Zadaqa 14. Kolko qisla ima me�du 0 i 1001, koito se del�t:

(1) na 3?
(2) na 3 ili na 5?
(3) na 3 ili na 5 ili na 2?
(4) na 3 ili na 5 ili na 2 ili na 6?

Zadaqa 15. Kolko razliqni qisla ima me�du 0 i 9999

(1) s�s suma na cifrite ravna na 16?
(2) imat cifrata 3 i cifrata 6, no n�ma cifrata 8?

Zadaqa 16. Kolko sa 20-bukvenite dumi v latinskata azbuka, koito:

(1) sa palindromi?
(2) imat dve posledovatelni ednakvi bukvi?
(3) vs�ka bukva v dumata se srewa toqno dva p�ti?

Zadaqa 17. Neka U e mno�estvo s n elementa. Kolko sa:

(1) Dvo�kite (X,Y ), k�deto X,Y ⊆ U?
(2) Dvo�kite (X,Y ), k�deto X,Y ⊆ U i |X| = 1?
(3) Dvo�kite (X,Y ), k�deto X,Y ⊆ U i |X| = k?
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(4) Dvo�kite (X,Y ), k�deto X,Y ⊆ U i X ∩ Y = ∅?
(5) Dvo�kite (X,Y ), k�deto X,Y ⊆ U , X ∩ Y = ∅ i X ∪ Y = U?
(6) Dvo�kite (X,Y ), k�deto X,Y ⊆ U , X ∩ Y = ∅ i |X| ≥ 2 i |Y | ≥ 2?



TEMA 5

Diskretni funkcii

Definici� 5.1. Neka A e kra�no mno�estvo i n ∈ N. Vs�ka funkci�
f : An → A nariqame n-mestna diskretna funkci�.

Tv�rdenie 5.2. Neka A e kra�no mno�estvo i |A| = m. Bro�t na ra-

zliqnite n-mestni diskretni funkcii f : An → A e mmn

.

Dokazatelstvo. Ot Teorema 4.6 znaem, qe bro�t na funkciite f : An →
A e |A||An|. Ot principa za umno�enieto poluqavame, qe |An| = |A|n. Taka
bro�t na razliqnite n-mestni diskretni funkcii f : An → A e mmn

. �

1. Bulevi funkcii. Predstav�ni�.

Nie we se zanimavame predimno s dvoiqni (bulevi) funkcii, diskretni
funkcii, pri koito mno�estvoto A e {0, 1}. Mno�estvoto na n-mestnite
bulevi funkcii, we oznaqavame s Fn2 = {f | f : {0, 1}n → {0, 1}}. Mno�estvoto
na vsiqki bulevi funkcii we oznaqavame s F2 =

⋃
n∈N Fn2 . Taka |Fn2 | = 22

n

.
Da razgledame n�kolko primera. Bulevite funkcii na edin argument sa

opisani v slednata tablica:

x g1 g2 g3 g4
0 0 0 1 1
1 0 1 0 1

Funkci�ta g1(x) = o(x) nariqame konstanta nula. Funkci�ta g4(x) =
1(x) nariqame konstanta edinica. Funkci�ta g2(x) = I11 (x) = x nariqame
identitet. Funkci�ta g3(x) = x̄ nariqame konstanta otricanie.

Pri n = 2 funkciite veqe sa 22
2

= 16:

x y f1 f2 f3 f4 f5 f6 f7 f8 f9 f10 f11 f12 f13 f14 f15 f16
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1
1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

V kra� na tablicata imame otnovo dvete konstanti, no te sega sa veqe
funkcii na dva argumenta. Funkci�, ko�to priliqa na identiteta s�wo se
po�v�va dva p�ti f4(x, y) = x i f6(x, y) = y. Sega obaqe ne e umestno da govorim
za identitet, zawoto argumentite sa dva i tr�bva da utoqnim dop�lnitelno,
sto�nostta na ko� ot dvata argumenta vr�wame kato rezultat. Zatova tuk po-
pravilno e da govorim za proektirawi funkcii: f4(x, y) = I21 (x, y), f6(x, y) =
I22 (x, y). Proektirawite funkcii mogat da se definirat za proizvolen bro�
argumenti. Te we igra�t s�westvena rol� v naxite razgle�dani�.

53
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Definici� 5.3. Neka 1 ≤ k ≤ n. Funkci�ta Ink : {0, 1}n → {0, 1}, defini-
rame qrez:

Ink (x1, . . . xn) = xk.

Imame i dve predstav�ni� na otricanieto: f13(x, y) = x̄, f11(x, y) = ȳ
Drugi osnovni funkcii poluqavame kato napravim analogi� s osnovnite

logiqeskite vr�zki, kato sqitame, qe 0 predstav� l��a, a 1 - istina. Taka
f2(x, y) = x.y e kon�nkci�ta na x i y, f8(x, y) = x ∨ y e diz�nkci�ta na
x i y, f10(x, y) = x ↔ y e ekvivalenci�ta me�du x i y, f14(x, y) = x →
y e implikaci�ta ot x k�m y. Novi funkcii, koito s�wo we oznaqim s�s
specialni simvoli sa: f7(x, y) = x⊕y, s�birane po modul dve; f9(x, y) = f ↓ y,
strelkata na Pi�rs, f15(x, y) = x|y, qertata na Xefer.

Ostanalite funkcii: f3, f5, f12 n�mat sobstveni imena. Te moga da se
izraz�t qrez ostanalite s pomowta na operaci�ta superpozici�. Napomn�me
Definici� 5.4, za sluqa� na bulevi funkcii :

Definici� 5.4. Neka n, k ∈ N. Neka f : {0, 1}n → {0, 1} i g1 . . . gn :

{0, 1}k → {0, 1} sa funkcii. Togava funkci�ta h : {0, 1}k → {0, 1}, defini-
rana qrez

h(a1, . . . ak) = f(g1(a1 . . . ak), . . . gn(a1 . . . ak)),

nariqame superpozici� na f s g1, . . . gn.

Taka f3(x, y) = x→ y = g3(f14(x, y)), a

f5(x, y) = y → x = g3(f14(I22 (x, y), I21 (x, y))).

Taka poluqavame dva razliqni naqina za predstav�ne na bulevi funkcii
- qrez superpozici� na n�koi ot osnovnite funkcii, ili qrez opisanie na
vsiqki tehni sto�nosti v tablica. Kogato n = 2 tablicata e sravnitelno
malka i mo�e da se izpixe lesno: 4 reda i 3 st�lba:

x y f(x, y)
0 0 f(0, 0)
0 1 f(0, 1)
1 0 f(1, 0)
1 1 f(1, 1)

No s narastvane na argumentite, razmera na tablicata narastva eksponen-
cialno. Pri n = 3 tablicata veqe e s 8 reda i 4 st�lba:

x y z f(x, y, z)
0 0 0 f(0, 0, 0)
0 0 1 f(0, 0, 1)
0 1 0 f(0, 1, 0)
0 1 1 f(0, 1, 1)
1 0 0 f(1, 0, 0)
1 0 1 f(1, 0, 1)
1 1 0 f(1, 1, 0)
1 1 1 f(1, 1, 1)

Pri tova p�rvite tri st�lba na vs�ka tablica, predstav�wa buleva funkci�
s tri argumenta, sa edni i s�wi. Za da opixem edna takava funkci�, ako
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otnapred sme se razbrali v kak�v red opisvame v�zmo�nite sto�nosti na ar-
gumentite dostat�qno e da znaem kak se pop�lva samo qetv�rti� st�lb:

(f(0, 0, 0), f(0, 0, 1), f(0, 1, 0), f(0, 1, 1), f(1, 0, 0), f(1, 0, 1), f(1, 1, 0), f(1, 1, 1)).

Zatova we v�vedem standartna naredba na bulevite vektori:

Definici� 5.5. Standartnata naredba na ednomernite bulevi vektori e:
0, 1.

Neka α1, α2 . . . α2n e standartnata naredba na n-mernite bulevi vektori.
Standartnata naredba na n+ 1-mernite bulevi vektori e:

0α1, 0α2 . . . 0α2n , 1α1, 1α2 . . . 1α2n .

Zabele�ka! Standartnata naredba na n-mernite bulevi vektori otgovar�
na standartnata naredba na estestvenite qisla predstaveni v dvoiqen zapis s
n cifri i vodewi nuli.

Taka edna n-mestna buleva funkci� f mo�e da se zadade qrez svo� vektor
ot sto�nosti:

(f(α1), f(α2) . . . f(α2n)).

Naprimer funkci�ta f(x, y, z) = (01101011) e funkci�ta s�s slednata
tablica:

x y z f(x, y, z)
0 0 0 0
0 0 1 1
0 1 0 1
0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 1 0
1 1 0 1
1 1 1 1

Edna funkci� mo�e da ima mnogo razliqni predstav�ni� s pomowta na
superpozicii na drugi funkcii. Naprimer

x ↓ y = x ∨ y = x̄.ȳ.

Sledvawata teorema opisva po-va�nite takiva vr�zki:

Teorema 5.6. V sila sa slednite ravenstva:

(1) Konstanti: x ∨ 1 = x → 1 = 0 → x = x ∨ x̄ = 1 ,x ∧ 0 == xx̄ = 0,
x ∨ 0 = x.1 = 1↔ x = x⊕ 0 = x, x→ 0 = x↔ 0 = x⊕ 1 = x̄.

(2) Komutativnost: xy = yx, x∨ y = y∨x, x⊕ y = y⊕x, x↔ y = y ↔ x
(3) Asociativnost: (xy)z = x(yz), (x ∨ y) ∨ z = x ∨ (y ∨ z), (x⊕ y)⊕ z =

x⊕ (y ⊕ z).
(4) Otricanie: ¯̄x = x, xy = x̄ ∨ ȳ, x ∨ y = x̄ȳ.
(5) Distributivnost: x(y ∨ z) = xy ∨ xz, x(y ⊕ z) = xy ⊕ xz, x ∨ yz =

(x ∨ y)(x ∨ z).
(6) Pogl�wane: x.x = x, x ∨ x = x, x⊕ x = 0, x(x ∨ y) = x ∨ xy = x.
(7) Predstav�ne qrez {.,∨,¯}: x→ y = x̄∨y, x→ y = xȳ, x↔ y = xy∨x̄ȳ,

x⊕ y = xȳ ∨ x̄y, x|y = xy = x̄ ∨ ȳ, x ↓ y = x ∨ y = x̄ȳ.
(8) Predstav�ne qrez {.,⊕, 1}: x ∨ y = xy ⊕ x ⊕ y,x̄ = x ⊕ 1, x → y =

xy ⊕ x⊕ 1, x↔ y = x⊕ y ⊕ 1, x|y = xy ⊕ 1, x ↓ y = xy ⊕ x⊕ y ⊕ 1.
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Dokazatelstvo. Vs�ko ot tezi ravenstva mo�e da se doka�e qrez direk-
tna proverka. Naprimer ravenstvoto x → y = x.y ⊕ x ⊕ 1 se dokazva qrez
slednata proverka:

x y x→ y xy ⊕ (x⊕ 1)
0 0 1 0.0⊕ (0⊕ 1) = 0⊕ 1 = 1
0 1 1 0.1⊕ (0⊕ 1) = 0⊕ 1 = 1
1 0 0 0.1⊕ (1⊕ 1) = 0⊕ 0 = 0
1 1 1 1.1⊕ (1⊕ 1) = 1⊕ 0 = 1

�

2. P�lni mno�estva bulevi funkcii

Definici� 5.7. Neka F ⊆ F2 e mno�estvo ot bulevi funkcii. S in-
dukci� definirame slednata redica.
F0 = F ∪ {Ink | 1 ≤ k ≤ n}. Za vs�ko n ≥ 0,

Fn+1 = Fn∪{h | ∃f, g1 . . . gn ∈ Fn(h(x1 . . . xk) = f(g1(x1 . . . ak), . . . gn(x1 . . . xk)))}

Zatvar�neto na F po otnoxenie na superpozici� nariqame mno�estvoto:

[F ] =
⋃
n∈N

Fn.

Taka mno�estvoto [F ] se zadava s indukci� ot bazovo mno�estvo F ∪
{Ink | 1 ≤ k ≤ n} po praviloto superpozici�. Ot Tema 1, znaem, qe tova e
na�-malkoto mno�estvo X, koeto s�d�r�a bazovoto mno�estvo i e zatvoreno
otnosno superpozici�.

Definici� 5.8. Neka F ⊆ F2 e mno�estvo ot bulevi funkcii. F e p�lno
mno�estvo, ako [F ] = F2.

Kato primer za p�lno mno�estvo we doka�em teoremata na Bul, ko�to
dokazva, qe mno�estvoto {f1(x, y) = x.y, f2(x, y) = x ∨ y, f3(x) = x̄} e p�lno. Za
celta we v�vedem specialno oznaqenie.

Definici� 5.9. Neka a ∈ {0, 1}. S xa oznaqavame x, ako a = 1 i x̄, ako
a = 0. Funkci� ot vida

f(x1, x2 . . . xn) = xa11 .x
a2
2 . . . xann ,

k�deto ai ∈ {0, 1}, za i = 1 . . . n, nariqame p�lna elementarna kon�nkci�.

Zabele�ka! Funkci� ot vida

f(x1, x2 . . . xn) = xa1i1 .x
a2
2 . . . xakik ,

k�deto ai ∈ {0, 1}, za i = 1 . . . k, nariqame elementarna kon�nkci�. Funkci�ta
ot definici�ta e p�lna, zawoto v ne� uqastvat vsiqki promenlivi.

P�lnata elementarna kon�nkci� e polezna funkci�, zawoto t� ima sto�nost
1 samo v edin edinstven sluqa�:

Lema 5.10. Neka f(x1, x2 . . . xn) = xa11 .x
a2
2 . . . xann , k�deto ai ∈ {0, 1}, za

i = 1 . . . n.

(1) f(x1, . . . xn) ∈ [F ], k�deto F = {f1(x, y) = x.y, f2(x, y) = x ∨ y, f3(x) = x̄}



2. P_LNI MNO�ESTVA BULEVI FUNKCII 57

(2) Neka (b1 . . . bn) ∈ {0, 1}n. Togava:

f(b1 . . . bn) = 1⇔ b1 = a1 & b2 = a2 & bn = an.

Dokazatelstvo. We doka�em i dvete tv�rdeni� s indukci� po n. Ako
n = 1 tv�rdenieto sledva direktno ot definici�ta na xa11 . Ako a1 = 1, to
f(x1) = x1 = I11 (x) ∈ [F ] i f(b1) = 1 ⇔ b1 = 1. Ako a1 = 0, to f(x1) = x̄1 ∈ [F ]
i f(b1) = 1⇔ b1 = 0.

Neka tv�rdenieto e v sila za n. Neka f(x1 . . . xn, xn+1) = xa11 .x
a2
2 . . . xann .x

an+1

n+1 .
Togava f(x1 . . . xn, xn+1) =

(xa11 .x
a2
2 . . . xann ).x

an+1

n+1

e superpozici� na f1 ∈ F , kon�nkci�ta, s

g(x1 . . . xn) = xa11 .x
a2
2 . . . xann

elementarna kon�nkci� s d�l�ina n, razxirena do funkci� na n+ 1 promen-
livi qrez dobav�ne na edna fiktivna promenliva (vi� zabele�kata po-gore) i
proektirawata funkci� In+1

n+1 (x1 . . . xn) ∈ [F ]. S�glasno indukcionnoto pred-
polo�enie g ∈ [F ], sledovatelno f ∈ [F ].

Neka (b1 . . . bn, bn+1) ∈ {0, 1}n+1
.

Predstav�me f(b1, . . . bn+1) kato

f(b1 . . . bn, bn+1) = (ba11 .b
a2
2 . . . bann ).b

an+1

n+1 .

S�glasno definici�ta na funkci�ta kon�nkci�,

(ba11 .b
a2
2 . . . bann ).b

an+1

n+1 = 1⇔ ba11 .b
a2
2 . . . bann = 1 & b

an+1

n+1 = 1.

S�glasno indukcionnoto predlo�enie

ba11 .b
a2
2 . . . bann = 1⇔ b1 = a1 & b2 = a2 & bn = an.

S�glasno bazovi� sluqa�

b
an+1

n+1 = 1⇔ bn+1 = an+1.

�
Sega sme gotovi da doka�em teoremata na Bul.

Teorema 5.11 (Teorema na Bul). Mno�estvoto

F = {f1(x, y) = x.y, f2(x, y) = x ∨ y, f3(x) = x̄}

e p�lno.

Dokazatelstvo. Neka f ∈ Fn2 . Ako f(x1 . . . xn) = 0, konstantata nula,
to f(x1 . . . xn) = x1.x̄1 = f1(In1 (x1 . . . xn), In1 (x1 . . . xn)).

Neka f ne e konstantata nula. Razgle�dame slednata funkci�:

g(x1, . . . xn) =
∨

(a1...an)∈{0,1}n&f(a1,...an)=1

xa11 .x
a2
2 . . . xann .

Taka g e diz�nkci� ot p�lni elementarni kon�nkcii. We poka�em, qe
g ∈ [F ] i qe f = g.

Vs�ka elementarna kon�nkci� e ot s�glasno predixnata lema [F ].
Taka g(x1 . . . xn) =

f2(hi1(x1 . . . xn), f2(hi2(x1 . . . xn), . . . , hik(x1 . . . xn))).
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K�deto hi1 . . . hik sa elementarnite kon�nkcii za vseki ot vektorite αi =
(a1, . . . an), za ko�to f(αi) = 1. Sledovatelno g ∈ [F ].

Sega neka (b1 . . . bn) ∈ {0, 1}n. Ako f(b1 . . . bn) = 1 to s�glasno predixnata
lema g(b1 . . . bn) = ∨

(a1...an)∈{0,1}n&f(a1,...an)=1

ba11 .b
a2
2 . . . bann = 1.

Ako g(b1, . . . bn) = 1, to pone edna ot elementarnite kon�nkcii v g ima
sto�nost edinica, t.e za n�ko� (a1, . . . an) ∈ {0, 1}n, za ko�to f(a1 . . . an) = 1,
imame, qe:

ba11 .b
a2
2 . . . bann = 1.

Otnovo s�glasno predixnata lema a1 = b1 & a2 = b2 & . . . an = bn, sle-
dovatelno f(b1 . . . bn = 1). Taka f = g i f ∈ [F ]. �

Definici� 5.12. Neka f ∈ Fn2 i f ne e konstantata nula. Predstav�neto
na f v�v vida:

f(x1, . . . xn) =
∨

(a1...an)∈{0,1}n&f(a1,...an)=1

xa11 .x
a2
2 . . . xann

nariqame sv�rxena diz�nktivna normalna forma.

Sledvawata lema we ni dade v�zmo�nost da dadem mnogo drugi primeri
za bazisi:

Tv�rdenie 5.13. Neka F,G ⊆ F2 sa takiva, qe F ⊆ [G]. Togava [F ] ⊆ [G].

Dokazatelstvo. Neka [F ] =
⋃
n∈N Fn, k�deto F0 = F ∪{Ink | 1 ≤ k ≤ n} i

Fn+1 = Fn∪{h | ∃f, g1 . . . gk ∈ Fn(h(x1 . . . xn) = f(g1(x1 . . . xn), . . . gk(x1 . . . xn)))}.
Neka [G] =

⋃
n∈NGn, k�deto G0 = G ∪ {Ink | 1 ≤ k ≤ n} i

Gn+1 = Gn∪{h | ∃f, g1 . . . gk ∈ Gn(h(x1 . . . xn) = f(g1(x1 . . . xn), . . . gk(x1 . . . xn)))}.
We doka�em, qe za vs�ko n Fn ⊆ [G].

F ⊆ [G] po uslovie. {Ink | 1 ≤ k ≤ n} ∈ G0 ⊆ [G]. Sledovatelno F0 ⊆
[G]. Neka Fn ⊆ [G]. Neka h(x1 . . . xn) = f(g1(x1 . . . xn), . . . gk(x1 . . . xn)), k�deto
f, g1 . . . gk ∈ Fn. S�glasno indukcionnoto predpolo�enie f ∈ [G] =

⋃
n∈NGn.

Sledovatelno s�westvuva m0 takova, qe f ∈ Gm0
. Analogiqno g1 . . . gk ∈ [G],

sledovatelno s�westvuvat m1, . . .mk, takiva qe gi ∈ Gmi
, za i = 1 . . . k. Neka

m = max(m0,m1 . . .mk). Togava f, g1 . . . gk ∈ Gm i h ∈ Gm+1. Sledovatelno
h ∈ [G] i sledovatelno Fn+1 ⊆ [G]. �

Kato sledstvie ot tova tv�rdenie i teoremata na Bul poluqavame, qe sled-
nite mno�estva sa p�lni:

(1) {x.y, x̄} e p�lno, zawoto x ∨ y = x̄.ȳ.
(2) {x⊕ y, x.y,1} e p�lno, zawoto x̄ = x⊕ 1 i x ∨ y = x.y ⊕ x⊕ y.
Vtori�t primer za p�lno mno�estvo zadava drug vid predstav�ne na bule-

vite funkcii:

Definici� 5.14. Funkci� ot vida:

f(x1 . . . xn) = a0 ⊕
⊕

1≤i≤n

aixi ⊕
⊕

1≤i<j≤n

aijxi.xj ⊕ · · · ⊕ a12...nx1x2 . . . xn,

k�deto ai ∈ {0, 1}, nariqame polinom na �egalkin.
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S�glasno predixnoto ni nabl�denie vs�ka funkci� mo�e da se predstavi
qrez polinom na �egalkin, zawoto mno�estvoto {x⊕ y, x.y,1} e p�lno.

Naprimer polinomite na �egalkin za osnovnite ni funkcii sa:

0 0
1 1
x x
x x⊕ 1
x.y x.y
x ∨ y x.y ⊕ x⊕ y
x→ y x.y ⊕ x⊕ 1
x↔ y x⊕ y ⊕ 1
x⊕ y x⊕ y
x|y x.y ⊕ 1
x ↓ y x.y ⊕ x⊕ y ⊕ 1

V obwi� sluqa�, polinom na �egalkin za funkci� na dve promenlivi
ima sledni�t vid:

f(x, y) = a0 ⊕ a1x1 ⊕ a2x2 ⊕ a12x1x2.

V�zmo�nite razliqni polinomi poluqavame ot razliqnite v�zmo�ni sto�nosti

za parametrite (a0, a1, a2, a1,2) ∈ {0, 1}4. Taka razliqnite polinom na�egalkin
sa 24, toqno tolkova, kolkoto sa bulevite funkcii na 2 argumenta. Ot tuk
sledva, qe vs�ka funkci� na dve promenlivi ima edinstven polinom na�egalkin.

Tova razs��denie mo�e da se obobwi za vs�ka funkci�:

Teorema 5.15 (Teorema na �egalkin). Vs�ka buleva funkci� mo�e da

se predstavi po edinstven naqin v�v vida:

f(x1 . . . xn) = a0 ⊕
⊕

1≤i≤n

aixi ⊕
⊕

1≤i<j≤n

aijxixj ⊕ · · · ⊕ a12...nx1x2 . . . xn.

k�deto ai ∈ {0, 1}.

Dokazatelstvo. Veqe vid�hme, qe vs�ka funkci� ima takova predstav�ne,
zatova dostat�qno e da doka�em, qe to e edinstveno.

I Naqin (Kombinatorno dokazatelstvo): Neka razgledame obwi� vid na
polinom na �egalkin na n promenlivi:

a0 ⊕
⊕

1≤i≤n

aixi ⊕
⊕

1≤i<j≤n

aijxixj ⊕ · · · ⊕ a12...nx1x2 . . . xn

Razliqnite funkcii na n argumenta imat razliqni predstav�ni� qrez
polinom na �egalkin. Razliqnite polinomi na �egalkin se poluqavat ot
razliqnite sto�nosti na koeficientite. Bro�t na koeficientite e: 1 - svobo-
den qlen, n - koeficienta pred line�nite s�biraemi,

(
n
2

)
koeficienta, po edin

za vs�ka dvo�ka promenlivi,
(
n
3

)
koeficienta, po edin za vs�ka tro�ka promen-

livi,...,
(
n
k

)
koeficienta, po edin za vs�ka k-orka promenlivi, ...,

(
n
n

)
= 1

koeficient, pred x1x2 . . . xn. Obwo:

k∑
i=0

(
n

k

)
= 2n,
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s�glasno teoremata na N�ton. Vseki koeficient mo�e da ima sto�nost 0 ili
1. Obwo razliqnite polinomi na �egalkin sa 22

n

, toqno tolkova kolkoto
sa i bulevite funkcii. Sledovatelno vs�ka buleva funkci� ima edinstven
polinom na �egalkin.

II Naqin. Da dopusnem, qe f ima dve razliqni predstav�ni�:

f(x1 . . . xn) = a0 ⊕
⊕

1≤i≤n

aixi ⊕
⊕

1≤i<j≤n

aijxixj ⊕ · · · ⊕ a12...nx1x2 . . . xn =

= b0 ⊕
⊕

1≤i≤n

bixi ⊕
⊕

1≤i<j≤n

bijxixj ⊕ · · · ⊕ b12...nx1x2 . . . xn

Neka ai1...ik i bi1...ik sa p�rvata dvo�ka razliqni koeficienti. Zamestvame
v dvete predstav�ni� s vektora (c1 . . . cn), k�deto

cj =

{
1, ako j ∈ {i1 . . . ik};
0, ako j /∈ {i1 . . . ik}.

S�biraemite do tova s indeks i1 . . . ik i v dvete predstav�ni� sa ednakvi,
neka te sa s obwa sto�nost C. Vsiqki s�biraemi sled tova s indeks i1 . . . ik se
nulirat, zawoto v t�h uqastva kato mno�itel cj za n�koe j /∈ {i1 . . . ik}. Taka
f(c1 . . . cn) = C ⊕ ai1...ik = C ⊕ ai1...ik , koeto protivoreqi na dopuskaneto, qe
ai1...ik 6= bi1...ik . �

3. Zatvoreni mno�estva bulevi funkcii

Definici� 5.16. Neka F ⊆ F2 e mno�estvo ot bulevi funkcii. F e
zatvoreno mno�estvo, ako [F ] = F .

Tv�rdenie 5.17 (Kriteri� za zatvorenost). Neka F ⊆ F2 e mno�estvo

ot bulevi funkcii. F e zatvoreno mno�estvo, ako:

(1) ∀n, k ∈ N(1 ≤ k ≤ n⇒ Ink ∈ F ).
(2) ∀f, g1 . . . gk ∈ F (h(x1 . . . xn) = f(g1(x1 . . . xn), . . . gk(x1 . . . xn)) ∈ F )).

Dokazatelstvo. We doka�em, qe za vs�ko n, Fn ⊆ F , k�deto [F ] =
⋃
Fn.

F0 = F ∪ {Ink | 1 ≤ k ≤ n} ⊆ F ot p�rvata toqka v uslovieto. Neka do-
pusnem, qe Fn ⊆ F . Togava Fn+1 = Fn ∪ {h | ∃f, g1 . . . gk ∈ F (h(x1 . . . xn) =
f(g1(x1 . . . xn), . . . gk(x1 . . . xn)))} ⊆ F ot indukcionnoto predpolo�enie i vtorata
toqka ot uslovieto. �

3.1. Bulevi funkcii zapazvawi konstantite.

Definici� 5.18. Neka f ∈ Fn2 i α1, . . . α2n e standartnata podredba
na bulevite vektori. Kazvame, qe f zapazva konstantata nula, ako f(α1) =
f(0, 0, . . . 0) = 0. Mno�estvoto na vsiqki bulevi funkcii, koito zapazvat nu-
lata oznaqavame s T0.

Kazvame, qe f zapazva konstantata edinica, ako f(α2n) = f(1, 1, . . . 1) = 1.
Mno�estvoto na vsiqki bulevi funkcii, koito zapazvat edinicata oznaqavame
s T1.

Naprimer x.y, x∨y ∈ T0∩T1 x⊕y ∈ T0\T1, x↔ y ∈ T1\T0, x|y, x ↓/∈ T0∪T1.

Tv�rdenie 5.19. T0 i T1 sa zatvoreni mno�estva.



3. ZATVORENI MNO�ESTVA BULEVI FUNKCII 61

Dokazatelstvo. We izpolzvame kriteri� za zatvorenost. Neka k ≤ n.
Ink (α1) = Ink (0, 0 . . . 0) = 0, sledovatelno Ink ∈ T0. Neka f, g1 . . . gk ∈ T0 i neka
h(x1 . . . xn) = f(g1(x1 . . . xn), . . . gk(x1 . . . xn)). Togava h(α1) = h(0, 0, . . . 0) =
f(g1(0 . . . 0), . . . gk(0 . . . 0)) = f(0, 0, . . . 0) = 0. Taka h ∈ T0 i T0 e zatvoreno.
Analogiqno se prover�va, qe i T1 e zatvoreno. �

3.2. Samodvo�nstveni bulevi funkcii.

Definici� 5.20. Neka f ∈ Fn2 . Dvo�nstvena na f nariqame funkci�ta:

f∗(x1 . . . xn) = f̄(x̄1, . . . x̄n).

V sledvawata tablica sa izbroeni n�koi osnovni primeri za dvo�ki funkci�
i ne�nata dvo�nstvena.

f f∗

0 1
1 0
x x
x̄ x̄
x.y x ∨ y
x ∨ y x.y
x⊕ y x↔ y
x↔ y x⊕ y
x|y x ↓ y
x ↓ y x|y

Tv�rdenie 5.21. Neka f ∈ Fn2 . (f∗)∗ = f

Dokazatelstvo. Dokazatelstvoto sledva direktno ot definici�ta:

(f∗)∗(x1 . . . xn) = f̄∗(x̄1, . . . x̄n) = f̄(x̄1, . . . x̄n) = f(x1 . . . xn).

�

Tv�rdenie 5.22 (Princip za dvo�nstvenost). Neka f ∈ Fk2 i g1 . . . gk ∈
Fn2 . Neka h e superpozici�ta na f i g1 . . . gk. Togava

h∗(x1 . . . xn) = f∗(g∗1(x1 . . . xn) . . . g∗k(x1 . . . xn)).

Dokazatelstvo. Otnovo tv�rdenieto sledva ot definici�ta.

h∗(x1 . . . xn) = f̄(g1(x̄1 . . . x̄n) . . . gk(x̄1 . . . x̄n)) =

= f̄(ḡ1(x̄1 . . . x̄n) . . . ḡk(x̄1 . . . x̄n)) =

= f̄(g∗1(x1 . . . xn) . . . g∗k(x1 . . . xn)) = f∗(g∗1(x1 . . . xn) . . . g∗k(x1 . . . xn)).

�

Definici� 5.23. Neka f ∈ Fn2 . f nariqame samodvo�nstvena, ako f = f∗.
S S oznaqavame mno�estvoto na vsiqki samodvo�nstveni funkcii.

Primer za samodvo�nstvena funkci� e funkci�ta m(x, y, z) = x.y ⊕ y.z ⊕
z.x = x.y ∨ y.z ∨ z.x, ko�to se nariqa mediana.

Tv�rdenie 5.24. S e zatvoreno mno�estva.
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Dokazatelstvo. We izpolzvame kriteri� za zatvorenost. Neka k ≤ n.

(Ink (x1 . . . xn))∗ = Ink (x̄1, . . . x̄n) = xk = xk = Ink (x1 . . . xn).

Sledovatelno Ink ∈ S.
Neka f, g1 . . . gk ∈ S i neka h(x1 . . . xn) = f(g1(x1 . . . xn), . . . gk(x1 . . . xn)).

Togava s�glasno principa za dvo�nstvenost:

h∗(x1 . . . xn) = f∗(g∗1(x1 . . . xn) . . . g∗k(x1 . . . xn)) =

= f(g1(x1 . . . xn), . . . gk(x1 . . . xn)) = h(x1 . . . xn).

Taka h ∈ S i S e zatvoreno. �

3.3. Line�ni bulevi funkcii.

Definici� 5.25. Neka f ∈ Fn2 . Kazvame, qe f e line�na, ako f ima lineen
polinom na �egalkin. T.e. f mo�e da se predstavi kato

f(x1 . . . xn) = a0 ⊕ a1x1 ⊕ . . . anxn,

k�deto ai ∈ {0, 1}. S L oznaqavame mno�estvoto na vsiqki line�ni funkcii.

Naprimer x, x̄ = x⊕1, x⊕y, x↔ y = x⊕y⊕1 ∈ L, x.y, x∨y = x.y⊕x⊕y /∈ L.

Tv�rdenie 5.26. L e zatvoreno mno�estvo.

Dokazatelstvo. We izpolzvame kriteri� za zatvorenost. Neka k ≤ n.
Ink (x1 . . . xn) = xk. Tova e lineen polinom na �egalkin (ak = 1 i ai = 0 za
i 6= k), sledovatelno Ink ∈ L.

Neka f, g1 . . . gk ∈ L, f(x1 . . . xk) = b0 ⊕
⊕k

j=1 bjxj i gj(x1 . . . xn) = aj0 ⊕⊕n
i=1 a

j
ixi. Togava

h(x1 . . . xn) = f(g1(x1 . . . xn), . . . gk(x1 . . . xk)) =

= b0 ⊕
k⊕
j=1

bj(a
j
0 ⊕

n⊕
i=1

ajixi) =

= (b0 ⊕
k⊕
j=1

bja
j
0)⊕ (

k⊕
j=1

bja
j
1)x1 ⊕ . . . (

k⊕
j=1

bja
j
n)xn

.
Taka h ∈ L i L e zatvoreno. �

3.4. Monotonni bulevi funkcii. Za da definirame monotonnite bulevi
funkcii, definirame naredba me�du n-mernite vektori. Ob�rnete vnimanie,
qe naredbata e qastiqna, ne e line�na.

Definici� 5.27. Neka α = (a1, . . . an) i β = (b1, . . . bn) sa n-merni bulevi
vektori.

α ≤ β ⇔ a1 ≤ b1 & a2 ≤ b2 & . . . an ≤ bn.
Neka f ∈ Fn2 . Kazvame, qe f e monotonna, ako za vs�ka dvo�ka argumenti

α, β ∈ {0, 1}n

α ≤ β ⇒ f(α) ≤ f(β).

S M oznaqavame mno�estvoto na vsiqki monotonni funkcii.
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Naprimer x, x.y, x ∨ y ∈M , a x̄, x⊕ y, x↔ y /∈ L.
Proverkata, dali edna funkci� e monotonna, e v obwi� sluqa� slo�na.

Za da oprostim tazi proverka v sluqa� na bulevite funkcii, we doka�em edno
svo�stvo na naredbata.

Tv�rdenie 5.28. Neka α, β ∈ {0, 1}n i α ≤ β, α 6= β. Togava s�westvuva
veriga

α = α1 ≤ α2 ≤ · · · ≤ αk = β

takava, qe αi se razliqava ot αi+1 samo v edna pozici�.

Dokazatelstvo. Neka α = (a1 . . . an) i β = (b1 . . . bn) i neka i1, . . . ik sa
poziciite, za koito aij 6= bij . T�� kato α ≤ β, aij = 1 i bij = 0 za j = 1 . . . k.
We doka�e tv�rdenieto s indukci� po bro� na razlikite, k.

Ako k = 1, to tv�rdenieto e v sila, verigata e α = α1 ≤ α2 = β. Neka
tv�rdenieto e v sila za vektori s k razliki i neka α i β se razliqavat v
k + 1 toqki. Neka i e indeks�t na p�rvata razlika. Razgle�dame vektora
γ = (c1 . . . cn), k�deto:

cj =

{
aj , ako j 6= i;
bj , ako j = i.

Taka γ se razliqava ot α samo v edna pozici�, i ot β v k pozicii (vsiqki,
v koito se razliqava i α, s izkl�qenie na i-tata). Po indukci� ima veriga

γ = α1 ≤ α2 ≤ · · · ≤ αk+1 = β

takava, qe αi se razliqava ot αi+1 samo v edna toqka. Taka t�rsenata veriga
e:

α ≤ γ = α1 ≤ α2 ≤ · · · ≤ αk+1 = β.

�
S pomowta na tova svo�stvo poluqavame lesen kriteri� za razpoznavane,

dali edna funkci� e monotonna.

Lema 5.29. Neka f ∈ Fn2 i f /∈ M . Togava s�westvuvat vektori α, β ∈
{0, 1}n takiva, qe α ≤ β, α i β se razliqavat v toqno edna pozici� i f(α) �
f(β).

Dokazatelstvo. Wom f /∈ M s�westvuvat α′ i β′ takiva, qe α′ ≤ β′ i
f(α′) � f(β′). Ot predixnoto tv�rdenie sledva, qe ima veriga

α′ = α1 ≤ α2 ≤ · · · ≤ αk = β′

takava, qe αi se razliqava ot αi+1 samo v edna toqka. Neka i e p�rvi�t indeks
tak�v, qe f(αi) � f(αi+1). Tak�v s�westvuva, zawoto f(α1) � f(αk). Togava
t�rsenite vektori sa α = αi, β = αi+1. �

Tv�rdenie 5.30. M e zatvoreno mno�estvo.

Dokazatelstvo. We izpolzvame kriteri� za zatvorenost. Neka k ≤ n.
Ink (x1 . . . xn) = xk e monotonna funkci�, zawoto ako (a1 . . . an) ≤ (b1 . . . bn), to
Ink (a1 . . . an) = ak ≤ bk = Ink (b1 . . . bn) . Sledovatelno Ink ∈M .

Neka f, g1 . . . gk ∈M i (a1 . . . an) ≤ (b1 . . . bn). Togava gi(a1 . . . an) ≤ gi(b1 . . . bn)
i sledovatelno,

h(a1 . . . an) = f(g1(a1 . . . an), . . . gk(a1 . . . an)) ≤ f(g1(b1 . . . bn), . . . gk(b1 . . . bn)) = h(b1 . . . bn)

Taka h ∈ L i L e zatvoreno. �
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4. Teorema na Post-�blonski

Teorema 5.31. Neka F ⊆ Fn2 . Mno�estvoto F e p�lno, togava i samo

togava, kogato

F * T0 ∪ T1 ∪ S ∪M ∪ L.

Dokazatelstvo. Neka p�rvo F e p�lno. Vs�ko ot mno�estvata T0, T1, S, L,M
sa zatvoreni mno�estva. Neka K ∈ {T0, T1, S, L,M}, ako dopusnem, qe F ⊆ K,
to F2 = [F ] ⊆ [K] = K. Taka dostat�qno e da posoqim funkci� fk /∈ K, za
dostignem do protivoreqie. x̄ /∈ T0 ∪ T1 ∪M , x.y /∈ S,L. Taka ako F e p�lno,
to F * T0 ∪ T1 ∪ S ∪M ∪ L.

Neka sega F * T0 ∪ T1 ∪S ∪M ∪L. Neka f0 ∈ F \ T0, f1 ∈ F \ T1, fs ∈ F \S,
fl ∈ F \ L i fm ∈ F \M .

P�rvo, we poka�em qe konstantite 0,1 ∈ [F ]. Da razgledame funkci�ta
g0(x) = f0(x . . . x) = f0(I11 (x), . . . I11 (x)) i g1(x) = f1(x . . . x) = f1(I11 (x), . . . I11 (x)).
f0 /∈ T0, sledovatelno g0(0) = f0(0 . . . 0) = 1. Analogiqno f1 /∈ T1, sledovatelno
g1(1) = f1(1 . . . 1) = 0. Imame slednite v�zmo�nosti za sto�nostta na drugi�
argument:

(1) g0(1) = 0, g1(0) = 0. Togava g0(x) = x̄, g1(x) = 0(x) i g0(g1(x)) = 1(x).
(2) g0(1) = 1, g1(0) = 0. Togava g0(x) = 1(x), g1(x) = 0(x).
(3) g0(1) = 1, g1(0) = 1. Togava g0(x) = 1(x), g1(x) = x̄ i g1(g0(x)) = 0(x).
(4) g0(1) = 0, g1(0) = 1. Togava g0(x) = g1(x) = x̄. Da razgledame

funkci�ta fs /∈ S. Za ne� ima vektor (a1 . . . an) takava, qe fs(a1 . . . an) 6=
f∗s (a1 . . . an). No f∗s (a1 . . . an) = fs(ā1 . . . ān). Sledovatelno fs(a1 . . . an) =
fs(ā1 . . . ān). Da razgledame funkci�ta

h(x) = fs(x
a1 , . . . xann ).

Funkci�ta h e superpozici� na fs i h1 . . . hn, k�deto

hi =

{
I11 (x), ako ai = 1;
g0(x), ako ai = 0.

Taka h ∈ [F ] i

h(1) = fs(a1 . . . an) = fs(ā1 . . . ān) = h(0).

Sledovatelno h e konstanta. Togava g0(h(x)) e drugata konstanta.

Taka v�v vseki ot sluqaite dokazahme, qe 0,1 ∈ [F ].
Vtorata ni cel e da doka�em, qe x̄ ∈ [F ], kato izpolzvame konstantite.

Da razgledame fm /∈ M . Ot Lema 5.29 sledva, qe ima vektori (a1 . . . an) ≤
(b1 . . . bn), razliqavawi se samo v edna pozici�, za koito fm(a1 . . . an) = 1 i
fm(b1 . . . bn) = 0. Neka ai 6= bi. Da razgledame superpozici�ta na fm i h1 . . . hn,
k�deto

hj(x) =

{
aj , ako j 6= i;
I11 (x), ako i = j.

Taka h ∈ [F ] i h(0) = 1, h(1) = 0, sledovatelno h(x) = x̄.
Nakra� we izpolzvame neline�nata funkci�, konstantite i x̄, za da poka�em,

qe x.y ∈ [F ]. Neka

fl(x1 . . . xn) = a0 ⊕ a1x1 . . . anxn ⊕ xi1xi2 . . . xik ⊕ . . . ,
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k�deto xi1xi2 . . . xik e p�rvi�t nelineen element ot polinoma na �egalkin na
fl. Da razgledame superpozici�ta na fl s h1 . . . hn, k�deto:

hj(x1, x2) =


I21 (x1, x2), ako j = i1;
I22 (x1, x2), ako j = i2;
I21 (1(x1), x2), ako j ∈ {i3 . . . ik};
I21 (0(x1), x2), ako j /∈ {i1 . . . ik}.

Taka h ∈ [F ] i h(x, y) = c0⊕c1x⊕c2y⊕x.y. Ako c0 = 1, h(x, y) = h(x, y)⊕1 =
c1x⊕ c2x⊕x.y. Taka BOO mo�em da predpolo�im, qe c0 = 0. Imame slednite
v�zmo�nosti za c1 i c2:

(1) c1 = 0, c2 = 0, togava h(x, y) = x.y.
(2) c1 = 1, c2 = 0, togava h(x, ȳ) = x⊕ x.(y ⊕ 1) = x.y.
(3) c1 = 0, c2 = 1, togava h(x̄, y) = y ⊕ (x⊕ 1).y = x.y.

(4) c1 = 1, c2 = 1, togava h(x̄, ȳ) = x⊕ y ⊕ (x⊕ 1).(y ⊕ 1)⊕ 1 = x.y.

Taka v�v vseki ot sluqaite x.y ∈ [F ]. Ot teoremata na Bul sledva, qe
F2 = [{x̄, x.y}] ⊆ [F ] i sledovatelno [F ] e p�lno mno�estvo.

�

Definici� 5.32. Edna funkci� f ∈ F2 nariqame Xeferova, ako {f} e
p�lno mno�estvo.

primer zaXeferova funkci� e qertata naXefer x|y. Naistina, x|y /∈ T0,
x|y /∈ T1, x|y /∈ S, x|y /∈M , x|y /∈ L, taka ot teoremata na Post-�blonski sledva,
qe {x|y} e p�lno.

Tv�rdenie 5.33. Neka f ∈ Fn2 . f e Xeferova togava i samo togava,

kogato f /∈ T0 ∪ T1 ∪ S.

Dokazatelstvo. Ednata posoka sledva ot teoremata na Post-�blonski.
Neka f /∈ T0 ∪ T1 ∪ S. Togava f(0, . . . 0) = 1, f(1, . . . 1) = 0, i t�� kato (0 . . . 0) ≤
(1 . . . 1), f /∈M .

Neka dopusnem, qe f ∈ L. Togava f(x1 . . . xn) = a0 ⊕ a1x1 ⊕ · · · ⊕ anxn.
f(0 . . . 0) = 1, sledovatelno a0 = 1. f(1, . . . 1) = 0, sledovatelno a0 ⊕ a1 ⊕ · · · ⊕
an = 0. No togava

f∗(x1 . . . xn) = f(x̄1, . . . x̄n) = 1⊕ a0 ⊕ a1(x1 ⊕ 1)⊕ · · · ⊕ an(xn ⊕ 1) =

= 1⊕ a0 ⊕ a1 ⊕ an ⊕ a1x1 ⊕ · · · ⊕ anxn = 1⊕ a1x1 ⊕ · · · ⊕ anxn = f(x1 . . . xn),

koeto protivoreqi na f /∈ S.
Taka f /∈ L i ot teoremata na Post-�blonski sledva, qe f e Xeferova. �

5. Zadaqi za upra�nenie

Zadaqa 1. Kolko sa n-mestnite bulevi funkcii?

Zadaqa 2. Predstavete vs�ka ot slednite funkcii s pomowta na tablica:

(1) (x→ y)→ y
(2) (x→ y)(y → x)
(3) x⊕ 1
(4) xy ⊕ x⊕ 1
(5) xy ⊕ x⊕ y
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(6) xy ∨ x̄ȳ
(7) xȳ ∨ x̄y
(8) x→ y

Zadaqa 3. Napixete vektora ot sto�nosti za vs�ka ot slednite funkcii:

(1) (x→ y)⊕ ((y → z̄)→ xy)

(2) (x↔ y)→ (x̄z̄ → y)→ x̄z
(3) ((x→ y)⊕ (x→ yz))|(x ↓ y)
(4) ((x ↓ y)|z) ↓ y

Zadaqa 4. Doka�ete slednite ravenstva.

(1) Konstanti: x ∨ 1 = x → 1 = 0 → x = x ∨ x̄ = 1 ,x ∧ 0 == xx̄ = 0,
x ∨ 0 = x.1 = 1↔ x = x⊕ 0 = x, x→ 0 = x↔ 0 = x⊕ 1 = x̄.

(2) Komutativnost: xy = yx, x ∨ y = y ∨ x, x⊕ y = y ⊕ x, x↔ y = y ↔ x
(3) Asociativnost: (xy)z = x(yz), (x ∨ y) ∨ z = x ∨ (y ∨ z), (x ⊕ y) ⊕ z =

x⊕ (y ⊕ z).
(4) Otricanie: ¯̄x = x, xy = x̄ ∨ ȳ, x ∨ y = x̄ȳ.
(5) Distributivnost: x(y ∨ z) = xy ∨ xz, x(y ⊕ z) = xy ⊕ xz, x ∨ yz =

(x ∨ y)(x ∨ z).
(6) Pogl�wane: x(x ∨ y) = x ∨ xy = x.
(7) Predstav�ne qrez {.,∨, }̄: x→ y = x̄∨y, x→ y = xȳ, x↔ y = xy∨ x̄ȳ,

x⊕ y = xȳ ∨ x̄y, x|y = xy = x̄ ∨ ȳ, x ↓ y = x ∨ y = x̄ȳ.
(8) Predstav�ne qrez {.,⊕, 1}: x∨y = xy⊕x⊕y,x̄ = x⊕1, x→ y = xy⊕x⊕1,

x↔ y = x⊕ y ⊕ 1, x|y = xy ⊕ 1, x ↓ y = xy ⊕ x⊕ y ⊕ 1.

Zadaqa 5. Proverete dali f = g, k�deto:

(1) f = (x ∨ ȳ) ↓ (x̄→ (y → z)), g = y → (x ∨ z);
(2) f = (x→ y)⊕ ((y → z̄)→ xy), g = yz → x;

(3) f = (x ∨ ȳ) ↓ (x̄→ (y → z)), g = y → (x ∨ z);
(4) f = (x ↓ y) ∨ (x↔ z)|(x⊕ yz), g = x̄(yz) ∨ x→ z
(5) f = ((x ∨ y)z̄ → ((x↔ z̄)⊕ ȳ))((x⊕ y)z̄), g = (x→ yz)x→ y;
(6) f = (x̄ ∨ y)→ ((y|z̄)→ (x↔ xz)), g = xy ∨ (x→ xȳ → z);
(7) f = (x̄→ y)→ (x̄y ↔ (x⊕ y)), g = (xy → x)→ y;
(8) f = (xy ∨ (x̄→ yz))↔ ((x̄→ ȳ)→ z), g = (x→ y)⊕ (y ⊕ z).

Zadaqa 6. Namerete s�v�rxena diz�nktivna normalna forma na:

(1) f(x1, x2, x3) = (x1 ∨ x2)→ x3;
(2) f(x1, x2, x3) = (x1 → x2)⊕ (x1|x2x3);
(3) f(x1, x2) = (0010)
(4) f(x1, x2, x3) = (10100010);
(5) f(x1, x2, x3) = (10101111);
(6) f(x1, x2, x3) = (00001111);
(7) f(x1, x2, x3, x4) = (x1 → x2x3x4)(x3 → x1x2);
(8) f(x1, x2, x3, x4) = (1001000110000101);

Zadaqa 7. Namerete polinoma na �egalkin na:

(1) f(x1, x2, x3) = (x1 ∨ x2)→ x3;
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(2) f(x1, x2, x3) = (x1 → x2)⊕ (x1|x2x3);
(3) f(x1, x2) = (0010)
(4) f(x1, x2, x3) = (10100010);
(5) f(x1, x2, x3) = (10101111);
(6) f(x1, x2, x3) = (00001111);
(7) f(x1, x2, x3, x4) = (x1 → x2x3x4)(x3 → x1x2);
(8) f(x1, x2, x3, x4) = (1001000110000101);

Zadaqa 8. Proverete dali f e dvo�nstvena na g:

(1) f(x, y) = x→ y, g(x, y) = x̄y;
(2) f(x, y) = (x̄→ ȳ)→ (y → x), g(x, y) = (x→ y)(ȳ → x̄);
(3) f(x, y, z) = x⊕ y ⊕ z, g(x, y, z) = x⊕ y ⊕ z;
(4) f(x, y, z) = xy ∨ z, g(x, y, z) = x(y ∨ z)
(5) f(x, y, z) = xy ⊕ xz ⊕ yz,g(x, y, z) = xy ∨ xz ∨ yz;
(6) f(x, y, z) = xy → z, g = x̄ȳz;
(7) f(x, y, z, t) = (x ∨ y ∨ z)t ∨ xyz,g(x, y, z, t) = (x ∨ y ∨ z)t ∨ xyz;
(8) f(x, y, z, t) = (x → y)(z → t), g(x, y, z, t) = (x → z̄)(x → t)(ȳ → z̄)(ȳ →

t).

Zadaqa 9. Namerete polinoma na �egalkin na f∗ ako:

(1) f = (10101010)
(2) f = (111001111)
(3) f = (1011011101111111)

Zadaqa 10. Namerete bro� na n-mestnite bulevi funkcii, koito sa ot

(1) T0, T1;
(2) T0 \ T1
(3) T0 ∪ T1

Zadaqa 11. Proverete dali f ∈ T0, T1:
(1) f = x1 ⊕ x2 ⊕ . . . xn;
(2) 1⊕ (x1 → x2)(x2 → x3) . . . (xn → x1);
(3) f =

⊕
1≤i<j≤n xi ∨ xj ;

Zadaqa 10. Namerete bro� na n-mestnite bulevi funkcii, koito sa ot

(1) S;
(2) T0 ∩ S
(3) T0 ∩ T1 ∩ S
(4) (T0 \ T1) ∩ S

Zadaqa 11. Samodvo�nstveni li sa slednite funkcii:

(1) xy ∨ yz ∨ zx;
(2) x1x2 ⊕ x2x3 ⊕ x3x1 ⊕ x2 ⊕ x3
(3) (x1 → x2)⊕ (x2 → x3)⊕ (x3 → x1)⊕ x3;
(4) x1x2 ⊕ x3(x1 ∨ x2)
(5) (1110011100011000);
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Zadaqa 12. Line�ni li sa slednite funkcii:

(1) xȳ(x↔ y);
(2) xyz̄ ∨ xz̄;
(3) xyz ⊕ x(ȳz̄)⊕ x(y ∨ z);
(4) (11100011)
(5) xy ⊕ yz ⊕ xz ⊕ x̄ȳz̄ ⊕ xyz.

Zadaqa 13. Namerete bro� na n-mestnite bulevi funkcii, koito sa ot

(1) L
(2) L ∩ T0
(3) L ∩ T1
(4) L ∩ S

Zadaqa 14. Monotonni li sa slednite funkcii:

(1) (x1 ⊕ x2) ∧ (x1 ↔ x2);
(2) x1(x2 ∨ x2);
(3) (00011101)
(4) (0001110111111111)
(5) x1x2 ⊕ x3(x1 ∨ x2)
(6) (x1 → x2)⊕ (x2 → x3)⊕ (x3 → x1)⊕ x3;

Zadaqa 15. Namerete bro� na n-mestnite bulevi funkcii, koito sa ot

(1) M \ T0
(2) M \ T1
(3) M \ (T0 ∪ T1)

Zadaqa 16. Opredelete dali slednite mno�estva funkcii sa p�lni i opre-
delete vsiqki tehni bazisi.

(1) F = {xy, x ∨ y, x⊕ y, xy ∨ yz ∨ zx}
(2) F = {xy, x ∨ y, x⊕ y ⊕ z ⊕ 1}
(3) F = {xy(x⊕ y), xy ⊕ x⊕ y, 1, xy ⊕ yz ⊕ xz}
(4) F = {x̄, 1, x(y ↔ z)⊕ x̄(y ⊕ z), x⊕ y ⊕ z}
(5) F = {f1 = (11), f2 = (0110), f3 = (00110111)}
(6) F = {x→ y, x⊕ y}
(7) F = {x|y}
(8) F = {f1 = (10000001), f2 = (0110), f3 = (01101001)}
(9) F = {xy ⊕ z, x⊕ y ⊕ 1, xȳ, x̄}
(10) F = {xy, xy ∨ z, x⊕ y ⊕ z, x→ y, x↔ y}.



TEMA 6

Grafi i algoritmi za grafi

1. Osnovni definicii

Dadena e karta na balkanski� poluostrov.

Kak�v minimalen bro� cvetove tr�bva da se izpolzvat, za da n�ma dve
s�sedni strani, ocveteni s edin i s�wi cv�t? Mo�e li da se nameri marxrut
taka, qe da minem prez vs�ka strana toqno po vedn��? Mo�e li da se nameri
marxrut, ko�to startira v B�lgari� i prekos�va vsiqki granici toqno po
vedn��, kato zav�rxva otnovo v B�lgari�? Vseki ot tezi v�prosi e sv�rzan
s pon�tieto graf i s algoritmi sv�rzani s nego.

Predi vsiqko, za da otgovorim na n�ko� ot v�prosite, ne ni e neobhodima
p�lnata informaci�, ko�to se zadava s pomowta na kartata. Naprimer ne ni
interesuva, kakva e formata na d�r�avata S�rbi�. Edinstvenoto, koeto e
neobhodimo kato informaci� e - koi sa d�r�avite na balkanski� poluostrov
i ko� e sv�rzana s ko�.

69
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Slo

Cro

BH

Mon

Alb

Serb

Mac

Gr

Rom

Bul

Tur

Definici� 6.1. Kraen (neorientiran ) graf nariqame naredena dvo�ka
mno�estva G = (V,E), k�deto V e kra�no neprazno mno�estvo ot v�rhove, a
E e mno�estvo e dvu-elementni podmno�estva na V , koito nariqame rebra.

Taka gorni�t primer zadava grafa G = (V,E), k�deto

V = {Slo, Cro,BH,Mon,Alb, Serb,Mac,Gr,Rom,Bul, Tur}

E = {{Slo, Cro} , {Cro,BH} , {Cro, Serb} , {BH,Mon} , {BH,Serb} , {Mon,Alb} ,
{Mon, Serb} , {Alb, Serb} , {Alb,Mac} , {Alb,Gr} , {Serb,Mac} , {Serb,Rom} ,
{Serb,Bul} , {Mac,Gr} , {Mac,Bul} , {Gr,Bul} , {Gr, Tur} , {Rom,Bul} , {Bul, Tur}}

1.1. Predstav�ne na grafi. We il�strirane razliqnite predstav�ni�
na grafi v�rhu sledni�t primeren graf:

G = ({1, 2, 3, 4, 5} , {{1, 2} , {2, 4} , {2, 5} , {3, 4} , {3, 5}})
1.1.1. Grafiqno predstav�ne. Grafiqnoto predstav�ne na graf priliqa

na grafiqnoto predstav�ne na relaci�. Razlikata e qe vmesto da izpolzvame
strelki sv�rzvawi dva v�zela koito sa v relaci�, izpolzvame neorientirani
d�gi.

Dva v�rha u, v ∈ V v graf nariqame s�sedni, ako sa sv�rzani s rebro,
t.e. {u, v} ∈ E. Za vseki vr�h ot grafa postav�me po edin v�zel, a v�zelite,
s�otvectvawi na s�sedni v�rhove, sv�rzvame s d�ga.

1 2 3

4 5
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1.1.2. Tabliqno predstav�ne. Grafiqnoto predstav�ne e udobno za rabota,
zawoto ni dava vizualna predstava za strukturata na grafa. Ako obaqe tr�bva
da s�hranim informaci�ta za daden graf v komp�t�rna programa, tova pred-
stav�ne ne e podhod�wo. Otnovo, kakto pri relaciite, imame i alternativno
tabliqno predstav�ne na graf, qrez taka nareqenata matrica na s�sedstvo. V
obwi� sluqa�, ako G = (V,E) e graf i V = {v1 . . . vn}, matricata na s�sed-
stvo e kvadratna matrica M = (mi,j)1≤i,j≤n, s razmernost- bro� na v�rhovete,
|V | = n, k�deto

mi,j =

{
0, ako {vi, vj} ∈ E;
1, ako {vi, vj} /∈ E.

Matricata na s�sedstvo na primerni� graf e:

∗ 1 2 3 4 5
1 0 1 0 0 0
2 1 0 0 1 1
3 0 0 0 1 1
4 0 1 1 0 0
5 0 1 1 0 0

1.1.3. Predstav�ne qrez spis�k na s�sedstvo. V n�koi sluqai po-udobno
e da razpolagame s informaci�ta, ko�to opisva edin graf, v druga forma.
Izre�dame vsiqki v�rhove na grafa v spis�k. S vseki vr�h v, sv�rzvame
spis�k ot v�rhovete u takiva, qe {u, v} ∈ E, t.e spis�k�t ot negovite s�sedi.

Spis�k�t na s�sedstvo na primerni� graf e:

1 → 2
2 → 1 4 5
3 → 4 5
4 → 2 3
5 → 2 3

1.2. N�koi osnovni harakteristiki na graf.

Definici� 6.2. Neka G = (V,E) i G′ = (V ′, E′) sa grafi. Kazvame, qe
G e izomorfen na G′, i pixem G ∼= G′, ako s�westvuva biekci� f : V → V ′

takava, qe za vs�ka dvo�ka v�rhove u, v ∈ V ,
{u, v} ∈ E ⇔ {f(u), f(v)} ∈ E′.

Dva izomorfni grafa ne se razliqavat po niwo drugo, osven naimenovani-
eto na tehnite v�rhove. Zatova nie we ot��destv�vame izomorfnite grafi.

Definici� 6.3. Neka G = (V,E) e graf i v ∈ V . Stepen na v�rha v, d(v),
nariqame bro�t na rebrata, na koito v e kra�:

d(v) = |{e ∈ E | v ∈ e}.|
Stepen na grafa G, d(G), e sumata ot stepenite na negovite v�rhove:

d(G) =
∑
v∈V

d(v).

Sledvawoto tv�rdenie, koeto e prosto nabl�denie, dava vr�zkata me�du
stepenta na graf i bro� na negovite rebra.
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Tv�rdenie 6.4. Neka G = (V,E).

d(G) = 2|E|

Dokazatelstvo. d(G) =
∑
v∈V d(v) =

∑
v∈V |{e ∈ E | v ∈ e}. Taka ako e

e rebroto e = {u, v}, to e se broi toqno dva p�ti: vedn�� v stepenta na u i
vedn�� v stepenta na v. Taka d(G) = 2|E|. �

1.3. P�t v graf.

Definici� 6.5. Neka G = (V,E) e graf i u, v ∈ V . P�t v G s d�l�ina k
ot u do v, nariqame posledovatelnost ot v�rhove u = v0, v1, . . . vk = v takiva,
qe:

(1) {vi, vi+1} = ei ∈ E za vs�ko i = 0 . . . k − 1;
(2) ei 6= ej za vs�ko i 6= j.

Zabele�ete, qe s�glasno gornata definici�, za vseki vr�h v ∈ V ima
trivialen p�t ot v do v s d�l�ina 0.

Prost p�t, we nariqame p�t v ko�to n�ma povtar�w se vr�h. V sila e
slednoto tv�rdenie.

Tv�rdenie 6.6. Neka G = (V,E) e graf i u = v0, v1, . . . vk = v sa v�rhove
v G takiva, qe za vs�ko i = 0 . . . k − 1, {vi, vi+1} ∈ E. Togava v G ima prost

p�t ot u do v.

Dokazatelstvo. We opixem algorit�m za namirane na prost p�t. Ako
u = v, to ima p�t ot u do v, trivialni�t p�t s d�l�ina 0. To� e prost, zawoto
s�d�r�a samo edin vr�h.

Neka u 6= v. Neka P = (v0, v1 . . . vk).
Dokato v P ima povtar�w se vr�h, neka i e pozici�ta na p�rvi� vr�h,

ko�to se povtar� v P . Neka j e poslednata pozici� na ko�to se srewa v�rha
vj. Taka

P = (v0 . . . vi−1, vi, vi+1, . . . vj−1, vi, vj+1 . . . vk).

Togava zamen�me P s

P = (v0 . . . vi−1, vi, vj+1 . . . vk).

Algorit�m�t predstavl�va cik�l, pri vs�ko zapoqvane na ko�to, P e red-
ica ot v�rhove takiva, qe p�rvi�t e u, posledni�t e v i vseki dva v�rha na
s�sedni pozicii sa sv�rzani s rebro. Naistina, t�� kato u 6= v, to ili i 6= 0,
ili j 6= k. Pri vs�ko preminavane v cik�la, d�l�inata na tazi redica na-
mal�va s j − i > 0, sledovatelno sled kraen bro� st�pki algorit�m�t we
zav�rxi i v P we ima posledovatelnost ot v�rhove u = v0 . . . vk′ = v takiva,
qe:

(1) {vi, vi+1} = ei ∈ E za vs�ko i = 0 . . . k′ − 1;
(2) vi 6= vj za vs�ko i 6= j, a sledovatelno i ei 6= ej za i = 0 . . . k′ − 1.

�
We kazvame qe dva v�rha v graf sa sv�rzani, ako ima p�t me�du t�h.

Relaci�ta, ko�to se pora�da ot tova pon�tie, e relaci� na ekvivalentnost.

Tv�rdenie 6.7. Neka G = (V,E). Togava C = {(u, v) | u e sv�rzan s v} e
relaci� na ekvivalentnost nad V .
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Dokazatelstvo. Vseki vr�h v ∈ V e sv�rzan s�s sebe si posredstvom
trivialni�t p�t s d�l�ina 0, taka (v, v) ∈ C i relaci�ta C e refleksivna.

Neka (u, v) ∈ C. Neka u = v0, v1 . . . vk = v e p�t ot u do v. Togava v =
vk, vk−1, . . . v1, v0 = u e p�t ot v do u, taka (v, u) ∈ C i C e simetriqna.

Neka (u, v) ∈ C i (v, w) ∈ C. Neka u = v0, v1 . . . vk = v e p�t ot u do v i v =
w0, w1 . . . wm = w e p�t ot v do w. Togava u = v0, v1 . . . vk = w0, w1 . . . wm = w e
redica ot v�rhove, takiva qe vseki dva v�rha na s�sedni pozicii sa sv�rzani
s rebro. S�glasno Tv�rdenie 6.6 ima p�t (dori prost p�t) ot u do w, taka
(u,w) ∈ C i C e tranzitivna. �

Relaci�ta C razdel� V na klasove na ekvivalentnost, koito nariqame
sv�rzani komponenti na grafa G.

Edin graf G nariqame sv�rzan, ako ima samo edna sv�rzana komponenta,
t.e. vseki dva v�rha v G sa sv�rzani.

1.4. Cikli. O�lerov i Hamiltonov cik�l. Osven trivialni�t p�t
s d�l�ina 0, ot vr�h v do v v graf, v�zmo�no e da ima i po-d�lgi p�tiwa.
Razbira se, p�t ot v do v s d�l�ina 1 ne ne mo�e da ima, zawoto rebrata sa
vinagi s po dva razliqni v�rha. Ne mo�e da ima i p�t ot v do v s d�l�ina
2, zawoto vseki dve rebra v p�t tr�bva da sa razliqni. Taka na�-k�si�t
netrivialen p�t ot v do v e s d�l�ina 3.

Definici� 6.8. Neka G = (V,E) e graf i v ∈ V . P�t v G s d�l�ina
k ≥ 3 ot v do v, nariqame cik�l v G prez v.

We razgledame dve specialni vida cik�l v graf. P�rvi�t minava prez
vs�ko rebro toqno po vedn��, vtori�t prez vseki vr�h toqno po vedn��.

Definici� 6.9. Neka G = (V,E) e graf i v ∈ V . Cik�l prez v, ko�to
s�d�r�a vs�ko rebro e ∈ E toqno po vedn�� nariqame O�lerov cik�l. Graf,
ko�to s�d�r�a O�lerov cik�l, nariqame O�lerov graf.

Sledni�t graf e O�lerov.

1

2 3

4

56

O�ler e nameril p�lna harakterizaci� na O�lerovite grafi:

Teorema 6.10. Neka G = (V,E) e sv�rzan graf. G e O�lerov togava i

samo togava, kogato vseki vr�h v G ima qetna stepen.

Dokazatelstvo. Neka G e O�lerov i neka v = v0, v1 . . . vk = v e O�lerov
cik�l v G. Vs�ko srewane na vr�h u v redicata v0 . . . vk−1 s�otvectva na dve
rebra prez u: ako u = v0, rebrata sa {v0, v1} i {vk−1, v0}; ako u = vi i i > 0,
rebrata sa {vi, vi+1} i {vi−1, vi}. T�� kato vsiqki rebra v grafa se srewat
toqno po vedn�� v cik�la, stepenta na proizvolen vr�h u ∈ V e ravna na dva
p�ti bro� na srewani�ta na u v cik�la. Taka d(u) e qetno qislo.
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Neka sega G e sv�rzan graf, v ko�to vseki vr�h ima qetna stepen i u ∈ V .
We postroim O�lerov cik�l C prez u.

Ob�v�vame u za tekuw vr�h t, C = (u).
1. Dokato ima neobhodeno rebro e = {t, v} prez t, dobav�me t k�m C,

ob�v�vame e za obhodeno i v za tekuw vr�h t.
T�� kato pri vs�ko preminavane prez cik�la, bro�t na neobhodenite re-

bra namal�va, cik�l�t we zav�rxi sled kraen bro� st�pki k, i C = (u =
v0, v1, . . . vk). Pri tova tv�rdim, qe vk = u. Naistina, da dopusnem, qe vk 6= u.
T�� kato algorit�m�t zav�rxva, vsiqki rebra prez vk sa obhodeni i na k+ 1-
va st�pka n�ma neobhodeni rebra prez vk. Na st�pka, na ko�to vk stava tekuw,
obho�dame edno rebro prez vk i bro�t na obhodenite rebra prez vk e neqeten.
Na sledvawata st�pka, ako vk prestane da e tekuw, obho�dame vtoro rebro
prez vk bro�t na obhodenite rebra prez vk stava qeten. Taka na poslednata
st�pka, na ko�to vk stava tekuw, bro�t na obhodenite rebra prez vk e neqeten,
no togava algorit�m�t zav�rxva, zawoto n�ma kak da se izbere sledvaw tekuw
vr�h, vsiqki rebra prez vk sa obhodeni. Tova oznaqava, qe prez vk ima neqeten
bro� rebra, koeto protivoreqi na qetnostta na stepenta na vk.

2. Sledovatelno vk = u i C e cik�l. Ako C s�d�r�a vsiqki rebra,
C e O�lerov cik�l. Inaqe, C s�d�r�a pone edin vr�h vi, ko�to e kra� na
neobhodeno rebro. Tova sledva ot sv�rzanostta na grafa. Povtar�me cik�la
1. s naqalen vr�h vi kato stroim nov cik�l C ′ = (vi = u0, u1, . . . um = vi).
Zamen�me C s cik�la

C = (v0 . . . vi−1, vi = u0, u1, . . . um = vi, vi+1, . . . vk)

i otnovo se vr�wame na toqka 2.
Vtori�t v�nxen cik�l s�wo we zav�rxi, zawoto pri vs�ko preminavane

prez nego, bro�t na neobhodenite rebra namal�va. Taka v kra�na smetka C
s�d�r�a O�lerov cik�l. �

Ako prilo�im algorit�ma k�m primerni� graf s naqalen vr�h 1 poluqavame
slednata posledovatelnost ot st�pki:

1. C = (1), t = 1.

1

2 3

4

56

2. C = (1, 2), t = 2.

1

2 3

4

56

3. C = (1, 2, 3), t = 3.
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1

2 3

4

56

4. C = (1, 2, 3, 4), t = 4.

1

2 3

4

56

5. C = (1, 2, 3, 4, 5), t = 5.

1

2 3

4

56

6. C = (1, 2, 3, 4, 5, 3), t = 3.

1

2 3

4

56

7. C = (1, 2, 3, 4, 5, 3, 6), t = 6.

1

2 3

4

56

8. C = (1, 2, 3, 4, 5, 3, 6, 1), t = 1.

1

2 3

4

56

Sega C e cik�l, no ne s�d�r�a vsiqki rebra. Startirame algorit�ma
otnovo s naqalen vr�h 2, zawoto ima neobhodeno rebro s kra� 2:

1.C ′ = (2), t = 2.

1

2 3

4

56

2. C ′ = (2, 5), t = 5.

1

2 3

4

56

3. C ′ = (2, 5, 6), t = 6.
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1

2 3

4

56

4. C ′ = (2, 5, 6, 2), t = 2.

1

2 3

4

56

Ot C = (1, 2, 3, 4, 5, 3, 6, 1) i C ′ = (2, 5, 6, 2) stroim cik�la C = (1, 2, 5, 6, 2, 3, 4, 5, 6, 1).
Tova e veqe O�lerov cik�l.

Definici� 6.11. Neka G = (V,E) e graf i v ∈ V . Cik�l prez v, ko�to
s�d�r�a vseki vr�h v ∈ V toqno po vedn�� nariqame Hamiltonov cik�l.
Graf, ko�to s�d�r�a Hamiltonov cik�l, nariqame Hamiltonov graf.

Za razlika ot O�lerovite grafi, n�mame dobra harakterizaci� na Hamiltonovite.
Vse pak we razgledame edna grupa Hamiltonovi grafi.

Definici� 6.12. Bulev graf s razmernost n nariqame grafBn = (Vn, En),
k�deto Vn = {0, 1}n, n-mernite bulevi vektori, a

En = {{α, β} | α i β se razliqavat samo v edna pozici� }.

B2 e sledni�t graf:

11

01 10

00

B3 e sledni�t graf:

111

101011 110

001 010 100

000

Tv�rdenie 6.13. Za vs�ko n ≥ 2, Bn e Hamiltonov graf.

Dokazatelstvo. Dokazatelstvoto e s indukci� po n.
Hamiltonov cik�l v B2 e (00), (01), (11), (10), (00).
Neka tv�rdenieto e v sila za Bn i neka α1, α2, . . . α2n , α1 e Hamiltonov

cik�l v Bn. Togava

0α1, 0α2, . . . 0α2n−1 , 0α2n , 1α2n , 1α2n−1 , . . . 1α2, 1α1, 0α1

e Hamiltonov cik�l v Bn+1 �
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2. D�rveta

We dadem dve definicii na strukturata d�rvo. P�rvata pokazva, qe
d�rvoto e specialen sluqa� na graf, a vtorata dava intuici� za strukturata
na edno d�rvo.

Definici� 6.14. GrafD = (V,E), ko�to e sv�rzan i n�ma cikli, nariqame
d�rvo.

Vtorata definici� e za d�rvo, edin ot v�zlite na ko�to se nariqa koren.
Definici�ta e induktivna.

Definici� 6.15. Graf�t D = ({r} , ∅) e d�rvo s koren r i edinstven list
r.

Neka D = (V,E) e d�rvo s koren r i lista l1, . . . ln. Neka v ∈ V i u /∈ V .
Togava D′ = (V ∪ {u} , E ∪ {{v, u}}) e d�rvo s koren r. Ako v = li za n�koe
i = 1 . . . n, listata naD′ sa l1 . . . li−1, u, li+1, . . . ln. Ako v 6= li za vs�ko i = 1 . . . n,
to listata na D′ sa l1 . . . ln, u.

Korenovo d�rvo mo�e da se izpolzva za opisanie na izraz bez skobi -
glavnata operaci� e koren na d�rvoto, listata sa atomarnite sto�nosti v
izraza. Naprimer (5 + 2x)− ((y − 3) + (2− x)) se predstav� taka:

−

+ +

5 ∗

2 x

− −

y 3 2 x

Tv�rdenie 6.16. Vs�ko korenovo d�rvo e d�rvo.

Dokazatelstvo. Dokazatelstvoto e s indukci� po definici�ta na ko-
renovo d�rvo. Graf�t D = ({r} , ∅) e sv�rzan graf bez cikli, zawoto ima
samo edin v�zel.

Neka korenovoto d�rvo D = (V,E) e sv�rzan graf bez cikli. Neka D′ =
(V ∪ {u} , E ∪ {{v, u}}). Tr�bva da poka�em, qe tova D′ s�wo e sv�rzan graf
bez cikli. Da izberem proizvolni dva v�rha v D′ - v1, v2. Ako v1 = v2, to
ima p�t - trivialen p�t s d�l�ina nula ot v1 do v2. Ako v1, v2 ∈ V , to v1
i v2 sa v�rhove v grafa D. S�glasno indukcionnoto predpolo�enie, to� e
sv�rzan graf. Sledovatelno ima p�t v D, ot v1 do v2. No vseki p�t v D e
p�t i v D′, zawoto rebrata v D sa rebra i v D′. Taka ima p�t v D′ ot v1
do v2. Posledni�t sluqa� e edin ot v�rhovete v1 ili v2 da e novi�t vr�h
u. B.O.O. neka v2 = u. Togava v1, v sa v�rhove v D i me�du t�h ima p�t
v1 = u1, u2, . . . uk = v. Taka v1 = u1, u2, . . . uk = v, u e p�t v D′ ot v1 do
u. Sledovatelno graf�t D′ e sv�rzan. Ako dopusnem, qe v nego ima cik�l
v1, v2, . . . vk, v1, to vseki vr�h v cik�la vi uqastva kato kra� na dve razliqni
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rebra: {vi−1, vi} i {vi, vi+1}. Novi�t vr�h u e kra� na edno edinstveno rebro,
sledovatelno ne uqastva v cik�la. Taka v1, v2, . . . vk, v1 e cik�l v D, koeto
protivoreqi na indukcionnoto predpolo�enie. Taka i D′ e sv�rzan graf bez
cikli. �

Edno ot osnovnite predimstva na strukturata d�rvo e slednoto svo�stvo.

Tv�rdenie 6.17. Neka D = (V,E) e d�rvo i u, v ∈ V . Togava me�du u i

v ima edinstven p�t v D.

Dokazatelstvo. Da dopusnem, qe me�du u i v ima dva razliqni p�t�:
u = u1 . . . uk = v i u = v1 . . . vm = v. We poka�em, qe v D ima cik�l. Neka i e
p�rvata razlika me�du dvata p�t�: u1 = v1, u2 = v2 . . . ui−1 = vi−1 i ui 6= vi.
Neka j e na�- malkata pozici�, takava, qe uj se srewa izme�du vi−1, . . . vm,
naprimer vj′ = uj . Takova j s�westvuva, zawoto vm = uk (j ≤ k). Taka

vi−1, . . . vj′ = uj , uj−1, . . . ui, ui−1

e cik�l v D. Naistina vsiqki v�rhove v tozi cik�l sa razliqni s izkl�qenie
na kraiwata. �

3. Pokrivawo d�rvo

Vseki sv�rzan graf G = (V,E) ima pokrivawo d�rvo - d�rvo s�s s�wite
v�rhove kato G, no samo s qast ot rebrata v G.

Definici� 6.18. NekaG = (V,E) e graf. Pokrivawo d�rvo naG nariqame
d�rvo D = (V,E′), k�deto E′ ⊆ E.

Za da poka�em, qe vseki sv�rzan graf ima pokrivawo d�rvo, we doka�em
edno pomowno tv�rdenie.

Tv�rdenie 6.19. Neka G = (V,E) e sv�rzan graf i e ∈ E e rebro, koeto

uqastva v cik�l v G. Togava G′ = (V,E \ {e}) s�wo e sv�rzan graf.

Dokazatelstvo. Neka e = {x, y}. Neka y, x, x1, x2 . . . xm = y e cik�l�t, v
ko�to uqastva e. Taka s�glasno definici�ta na p�t i cik�l v graf, e ne se
srewa v p�t� x, x1, x2 . . . xm = y.

Da razgledame dva proizvolni v�rha v0, vk ∈ V . G e sv�rzan graf sle-
dovatelno ima p�t ot v0 do vk v G, v0, v1 . . . vk. Ako v tozi p�t ne uqastva
rebroto e, to tova e p�t v G′. Ako e uqastva v tozi p�t - naprimer {vi} vi+1 = e
i vi = x, vi+1 = y, razgle�dame slednata redica:

v0 . . . vi−1, vi = x, x1, x2 . . . xm = y = vi+1, vi+2 . . . vk.

Tova e redica, v ko�to vseki dva s�sedni v�rha sa sv�rzani s rebro v G′

i sledovatelno s�glasno Tv�rdenie 6.6 ima p�t ot v0 do vk v G
′. Taka G′ e

sv�rzan graf. �
Gornoto tv�rdenie ni pozvol�va da doka�em, qe vseki sv�rzan graf ima

pokrivawo d�rvo s prost algorit�m.

Tv�rdenie 6.20. Graf G = (V,E) ima pokrivawo d�rvo, togava i samo

togava, kogato e sv�rzan.

Dokazatelstvo. Ako G = (V,E) ima pokrivawo d�rvo D = (V,E′), to
E′ ⊆ E i vseki p�t v D e p�t v G. Wom D e sv�rzan graf, to i G e sv�rzan
graf.
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Neka sega G = (V,E) e sv�rzan graf. Prilagame sledni� algorit�m:
Neka E′ = E. Dokato v G′ = (V,E′) ima cik�l, namirame rebro e ∈ E′,

koeto uqastva v cik�l s G′ i zamen�me E′ s E′ \ {e}.
S�glasno predixnoto tv�rdenie pri vs�ko izp�lnenie na cik�la G′ e

sv�rzan graf. Algorit�m�t zav�rxva, zawoto na vs�ka st�pka bro�t na
rebrata v E′ namal�va s edinica. Taka sled prikl�qvane na algorit�ma
G′ = (V,E′) e sv�rzan graf bez cikli. �

3.1. Obho�dane na grafi. Ima mnogo zadaqi sv�rzani s obho�dane na
grafi: da se proveri dali ima p�t me�du dva v�rha, da se nameri na�-k�s
p�t ot vr�h do vsiqki ostanali, da se postroi pokrivawo d�rvo. Imame dva
osnovni metoda za obho�dane na graf: v d�lboqina i v xiroqina.

Da razgledame sledni�t graf G:

a b c

d e

f g h

We si mislim, qe to� e predstaven qrez spis�k ot s�sedstvo:

a → b d
b → a c d e
c → b g h
d → a b e f g
e → b d
f → d
g → c d
h → c

3.1.1. Obho�dane v d�lboqina. Osnovnata ide� na obho�dane v d�lboqina
e: \dokato mo�em v�rvim napred. Kogato n�ma kak da prod�l�im - vr�wame
se edna st�pka nazad". Za realizaci� na tozi algorit�m we izpolzvame stek.
Stek�t e struktura ot danni, organizirani na principa - posleden vl�z�l,
pr�v izl�z�l. Predstavete si, qe pribirame knigi v kuti�, p�rvata kniga
postav�me na d�noto na kuti�ta, vs�ka sledvawa v�rhu predixnata. Na�-
otgore stoi poslednata kniga, ko�to sme dobavili. Za da dostignem p�rvata
kniga v kuti�ta, tr�bva da izvadim vsiqki ostanali. Definici�ta na stek,
zaedno s trite operacii top (vr�h na steka), pop (iztrivane na element ot
steka) i push (dobav�ne na element k�m steka)e induktivna.

Definici� 6.21. Prazni�t stek oznaqavame s { }. pop({ }) = { }, top({ }) =
{ }
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Neka S e stek i x e element. Togava S′ = push(S, x) e stek. top(S′) = x,
pop(S′) = S.

Neka G = (V,E) e proizvolen graf s n v�rha i v0 ∈ V e naqalen vr�h.
We postroim spis�k DFS = ((v0, ∅), (v1, s(v1)), . . . (vn, s(vn)), ko�to vkl�qva
vsiqki v�rhove v1 . . . vn i tehnite neposredstveni predxestvenici v pokriva-
woto d�rvo s koren v0: D = (V,E′), k�deto E′ = {{vi, s(vi)} | i = 1 . . . n}.

We izpolzvame pomowen stek S i tekuw vr�h t. V naqalotoDFS = ((v0, ∅))
i S = { }, t = v0 i v0 e obhoden.

Dokato ima neobhoden vr�h v V :

(1) Ako ima neobhoden s�sed v na t, ob�v�vame v za obhoden, dobav�me

(v, t) k�m spis�k DFS = DFS ∪ {(v, t)}, dobav�me t k�m steka: S :=
push(S, t), tekuw vr�h stava t := v.

(2) Ako n�ma neobhoden s�sed na t, vr�wame se edna st�pka nazad: t =
top(S), S := pop(S).

Za il�straci� we prilo�im algorit�ma k�m primerni� graf s naqalen
vr�h a. Eto kakvi posledovatelni st�pki we imame:

(1) DFS = ((a, ∅)), t = a, S = { }.
(2) DFS = ((a, ∅), (b, a)), t = b, S = {a}.
(3) DFS = ((a, ∅), (b, a), (c, b)), t = c, S = {b, a}.
(4) DFS = ((a, ∅), (b, a), (c, b), (c, g)), t = g, S = {c, b, a}.
(5) DFS = ((a, ∅), (b, a), (c, b), (c, g), (d, g)), t = d, S = {g, c, b, a}.
(6) DFS = ((a, ∅), (b, a), (c, b), (c, g), (d, g), (e, d)), t = e, S = {d, g, c, b, a}.
(7) DFS = ((a, ∅), (b, a), (c, b), (c, g), (d, g), (e, d)), t = d, S = {g, c, b, a}.
(8) DFS = ((a, ∅), (b, a), (c, b), (c, g), (d, g), (e, d), (f, d)), t = f, S = {d, g, c, b, a}.
(9) DFS = ((a, ∅), (b, a), (c, b), (c, g), (d, g), (e, d), (f, d)), t = d, S = {g, c, b, a}.
(10) DFS = ((a, ∅), (b, a), (c, b), (c, g), (d, g), (e, d), (f, d)), t = g, S = {c, b, a}.
(11) DFS = ((a, ∅), (b, a), (c, b), (c, g), (d, g), (e, d), (f, d)), t = c, S = {b, a}.
(12) DFS = ((a, ∅), (b, a), (c, b), (c, g), (d, g), (e, d), (f, d), (h, c)), t = h, S = {c, b, a}.
V kra�na smetka poluqavame slednoto pokrivawo d�rvo:

a b c

d e

f g h

Obho�dane v d�lboqina e efektivno pri zadaqi ot vida - da se nameri
p�t v sv�rzan graf me�du ot vr�h u0 do vr�hu1. Za celta we modificirame
algorit�ma po sledni� naqin:

V naqaloto S = { }, t = u1 i u1 e obhoden.
Dokato ima t 6= u0:
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(1) Ako ima neobhoden s�sed v na t, ob�v�vame v za obhoden, dobav�me t
k�m steka: S := push(S, t), tekuw vr�h stava t := v.

(2) Ako n�ma neobhoden s�sed na t, vr�wame se edna st�pka nazad: t =
top(S), S := pop(S).

Pri zav�rxvane na algorit�ma v S we e zapisan t�rseni�t p�t.
3.1.2. Obho�dane v xiroqina. Osnovnata ide� na obho�dane v d�lboqina

e: \dokato ima neobhoden s�sed, obho�dame s�seda. Qak kogato vsiqki s�sedi
sa obhodeni, minavame k�m p�rvi� obhoden s�sed na tekuwi� vr�h". Za re-
alizaci� na tozi algorit�m we izpolzvame opaxka. Opaxkata e struktura
ot danni, organizirani na principa - pr�v vl�z�l, pr�v izl�z�l. Pred-
stavete si, v edin idealen sv�t - opaxka za lift, v ko�to nito edin skior ili
snoubordist ne se predre�da: tozi ko�to se e naredil pr�v, pr�v we se kaqi
na lifta. Definici�ta na opaxka, zaedno s trite operacii top, pop i push
otnovo e induktivna.

Definici� 6.22. Praznata opaxka oznaqavame s { }. Za ne� pop({ }) =
top({ }) = { }

Neka Q e opaxka i x e element. Togava Q′ = push(Q, x) e opaxka.

top(Q′) =

{
x, ako Q = { };
top(Q), ako Q 6= { }.

pop(Q′) =

{
{ } , ako Q = { };
push(pop(Q), x), ako Q 6= { }.

.

Neka G = (V,E) e proizvolen graf s n v�rha i v0 ∈ V e naqalen vr�h.
We postroim spis�k BFS = ((v0, ∅), (v1, s(v1)), . . . (vn, s(vn)), ko�to vkl�qva
vsiqki v�rhove v1 . . . vn i tehnite neposredstveni predxestvenici v pokriva-
woto d�rvo s koren v0: D = (V,E′), k�deto E′ = {{vi, s(vi)} | i = 1 . . . n}.

We izpolzvame pomowna opaxka Q i tekuw vr�h t. V naqaloto BFS =
((v0, ∅)) i Q = { }, t = v0 i v0 e obhoden.

Dokato ima neobhoden vr�h v V :

(1) Ako ima neobhoden s�sed v na t, ob�v�vame v za obhoden, dobav�me

(v, t) k�m spis�k BFS = BFS ∪ {(v, t)}, dobav�me v k�m opaxkata:

Q := push(Q, v).
(2) Ako n�ma neobhoden s�sed na t, tekuw vr�h stava p�rvi�t vr�h na

opaxkata: t = top(Q), Q := pop(Q).

Za il�straci� we prilo�im algorit�ma k�m primerni� graf s naqalen
vr�h a. Eto kakvi posledovatelni st�pki we imame:

(1) BFS = ((a, ∅)), t = a,Q = { }.
(2) BFS = ((a, ∅), (b, a)), t = a,Q = {b}.
(3) BFS = ((a, ∅), (b, a), (d, a)), t = a,Q = {b, d}.
(4) BFS = ((a, ∅), (b, a), (d, a)), t = b,Q = {d}.
(5) BFS = ((a, ∅), (b, a), (d, a), (c, b)), t = b,Q = {d, c}.
(6) BFS = ((a, ∅), (b, a), (d, a), (c, b), (e, b)), t = b,Q = {d, c, e}.
(7) BFS = ((a, ∅), (b, a), (d, a), (c, b), (e, b)), t = d,Q = {c, e}.
(8) BFS = ((a, ∅), (b, a), (d, a), (c, b), (e, b), (f, d)), t = d,Q = {c, e, f}.
(9) BFS = ((a, ∅), (b, a), (d, a), (c, b), (e, b), (f, d), (g, d)), t = d,Q = {c, e, f, g}.
(10) BFS = ((a, ∅), (b, a), (d, a), (c, b), (e, b), (f, d), (g, d)), t = c,Q = {e, f, g}.
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(11) BFS = ((a, ∅), (b, a), (d, a), (c, b), (e, b), (f, d), (g, d), (c, h)), t = c,Q = {e, f, g, h}.
V kra�na smetka poluqavame slednoto pokrivawo d�rvo:

a b c

d e

f g h

Obho�dane v xiroqina namira na�-k�site p�tiwa ot naqalni�t vr�h do
vsiqki ostanali v�rhove v grafa.

Dokazatelstvo na tozi fakt, e tehniqeski slo�no i d�lgo, zawoto iziskva
podroben analiz na algorit�ma. Za p�lnota we dobavim tuk edna v�zmo�na
ide� za dokazatelstvo:

Neka s d(v) oznaqim d�l�inata na minimalen p�t ot naqalni�t vr�h do
v. P�rvo we poka�em, slednoto:

Kogato vr�h v stava tekuw, vsiqki v�rhove u s d(u) < d(v) veqe sa bili
tekuwi. Naistina, da dopusnem qe v e p�rvi�t vr�h, ko�to stava tekuw predi
drug vr�h u ∈ V s d(u) < d(v) da e bil izbran za tekuw. Zabele�ete, qe v 6= v0,
zawoto d(v0) = 0 i n�ma vr�h u s po-k�s p�t do v0. Sled kato v ne e naqalen,
to� stava tekuw, zawoto e vr�h na opaxkata. To� e dobaven k�m opaxkata,
kogato tekuw vr�h e bil n�ko� negov s�sed t. Taka d(t) ≥ d(v)− 1.

V�rh�t u s�wo ne e naqalen, zawoto vse owe, kogato v stava tekuw, to� ne
e bil tekuw. Taka vseki minimalen p�t ot v0 do u ima d�l�ina k ≥ 1. Da
vzemem edin tak�v p�t v0, u1 . . . uk−1, uk = u. Da razgledame v�rha uk−1. Za
nego imame d(uk−1) = d(u)−1 < d(v)−1 ≤ d(t). S�glasno izbora na v kato pr�v,
ko�to naruxava uslovieto, uk−1 tr�bva da e bil tekuw predi t. No s�glasno
algorit�ma u we vlezne v opaxkata, na�-k�sno po vreme na st�pkite, kogato
uk−1 e tekuw i sledovatelno, predi v. Wom u e pred v v opaxkata, s�glasno
algorit�ma, to� we e tekuw predi v- koeto protivoreqi na dopuskaneto.

Da razgledame p�t v0, v1 . . . vk = v ot naqalni�t vr�h do vr�h v v pokri-
vawoto d�rvo D. Da dopusnem, qe d(vi) = i za i < k, no ima po k�s p�t v0 do v.
Otnovo d(v) ≥ 1, zawoto ako d(v) = 0, to v = v0, a na�-k�s p�t ot v0 do v0 v D
e trivialni�t p�t s d�l�ina 0. Neka na�-k�s p�t v0 do v e v0, u1, . . . um = v,
m < k. Taka d(vk−1) = k − 1 < m − 1 = d(um−1). Sledovatelno um−1 stava
tekuw predi vk−1. No togava algorit�m�t we ob�vi v za obhoden, kogato um−1
e tekuw, i n�ma da dobavi rebroto {v, vk−1} k�m pokrivawoto d�rvo, kogato
na po-k�sen etap vk−1 e tekuw, koeto e protivoreqie s dopuskaneto.

3.2. Minimalno pokrivawo d�rvo. Neka e daden sv�rzan graf G =
(V,E). Neka c : E → N e funkci�, ko�to zadava cena na vs�ko rebro.

Definici� 6.23. Minimalno pokrivawo d�rvo naG nariqame d�rvoD =
(V,E0) takova, qe za vs�ko drugo pokrivawo d�rvo na G, D′ = (V,E′) e v sila
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slednoto neravenstvo: ∑
e∈E0

c(e) ≤
∑
e∈E′

c(e)

We doka�em edno tv�rdenie, koeto we ni pozvoli da namerim algoritmi
za namirane na minimalno pokrivawo d�rvo na sv�rzan graf.

Tv�rdenie 6.24. Neka U ⊆ V i neka e = {u, v} ∈ E e rebro takova, qe

u ∈ U , v ∈ V \ U i izme�du vsiqki rebra e′ = {u′, v′} s u′ ∈ U i v′ ∈ V \ U ,
rebroto e e s na�-niska cena, t.e. c(e) ≤ c(e′). Togava G ima minimalno

pokrivawo d�rvo, v koeto uqastva e.

Dokazatelstvo. Neka D(V,E0) e minimalno pokrivawo d�rvo. Da do-
pusnem, qe e ne uqastva v E0. Togava vD ima p�t ot u do v, u = u0, u1 . . . , uk = v.
V tozi p�t uqastva pone edno rebro e′ = {ui, ui+1} takova, qe ui ∈ U i
ui+1 ∈ V \ U . Taka v grafa D′ = (V,E0 ∪ {e}) ima cik�l v, u = u0, u1 . . . , uk =
v. S�glasno Tv�rdenie 6.19 graf�t D′′ = (V, (E0 ∪ {e}) \ {e′}) e sv�rzan i
mo�em da mu namerim pokrivawo d�rvo ima pokrivawo d�rvo (V,E1), k�deto
e ∈ E1 ⊆ (E0 ∪ {e}) \ {e′}. Taka, t�� kato po uslovie c(e) ≤ c(e′):∑

e∈E1

c(e) ≤
∑

e∈(E0∪{e})\{e′}

c(e) ≤
∑
e∈E0

c(e).

�
Tova svo�stvo ni dava v�zmo�nost da prilagame taka nareqenite alqni

algoritmi za namirane na minimalno pokrivawo d�rvo.
Otnovo we razgledame primeren graf, v�rhu ko�to da il�strirame algo-

ritmite.

a b c

d e f

g h i

2

1

1

5
3

2

1

2
4

4

3
4

3

5

3.2.1. Algorit�m na Prim. Neka G = (V,E) e sv�rzan graf i neka c :
E → N e funkci�, ko�to zadava cena na vs�ko rebro. Algorit�m�t na Prim
postro�va minimalno pokrivawo korenovo d�rvoMST = (V,E0) na G s koren,
otnapred zadaden naqalen vr�h v0 ∈ V . Po vreme na izp�lnenie na algorit�ma
V ′ we s�d�r�a vsiqki obhodeni dosega v�rhove. E0 ⊆ E we s�d�r�a rebrata,
koito do momenta sme vkl�qili v d�rvoto.

V naqaloto MST = (V ′ = {v0} , E′ = ∅).
Dokato V ′ 6= V : namirame rebro e = {u, v} ∈ E, takova qe u ∈ V ′, v ∈

V \ V ′ i izme�du vsqiki takiva rebra, e e s minimalna cena, t.e. za vs�ko
rebro e′ = {u′, v′} ∈ E takova, qe u′ ∈ V ′ i v′ ∈ V \ V ′ imame, qe c(e) ≤ c(e′).
Dobav�me e k�m E′, E′ := E′ ∪ {e} i dobav�me v k�m V ′, V ′ := V ′ ∪ {v}.
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Algorit�m�t zav�rxva, zawoto na vs�ka st�pka |V \V ′| namal�va s edinici.
S�glasno Tv�rdenie 6.24, MPD e minimalno pokrivawo d�rvo.

St�pkite, ot tozi algorit�m, prilo�en k�m primerni� graf s naqalen
vr�h a sa slednite:

(1) V ′ = {a}, E′ = ∅.
(2) V ′ = {a, d}, E′ = {{a, d}}.
(3) V ′ = {a, d, e}, E′ = {{a, d} , {d, e}}.
(4) V ′ = {a, d, e, b}, E′ = {{a, d} , {d, e} , {a, b}}.
(5) V ′ = {a, d, e, b, c}, E′ = {{a, d} , {d, e} , {a, b} , {b, c}}.
(6) V ′ = {a, d, e, b, c, f}, E′ = {{a, d} , {d, e} , {a, b} , {b, c} , {b, f}}.
(7) V ′ = {a, d, e, b, c, f, g}, E′ = {{a, d} , {d, e} , {a, b} , {b, c} , {b, f} , {d, g}}.
(8) V ′ = {a, d, e, b, c, f, g, h}, E′ = {{a, d} , {d, e} , {a, b} , {b, c} , {b, f} , {d, g} , {e, h}}.
(9) V ′ = {a, d, e, b, c, f, g, h, i}, E′ = {{a, d} , {d, e} , {a, b} , {b, c} , {b, f} , {d, g} , {e, h} , {f, i}}.
D�rvoto, koeto se poluqava, e:

a b c

d e f

g h i

2

1

1

2

1

2 3 3

3.2.2. Algorit�m na Kruskal. Vtori�t algorit�m za postro�vane na min-
imalno pokrivawo d�rvo e na Kruskal. Tuk ne e zadaden otnapred koren na
d�rvoto.

Neka otnovo G = (V,E) e sv�rzan graf i neka c : E → N e funkci�, ko�to
zadava cena na vs�ko rebro. Neka bro�t na rebrata e |E| = n. Algorit�m�t na
Kruskal postro�va minimalno pokrivawo d�rvo MST = (V,E0) na G.

(1) Sortirame rebrata v�v v��od�w red na t�hnata cena: E = {e1, . . . en},
taka, qe c(e1) ≤ c(e2) ≤ . . . c(en). We izpolzvame bro�q i, ko�to v
naqaloto e i := 1.

(2) Za vseki ot v�rhovete v ∈ V stroim trivialno d�rvo s koren v:
Dv = ({v} , ∅). Neka D = {Dv | v ∈ V }.

(3) Dokato ima D s�d�r�a poveqe ot edno d�rvo: Razgle�dame rebroto

ei = {ui, vi}. Ako ui i vi sa v dve razliqni d�rveta Dui
= (Vui

, Eui
) i

Dvi = (Vvi , Evi), iztrivame tezi dve d�rveta ot D i dobav�me novo

d�rvo Dui,vi = (Vui ∪Vvi , Eui ∪Evi ∪{ei}). Taka D := (D \{Dui , Dvi})∪
{Dui,vi}. Pri visqki sluqai uveliqavame i s edinica: i := i+ 1.

Sortirani rebrata ot primerni� graf izgle�dat taka:

{{a, d} , {b, c} , {d, e} , {a, b} , {b, f} , {d, g} , {b, e}
{e, h} , {f, i} , {d, h} , {e, f} , {e, i} , {d, b} , {h, i}}

St�pkite, ot tozi algorit�m, prilo�en k�m primerni� graf sa slednite.
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(1) i = 1,D = {({a} , ∅), ({b} , ∅), ({c} , ∅), ({d} , ∅), ({e} , ∅), ({f} , ∅), ({g} , ∅), ({h} , ∅), ({i} , ∅)}
(2) i = 2,D = {({a, d} , {{a, d}}), ({b} , ∅), ({c} , ∅), ({e} , ∅), ({f} , ∅), ({g} , ∅), ({h} , ∅), ({i} , ∅)}
(3) i = 3,D = {({a, d} , {{a, d}}), ({b, c} , {{b, c}}), ({e} , ∅), ({f} , ∅), ({g} , ∅), ({h} , ∅), ({i} , ∅)}
(4) i = 4,D = {({a, d, e} , {{a, d} , {d, e}}), ({b, c} , {{b, c}}), ({f} , ∅), ({g} , ∅), ({h} , ∅), ({i} , ∅)}
(5) i = 5,D = {({a, d, e, b, c} , {{a, d} , {d, e} , {b, c} , {a, b}}), ({f} , ∅), ({g} , ∅), ({h} , ∅), ({i} , ∅)}
(6) i = 6,D = {({a, d, e, b, c, f} , {{a, d} , {d, e} , {b, c} , {a, b} , {b, f}}), ({g} , ∅), ({h} , ∅), ({i} , ∅)}
(7) i = 7,D = {({a, d, e, b, c, f, g} , {{a, d} , {d, e} , {b, c} , {a, b} , {b, f} , {d, g}}), ({h} , ∅), ({i} , ∅)}
(8) i = 8,D = {({a, d, e, b, c, f, g} , {{a, d} , {d, e} , {b, c} , {a, b} , {b, f} , {d, g}}), ({h} , ∅), ({i} , ∅)}
(9) i = 9,D = {({a, d, e, b, c, f, g, h} , {{a, d} , {d, e} , {b, c} , {a, b} , {b, f} , {d, g} , {e, h}}), ({i} , ∅)}
(10) i = 10,D = {({a, d, e, b, c, f, g, h, i} , {{a, d} , {d, e} , {b, c} , {a, b} , {b, f} , {d, g} , {e, h} , {f, i}})}
D�rvoto, koeto se poluqava, e s�woto:

a b c

d e f

g h i

2

1

1

2

1

2 3 3

4. Minimalen p�t. Algorit�m na Di�kstra

Neka G = (V,E) e graf i neka c : E → N e funkci�, ko�to zadava cena na
vs�ko rebro. Zadaqata, ko�to we razgledame v tozi razdel e da se nameri p�t
s minimalna cena ot daden naqalen vr�h v0 ∈ V , do vsiqki ostanali v�rhove.

Da razgledame sledni�t primeren graf:

a

b

c

d

e

4

2

1

2

43

5

1

Ako cenovata funkci� e konstantata edno, to zadaqata za minimalen p�t
v graf ot daden vr�h do ostanalite v�rhove se sve�da do zadqata za na�-
k�s p�t v graf ot daden vr�h do ostanalite v�rhove. Tazi zadaqa, nie veqe
vid�hme kak mo�em da rexim - stroim pokrivawo d�rvo obho�dane v xiro-
qina, s naqalen vr�h - dadeni�t. Ako cenovata funkci� ne e konstanta, otnovo
bihme mogli da svedem zadaqata do namirane na na�-k�s p�t, k�m graf ko�to
poluqavame ot dadeni� po sledni� naqin: za vs�ko rebro e ∈ E s c(e) = k
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dobav�me novi v�rhove v1, v2 . . . vk−1 i zamen�mae rebroto e = {u, v} s rebrata
{u, v1} , {v1, v2} , . . . {vk−1, vk}.

Taka v primerni� graf, we zamenim rebroto {a, b} s cena 4 s:

a

v1

v2

v3

b

Tozi podhod e izkl�qitelno neikonomiqen. Di�kstra e predlo�il sledni�
po-dob�r algorit�m za namirane na minimalen p�t. V nego vmesto opaxka,
kakvato izpolzvahme pri obho�dane v xiroiqina, we izpolzvame taka nare-
qeneta prioritetna opaxka. Prioritetna opaxka e struktura ot danni, v
ko�to dop�lnitelno s vseki element sme sv�rzali kl�q. Kl�q�t e n�kakva
qislova sto�nost, ko�to zadava prioritet na vseki element. Naprimer nie we
izpolzvame prioritetna opaxka ot v�rhovete na grafa, a za kl�q na vr�h we
izpolzvame tekuwata ni aproksimaci� na na�-k�s p�t ot v�rha do naqalni�
vr�h. Vr�h na prioritetnata opaxka (top(PQ)), we e element s minimalna
sto�nost na kl�qa. Kogato iztrivame element ot prioritetna opaxka, vinagi
iztrivame v�rha na opaxkata.

Neka v0 e naqalni�t vr�h. Dobav�me vsiqki v�rhove v ∈ V v grafa G k�m
prioritetna opaxka PQ, kato za kl�q we izpolzvame d(v), aproksimaci�ta
no za cenata na minimalni�t p�t ot v0 do v. Naqalni sto�nosti za tozi
kl�q sa d(v0) = 0 i d(v) = ∞, za v 6= v0. Tekuw vr�h we e t, v naqaloto
t ne e definiran. Obhodenite v�rhove we s�birame v spis�k S. We imame
i aproksimaci� za predxestvenika na vr�h v po minimalni� p�t, ko�to we
pazim v s(v). V naqaloto s(v0) = v0, za vseki drug vr�h v, s(v) ne e definiran.
Taka nakra� we mo�em da v�zstanovim minimalni� p�t ot v0 do v, tova we e
v0, v1, . . . vk = v, k�deto vi = s(vi+1) za i = 0 . . . k − 1.

Dokato ima neobhoden vr�h:

Neka t = top(PQ), PQ = pop(PQ). Ob�v�vame t za obhoden i go dobav�me

k�m S. Za vseki s�sed u na tekuwi� vr�h t, prover�vame dali d(u) > d(t) +
c({u, t}) i ako e taka, promen�me sto�nostta na kl�qa d(u) := d(t)+c({u, t})
i na predxestvenika s(u) = t.

St�pkite ot tozi algorit�m, prilo�en k�m primerni� graf s naqalen
vr�h a, sa slednite:

(1) S = ∅, t = ∅, PQ = (a, b, c, d, e)
d(a) = 0, d(b) =∞, d(c) =∞, d(d) =∞, d(e) =∞
s(a) = a, s(b) = ∅ , s(c) = ∅, s(d) = ∅, s(e) = ∅.

(2) S = (a), t = a, PQ = (b, c, d, e)
d(a) = 0, d(b) = 4, d(c) = 2, d(d) =∞, d(e) =∞
s(a) = a, s(b) = a , s(c) = a, s(d) = ∅, s(e) = ∅.
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(3) S = (a, c), t = c, PQ = (b, d, e)
d(a) = 0, d(b) = 3, d(c) = 2, d(d) = 6, d(e) = 7
s(a) = a, s(b) = a , s(c) = a, s(d) = c, s(e) = c.

(4) S = (a, c, b), t = b, PQ = (d, e)
d(a) = 0, d(b) = 3, d(c) = 2, d(d) = 5, d(e) = 6
s(a) = a, s(b) = a , s(c) = a, s(d) = b, s(e) = b.

(5) S = (a, c, b, d), t = d, PQ = (d)
d(a) = 0, d(b) = 3, d(c) = 2, d(d) = 5, d(e) = 6
s(a) = a, s(b) = a , s(c) = a, s(d) = b, s(e) = b.

(6) S = (a, c, b, d, e), t = e, PQ = ()
d(a) = 0, d(b) = 3, d(c) = 2, d(d) = 5, d(e) = 6
s(a) = a, s(b) = a , s(c) = a, s(d) = b, s(e) = b.

Neka s δ(v) oznaqim cenata na minimalni� p�t ot v0 do v. We poka�em,
qe kogato algorit�ma zav�rxi d(v) = δ(v), za vseki vr�h v ∈ V . Za celta ni
tr�bvat slednite lemi:

Lema 6.25. V naqaloto na vseki cik�l, d(v) ≥ δ(v) za vseki vr�h v ∈ V

Dokazatelstvo. V naqaloto na p�rvi� cik�l, tv�rdenieto e v�rno, za-
woto d(v0) = 0 = δ(v0) i d(v) =∞ ≥ δ(v) za vseki drug vr�h v.

Neka v.

5. Zadaqi za upra�nenie

Zadaqa 1. Daden e sledni�t graf: G = (V,E), k�deto V = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8},
E = {{1, 2} , {1, 5} , {1, 6} , {2, 5} , {3, 6} , {3, 7} , {3, 8} , {4, 7} , {4, 8}} . Namerete:

(1) Grafiqno predstav�ne na G.
(2) Tabliqno predstav�ne na G.
(3) Spis�k na s�sedstvo za G.
(4) Kakva e stepenta na v�rhovete 1, 3, 6.
(5) Kakva e stepenta na G
(6) Sv�rzan li e G.
(7) Namerete tri razliqni p�t� ot 1 do 8.
(8) Namerete cik�l prez 1 s d�l�ina 3.
(9) O�lerov li e tozi graf?

Zadaqa 2. Neka G = (V,E) e graf s n v�rha.

(1) Doka�ete, qe bro�t na v�rhovete vG s neqetna stepen e qeten. (Izpolz-
va�te, qe d(G) = 2|E|)

(2) Kakva e maksimalnata stepen na vr�h v G? Kakva e minimalnata
stepen na vr�h v G?

(3) V�zmo�no li e v G ednovremenno da ima vr�h s minimalna i vr�h s
maksimalna stepen.

(4) Kakva e maksimalnata stepen na grafa G.
(5) Doka�ete, qe ako n ≥ 2, to v G ima pone dva v�rha s ravna stepen.

(6) Doka�ete, qe ako |E| ≥ (n−1)(n−2)
2 , to G e sv�rzan.

Zadaqa 3. Namerete O�lerov cik�l v G, zadaden garfiqno:
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(1)

a b c d

e f g h

(2)

a b c d

e f g h

Zadaqa 4. Namerete Hamiltonov cik�l v qetirimerni� bulev graf B4.

Zadaqa 5. Neka D = (V,E) e korenovo d�rvo. Doka�ete, qe:

(1) |V | = |E|+ 1.
(2) Ako |V | ≥ 2, to v D ima pone dva v�rha s�s stepen 1.
(3) Ako v D ima vr�h s�s stepen k, to v D ima pone k v�rha s�s stepen 1.

Zadaqa 6. Graf�t G e zadaden s pomowta na spis�k na s�sedstvo. Namerete
pokrivawi d�rvo s obho�dane na grafa v d�lboqina i v xiroqina.

(1)

1 → 2 4 5
2 → 1 3 4
3 → 2 4 5
4 → 1 2 3
5 → 1 3 6
6 → 6

(2)

1 → 2 4 6 8
2 → 1 8
3 → 5 8
4 → 1
5 → 3 6 7
6 → 1 5
7 → 5 8
8 → 1 2 3 7
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