
Ëåêöèè ïî Àíàëèç-2 ÷àñò çà ñòóäåíòè îò èíæåíåðíèòå

ñïåöèàëíîñòè ïðè ÓÀÑÃ

äîö.ä-ð Ã.Òà÷åâ,êàò. Ìàòåìàòèêà

1. Îáèêíîâåíè ÄÓ-äåôèíèöèÿ, ñúñòàâÿíå.Óðàâíåíèÿ ñ

îòäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè.

Äåôèíèöèÿ.Îáèêíîâåíî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå îò I-âè ðåä íàðè÷àìå

y′(x) = f(x, y), x ∈ ∆

y = f(x)

-ôóíêöèÿ, êîÿòî òúðñèì òàêà, ÷å äà óäîâëåòâîðÿâà ãîðíîòî óðàâíåíèå çà
âñÿêî x.

Íîìåðà íà ðåäà íà óðàâíåíèåòî å ðàâåí íà íàé-âèñîêàòà ïðîèçâîäíà íà
ôóíêöèÿòà:

y′′ + y = sin(x)− II-ðåä.

z = z(x, y), z =?,

(x2 + xy)
∂z

∂x
− (y2 + xy)

∂z

∂y
= 0

å ÷àñòíî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå îò ïúðâè ðåä.
Îáù âèä íà îáèêíîâåíîòî ÄÓ å

F (x, y, y′, y′′, . . . , y(n)) = 0. (1.1)

Ðåøåíèåòî íà (1.1) å îò âèäà

y = ϕ(x,C1, C2, . . . , Cn), Ci ñà ïðîèçâîëíè êîíñòàíòè.

Ïðèìåð: y′ + y2 − 1 = 0. Îáùîòî ðåøåíèå å îò âèäà

y(x) = sin(x+ C1), y
′(x) = cos(x+ C1).

Äåôèíèöèÿ Ïðè êîíêðåòíà ñòèéíîñò íà êîíñòàíòàòà C ïîëó÷àâàìå
÷àñòíî ðåøåíèå:

C1 =
π

6
, y(x) = sin(x+

π

6
), y2,3(x) = ±1.
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Äåôèíèöèÿ Ëèíåéíî ÎÄÓ îò n ðåä íàðè÷àìå

a0(x) + a1(x)y + a2(x)y
′ + · · ·+ an−1(x)y

(n)(x) = 0.

Íåëèíåéíî óðàâíåíèå å íàïðèìåð:

yy′′ − y′2 = ex.

Òåîðåìà çà ñúùåñòâóâàíå íà ðåøåíèåòî

Àêî f(x, y) å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ íà äâàòà ñè àðãóìåíòà è ∂f
∂y

å ñúùî

íåïðåêúñíàòà, òî ñúùåñòâóâà ðåøåíèå íà ÎÄÓ (1.1).

2.Ñúñòàâÿíå íà äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ.
Ïðèìåð 1 Ïðîöåñ íà ðàçïàä íà ðàäèîàêòèâíî âåùåñòâî. Íåêà Q(t)

å êîëè÷åñòâîòî ðàäèîàêòèâíî âåùåñòâî â ìîìåíò t. Íåêà Q0 = Q(t0) å
íàëè÷íîòî êîëè÷åñòâî â íà÷àëíèÿ ìîìåíò t0.

∆Q = Q(t)−Q(t0) < 0

å èçìåíåíèå â êîëè÷åñòâîòî ðàäèîàêòèâíî âåùåñòâî. ∆t = t − t0 > 0 å
èçìåíåíèå íà âðåìåòî. Èìàìå ñëåäíàòà çàâèñèìîñò

∆Q = −k ·∆t, lim
∆t→0

∆Q

∆t
= −k,

ò.å.

Q′(t) =
dQ

dt
= −k.

Òîãàâà ñëåä èíòåãðèðàíå ïò t íà äâåòå ñòðàíè íà ãîðíîòî ðàâåíñòâî
ïîëó÷àâàìå∫

dQ(t) = −k
∫
dt, ⇒ Q(t) = −kt+ C1 − îáùîòî ðåøåíèå.

Ïðè t = t0 ïîëó÷àâàìå

Q0 = Q(t0) = −kt0 + C1,⇒ C1 = Q0 + kt0,

Q(t) = −kt+Q0 + kt0 − ÷àñòíîòî ðåøåíèå.

Ïðèìåð 2 Äàäåí å ñíîïúò îò ïðàâè ëèíèè

y = kx+ b.
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Íà êîå ÎÄÓ ñúîòâåòñòâóâà òàçè ôàìèëèÿ êðèâè? Äèôåðåíöèðàìå ïî x
è ïîëó÷àâàìå

y′(x) = k.

Ïðèìåð 3 Äàäåíà å ôàìèëèÿòà êðèâè

y(x) = C1 cos kx+ C2 sin kx.

Äèôåðåíöèðàìå ïîñëåäîâàòåëíî äâà ïúòè ïî x è ïîëó÷àâàìå

y′′(x) = −k2y,

êîåòî å ëèíåéíî ÎÄÓ îò âòîðè ðåä.

Ïðèìåð 4 Äà ñå íàìåðè ãëàäêà ôóíêöèÿ y = y(x), òàêàâà ÷å çà
âñÿêî x, àêî äîïèðàòåëíàòà ïðàâà êúì ãðàôèêàòà íà y â ò.M(x, y) ïðåñè÷à
êîîðäèíàòíèòå îñè â òî÷êè A è B, òî M äà ñå îêàæå ñðåäà íà îòñå÷êàòà
AB.

Ñúñòàâÿéêè óðàâíåíèåòî íà äîïèðàòåëíàòà ïðàâà êúì ãðàôèêàòà íà
y â ò.M ïîëó÷àâàìå

η − y = y′(x)(ξ − x)

è çà êîîðäèíàòèòå íà ïðåñå÷íèòå òî÷êè ñ äâåòå êîîðäèíàòíè îñè ñëåäâà

A

(
xy′ − y

y′
, 0

)
, B (0, y − xy′) .

Îò ôàêòà, ÷å M å ñðåäà íà AB ñëåäâà

x =
1

2

(
xy′ − y

y′

)
,

êîåòî âîäè äî ñëåäíîòî ÎÄÓ

y′

y
= −1

x
.

Òîâà å òàêà íàðå÷åíîòî óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè. Èíòåãðèðàìå
äâåòå ñòðàíè íà ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå,∫

dy

y
=

∫
−dx
x
, ⇒ ln y = − lnx+ lnC = ln(

C

x
).
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Ïðèåìàìå ÷å x > 0, y > 0, ò.å. ò.Ì å â ïúðâè êâàäðàíò. Ñëåä àíòèëîãàðèòìóâàíå
ïîëó÷àâàìå y = C

x
-îáùîòî ðåøåíèå. Àêî èñêàìå äà íàìåðèì òîâà ÷àñòíî

ðåøåíèå, ãðàôèêàòà íà êîåòî ìèíàâà ïðåç ò.(2,3), òî ëåñíî ñå ïîëó÷àâà,
÷å C = 6, y = 6

x
å òúðñåíîòî ðåøåíèå.

ÄåôèíèöèÿÓðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè íàðè÷àìå óðàâíåíèå
îò âèäà

X(x)Y (y)dx+X1(x)Y1(y)dy = 0.

Îò òóê ñëåäâà
Y1(y)

Y (y)
dy = − X(x)

X1(x)
dx.

Âçåìàìå íåîïðåäåëåí èíòåãðàë îò äâåòå ñòðàíè è ïîëó÷àâàìå

f(y) = g(x) + c.

2.Õîìîãåííè ÎÄÓ è ïðèâîäèìè êúì òÿõ.

Äåôèíèöèÿ Õîìîãåííî ÎÄÓ íàðè÷àìå óðàâíåíèå îò âèäà

y′ = f(
y

x
).

Ïðèìåð 1.

(x+ y)dx+ xdy = 0.

x+ y + x
dy

dx
= 0, ⇒ y′ = −(x+ y)

x
= −1− y

x
= f(

y

x
).

Àêî x ≡ 0, dx = 0-÷àñòíî ðåøåíèå. Íåêà x 6= 0. Ïðàâèì ñëåäíàòà ñóáñòèòóöèÿ

y = x · z, z = z(x)− íîâà ôóíêöèÿ

Ëåñíî ñëåäâà y′ = z + xz′, ò.å.

xz′ = f(z)− z.

Ðàçãëåæäàìå ïúðâî ñëó÷àÿ êîãàòî f(z) − z 6= 0. Ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî
óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè:∫

dz

f(z)− z
=

∫
dx

x
,⇒ F (z) = ln(Cx),
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èëè F ( y
x
) = ln(Cx). Çà ïðèìåð 1 òîçè ìåòîä âîäè äî∫

dz

1 + 2z
= −

∫
1

x
,

1

2
ln(1 + 2z) = ln

C

x
,

èëè ñëåä åëåìåíòàðíè ïðåîáðàçóâàíèÿ ïîëó÷àâàìå

y =
x

2
(1 +

C2

x2
).

Çà ðåøåíèÿòà íà óðàâíåíèåòî f(z) − z = 0, z1, z2, . . . ïîëó÷àâàìå ñúùî
ðåøåíèÿ íà èçõîäíàòà çàäà÷à y = zix. Çà íàøèÿ ïðèìåð òîâà å y = −x

2
.

Ïðèâîäèìè êúì õîìîãåííè ÎÄÓ: Òîâà ñà óðàâíåíèÿ îò âèäà

y′ = f

(
ax+ by + c

a1x+ b1y + c1

)
.

Ðàçãëåæäàìå äâà ñëó÷àÿ:
I ñëó÷àé. ∣∣∣∣ a b

a1 b1

∣∣∣∣ = 0.

Â òîçè ñëó÷àé ïðàâèì ñëåäíàòà ñóáñòèòóöèÿ

z(x) = ax+ by.

II ñëó÷àé. ∣∣∣∣ a b
a1 b1

∣∣∣∣ 6= 0.

Â òîçè ñëó÷àé ñèñòåìàòà

ax+ by + c = 0
a1x+ b1y + c1 = 0

èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå (α, β). Ïðàâèì ñëåäíàòà ñóáñòèòóöèÿ x = α +
ξ, y = β + η, êúäåòî ξ å íîâàòà ïðîìåíëèâà, à η å íîâàòà ôóíêöèÿ. Ñëåä
çàìåñòâàíå ïîëó÷àâàìå

η′ = f

(
a(α+ ξ) + b(β + η) + c

a1(α+ ξ) + b1(β + η) + c1

)
,
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η′ = f

(
aξ + bη

a1ξ + b1η

)
,

êîåòî âå÷å å õîìîãåííî óðàâíåíèå .
Ïðèìåð 2 Ðåøåòå óðàâíåíèåòî

y′ =
3x+ 5y

x− y + 2
.

Óïúòâàíå: Ïîëîæåòå x = ξ − 5
4
, y = η + 3

4
.

3.Ëèíåéíî ÎÄÓ îò ïúðâè ðåä. Óðàâíåíèÿ íà Áåðíóëè è Ðèêàòè.

Äåôèíèöèÿ. Ëèíåéíî ÎÄÓ îò ïúðâè ðåä íàðè÷àìå óðàâíåíèå îò
âèäà

y′(x) = X(x) · y(x) +X1(x), x ∈ [a, b]. (3.1)

Òîâà óðàâíåíèå ñå ðåøàâà íà äâà åòàïà:
I. Ðåøàâàìå ïúðâî óðàâíåíèåòî

y′(x) = X(x)y(x). (3.2)

Ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè∫
dy

y
=

∫
X(x)dx.

ln y =

∫
X(x)dx+ lnC,

y(x) = Ce
∫

X(x)dx − ðåøåíèå íà (3.2).

II. Ðåøåíèåòî íà (3.1) ñåãà òúðñèì âúâ âèäà

y(x) = Ce
∫

X(x)dx · u(x),

êúäåòî u(x) å íîâà ôóíêöèÿ, êîÿòî ùå òúðñèì òàêà, ÷å y(x) îò ãîðíîòî
óðàâíåíèå äà áúäå ðåøåíèå íà ÎÄÓ (3.1). Ñëåä èç÷èñëÿâàíå íà y′ è
çàìåñòâàíå â (3.1) ïîëó÷àâàìå

Ce
∫

X(x)dx · u′(x) = X1(x),

êîåòî å óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè. Ïîëó÷àâàìå

u(x) =

∫
du =

1

C

∫
e−

∫
X(x)dx ·X1(x) dx+ C1.
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Ñëåä çàìåñòâàíå íà u(x) âúâ ôîðìóëàòà çà y(x) ïîëó÷àâàìå îêîí÷àòåëíî
ôîðìóëàòà çà îáùîòî ðåøåíèå íà ëèíåéíî ÎÄÓ îò ïúðâè ðåä

y(x) = e
∫

X(x)dx ·
[∫

e−
∫

X(x)dx ·X1(x)dx + C

]
. (3.3)

Äî ëèíåéíî ÎÄÓ îò ïúðâè ðåä ìîæå äà ñå ñâåäàò è íÿêîè óðàâíåíèÿ îò
âèäà

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0.

P (x, y)
dx

dy
+Q(x, y) = 0.

x′(y) = −Q
P
,

êîåòî ìîæå äà ñå îêàæå ëèíåéíî àêî ðàçãëåæäàìå ñåãà x êàòî ôóíêöèÿ
íà y. Íàïðèìåð òàêà ìîæå äà ðåøèì ñëåäíîòî óðàâíåíèå:

Ïðèìåð 1 Ðåøåòå óðàâíåíèåòî y = (2x+ y3)y′.

2. Óðàâíåíèå íà Áåðíóëè.
Òîâà å óðàâíåíèå îò âèäà

y′(x) = X(x)y(x) +X1(x)y
m(x), m ∈ R, m 6= 0, 1. (3.4)

Î÷åâèäíî y ≡ 0 å ðåøåíèå íà ãîðíîòî óðàâíåíèå. Ïî íàòàòúê ùå ðàçãëåâäàìå
y 6= 0. Òîâà óðàâíåíèå ñå ñâåæäà äî ëèíåéíî àêî âúâåäåì íîâàòà ôóíêöèÿ
z(x) ÷ðåç ñóáñòèòóöèÿòà

z(x) = y1−m, y = z
1

1−m .

Ñëåä çàìåñòâàíå è åëåìåíòàðíè ïðåîáðàçóâàíèÿ ïîëó÷àâàìå ëèíåéíîòî
ÎÄÓ ñïðÿìî íîâàòà ôóíêöèÿ z:

z′(x) = (1−m)[X1(x) +X(x) · z(x)].

3. Óðàâíåíèå íà Ðèêàòè.
Òîâà å óðàâíåíèå îò âèäà

y′(x) = X(x)y(x) +X1(x)y
2(x) +X2(x), X2(x) 6= 0. (3.5)
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Çà äà ìîæåì äà ðåøàâàìå òîâà óðàâíåíèå ïúðâî òðÿáâà äà íè å äàäåíî
(èëè ñàìè äà íàìåðèì) åäíî ÷àñòíî ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî y1(x). Òîãàâà
îáùîòî ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî íà Ðèêàòè (3.5) ñå íàìèðà ñúñ ñóáñòèòóöèÿòà:

y(x) = z(x) + y1(x).

Òàêà îòèâàìå êúì óðàâíåíèå íà Áåðíóëè ñïðÿìî íîâàòà ôóíêöèÿ z(x).

z′(x) = [X(x) + 2X1(x)y1]z +X1(x)z
2.

Ïðèìåð 2. Ðåøåòå óðàâíåíèåòî

y′ = 1− y

x
+
y2

x2
,

àêî å äàäåíî åäíî ÷àñòíî ðåøåíèå íà ãîðíîòî óðàâíåíèå y1(x) = x.
Íà÷àëíà çàäà÷à íà Êîøè íàðè÷àìå óðàâíåíèåòî

y′(x) = f(x, y), (3.6)

ñ íà÷àëíî óñëîâèå y(x0) = y0.
Òåîðåìà çà ñúùåñòâóâàíå è åäèíñòâåíîñò íà ðåøåíèåòî íà

íà÷àëíàòà çàäà÷à íà Êîøè. Íåêà â çàòâîðåíàòà îáëàñò G{|x− x0| ≤
a, |y−y0| ≤ b}ôóíêöèèòå f è f ′y ñà íåïðåêúñíàòè. Òîãàâà â èíòåðâàëà x0−
d ≤ x ≤ x0+d ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíî ðåøåíèå íà (3.6), óäîâëåòâîðÿâàùî
íà÷àëíîòî óñëîâèå y(x0) = y0. Ïðè òîâà ìîæåì äà âçåìåì d = min{a; b

m
},

êúäåòî a, b ñà ïîñî÷åíè ïî-ãîðå, à m ìîæåì äà âçåìåì âñÿêî ÷èñëî, çà
êîåòî |f | ≤ m, (x, y) ∈ G.

Ðåøåíèåòî íà íà÷àëíàòà çàäà÷à íà Êîøè ìîæåì äà ïîëó÷èì ïî ñëåäíèÿ
ìåòîä íà ïîñëåäîâàòåëíèòå ïðèáëèæåíèÿ:

y(x0) = y0, yk(x) = y0 +

∫ x

x0

f(s, yk−1(s)) ds,

÷ðåç êîéòî ñå ãåíåðèðà ðåäèöà îò ôóíêöèè {yk}, êîÿòî å ðàâíîìåðíî-
ñõîäÿùà êúì åäèíñòâåíîòî ðåøåíèå íà (3.6).

4. Òî÷íè ÎÄÓ. Èíòåãðèðàù ìíîæèòåë

Ðàçãëåæäàìå óðàâíåíèåòî

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0. (4.1)
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ÄåôèíèöèÿÊàçâàìå, ÷å óðàâíåíèåòî (4.1) å òî÷íî àêî ñúùåñòâóâà F (x, y),
òàêàâà ÷å

dF (x, y) = P (x, y)dx+Q(x, y)dy.

Çàìåñòâàéêè â (4.1) ùå ñå îêàæå ÷å

dF (x, y) = 0, ⇒ F (x, y) = C−

îáùîòî ðåøåíèå íà (4.1).
Òåîðåìà 4.1 Íåîáõîäèìîòî è äîñòàòú÷íî óñëîâèå (4.1) äà áúäå òî÷íî

ÎÄÓ å
∂P

∂y
=
∂Q

∂x
. (4.2)

Äîêàçàòåëñòâî: (Íåîáõîäèìîñò.) Ïîëó÷àâàìå ïîñëåäîâàòåëíî:

∂2F

∂y∂x
=

∂

∂y

(
∂F

∂x

)
=
∂P

∂y
.

∂2F

∂x∂y
=

∂

∂x

(
∂F

∂y

)
=
∂Q

∂y
.

Îò òåîðåìàòà çà ðàâåíñòâî íà ñìåñåíèòå ïðîèçâîäíè ñëåäâà, ÷å äåñíèòå
ñòðàíè íà ãîðíèòå äâå ðàâåíñòâà ñà ðàâíè, ò.å. ðàâíè ñà è ëåâèòå ñòðàíè,
ò.å. óñòàíîâèõìå (4.2).

(Äîñòàòú÷íîñò.) Íåêà ñåãà å äàäåíî, ÷å óðàâíåíèÿòà (4.2) ñà èçïúëíåíè.
Ùå äîêàæåì, ÷å ñúùåñòâóâà F (x, y), òàêàâà ÷å dF = P (x, y)dx+Q(x, y)dy,
ò.å. óðàâíåíèåòî (4.1) å òî÷íî.Ùå íàìåðèì àíàëèòè÷åí èçðàç çà F . Óðàâíåíèåòî

∂F

∂x
= P (x, y)

èíòåãðèðàìå ïî x ïðè ôèêñèðàíî y. Ïîëó÷àâàìå

F (x, y) =

∫
P (x, y)dx+ ϕ(y).

Îñòàâà äà îïðåäåëèì ôóíêöèÿòà ϕ(y). Äèôåðåíöèðàìå ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî
ïî y.

∂F

∂y
= ϕ′(y) +

∂

∂y

(∫
P (x, y)dx

)
= Q(x, y). (4.3)
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Ôóíêöèÿòà ϕ(y) ùå îïðåäåëèì îò ãîðíîòî ðàâåíñòâî, àêî ñúóìååì äà
ïîêàæåì, ÷å

ϕ′(y) = Q(x, y)− ∂

∂y

(∫
P (x, y)dx

)
íå çàâèñè îò x. À çà ïîñëåäíîòî å äîñòàòú÷íî äà ïîêàæåì

∂

∂x
Q(x, y)− ∂

∂x

∂

∂y

(∫
P (x, y)dx

)
= 0.

Ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî îáà÷å å èçïúëíåíî çàùîòî

∂

∂x
Q(x, y)− ∂

∂y

∂

∂x

(∫
P (x, y)dx

)
=

∂

∂x
Q(x, y)− ∂

∂y
P (x, y) = 0.

Äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåì 4.1 å çàâúðøåíî.

Ïðèìåð 1. Ðåøåòå óðàâíåíèåòî

(3x2 + 6xy2)dx+ (6x2 + 4y3)dy = 0.

Ðåøåíèå. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å

∂

∂x
Q(x, y) =

∂

∂y
P (x, y) = 12xy.

Îò
∂F

∂x
= P = 3x2 + 6xy2

ïîëó÷àâàìå

F (x, y) =

∫
(3x2 + 6xy2)dx+ ϕ(y) = x3 + 3x2y2 + ϕ(y).

Ñëåäîâàòåëíî

∂F

∂y
= Q = 6x2y + 4y3 = ϕ′(y) + 6x2y ⇒ ϕ′(y) = 4y3.

ϕ(y) = y4 + C.

Îêîí÷àòåëíî îáùîòî ðåøåíèå íà çàäà÷àòà å

F (x, y) = x3 + 3x2y2 + y4 = C.
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Àêî óðàâíåíèåòî íå å òî÷íî, òî òúðñèì ôóíêöèÿ µ(x, y)-èíòåãðèðàù
ìíîæèòåë, òàêà ÷å íîâîòî óðàâíåíèå

µ(x, y)P (x, y)dx+ µ(x, y)Q(x, y)dx = 0 (4.4)

äà áúäå âå÷å òî÷íî. Ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å àêî∫ (
∂P

∂y
− ∂Q

∂x

)
· 1

Q(x, y)
= f(x),

òî èíòåãðèðàùèÿò ìíîæèòåë ñå íàìèðà ïî ôîðìóëàòà

µ(x) = e
∫

f(x)dx.

Àíàëîãè÷íî ìîæåì äà íàìåðèì èíòåãðèðàù ìíîæèòåë êàòî ôóíêöèÿ íà
y:

µ(y) = e
∫

g(y)dy, g(y) =

∫ (
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
· 1

P (x, y)
.

5. ÄÓ ðåøèìè ÷ðåç ïðåäâàðèòåëíî äèôåðåíöèðàíå. Óðàâíåíèÿ

íà Ëàãðàíæ è Êëåðî

1. Óðàâíåíèÿ, íåðåøåíè îòíîñíî ïðîèçâîäíàòà. Ïîíÿêîãà íå å âúçìîxíî
äà îïðåäåëèì y′ = f(x, y) îò îáùèÿ âèä íà ÎÄÓ îò ïúðâè ðåä

F (x, y, y′) = 0.

Íî ìîæå äà ñå îêàæå âúçìîæíî äà îïðåäåëèì y êàòî ôóíêöèÿ íà x, y′,
ò.å. y = f(x, y′). Òàêèâà óðàâíåíèÿ ñå ðåøàâàò ñ âúâåæäàíå íà ïàðàìåòúð

p =
dy

dx
= y′, (5.1)

y = f(x, p). (5.2)

Âçåìàéêè ïúëåí äèôåðåíöèàë îò äâåòå ñòðàíè íà (5.2) è çàìåñòâàéêè dy
ñ pdx ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèå îò âèäà

M(x, p)dx+N(x, p)dp = 0. (5.3)

Àêî íàìåðèì ðåøåíèå íà ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå îò âèäà x = ϕ(p), òî
èçïîëçâàéêè (5.2) ïîëú÷àâàìå îáùîòî ðåøåíèå íà èçõîäíîòî óðàâíåíèå
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â ïàðàìåòðè÷åí âèä x = ϕ(p), y = f(ϕ(p), p).

Ïðèìåð 1. Ðåøåòå óðàâíåíèåòî y = x+ y′ − ln y′.
Ðåøåíèå: Âúâåæäàìå ïàðàìåòúðà p = y′:

y = x+ p− ln p. (5.4)

Âçåìàìå ïúëåí äèôåðåíöèàë îò äâåòå ñòðàíè, çàìåñòâàìå dy ñ pdx è
ïîëó÷àâàìå

pdx = dx+ dp− dp

p
. (5.5)

Ïðåíàñÿìå ñúáèðàåìèòå ñúäúðæàùè dx îò åäíàòà ñòðàíà è òåçè ñ dp îò
äðóãàòà ñòðàíà è ïîëó÷àâàìå

(p− 1)dx =
p− 1

p
dx. (5.6)

à) Àêî p 6= 1, òî ñúêðàùàâàéêè íà p− 1 ïîëó÷àâàìå

dx =
dp

p
, x = ln p+ C

Çàìåñòâàéêè â (5.4) ïîëó÷àâàìå ðåøåíèåòî â ïàðàìåòðè÷åí âèä

x = ln p+ C, y = p+ C. (5.7)

Â òîçè ñëó÷àé ìîæåì äà èçêëþ÷èì ïàðàìåòúðà p è äà ïîëó÷èì ðåøåíèåòî
â ÿâåí âèä

p = ex−C , y = ex−C + C. (5.8)

á) Ðàçãåëæäàìå ñëó÷àÿ, êîãàòî â (5.6) èìàìå p = 1. Çàìåñòâàéêè p = 1 â
(5.5) ñëåäâà ðåøåíèåòî

y = x+ 1. (5.9)

Äåôèíèöèÿ Ðåøåíèåòî y = ϕ(x) íà óðàâíåíèåòî F (x, y, y′) = 0 ñå
íàðè÷à îñîáåíî , àêî âúâ âñÿêà òî÷êà îò ãðàôèêàòà ìó ìèíàâà ãðàôèêàòà
è íà äðóãî ðåøåíèå íà èçõîäíîòî óðàâíåíèå, êàòî äâåòå ãðàôèêè èìàò
îáùà äîïèðàòåëíà, êàêòî è äâåòå ðåøåíèÿ ñà ðàçëè÷íè â ïðîèçâîëíî-
ìàëêà îêîëíîñò íà òî÷êàòà.
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Àêî ôóíêöèÿòà F (x, y, y′) è ïðîèçâîäíèòå è ∂F
∂y
, ∂F

∂y′
ñà íåïðåêúñíàòè,

òî âñÿêî îñîáåíî ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî F (x, y, y′) = 0 óäîâëåòâîðÿâà è
óðàâíåíèåòî

∂F (x, y, y′)

∂y′
= 0.

Çà äà ïîëó÷èì îñîáåíîòî ðåøåíèå, èçêëþ÷âàìå y′ îò ïîñëåäíèòå äâå
óðàâíåíèÿ. Ïîëó÷åíîòî óðàâíåíèå ψ(x, y) = 0 ñå íàðè÷à äèñêðèìèíàíòíà
êðèâà. Çà âñåêè êëîí îò äèñêðèìèíàíòíàòà êðèâà ïðîâåðÿâàìå -ÿâÿâà
ëè ñå ðåøåíèå íà èçõîäíîòî óðàâíåíèå è àêî äà, òî îñîáåíî ëè å òîâà
ðåøåíèå, ò.å. äàëè âúâ âñÿêà íåãîâà òî÷êà ñå äîïèðà è äðóãî ðåøåíèå.

Ïðèìåð 2

Äà íàìåðèì îñîáåíîòî ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî îò ïðèìåð 1. Äèôåðåíöèðàìå
äâåòå ÷àñòè ïî y′,

0 = 1− 1

y′
.

Èçêëþ÷âàìå y′ îò äâåòå óðàâíåíèÿ è ïîëó÷àâàìå

y = x+ 1.

Òîâà ñëåä ïðîâåðêà ñå âèæäà ÷å å ðåøåíèå íà èçõîäíîòî óðàâíåíèå. Çà
äà óñòàíîâèì äàëè å îñîáåíî, òðÿáâà äà âèäèì äàëè âúâ âñÿêà òî÷êà îò
ãðàôèêàòà ìó, ñå äîïèðà è ãðàôèêàòà íà äðóãî ðåøåíèå îò ôàìèëèÿòà
êðèâè (5.8). Óñëîâèÿòà çà äîïèðàíå íà ãðàôèêèòå íà äâåòå êðèâè y =
y1(x) è y = y2(x) â ò. ñ àáñöèñà x0 ñà

y1(x0) = y2(x0), y
′
1(x0) = y′2(x0).

Â íàøèÿ ñëó÷àé òîâà ñà óðàâíåíèÿòà

ex0−C + C = x0 + 1, ex0−C = 1.

Îò âòîðîòî ðàâåíñòâî ïîëó÷àâàìå C = x0. Çàìåñòâàéêè â ïúðâîòî ðàâåíñòâî
ïîëó÷àâàìå 1 + x0 = 1 + x0. À òîâà ðàâåíñòâî å èçïúëíåíî çà âñÿêî
x0. Óñòàíîâèõìå, ÷å çà âñÿêî x0 â ò. ñ àáñöèñà x0 êúì ãðàôèêàòà íà
îñîáåíîòî ðåøåíèå y = x+1 ñå äîïèðà ãðàôèêàòà íà òî÷íî åäíî ðåøåíèå
îò ôàìèëèÿòà îáùè ðåøåíèÿ, êîåòî ñå ïîëó÷àâà ïðè C = x0.

2. Óðàâíåíèå íà Ëàãðàíæ.
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Óðàâíåíèå íà Ëàãðàíæ å óðàâíåíèå îò âèäà

y = xf(y′) + ϕ(y′), f(y′) 6= y′. (5.10)

Çà äà íàìåðèì îáùîòî è îñîáåíè ðåøåíèÿ íà òîâà óðàâíåíèå , èçïîëçâàìå
ìåòîäà îïèñàí ïî-ãîðå. Ïîëàãàìå y′ = p = p(x)-íîâà ôóíêöèÿ. Ñëåäâà
y = xf(p) + ϕ(p). Äèôåðíöèðàìå ïî x äâåòå ñòðàíè è ïîëó÷àâàìå

p = f(p) + xf ′(p)p′ + ϕ′(p)p′, p′ =
dp

dx

.

p− f(p) = [xf ′(p) + ϕ′(p)] · dp
dx
. (5.11)

1

p− f(p)
=
dx

dp
· 1

[xf ′(p) + ϕ′(p)]
,

dx

dp
= x′(p) = x · f ′(p)

p− f(p)
+

ϕ′(p)

p− f(p)
.

Òàêà ïîëó÷èõìå ëèíåéíî ÎÄÓ îò ïúðâè ðåä ñ íåèçâåñòíà ôóíêöèÿ x =
x(p). Ðåøàâàéêè ãî êàòî èçïîëçâàìå ôîðìóëàòà çà îáùîòî ðåøåíèå íà
ëèíåéíîòî óðàâíåíèå ïîëó÷àâàìå

x = x(p, C), y = x(p, C) · f(p) + ϕ(p).

Ïîñëåäíîòî ïðåäñòàâëÿâà îáùîòî ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî íà Ëàãðàíæ
â ïàðàìåòðè÷åí âèä.

Àêî óðàâíåíèåòî p − f(p) = 0 èìà êîðåíè p1, p2, . . . , pk, òî ñëåäâà
f(pi) = pi, y = xpi+ϕ(pi), i = 1, . . . , k. Ïîëó÷èõìå äåêàðòîâîòî óðàâíåíèå
íà ïðàâè ëèíèè, êîèòî ìîãàò äà ñå îêàæàò îñîáåíè ðåøåíèÿ íà óðàâíåíèåòî
íà Ëàãðàíæ.

3. Óðàâíåíèå íà Êëåðî.

Óðàâíåíèå íà Êëåðî å óðàâíåíèå îò âèäà

y = xy′ + ϕ(y′). (5.12)

Àíàëîãè÷íî ïîëàãàìå y′ = p = p(x)-íîâà ôóíêöèÿ. Ñëåäâà y = xp+ϕ(p).
Äèôåðåíöèðàìå äâåòå ñòðàíè ïî x è ïîëó÷àâàìå

0 = [x+ ϕ′(p)]p′ = [x+ ϕ′(p)]
dp

dx
.
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Ðàçãëåæäàìå äâà ñëó÷àÿ:
à) dp

dx
= 0, ⇒ p = C.

Ïîëó÷åíàòà ôàìèëèÿ ïðàâè ëèíèè y = xC + ϕ(C) ïðåäñòàâëÿâàò
îáùîòî ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî íà Êëåðî.

á) x+ ϕ′(p) = 0. Îò òóê ñëåäâà

x = −ϕ′(p)
y = −ϕ′(p)p+ ϕ(p)

Ïîñëåäíîòî ïðåäñòàâëÿâà ïàðàìåòðè÷åí âèä íà îñîáåíîòî ðåøåíèå íà
óðàâíåíèåòî íà Êëåðî.

Ïðèìåð 3 Ðåøåòå óðàâíåíèåòî íà Êëåðî y = xy′ +
√

1 + y′2.
Ïî îïèñàíèÿ ïî-ãîðå ìåòîä ùå ïîëó÷èòå , ÷å îáùîòî ðåøåíèå ñà ôàìèëèÿòà

ïðàâè y = xC +
√

1 + C2, à îñîáåíîòî ðåøåíèå ùå ñå îêàæå îêðúæíîñòòà
x2 + y2 = 1.

6. ÎÄÓ îò n-ðåä. Ïîíèæàâàíå íà ðåäà.
1. Àêî â óðàâíåíèåòî íå ó÷àñòâóâà òúðñåíàòà ôóíêöèÿ y, ò.å. òî èìà

âèäà F (x, y(k), y(k+1), . . . , y(n)) = 0, òî ìîæåì äà ïîíèæèì ðåäà êàòî âçåìåì
çà íåèçâåñòíà ôóíêöèÿ íàé-íèñêàòà ïðîèçâîäíà, ó÷àñòâóâàùà â óðàâíåíèåòî
èëè ïðàâèì ñóáñòèòóöèÿòà y(k) = z.

2. Àêî â óðàâíåíèåòî íå ó÷àñòâóâà ïðîìåíëèâàòà x, ò.å òî èìà âèäà
F (y, y′, y′′, . . . , y(n)) = 0, òî ðåäúò ñå ïîíèæàâà, àêî âçåìåì çà íîâà ïðîìåíëèâà
y, à çà íîâà ôóíêöèÿ y′ = p(y).Ïðèìåð 1 Äà ðàçãëåäàìå óðàâíåíèåòî

2yy′′ = y′2 + 1. Â òîâà óðàâíåíèå íå ó÷àñòâóâà x. Ïîëàãàìå y′ = p(y).
Òîãàâà

y′′ =
d(y′)

dx
=
dp(y)

dx
=
dp

dy
· dy
dx

= p′p.

Çàìåñòâàéêè â äàäåíîòî óðàâíåíèå ïîëó÷àâàìå

2ypp′ = p2 + 1,

êîåòî å óðàâíåíèå íà Áåðíóëè ñ íåèçâñòíà ôóíêöèÿ p = p(y). Ðåøàâàéêè
ãî ùå ïîëó÷èì p = ±

√
Cy − 1. Ñëåäîâàòåëíî y′ =

√
Cy − 1. À òîâà ïúê

å óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè. Íåãîâîòî îáùî ðåøåíèå (êàêòî
è íà èçõîäíàòà çàäà÷à) å 4(Cy − 1) = C2(x+ C2).

3. Àêî óðàâíåíèåòî å åäíîðîäíî îòíîñíî y è íåãîâèòå ïðîèçâîäíè, ò.å.
íå ñå ïðîìåíÿ ïðè åäíîâðåìåííàòà çàìÿíà íà y, y′, y′′, . . . ñúñ ky, ky′, ky′′, . . . ,
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òî ðåäúò ñå ïîíèæàâà ÷ðåç ñóáñòèòóöèÿòà y′ = yz(x), êúäåòî z = z(x) å
íîâà ôóíêöèÿ.

4. Ïîðÿäúêúò ñå ïîíèæàâà è àêî óðàâíåíèåòî ñå îêàçâà åäíîðîäíî
â îáîáùåí ñìèñúë îòíîñíî x è y, ò.å. íå ñå ïðîìåíÿ ïðè çàìÿíàòà íà x
ñ kx è íà y ñ kmy , (ïðè òîâà y′ ñå çàìåíÿ ñ km−1y′, y′′ ñ km−2y′′ è ò.í.
Çà äà óçíàåì ÿâÿâà ëè ñå óðàâíåíèåòî åäíîðîäíî â îáîáùåí ñìèñúë è
äà íàìåðèì ñúîòâåòíîòî m òðÿáâà äà ïðèðàâíèì ñòåïåííèòå ïîêàçàòåëè
íà k âúâ âñÿêî ñúáèðàåìî íà èçõîäíîòî óðàâíåíèå, ñëåä èçâúðøâàíå íà
ãîðíèòå ñóáñòèòóöèè.

Ïðèìåð 2 Äà ðàçãëåäàìå óðàâíåíèåòî 2x4y′′ − 3y2 = x4. Òúðñåíàòà
ñòîéíîñò íà m òðÿáâà äà óäîâëåòâîðÿâà

4 + (m− 2) = 2m = 4.

Ñëåäâàm = 2. Ñëåäâàùàòà ñòúïêà å äà íàïðàâèì ñìÿíà êàêòî â ïðîìåíëèâàòà,
òàêà è â íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ, êîÿòî òúðñèì ÷ðåç ñóáñòèòóöèèòå x =
et, y = zemt, êúäåòî z = z(t) å íîâàòà ôóíêöèÿ, à t å íîâàòà ïðîìåíëèâà.
Ùå ïîëó÷èì óðàâíåíèå, â êîåòî íå ó÷àñòâóâà íåçàâèñèìàòà íîâà ïðîìåíëèâà
t. Ðåäúò íà íîâîòî óðàâíåíèå ñå ïîíèæàâà êàòî â ò.2.

5. Ðåäúò ñå ïîíèæàâà è àêî óñïååì äà ïðåîáðàçóâàìå óðàâíåíèåòî
òàêà, ÷å è äâåòå ìó ñòðàíè äà áúäàò ïðîèçâîäíè íà íÿêàêâè ôóíêöèè-
îòäåëÿíå íà ïúëíè äèôåðåíöèàëè îò äâåòå ñòðàíè.

Ïðèìåð 3 Äà ðàçãëåäàìå óðàâíåíèåòî yy′′ = y′2. Äåëèì äâåòå ìó
ñòðàíè íà yy′ è ïîëó÷àâàìå ïîñëåäîâàòåëíî

y′′

y′
=
y′

y
, ⇒ (ln y′)′ = (ln y)′ ⇒ ln y′ = ln y + lnC,⇒ y′ = yC.

Ðåäúò å ïîíèæåí.

Ïðèìåð 4 Íåêà ìàòåðèàëíà ò.P ñ ìàñà m å ïîäëîæåíà íà ñèëà ~F ,
íàñî÷åíà êúì íà÷àëîòî íà àáñöèñíàòà îñ-ò.O. Íåêà s(t) å ðàçñòîÿíèåòî
îò ò.P äî ò.O â ìîìåíò t-(âðåìåòî). Äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå, êîåòî
îïèñâà òîçè ïðîöåñ å:

s′′(t)m = −k2 · s(t).

Èëè ïîëó÷àâàìå

s′′ = −k
2

m
· s.

16



Â ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå ëèïñâà ïðîìåíëèâàòà t. Çàòîâà ãî ðåøàâàìå êàòî
â ò.2. s ñòàâà àðãóìåíò, à çà íîâà ôóíêöèÿ ïîëàãàìå s′ = p = p(s). Òàêà
ñòèãàìå äî óðàâíåíèåòî

p′p = −k
2

m
s, k > 0.

Ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèåòî ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè

dp

ds
p = −k

2

m
s.

∫
pdp = −k

2

m
·
∫
s ds,

p2 = −k
2

m
· s2 + C1.

Aêî ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ

p =

√
C1 −

k2

m
s2,

òî ñòèãàìå îòíîâî äî óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè, à èìåííî

ds

dt
= s′ = p =

√
C1 −

k2

m
s2.∫

ds√
C1 − k2

m
s2

=

∫
dt = t+ C2.

Îò òóê âå÷å ëåñíî ñìÿòàìå ôîðìóëàòà çà s(t)-çàêîíà çà äâèæåíèå íà
ìàòåðèàëíàòà òî÷êà

s(t) =
Cm

k
· sin

(
(t+ C2)

k√
m

)
.

Ïîñëåäíàòà ôóíêöèÿ îïèñâà òàêà - íàðå÷åíîòî õàðìîíè÷íî òðåïòåíå íà
ìàòåðèàëíà òî÷êà. Êîíñòàíòèòå C,C2 ìîãàò äà ñå îïðåäåëÿò îò íà÷àëíèòå
óñëîâèÿ ∣∣∣∣ s(0) = s0

s′(0) = s1.
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7. Ëèíåéíè õîìîãåííè è íåõîìîãåííè ÎÄÓ îò n-òè ðåä. Îáùè
ðåøåíèÿ.

Íà÷àëíàòà çàäà÷à íà Êî÷è çà óðàâíåíèå îò n− òè ðåä èçãëåæäà òàêà

F (x, y, y′, y′′, . . . , y(n)) = 0,

ñ íà÷àëíè óñëîâèÿ: ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y(x0) = y0

y′(x0) = y1

y′′(x0) = y2

. . .
y(n−1)(x0) = yn−1

Àêî ïðåäïîëîæèì, ÷å F , êàêòî è ÷àñòíèòå è ïðîèçâîäíè ∂F
∂y
, ∂F

∂y′
, ∂F

∂y′′
, . . . , ∂F

∂y(n)

ñúùåñòâóâàò è ñà íåïðåêúñíàòè â èíòåðâàë ∆, x ∈ ∆, òî êàêòî è â ñëó÷àÿ
íà óðàâíåíèå îò ïúðâè ðåä çàäà÷àòà íà Êîøè èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå,
óäîâëåòâîðÿâàùî ïîñî÷åíèòå ïî-ãîðå íà÷àëíè óñëîâèÿ.

Äåôèíèöèÿ. Ëèíåéíî ÎÄÓ îò n− ðåä íàðè÷àìå óðàâíåíèå îò âèäà

a0(x)y
(n) + a1(x)y

(n−1) + a2(x)y
(n−2) + · · ·+ an(x)y(x) = f(x), x ∈ ∆. (7.1)

Òóê ai ñà ôóíêöèè íà x, êîèòî ïðåäïîëàãàìå ÷å ñà íåïðåêúñíàòè â ∆.
Òîãàâà ëèíåéíîòî ÎÄÓ (7.1) ñ ãîðå-ïîñî÷åíèòå íà÷àëíè óñëîâèÿ îò íà÷àëíàòà
çàäà÷à íà Êîøè ïðèòåæàâà åäèíñòâåíî ðåøåíèå

y(x) = y(x,C1, C2, . . . , Cn).

Àêî f(x) = 0 óðàâíåíèåòî (7.1) ñå íàðè÷à õîìîãåííî, à àêî f(x) 6=
0, òî ñå íàðè÷à íåõîìîãåííî. Äà ðàçãëåäàìå íàé-íàïðåä õîìîãåííîòî
ëèíåéíî ÎÄÓ îò n−òè ðåä. Ñëåäíèÿò èçðàç

L(y, x) = a0(x)y
(n) + a1(x)y

(n−1) + a2(x)y
(n−2) + · · ·+ an(x)y(x), (7.2)

ñå íàðè÷à ëèíååí äèôåðåíöèàëåí îïåðàòîð îò n−òè ðåä. Î÷åâèäíî å
èçïúëíåíî

L(c1y1 + c2y2) = c1L(y1(x)) + c2L(y2(x)), ci = const.

Òàêà õîìîãåííîòî ëèíåéíî ÎÄÓ îò n−òè ðåä äîáèâà âèäà

L(y) = 0. (7.3)
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Àêî y1(x) è y2(x) ñà ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî (7.3), òî è y(x) = c1y1(x) +
c2y2(x) å ñúùî ðåøåíèå íà òîâà óðàâíåíèå. Èçëèçà, ÷å ñúâêóïíîñòòà îò
âñè÷êè ðåøåíèÿ å ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî.

Äåôèíèöèÿ.Êàçâàìå, ÷å y1(x), . . . , yn(x) ñà ëèíåéíî-çàâèñèìè ôóíêöèè
â èíòåðâàëà ∆, àêî ñúùåñòâóâàò êîíñòàíòè α1, . . . , αn, ïîíå åäíà îò òÿõ
6= 0, òàêèâà ÷å

α1y1(x) + α2y2(x) + · · ·+ αnyn(x) ≡ 0, çà âñÿêîx ∈ ∆.

Ïðèìåð 1 Ñèñòåìàòà îò ôóíêöèè y1(x) = 1, y2(x) = x − 1, y3(x) =
2x− 1 å ëèíåéíî-çàâèñèìà â R, çàùîòî y1 + 2y2 − y3 ≡ 0.

Äåôèíèöèÿ.Êàçâàìå, ÷å y1(x), . . . , yn(x) ñà ëèíåéíî-íåçàâèñèìè ôóíêöèè
â èíòåðâàëà ∆, àêî îò

α1y1(x) + α2y2(x) + · · ·+ αnyn(x) ≡ 0,

äà ñëåäâà, ÷å
α1 = α2 = · · · = αn = 0.

Ïðèìåð 2 Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å ñèñòåìàòà îò ôóíêöèè y1 = 1, y2 =
x, y3 = x2 å ëèíåéíî-íåçàâèñèìà â ïðîèçâîëåí èíòåðâàë. Ùå ïðèåìåì
áåç äîêàçàòåëñòâî ñëåäíîòî âàæíî òâúðäåíèå

Òåîðåìà 7.1 Âñÿêî ëèíåéíî õîìîãåííî ÎÄÓ îò n−òè ðåä ïðèòåæàâà
n ëèíåéíî-íåçàâèñèìè ðåøåíèÿ

y1(x), y2(x), . . . , yn(x), L(yi(x)) = 0, 1 ≤ i ≤ n.

Òàêàâà ñèñòåìà îò ðåøåíèÿ ñå íàðè÷à ôóíäàìåíòàëíà ñèñòåìà îò

ðåøåíèÿ. Âñÿêî äðóãî ðåøåíèå y(x) íà óðàâíåíèåòî L(y) = 0 ñå ïîëó÷àâà
ïî åäèíñòâåí íà÷èí êàòî ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ íà y1, y2, . . . , yn, ò.å.

y(x) = c1y1(x) + c2y2(x) + · · ·+ cnyn(x).

Äåôèíèöèÿ. Äåòåðìèíàíòà íà Âðîíñêè çà ñèñòåìàòà îò ôóíêöèè
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y1(x), y2(x), . . . , yn(x) íàðè÷àìå

W (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1(x) y2(x) . . . yn(x)

y′1(x) y′2(x) . . . y′n(x)

y′′1(x) y′′2(x) . . . y′′n(x)

. . . . . . . . . . . .

y
(n−1)
1 (x) y

(n−1)
2 (x) . . . y

(n−1)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Íàðè÷à ñå îùå Âðîíñêèàí.

Òåîðåìà 7.2 Àêî y1, y2, . . . , yn ñà ëèíåéíî-çàâèñèìè â ∆, òî W (x) ≡ 0
çà âñÿêî x ∈ ∆.

Äîêàçàòåëñòâî: Îò äàäåíîòî ñëåäâà ñúùåñòâóâàíåòî íà êîíñòàíòè
α1, α2, . . . , αn, ïîíå åäíà îò êîèòî 6= 0, òàêèâà ÷å∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α1y1(x)+ α2y2(x)+ . . . +αnyn(x) = 0

α1y
′
1(x)+ α2y

′
2(x)+ . . . +αny

′
n(x) = 0

α1y
′′
1(x)+ α2y

′′
2(x)+ . . . +αny

′′
n(x) = 0

. . . . . . . . . . . .

α1y
(n−1)
1 (x)+ α2y

(n−1)
2 (x)+ . . . +αny

(n−1)
n (x) = 0

,

êàòî ãîðíèòå ðàâåíñòâà ñà èçïúëíåíè çà âñÿêî x ∈ ∆. Ôèêñèðàìå ïðîèçâîëíî
x0 îò èíòåðâàëà∆ è ðàçãëåæäàìå ãîðíàòà ñèñòåìà îò óðàâíåíèÿ ñ íåèçâåñòíè
αi, 1 ≤ i ≤ n. Ïîíåæå òàçè ñèñòåìà èìà íåíóëåâî ðåøåíèå, òî ñëåäâà
÷å äåòåðìèíàíòàòà è å 0, ò.å. W (x0) = 0. È ïîíåæå x0 áåøå èçáðàíî
ïðîèçâîëíî îò∆ ïîëó÷àâàìåW (x) ≡= 0. Òåîðåìàòà å äîêàçàíà. Óñòàíîâèõìå
åäíî íåîáõîäèìî óñëîâèå òàêà ùîòî åäíà ñèñòåìà îò ôóíêöèè äà áúäå
ëèíåéíî-çàâèñèìà â ∆. Ñåãà ùå ïîêàæåì, ÷å îáðàòíîòî òâúðäåíèå íà
Òåîðåì 7.2 íå å âÿðíî.
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Òåîðåìà 7.3 Àêî W (x) ≡ 0, x ∈ ∆ îò òóê íå ñëåäâà , ÷å ñèñòåìàòà îò
ôóíêöèè y1, y2, . . . , yn å ëèíåéíî-çàâèñèìà â ∆.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà äåôèíèðàìå ñëåäíèòå äâå ôóíêöèè çà x ∈
(0, 2):

y1(x) =

{
(1− x)α, x ∈ (0, 1)
0, x ∈ [1, 2).

y2(x) =

{
0, x ∈ (0, 1)
(x− 1)α, x ∈ [1, 2).

Çà òåçè äâå ôóíêöèè ëåñíî ñå âèæäà, ÷å W (x) ≡ 0, x ∈ (0, 2). (Ïðîâåðåòå
ãî !). Âúïðåêè òîâà òåçè äâå ôóíêöèè ñà ëèíåéíî-íåçàâèñèìè â (0,2).
(Ïðîâåðåòå ãî !) Ñåãà ùå äîêàæåì ñëåäíîòî äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà ëèíåéíà-
íåçàâèñèìîñò íà ñèñòåìà îò ôóíêöèè y1, y2, . . . , yn :

Òåîðåìà 7.4 Àêî W (x) 6= 0 çà ïîíå åäíî x ∈ ∆, òî ñèñòåìàòà îò
ôóíêöèè y1, y2, . . . , yn å ëèíåéíî-íåçàâèñèìà â ∆.

Äîêàçàòåëñòâî: Äîïóñêàìå, ÷å y1, y2, . . . , yn ñà ëèíåéíî-çàâèñèìè â
∆. Ñúãëàñíî Òåîðåìà 7.2 ùå èìàìå W (x) ≡ 0 çà âñÿêî x ∈ ∆. Ïîëó÷èõìå
ïðîòèâîðå÷èå ñ äàäåíîòî â óñëîâèåòî íà òåîðåìàòà, ò.å. äîïóñêàíåòî íè
íå å âÿðíî. Òåîðåìàòà å äîêàçàíà.

2.Íåõìîãåííè ëèíåéíè ÎÄÓ îò n−òè ðåä. Ìåòîä íà Ëàãðàíæ çà íàìèðàíå
íà ÷àñòíî ðåøåíèå.

Íåêà äà ðàçãëåäàìå ñåãà íåõîìîãåííîòî óðàâíåíèå

L(y, x) = a0(x)y
(n)+a1(x)y

(n−1)+a2(x)y
(n−2)+· · ·+an(x)y(x) = f(x), f 6= 0.

(7.4)
Oáùîòî ðåøåíèå íà (7.4) ñå íàìèðà íà äâà åòàïà:

I. åòàï. Ðåøàâàìå ãî êàòî õîìîãåííî è íåêà ñìå íàìåðèëè ôóíäàìåíòàëíà
ñèñòåìà îò ðåøåíèÿ y1(x), y2(x), . . . , yn(x). Kàêòî âå÷å çíàåì âñÿêî äðóãî
ðåøåíèå íà õîìîãåííîòî óðàâíåíèå ñå ïîëó÷àâà êàòî ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ
íà ôóíêöèèòå y1, y2, . . . , yn.

II åòàï. Òúðñèì ÷àñòíî ðåøåíèå η(x) íà íåõîìîãåííîòî óðàâíåíèå
L(y) = f(x). Òîãàâà ïðîèçâîëíî äðóãî ðåøåíèå y(x) íà íåõîìîãåííîòî
óðàâíåíèå (7.4) èçãëåæäà òàêà

y(x) = η(x) + c1y1(x) + c2y2(x) + · · ·+ cnyn(x).
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Òîâà å òàêà, çàùîòî y(x) − η(x) å ðåøåíèå íà õîìîãåííîòî óðàâíåíèå è
êàêòî âå÷å êàçàõìå òî å ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ íà ôóíêöèèòå îò ôóíäàìåíòàëíàòà
ñèñòåìà.

Ìåòîä íà Ëàãðàíæ. ×àñòíîòî ðåøåíèå òúðñèì âúâ âèäà:

η(x) = c1(x)y1(x) + c2(x)y2(x) + · · ·+ cn(x)yn(x). (7.5)

Èñêàìå η(x) äà áúäå ðåøåíèå íà íåõîìîãåííîòî óðàâíåíèå. Ïîñëåäîâàòåëíî
ïîëó÷àâàìå

η′(x) = c′1 · y1 + c′2 · y2 + · · ·+ c′nyn + (c1y
′
1 + c2y

′
2 + · · ·+ cny

′
n).

Ùå ïîèñêàìå
c′1y

′
1 + c′2 · y2 + · · ·+ c′nyn = 0.

Òîãàâà çà âòîðàòà ïðîèçâîäíà íà η ïîëó÷àâàìå

η′′(x) = c′1 · y′1 + c′2 · y′2 + · · ·+ c′ny
′
n + (c1y

′′
1 + c2y

′′
2 + · · ·+ cny

′′
n).

Àíàëîãè÷íî ùå ïîèñêàìå

c′1 · y′1 + c′2 · y′2 + · · ·+ c′ny
′
n = 0.

È òàêà ïðîäúëæàâàìå äîêàòî ñòèãíåì äî

η(n)(x) = c′1 ·y
(n−1)
1 +c′2 ·y

(n−1)
2 + · · ·+c′ny(n−1)

n +(c1y
(n)
1 +c2y

(n)
2 + · · ·+cny(n)

n ).

Ñåãà ïúê ùå ïîëîæèì

c′1 · y
(n−1)
1 + c′2 · y

(n−1)
2 + · · ·+ c′ny

(n−1)
n =

f(x)

a0(x)
.

È òàêà íåèçâåñòíèòå ôóíêöèè ci(x) îò (7.5) óäîâëåòâîðÿâàò ñèñòåìàòà∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c′1y1 + c′2y2 + · · ·+ c′nyn = 0
c′1y

′
1 + c′2y

′
2 + · · ·+ c′ny

′
n = 0

c′1y
′′
1 + c′2y

′′
2 + · · ·+ c′ny

′′
n = 0

. . .

c′1y
(n−1)
1 + c′2y

(n−1)
2 + · · ·+ c′ny

(n−1)
n = f(x)

a0(x)
.

(7.6)

Ïîñëåäíàòà ñèñòåìà èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå, çàùîòî îñíîâíàòà è äåòåðìèíàíòà
å òúêìî äåòåðìèíàíòàòà íà Âðîíñêè çà ôóíäàìåíòàëíàòà ñèñòåìà îò
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ðåøåíèÿ íà õîìîãåííîòî óðàâíåíèå det = W (y1, y2, , yn), êîÿòî å ðàçëè÷íà
îò 0. Äà îçíà÷èì ïîëó÷åíèòå ðåøåíèÿ c′i(x) = fi(x), 1 ≤ i ≤ n. Îò òóê
ñëåäâà ci(x) =

∫
fi(x)dx.

Ïðèìåð 3. Íàìåðåòå îáùîòî ðåøåíèå íà íåõîìîãåííîòî ëèíåéíî
óðàâíåíèå îò âòîðè ðåä

x2 lnx · y′ + x · y′ + y = 1.

8. Ëèíåéíè õîìîãåííè ÎÄÓ îò n−òè ðåä ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè.
Óðàâíåíèå íà Îéëåð.

Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíîòî ëèíåéíî ÎÄÓ ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè

y(n) + a1y
(n−1) + a2y

(n−2) + · · ·+ any = 0. (8.1)

òóê ai ñà êîíñòàíòè. Ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî (8.1) ùå òúðñèì îò âèäà
y = erx. Ñëåä çàìåñòâàíå â (8.1) è ðàçäåëÿéêè äâåòå ñòðàíè íà ïîëó÷åíîòî
ðàâåíñòâî íà erx ñòèãàìå äî èçâîäà, ÷å r òðÿáâà äà å êîðåí íà ñëåäíîòî
àëãåáðè÷íî ëèíåéíî óðàâíåíèå îò n-òà ñòåïåí

rn + a1r
n−1 + a2r

n−2 + · · ·+ an = 0. (8.2)

Óðàâíåíèåòî (8.2) ñå íàðè÷à õàðàêòåðèñòè÷íî óðàâíåíèå. Ðàçãëåæäàìå
ñëåäíèòå 4 ñëó÷àÿ â çàâèñèìîñò îò âèäà êîðåíè íà õàðàêòåðèñòè÷íîòî
óðàâíåíèå:

I ñëó÷àé. Óðàâíåíèåòî (8.2) èìà n íà áðîé ðåàëíè è ðàçëè÷íè êîðåíà
r1, r2, . . . , rn. Òàêà ïîëó÷àâàìå n íà áðîé ðåøåíèÿ íà õîìîãåííîòî óðàâíåíèå
(8.1) yi(x) = erix, 1 ≤ i ≤ n. Çà äåòåðìèíàíòàòà íà Âðîíñêè çà òåçè n
ôóíêöèè ïîëó÷àâàìå

W = e(r1+r2+···+rn)x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1

r1 r2 r3 . . . rn

r2
1 r2

2 r2
3 . . . r2

n

. . . . . . . . . . . . . . .

r
(n−1)
1 r

(n−1)
2 r

(n−1)
3 . . . r

(n−1)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

6= 0,
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çàùîòî ïîñëåäíàòà äåòåðìèíàíòà å äåòåðìèíàíòàòà íà Âàíäåðìîíò çà
ðàçëè÷íèòå ÷èñëà ri, êîÿòî çíàåì, ÷å å ðàëè÷íà îò 0. Òàêà óñòàíîâèõìå,
÷å â òîçè ïúðâè ñëó÷àé, yi(x) = erix, 1 ≤ i ≤ n îáðàçóâàò ôóíäàìåíòàëíà
ñèñòåìà îò ðåøåíèÿ íà (8.1). Òîãàâà îáùîòî ðåøåíèå íà (8.1) ñå ïîëó÷àâà
ïî ôîðìóëàòà

Y (x) = C1e
r1x + C2e

r2x + · · ·+ Cne
rnx.

Ïðèìåð 1 Ðåøåòå y′′′ − 7y′ + 6y = 0. Õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå
å r3 − 7r + 6 = 0. Êîðåíèòå ìó ñà r1 = 1, r2 = 2, r3 = −3. Òàêà ñòèãàìå
äî îáùîòî ðåøåíèå

Y (x) = C1e
x + C2e

2x + C3e
−3x

II ñëó÷àé.Íåêà èìàìå ñåãà k- êðàòåí ðåàëåí êîðåí ri íà õàðàêòåðèñòè÷íîòî
óðàâíåíèå (8.2). Íà òîçè êîðåí ñúîòâåòñòâóâàò k -íà áðîé ðåøåíèÿ îò
ôóíäàìåíòàëíàòà ñèñòåìà ðåøåíèÿ:

erix, xerix, x2erix, . . . , x(k−1)erix.

Ïðèìåð 2. Ðåøåòå y′′ − 2y′ + y = 0. Õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå
r2 − 2r + 1 = 0 èìà äâóêðàòåí êîðåí r1 = r2 = 1. Òàêà îáùîòî ðåøåíèå
íà òîâà ëèíåéíî óðàâíåíèå îò âòîðè ðåä å Y (x) = (C1 + C2x)e

x.
III ñëó÷àé.Õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå (8.2) èìà ïðîñò(åäíîêðàòåí)

êîìïëåêñåí êîðåí r = α+ iβ. Îò ôîðìóëàòà íà Îéëåð

eiβ = cos β + i sin β,

ñëåäâà, ÷å íà òîçè êîðåí ñúîòâåòñòâóâà ðåøåíèå îò âèäà

erx = e(α+iβ)x = eαx · eiβx = eαx · (cos(βx) + i sin(βx)).

Êàòî èìàìå â ïðåäâèä , ÷å è ñïðåãíàòîòî ÷èñëî íà r ñúùî å êîðåí íà (8.2),
òî ìîæåì äà çàïèøåì ðåøåíèåòî, ñúîòâåòñòâóâàùî íà òåçè äâà êîðåíà â
ðåàëåí âèä êàòî

Y (x) = eαx · [A cos(βx) +B sin(βx)] .

IV ñëó÷àé. Íåêà ñåãà êîìïëåêñíîòî ÷èñëî r = α + iβ e k-êðàòåí
êîðåí íà õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå. Ñ òàêàâà êðàòíîñò ùå áúäå è
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ñïðåãíàòîòî ìó êîìïëåêñíî ÷èñëî. Îáùî çà äâàòà êîðåíà ñúîòâåòñòâóâà
ñëåäíîòî ðåøåíèå íà õîìîãåííîòî óðàâíåíèå:

Y (x) = eαx·
(
(a0 + a1x+ a2x

2 + · · ·+ ak−1x
k−1) cos(βx) + (b0 + b1x+ b2x

2 + · · ·+ bk−1x
k−1) sin(βx)

)
.

2. Óðàâíåíèÿ íà Îéëåð.
Äåôèíèöèÿ. Óðàâíåíèå íà Îéëåð íàðè÷àìå óðàâíåíèå îò âèäà:

xny(n) + a1x
n−1y(n−1) + a2x

n−2y(n−2) + · · ·+ an−1xy
′ + any = 0. (8.3)

Òîâà óðàâíåíèå ñå ñâåæäà äî óðàâíåíèå ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè ïî
ñëåäíèÿ íà÷èí: Àêî x > 0 ïðàâèì ñóáñòèòóöèÿòà x = et, t = ln x, t-íîâà
ïðîìåíëèâà, àêî ïúê x < 0, òî ïîëàãàìå x = −et. Ñëåä èçâúðøâàíå íà
ñóáñòèòóöèÿòà ïîëó÷àâàìå ïîñëåäîâàòåëíî

y = y(x) = y(et) = yt(t),

y′ =
dy

dx
=
dyt(t)

dx
=

(
dyt(t)

dt

)
· dt
dx

= ẏe−t,

êúäåòî èçïîëçâàõìå, ÷å

dx = etdt ⇒ dt

dx
= e−t.

Çà äà ïðåñìåòíåì íà êîëêî å ðàâíà âòîðàòà ïðîèçâîäíà y′′ ñëåä çàìåñòâàíåòî
ïîñòúïâàìå ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí

y′′ =
dy′

dx
=
d(ẏe−t)

dt
· dt
dx

= e−t(ÿe−t + ẏe−t) = e−2t(ÿ + ẏ).

Ñëåä èç÷èñëÿâàíå íà âñè÷êè ïðîèçâîäíè äî n-òè ðåä è çàìåñòâàíå â (8.3)
ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî óðàâíåíèå ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè bi:

y
(n)
t + b1y

(n−1)
t + · · ·+ bn−1ẏt + bnyt = 0.

Çà äà èç÷èñëèì íîâîòî õàðàêòåðèñòè÷íî óðàâíåíèå-ñúîòâåòñòâóâàùî íà
ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè ïîñòúïâàìå ïî ñëåäíèÿ
íà÷èí:

λ(λ−1)(λ−2) · · · (λ−n+1)+a1λ(λ−1) · · · (λ−n+2)+ · · ·+an−1λ+an = 0.

Ïðèìåð 3 Ðåøåòå ñëåäíîòî óðàâíåíèå íà Îéëåð: x2y′′ − xy′ − 3y =
0, x > 0.
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Ïîëàãàìå x = et. Ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèåòî ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè
ÿ−2ẏ−3y = 0, ñ õàðàêòåðèñòè÷íî óðàâíåíèå λ2−2λ−3 = 0, ñ êîðåíè λ1 =
−1, λ2 = 3. Íà òÿõ ñúîòâåòñòâóâàò ðåøåíèÿòà íà õîìîãåííîòî óðàâíåíèå

y1(t) = e−t =
1

x
, y2(t) = e3t = x3.

Êðàéíèÿò îòãîâîð å
Y (x) = c1x

−1 + c2x
3.

9.Íàìèðàíå ÷àñòíî ðåøåíèå íà íåõîìîãåííî ëèíåéíî ÎÄÓ

îò n-òè ðåä ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè.

Âñÿêî íåõîìîãåííî ëèíåéíî óðàâíåíèå ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè

a0y
(n) + a1y

(n−1) + · · ·+ any = f(x), (9.1)

ñ ïðîèçâîëíà äÿñíà ÷àñò f ñå ðåøàâà êàòî âàðèðàìå êîíñòàíòèòå-èëè
ìåòîäúò íà Ëàãðàíæ, îïèñàí ïî-ðàíî â 7 âúïðîñ. Íàìèðàìå íàé-íàïðåä
ðåøåíèåòî íà õîìîãåííîòî óðàâíåíèå y = C1y1 +C2y2 + · · ·+Cnyn, à ñëåä
òîâà ÷àñòíî ðåøåíèå íà íåõîìîãåííîòî óðàâíåíèå (9.1) ñå òúðñè êàòî

Y = C1(x)y1 + · · ·+ Cn(x)yn.

Íåèçâåñòíèòå ôóíêöèè Ci(x) îïðåäåëÿìå êàòî ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà (7.6).
Àêî äÿñíàòà ñòðàíà íà (9.1) ñå ñúñòîè îò ñóìè è ïðîèçâåäåíèÿ íà

ôóíêöèè îò ñëåäíèÿ âèä b0 + b1x + · · · + bmx
m, eαx, cos(βx), sin(βx), òî

÷àñòíî ðåøåíèå ìîæåì äà òúðñèì è ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:
Àêî äÿñíàòà ÷àñò å îò âèäà Pm(x)eγx, êúäåòî Pm(x) = b0 + b1x+ · · ·+

bmx
m,òî ÷àñòíîòî ðåøåíèå èìà âèäà

y1 = xsQm(x)eγx (9.2),

êúäåòî Qm(x)-å ïîëèíîì îò ñúùàòà ñòåïåí m. ×èñëîòî s å ðàâíî íà 0,
àêî γ íå å êîðåí íà õàðêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå íà (9.1), àêî γ å êîðåí,
òî s å ðàâíî íà êðàòíîñòòà íà òîçè êîðåí. Çà äà íàìåðèì êîåôèöèåíòèòå
íà Qm çàìåñòâàìå èçðàçúò îò (9.2) â (9.1) è îïðåäåëÿìå ïî ìåòîäà íà
íåîïðåäåëåíèòå êîåôèöèåíòè.
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Àêî â äÿñíàòà ÷àñò ó÷àñòâóâàò ñèíóñ è êîñèíóñ, òî èçïîëçâàìå ôîðìóëèòå
íà Îéëåð:

cos βx =
eiβx + e−iβx

2
, sin βx =

eiβx − e−iβx

2i
.

Àêî êîåôèöèåíòèòå â äÿñíàòà ÷àñò ñà ðåàëíè, òî ìîâåì äà ìèíåì è áåç
ãîðíèòå ôîðìóëè. Íàïðèìåð àêî äÿñíàòà ÷àñò å îò âèäà

eαx (P (x) cos βx+Q(x) sin βx) ,

òî ìîæåì äà òúðñèì ÷àñòíî ðåøåíèå âúâ âèäà:

y1 = xseαx|left(Rm(x) cos βx+ Tm(x) sin βx,

êúäåòî s = 0, àêî α + iβ íå å êîðåí íà õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå
íà (9.1) è s å ðàâíî íà êðàòíîñòòà ìó â ïðîòèâåí ñëó÷é. Ïîëèíîìèòå
Rm è Tm ñà îò ñòåïåí m, ðàâíî íà ïî-ãîëÿìàòà îò ñòåïåíèòå íà P è Q.
Êîåôèöèåíòèòå íà Rm è Tm ñå íàìèðàò òî÷íî ñëåä çàìåñòâàíå â (9.1) è
ïî ìåòîäà íà íåîïðåäåëåíèòå êîåôèöèåíòè. Àêî äÿñíàòà ñòðàíà íà (9.1)
å ñóìà f1 +f2 + · · ·+fp, òî ÷àñòíîòî ðåøåíèå å ñóìà îò ÷àñòíèòå ðåøåíèÿ
ñúîòâåòíè íà äåñíè ÷àñòè f1, . . . , fp.

Ïðèìåð 1. Ðåøåòå óðàâíåíèåòî

y′′′ − 6y′′ + 9y′ = xe3x + e3x cos 2x. (9.3)

Õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå λ3 − 6λ2 + 9λ = 0 èìà äâóêðàòåí êîðåí
λ1 = 3 è ïðîñò êîðåí λ2 = 0. Çàòîâà ðåøåíèåòî íà õîìîãåííîòî óðàâíåíèå
å y0 = (C1+C2x)e

3x+C3.Äÿñíàòà ÷àñò íà (9.3) ñå ñúñòîè îò äâå ñúáèðàåìè:
çà ïúðâîòî èìàìå γ = α+ iβ = 3, à çà âîðîòî γ = α+ iβ = 3+3i. Òúðñèì
ïîîòäåëíî ÷àñòíèòå ðåøåíèÿ íà óðàâíåíèÿòà:

y′′′ − 6y′′ + 9y′ = xe3x (9.4)

y′′′ − 6y′′ + 9y′ = e3x cos 2x (9.5).

×èñëîòî γ = 3 ñå ÿâÿâà êîðåí ñ êðàòíîñò s = 2, çàòîâà ÷àñòíî ðåøåíèå íà
(9.4) òúðñèì âúâ âèäà y1 = x2(ax + b)e3x. Çàìåñòâàéêè â (9.4) íàìèðàìå
a = 1

8
, b = − 1

18
.

Ïîíåæå α + iβ = 3 + 2i íå å êîðåí íà õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå,
òî ÷àñòíî ðåøåíèå íà (9.5) òúðñèì âúâ âèäà y2 = e3x(c cos 2x + d sin 2x).
Ñëåä çàìåñòâàíå â (9.5) íàìèðàìå c = − 3

52
, d = − 1

26
. Îáùîòî ðåøåíèå íà

(9.3) å y = y0 + y1 + y2.
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10. Ëèíåéíè õîìîãåííè è íåõîìîãåííè ñèñòåìè ÎÄÓ îò ïúðâè

ðåä - îñíîâíè ïîíÿòèÿ, îáùè ðåøåíèÿ, ìåòîä íà Ëàãðàíæ çà

íàìèðàíå íà ÷àñòíî ðåøåíèå íà íåõîìîãåííà ñèñòåìà.

Çà ïî-ëåñíî âúçïðèåìàíå íà ìàòåðèÿòà ùå çàïî÷íåì ñúñ ñëó÷àÿ íà 3
íåèçâåñòíè ôóíêöèè x = x(t), y = y(t), z = z(t), êîèòî ñå òúðñÿò êàòo
ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà ∣∣∣∣∣∣

x′ = f1(t, x, y, z)
y′ = f2(t, x, y, z)
z′ = f3(t, x, y, z)

, (10.1)

êîÿòî ñå íàðè÷à ñèñòåìà îò ïúðâè ðåä â íîðìàëåí âèä, êîåòî îçíà÷àâà
÷å îò ëÿâàòà ñòðàíà ñòîÿò ïðîèçâîäíèòå íà íåèçâåñòíèòå ôóíêöèè, à îò
äÿñíàòà ñòðàíà ñà ôóíêöèè ñàìî íà t, x, y, z. Ãîðíàòà ñèñòåìà ëåñíî ñå
îáîáùàâà è çà n íåèçâåñòíè ôóíêöèè.

Ëèíåéíà ñèñòåìà îò ïúðâè ðåä ÎÄÓ ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè

ñå íàðè÷à ñèñòåìàòà:∣∣∣∣∣∣
x′ + a1x+ a2y + a3z = f1(t, x, y, z)
y′ + b1x+ b2y + b3z = f2(t, x, y, z)
z′ + c1x+ c2y + c3z = f3(t, x, y, z)

, ai, bi, ci = const.(10.2)

Àêî âúâåäåì ìàòðèöèòå

A =

 a1 a2 a3

b1 b2 b3
c1 c2 c3

 , X(t) =

 x(t)
y(t)
z(t)

 , f̄ =

 f1

f2

f3

 ,

òî ñèñòåìàòà (10.2) ìîæåì äà çàïèøåì â ìàòðè÷åí âèä êàòî

X ′(t) + AX(t) = f̄ .

Àêî f1 = f2 = f3 ≡ 0, ñèñòåìàòà (10.2) ñå íàðè÷à õîìîãåííà.Àêî ïîíå
åäíà îò ôóíêöèèòå f1, f2, f3 å ðàçëè÷íà îò êîíñòàíòàòà 0 â èíòåðâàëà ∆, â
êîéòî ñå èçìåíÿ ïðîìåíëèâàòà t, òî ñèñòåìàòà ñå íàðè÷à íåõîìîãåííà.
Äà ðàçãëåäàìå ñèñòåìàòà (10.2) â ñëó÷àÿ êîãàòî å õîìîãåííà, ò.å. f1 =
f2 = f3 ≡ 0. Íåêà ñìå íàìåðèëè òðè òðîéêè îò ðåøåíèÿ íà òàçè ñèñòåìà
(xi(t), yi(t), zi(t)), 1 ≤ i ≤ 3. Àêî çà ïðîèçâîëíè êîíñòàíòè C1, C2, C3

îçíà÷èì  x
y
z

 = C1

 x1

y1

z1

 + C2

 x2

y2

z2

 + C3

 x3

y3

z3

 ,
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òî ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å òàêà-äåôèíèðàòà òðîéêà îò ôóíêöèè x, y, z å
ñúùî ðåøåíèå íà õîìîãåííàòà ñèñòåìà (10.2). (Ïðîâåðåòå ãî !)

Äåôèíèöèÿ. Êàçâàìå, ÷å òðîéêàòà îò ðåøåíèÿ (xi, yi, zi), 1 ≤ i ≤ 3
íà õîìîãåííàòà ñèñòåìà (10.2) åôóíäàìåíòàëíà ñèñòåìà îò ðåøåíèÿ
àêî å èçïúëíåíî:∣∣∣∣∣∣

x1(t) x2(t) x3(t)
y1(t) y2(t) y3(t)
z1(t) z2(t) z3(t)

∣∣∣∣∣∣ 6= 0, çà âñÿêît ∈ ∆. (10.3)

Òåîðåìà 1 Íåêà (xi, yi, zi), 1 ≤ i ≤ 3 ñà òðè òðîéêè îò ðåøåíèÿ íà
õîìîãåííàòà ñèñòåìà (10.2), êîèòî îáðàçóâàò ôóíäàìåíòàëíà ñèñòåìà îò
ðåøåíèÿ. Òîãàâà âñÿêî äðóãî ðåøåíèå íà õîìîãåííàòà ñèñòåìà (10.2) ñå
ïðåäñòàâÿ ïî åäèíñòâåí íà÷èí êàòî ñëåäíàòà ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ x

y
z

 = C1

 x1

y1

z1

 + C2

 x2

y2

z2

 + C3

 x3

y3

z3

 , (10.4)

êúäåòî Ci ñà êîíñòàíòè.

Äîêàçàòåëñòâî:×å ïðåäñòàâÿíåòî (10.4) íè äàâà åäíî ïîðåäíî ðåøåíèå
íà õîìîãåííàòà ñèñòåìà (10.2) âå÷å èçÿñíèõìå. Ñåãà ùå ïîêàæåì îáðàòíîòî,
à èìåííî, ÷å àêî èìàìå ðåøåíèå íà õîìîãåííàòà ñèñòåìà (10.2), òî îáåçàòåëíî
òðÿáâà äà èìà âèäà, ïðåäñòàâåí â (10.4). Ïîðàäè òîâà, ÷å (10.3) å íàëèöå
çà âñÿêî ôèêñèðàíî t ∈ ∆, òî ëåñíî ñå âèæäà, ÷å ñúùåñòâóâàò åäèíñòâåí
íàáîð îò ôóíêöèè Ci(t), 1 ≤ i ≤ 3, òàêà ùîòî äà å èçïúëíåíî∣∣∣∣∣∣

x(t) = C1(t)x1(t) + C2(t)x2(t) + C3(t)x3(t)
y(t) = C1(t)y1(t) + C2(t)y2(t) + C3(t)y3(t)
z(t) = C1(t)z1(t) + C2(t)z2(t) + C3(t)z3(t)

(10.5)

Èç÷èñëÿâàéêè ïðîèçâîäíèòå íà x(t), y(t), z(t), ïðåäñòàâåíè â (10.5) è çàìåñòâàéêè
â õîìîãåííàòà ñèñòåìà, êàòî èìàìå â ïðåäâèä, ÷å xi(t), yi(t), zi(t), 1 ≤ i ≤
3 ñà ðåøåíèÿ íà õîìîãåííàòà ñèñòåìà, ñòèãàìå äî ñëåäíèòå òðè óðàâíåíèÿ∣∣∣∣∣∣

C ′
1x1 + C ′

2x2 + C ′
3x3 = 0

C ′
1y1 + C ′

2y2 + C ′
3y3 = 0

C ′
1x1 + C ′

2x2 + C ′
3x3 = 0
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Ïîðàäè ôàêòà, ÷å îñíîâíàòà äåòåðìèíàíòà íà ïîñëåäíàòà ñèñòåìà å ðàçëè÷íà
îò 0 (âèæ (10.3)) òî ñëåäâà ÷å åäèíñòâåíîòî ðåøåíèå íà ïîñëåäíàòà ñèñòåìà
å C ′

1 = C ′
2 = C ′

3 = 0 ⇒ C1 = const, C2 = const, C3 = const.. Ñ òîâà
òåîðåìàòà å äîêàçàíà.

11. Íåõîìîãåííè ëèíåéíè ñèñòåìè ÎÄÓ îò ïúðâè ðåä. Ìåòîä

íà Ëàãðàíæ.

Ùå ðàçãëåäàìå êàê ñå îïðåäåëÿò âñè÷êè ðåøåíèÿ íà íåõîìîãåííàòà
ñèñòåìà (10.2). Êàêòî è ïðè íåõîìîãåííèòå ëèíåéíè ÎÄÓ îò n -òè ðåä,
ïúðâî íàìèðàìå ôóíäàìåíòàëíà ñèñòåìà îò ðåøåíèÿ íà õîìîãåííàòà
ñèñòåìà íà (10.2). Êàê ñòàâà òîâà çà ñèñòåìà ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè -
ùå ðàçãëåäàìå â ñëåäâàùèÿ ïàðàãðàô. Íåêà ñìå íàìåðèëè ôóíäàìåíòàëíàòà
ñèñòåìà (xi(t), yi(t), zi(t))

3
i=1. Ñëåä òîâà ùå òúðñèì åäíî ÷àñòíî ðåøåíèå

íà íåõîìîãåííàòà ñèñòåìà ξ(t), η(t), ζ(t).Êàêòî è â ñëó÷àÿ íà óðàâíåíèå
îò n-òè ðåä , âñÿêî äðóãî ðåøåíèå íà íåõîìîãåííàòà ñèñòåìà ñå ïîëó÷àâà
êàòî ∣∣∣∣∣∣

X(t) = ξ(t) + C1x1 + C2x2 + C3x3

Y (t) = η(t) + C1y1 + C2y2 + C3y3

Z(t) = ζ(t) + C1z1 + C2z2 + C3z3

(11.1),

êúäåòî â (11.1) Ci ñà êîíñòàíòè. ×àñòíîòî ðåøåíèå ξ, η, ζ íàìèðàìå ïî
ìåòîäà íà Ëàãðàíæ êàòî

ξ(t) = C1(t)x1(t) + C2(t)x2(t) + C3(t)x3(t)
η(t) = C1(t)y1(t) + C2(t)y2(t) + C3(t)y3(t)
ζ(t) = C1(t)z1(t) + C2(t)z2(t) + C3(t)z3(t)

(11.2)

Ùå íàìåðèì íåèçâåñòíèòå ôóíêöèè Ci(t) , òàêà ÷å (ξ, η, ζ), äåôèíèðàíè
â (11.2) äà ñà ðåøåíèÿ íà íåõîìîãåííàòà ñèñòåìà (10.2). Èç÷èñëÿâàéêè
ïúðâèòå ïðîèçâîäíè è çàìåñòâàéêè â (10.2), êàòî èçïîëçâàìå ÷å (xi, yi, zi)

3
i=1

ñà ðåøåíèÿ íà õîìîãåííàòà ñèñòåìà íà (10.2) ñòèãàìå äî ñèñòåìàòà çà
íàìèðàíå íà C ′

i(t), 1 ≤ i ≤ 3:∣∣∣∣∣∣
C ′

1x1 + C ′
2x2 + C ′

3x3 = f1(t)
C ′

1y1 + C ′
2y2 + C ′

3y3 = f2(t)
C ′

1z1 + C ′
2z2 + C ′

3z3 = f3(t)
(11.3)

Ñèñòåìàòà (11.3) èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå çà âñÿêî ôèêñèðàíî t ∈ ∆,
ïîðàäè (10.3). Îïðåäåëÿìå C ′

i ïî ôîðìóëèòå íà Êðàìåð. Íåêà èìàìå
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C ′
i(t) = gi(t), 1 ≤ i ≤ 3. Ñëåä èíòåãðèðàíå ïî t íà ïîñëåäíèòå ðàâåíñòâà

ñòèãàìå è äî êðàéíîòî ðåøåíèå.

12. Ñèñòåìè ÎÄÓ îò ïúðâè ðåä ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè.

Íåêà äà ñå îïèòàìå äà íàìåðèì ôóíäàìåíòàëíà ñèñòåìà îò ðåøåíèÿ
íà õîìîãåííàòà ñèñòåìà ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè çà òðè ôóíêöèè∣∣∣∣∣∣

x′ = a1x+ a2y + a3z
y′ = b1x+ b2y + b3z
z′ = c1x+ c2y + c3z

.(12.1)

Àêî âúâåäåì ìàòðèöèòå

A =

 a1 a2 a3

b1 b2 b3
c1 c2 c3

 , X(t) =

 x(t)
y(t)
z(t)

 ,

òî ñèñòåìàòà (12.1) ìîæå äà ñå çàïèøå â ìàòðè÷åí âèä êàòî

X ′ = AX.

Ðåøåíèåòî íà ãîðíîòî ìàòðè÷íî óðàâíåíèå ñå äàâà ñ òàêà-íàðå÷åíàòà
ìàòðè÷íà åêñïîíåíòà

X(t) = eAt = 1 +
At

1!
+
A2t2

2!
+
A3t3

3!
+ · · ·+ +

Aktk

k!
+ . . .

Íàìèðàíåòî íà ìàòðèöàòà X(t) ïî òîçè íà÷èí ïðè äàäåíà ìàòðèöà A íå
âèíàãè å ëåñíà çàäà÷à. Çàòîâà ùå ñå îïèòàìå äà íàìåðèì X(t) ïî äðóã
íà÷èí. Òúðñèì ðåøåíèÿ îò âèäà

x(t) = αeλt

y(t) = βeλt

z(t) = γeλt

.

Òúðñèì íåíóëåâî ðåøåíèå, ò.å. ïîíå åäíî îò ÷èñëàòà α, β, γ äàáúäå ðàçëè÷íî
îò íóëà. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å x′ = α · λeλt = λ · x, y′ = λy, z′ = λz.
Çàìåñòâàéêè â (12.1) è ñúêðàùàâàéêè íà eλt ïîëó÷àâàìå∣∣∣∣∣∣

(a1 − λ)α+ a2β + a3γ = 0
b1α+ (b2 − λ)β + b3γ = 0
c1α+ c2β + (c3 − λ)γ = 0

(12.2)
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Ñèñòåìàòà (12.2) òðÿáâà äà èìà íåíóëåâî ðåøåíèå, çàòîâà äåòåðìèíàíòàòà
è òðÿáâà äà å 0, ò.å.

∆ =

∣∣∣∣∣∣
a1 − λ a2 a3

b1 b2 − λ b3
c1 c2 c3 − λ

∣∣∣∣∣∣ = det(A− λE) = 0. (12.3)

Ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå ñå íàðè÷à õàðàêòåðèñòè÷íî óðàâíåíèå íà ñèñòåìàòà
(12.1). Êîðåíèòå ìó ñà ñîáñòâåíèòå ÷èñëà íà ìàòðèöàòà A. Íåêà λ å åäíî
ñîáñòâåíî ÷èñëî íà A. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å x′

y′

z′

 = X ′ = AX = λX,

ò.å. X(t) ñå îêàçâà ñîáñòâåí âåêòîð íà A, ñúîòâåòñòâóâàù íà ñîáñòâåíîòî
÷èñëî λ. Ñëåäîâàòåëíî

A

 α
β
γ

 eλt = λ

 α
β
γ

 eλt,

ò.å. (α, β, γ) ñå îêàçâà ñîáñòâåí âåêòîð íà A.Â çàâèñèìîñò îò âèäà è
êðàòíîñòòà íà êîðåíèòå íà õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå ðàçëè÷àâàìå
ñëåäíèòå ñëó÷àè :

1.Âñè÷êè ñîáñòâåíè ÷èñëà ñà ðåàëíè è ðàçëè÷íè. Íåêà A èìà
3 ðåàëíè ðàçëè÷íè ñîáñòâåíè ÷èñëà λ1 6= λ2 6= λ3. Íà òÿõ ñúîòâåòñòâóâàò
3 ñîáñòâåíè âåêòîðà

~p1 =

 α1

α2

α3

 , ~p2 =

 β1

β2

β3

 , ~p3 =

 γ1

γ2

γ3

 ,

êîèòî äåôèíèðàò ñëåäíàòà òðîéêà îò ðåøåíèÿ: xi(t)
yi(t)
zi(t)

 =

 αi

βi

γi

 eλit, i = 1, 2, 3. (12.4)

32



Ïîëó÷åíàòà ñèñòåìà îò ðåøåíèÿ (12.4) å ôóíäàìåíòàëíà ñèñòåìà îò ðåøåíèÿ
íà õîìîãåííàòà ñèñòåìà (12.1), çàùîòî âåêòîðèòå ~p1, ~p2. ~p3 ñà ëèíåéíî-
íåçàâèñèìè, êàòî ñîáñòâåíè âåêòîðè, ñúîòâåòíè íà òðè ðàçëè÷íè ñîáñòâåíè
÷èñëà-ôàêò , êîéòî çíàåì îò ëèíåéíàòà àëãåáðà.È òàêà îáùîòî ðåøíèå
íà ñèñòåìàòà ÎÄÓ (12.1) â òîçè ñëó÷àé ñå äàâà êàòî:

X(t) = C1

 x1

y1

z1

 + C2

 x2

y2

z2

 + C3

 x3

y3

z3

 .

2. Ìàòðèöàòà A èìà k-êðàòíî ñîáñòâåíî ÷èñëî λ. Îïðåäåëÿìå
ïúðâî ðàçìåðíîñòòà íà ñîáñòâåíîòî ïîäïðîñòðàíñòâî, ñúîòâåòíî íà òîâà
ñîáñòâåíî ÷èñëî m. Àêî r = rang(A − λE) è n- å áðîÿ íà íåèçâåñòíèòå
ôóíêöèè, òîm = n−r. (Â íàøèÿ ñëó÷àé n = 3.) Ðåøåíèåòî , ñúîòâåòñòâóâàùî
íà k− êðàòíîòî ñîáñòâåíî ÷èñëî òúðñèì êàòî ïðîèçâåäåíèÿ íà ïîëèíîìè
îò ñòåïåí k −m ñ eλt:

x = (a+ · · ·+ dtk−m)λt,
y = (b+ · · ·+ gtk−m)λt,
z = (p+ qt+ · · ·+ stk−m)λt.

(12.5)

Êîåôèöèåíòèòå íà ïîëèíîìèòå â äÿñíàòà ñòðàíà íà (12.5) îïðåäåëÿìå
êàòî çàìåñòèì â èçõîäíàòà ñèñòåìà (12.1) è ïðèðàâíÿâàìå êîåôèöèåíòèòå
ïðåä åäíàêâèòå ñòåïåíè íà t ïî ìåòîäà íà íåîïðåäåëåíèòå êîåôèöèåíòè.
Îò âñè÷êè íåèçâåñòíè êîåôèöèåíòè òðÿáâà äà îñòàíàò ñàìî k êàòî ñâîáîäíè
ïàðàìåòðè, à âñè÷êè îñòàíàëè - äà ñå èçðàçÿò êàòî òÿõíà ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ.

Ïðèìåð 1. Ðåøåòå ñèñòåìàòà ÎÄÓ:∣∣∣∣∣∣
x′ = 2x+ y + z
y′ = −2x− z
z′ = 2x+ y + 2z

Ðåøåíèå: Õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå íà òàçè ñèñòåìà å :∣∣∣∣∣∣
2− λ 1 1
−2 −λ −1
2 1 2− λ

∣∣∣∣∣∣ = 0,
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λ3 − 4λ2 + 5λ− 2 = 0, λ1 = 2, λ2 = λ3 = 1.

Âèæäàìå, ÷å ìàòðèöàòà íà òàçè ñèñòåìà ÎÄÓ èìà åäíî ïðîñòî ðåàëíî
ñîáñòâåíî ÷èñëî λ1 = 2 è äâóêðàòíî ñîáñòâåíî ÷èñëî λ2 = 1. Ëåñíî
ñå ïðåñìÿòà, ÷å íà åäíîêðàòíîòî ñîáñòâåíî ÷èñëî ñúîòâåòíèÿ ñîáñòâåí
âåêòîð å (1,−2, 2). Çà äâóêðàòíîòî ñîáñòâåíî ÷èñëî ïúðâî îïðåäåëÿìå
ðàçìåðíîñòòà íà ñîáñòâåíîòî ïîäïðîñòðàíñòâî m. Ðàíãúò r íà A − 1 · E
e 2, a n = 3, ò.å. m = n − r = 3 − 2 = 1. Òîãàâà k − m = 2 − 1 = 1 è
ðåøåíèåòî çà òîâà ñîáñòâåíî ÷èñëî òúðñèì êàòî:

x = (a+ bt)et, y = (c+ dt)et, z = (f + gt)et.

Îò øåñòòå êîåôèöèåíòà ïî-ãîðå òðÿáâà äà îñòàíàò äâà, à îñòàíàëèòå
÷åòèðè äà èçðàçèì ÷ðåç òÿõ. Òîâà ñòàâà ñëåä çàìåñòâàíå â ñèñòåìàòà è
ïðèðàâíÿâàíå íà êîåôèöèåíòèòå ïðåä åäíàêâèòå ñòåïåíè íà t. Ïîëó÷àâàìå
ñëåäíà ëèíåéíà ñèñòåìà óðàâíåíèÿ

b+ d+ g = 0, b = a+ c+ f,
−2b− d− g = 0, d = −2a− c− f,

2b+ d+ g = 0, g = 2a+ c+ f.

Ïîëó÷àâàìå a = −d, b = 0, f = d − c, g = −d, ò.å. d, c îñòàâàò êàòî
ñâîáîäíè ïàðàìåòðè. Ñúáèðàìå ðåøåíèÿòà çà äâåòå ñîáñòâåíè ÷èñëà è
îêîí÷àòåëíî ïîëó÷àâàìå ðåøåíèåòî íà òàçè ñèñòåìà

x = −det + C3e
2t

y = (c+ dt)et − 2C3e
2t

z = (d− c− dt)et + 2C3e
2t.

3.Ìàòðèöàòà A èìà êîìïëåêñíî ñîáñòâåíî ÷èñëî. Èçëîæåíèÿò
â ò.1 ìåòîä ìîæåì äà ïðèëîæèì è òóê, íî ùå ïîëó÷èì ðåøåíèåòî â
êîìïëåêñåí âèä. Àêî èñêàìå äà çàïèøåì ðåøåíèåòî â ðåàëåí âèä, èçïîëçâàìå
÷å ðåàëíàòà è èìàãèíåðíà ÷àñò íà êîìïëåêñíîòî ðåøåíèå ñúîòâåòíî íà
êîðåíà λ = α+ iβ ñå ÿâÿâàò ëèíåéíî-íåçàâèñèìè ðåøåíèÿ.

Ïðèìåð 2. Ðåøåòå ñèñòåìàòà∣∣∣∣ x′ = 4x− y
y′ = 5x+ 2y
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Õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå å λ2− 6λ+ 13 = 0, ñ êîðåíè λ = 3± 2i. Çà
êîðåíà λ = 3 + 2i íàìèðàìå ñîáñòâåí âåêòîð (a, b) êàòî ðåøèì ñèñòåìàòà∣∣∣∣ (1− 2i)a− b = 0

5a− (1 + 2i)b = 0.

Âçåìàìå a = 1, b = 1− 2i. Èìàìå ÷àñòíî ðåøåíèå

x = e(3+2i)t, y = (1− 2i)e(3+2i)t.

Ñåãà ùå íàìåðèì ðåàëíàòà è èìàãèíåðíà ÷àñòè íà ïîñî÷åíèòå ïî-ãîðå
ôóíêöèè êàêòî ñëåäâà

x1 = Ree(3+2i)t = e3t cos 2t,
y1 = Re(1− 2i)e(3+2i)t = e3t(cos 2t+ 2 sin 2t),
x2 = Ime(3+2i)t = e3t sin 2t,
y2 = Im(1− 2i)e(3+2i)t = e3t(sin 2t− 2 cos 2t).

Îáùîòî ðåøåíèå â ðåàëåí âèä ñå çàïèñâà êàòî

x = C1x1 + C2x2, y = C1y1 + C2y2.

4. Íåõîìîãåííà ëèíåéíà ñèñòåìà ëèíåéíè ÎÄÓ îò ïúðâè ðåä.

Àêî èìàìå íåõîìîãåííàòà ñèñòåìà ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè

x′i = ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ ainxn = fi(t), i = 1, . . . , n, (12.6)

â îáùèÿ ñëó÷àé ÿ ðåøàâàìå ïî ìåòîäà íà Ëàãðàíæ. Àêî äåñíèòå ÷àñòè íà
(12.6) ñå ñúñòîÿò îò ñóìè è ïðîèçâåäåíèÿ íà b0+b1t+· · ·+bmtm, eαt, cos βt, sin βt,
òî ÷àñòíî ðåøåíèå íà íåõîìîãåííàòà ñèñòåìà (12.6) ìîæåì äà òúðñèì
ïî ñúùèÿ íà÷èí êàêòî â ñëó÷àÿ íà óðàâíåíèå îò n-òè ðåä ñ ïîñòîÿííè
êîåôèöèåíòè. Àêî fi(t) = Pmi

(t)eγt, êúäåòî Pmi
(t) å ïîëèíîì îò ñòåïåí

mi, òî ÷àñòíî ðåøåíèå òúðñèì êàòî

xi(t) = Qi,m+s(t)e
γt, i = 1, . . . , n,

êúäåòî Qi,m+s(t) å ïîëèíîì îò ñòåïåím+s, m = maxmi, à s = 0 àêî γ íå å
êîðåí íà õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå, à àêî å êîðåí, òî s = êðàòíîñòòà
íà òîçè êîðåí. Êîåôèöèåíòèòå íà ïîëèíîìèòå Qi,m+s(t) ñå íàìèðàò òî÷íî
ñëåä çàìåñòâàíå â ñèñòåìàòà.

Ïðèìåð 3. Ðåøåòå ñëåäíàòà íåõîìîãåííà ñèñòåìà ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè∣∣∣∣ x′ = 4x− y + e3t(t+ sin t)
y′ = x+ 2y + te3t cos t.
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