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Лекция 2  
§2. Производни   
1. Някои основни граници. Тук ще опишем някои основни граници, с помощта 

на които по-нататък ще изведем производните на основните елементарни функции.  
Ще докажем, че  

(2.1) 1sinlim
0

=
→ x

x
x

. 

Нека 
2

0 π
<< x . Да разгледаме окръжност с център O  и радиус 0>R , както е показано 

на рис. 2.1, xAOB =∠  и ACAO ⊥ . Тогава лицето на триъгълник OAB  е по-малко от 
лицето на сектора OAB , което от своя страна е по-малко от лицето на правоъгълния 
триъгълник OAC  (Рис. 2.1) 

 
Рис. 2.1.  

Сега от формулите за лице на триъгълник и сектор имаме     

 xRxRxR tg
2
1

2
1sin

2
1 222 << ,  

следователно  
xxx tgsin << .  

Като разделим xsin  на всеки член на последното неравенство, получаваме  

 x
x
x cossin1 >> , 

откъдето, чрез лемата за двамата полицаи, получаваме (2.1), понеже функцията xcos  е 
непрекъсната и 1coslim

0
=

→
x

x
.  

В §1 изведохме границата  

 e
n

n

n
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞→

11lim , следователно e
x

x

x
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞→

11lim ,  

където e  е основата на натуралния логаритъм. От нея, след смяна на променливата 

x
x 1
→ ,  получаваме следната граница  

(2.2) ( ) ex x
x

=+
→

1

0
1lim .  

След логаритмуване на съотношението (2.2), отчитайки непрекъснатостта на 
логаритмичната функция, получаваме  

(2.3) ( ) 11lnlim
0

=
+

→ x
x

x
.  
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 Да положим ( )yx += 1ln , т.е 1−= xey . Ако x  клони към нула то и y  клони към 

нула и освен това. От (2.3) имаме ( ) 11lnlim
0

=
+

→ y
y

y
, следователно 1

1
lnlim

0
=

−→ x

x

x e
e , което дава 

следната основна граница  

(2.4) 11lim
0

=
−

→ x
ex

x
.  

 Да разгледаме функцията ( ) ( ) 111 1ln −=−+= +αα xexy . Имаме  

 ( ) ( ) ( )

( )
( )
x
x

x
e

x
e

x
x x

x

x

xx

+
+α
−

α=
−

=
−+ +α

→

+α

→

α

→

1ln
1ln

1lim1lim11lim
1ln

0

1ln

00
, 

следователно  

(2.5) ( )
α=

−+ α

→ x
x

x

11lim
0

.  

 2. Производна на функция. Нека функцията ( )xfy =  е определена в околност 
на точката 0x . Нека x∆  е някакво нарастване (промяна) на аргумента, което води до 
нарастване на функцията ( ) ( )00 xfxxfy −∆+=∆ . Отношението  

(2.6) ( ) ( )
x

xfxxf
x
y

∆
−∆+

=
∆
∆ 00  

се нарича диференчно частно на ( )xf  в точката 0x .  
 Определение 2.1. Нека съществува границата на диференчното частно (2.6) при 

0→∆x . Тогава нейната стойност се нарича производна на функцията ( )xf  в точката 

0x  и се бележи с ( )0xf ′ .  
 С други думи  

 ( ) ( ) ( )
x

xfxxfxf
x ∆

−∆+
=′

→∆

00

00 lim . 

Например да разгледаме функцията ( ) 2xxfy == . Тогава 

 ( ) ( ) ( ) xx
x

xxx
x

xfxxf
∆+=

∆
−∆+

=
−∆+ 2

22

, 

откъдето намираме  

 ( ) ( ) ( ) xxx
x

xfxxf
xx

22limlim
00

=∆+=
−∆+

→∆→∆
, 

следователно, ако 2xy = , то xy 2=′ .  
 Производната има ясен геометричен смисъл (Рис. 2.2).  

 
Рис. 2.2. 
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Нека 0M  е точката с координати ( )00 , yx , ( )00 xfy = , а M  има координати 
( )yyxx ∆+∆+ 00 , . Правата s  през точките 0M  и M , която е секуща за графиката на 
( )xf , има уравнение   

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )000
00

0: xx
x
yxfxx

x
xfxxfxfys −

∆
∆

+=−
∆

−∆+
+= .  

След граничния преход при 0→∆x , секущата s  преминава в допирателната t  към 
графиката на функцията за точка 0x , с уравнение  
(2.7) ( ) ( )( )000: xxxfxfyt −′+= .  
Следователно, ако функцията ( )xf  има производна в 0x , то в тази точка съществува 
допирателна към графиката на ( )xf , при което въпросната допирателна има уравнение 
(2.7). Този извод трябва да се схваща като определение за допирателна. От 
геометричната конструкция се вижда, че за ъгловия коефициент на допирателната е 
изпълнено ( )0tg xf ′=α .  

 Чрез символа ( )qo  ще означаваме величина, за която ( ) 0lim
0

=
→ q

qo
q

 (чете се "о 

малко").  
 Определение 2.2. Нека функцията ( )xfy =  е определена в някаква околност на 
точката 0x , при което нарастването ( ) ( ) ( )000 xfxxfxf −∆+=∆  може да се представи във 
вида ( ) ( )xoxAxf ∆+∆=∆ 0 , където ( )0xAA =  е константа ( A  не зависи от x∆ ). Тогава се 
казва, че ( )xf  е диференцируема в 0x , а произведението xA∆  се нарича диференциал 
на ( )xf  в 0x  и се бележи с dy .  
 По този начин ( )xodyy ∆+=∆ , където xAdy ∆= .  
 Теорема 2.1. Функцията ( )xf  е диференцируема в точката 0x  тогава и само 
тогава, когато ( )xf  има производна в 0x , при което производната и диференциала са 
свързани с формулата ( ) xxfdy ∆′= 0 .  
 Доказателство. Нека ( )xf  е диференцируема в 0x . Тогава за диференчното 
частно имаме  

 ( ) ( ) ( )
x
xoA

x
xfxxf

x
y

∆
∆

+=
∆

−∆+
=

∆
∆ 00 , 

следователно  

 ( ) ( ) ( ) A
x
xoA

x
xfxxf

xx
=

∆
∆

+=
∆

−∆+
→∆→∆ 0

00

0
limlim , 

което означава, че ( ) Axf =′ 0  и ( ) xxfdy ∆′= 0 . Обратното (също) е очевидно.  
 В частност, за ( ) xxf =  имаме ( ) 1≡′ xf  и xdx ∆= , следователно ( )dxxfdy 0′= , 
което обосновава следното означение за производна  

 ( ) ( )
dx
xdfxf =′  и 

dx
dyy =′ .  

 От формулата за производна следва, че ако ( )xf  е диференцируема в точката 0x , 
то ( ) ( ) ( ) xxfxfxxf ∆′+≈∆+ 000 , в околност на 0x  и ( )xf  малко се отличава от линейна 
функция в тази околност, което съставлява смисъла на определението ( )xf  да бъде 
диференцируема. Теорема 2.1 показва, че условията ( )xf  да бъде диференцируема и 
( )xf  да има на производна са еквивалентни.  
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Казва се, че ( )xf  е диференцируема в интервала ( )ba, , когато ( )xf  е 
диференцируема във всяка точка от този интервал.  

Верността на следващото твърдение следва непосредствено от определенията. 
Твърдение 2.1. Нека ( )xf  е диференцируема в точката 0x . Тогава ( )xf  е 

непрекъсната в 0x . ■  
От непрекъснатостта на една функция в дадена точка обаче не следва, че тя е 

диференцируема. Например функцията ( ) xxf =  е непрекъсната в 00 =x  но няма 
производна в тази точка. Има примери (Вайерщрас) за функция, която е определена и 
непрекъсната за всяко R∈x , но няма производна в нито една точка.  

Твърдение 2.2. Нека функциите ( )xf  и ( )xg  са диференцируеми в точката x . 
Тогава: 
1) Функцията ( ) ( )xgxf +  също е диференцируема в x , при което  

 ( ) ( )[ ] ( ) ( )xgxfxgxf ′+′=′+ . 
2) Функцията ( ) ( )xgxf  също е диференцируема в x , при което  

 ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )xgxfxgxfxgxf ′+′=′ .  

3) Ако ( ) 0≠xg , то функцията ( )
( )xg
xf  също е диференцируема в x , при което  

 ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )[ ]2xg

xgxfxgxf
xg
xf ′−′

=
′

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
.  

 Доказателство. 1) Да положим ( ) ( ) ( )xgxfxh +=  и да разгледаме диференчното 
частно на ( )xh . Имаме  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
x

xgxxg
x

xfxxf
x

xgxfxxgxxf
x

xhxxh

∆
−∆+

+
∆

−∆+
=

=
∆

−−∆++∆+
=

∆
−∆+

 

следователно  

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xgxf
x

xgxxg
x

xfxxf
x

xhxxhxh

xx

x

′+′=
∆

−∆+
+

∆
−∆+

=

=
∆

−∆+
=′

→∆→∆

→∆

00

0

limlim

lim
 

2) Да положим ( ) ( ) ( )xgxfxh =  и да разгледаме диференчното частно на ( )xh . Имаме  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x

xgxxgxfxxg
x

xfxxf
x

xgxfxxgxf
x

xxgxfxxgxxf
x

xgxfxxgxfxxgxfxxgxxf
x

xgxfxxgxxf
x

xhxxh

∆
−∆+

+∆+
∆

−∆+
=

=
∆

−∆+
+

∆
∆+−∆+∆+

=

=
∆

−∆++∆+−∆+∆+
=

=
∆

−∆+∆+
=

∆
−∆+

 

следователно  



 5

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )xgxfxgxf
x

xgxxgxfxxg
x

xfxxf
x

xhxxhxh

xxx

x

′+′=

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∆
−∆+

+∆+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∆
−∆+

=

=
∆

−∆+
=′

→∆→∆→∆

→∆

000

0

limlimlim

lim

 

Формулата за диференциране на частно се доказва по аналогичен начин. По 
нататък ще приведем още едно доказателство на тази формула въз основа на известната 
вече формула за диференциране на произведение и верижното правило за 
диференциране на съставни функции. ■  

Ако функцията ( )xf  е константа, ( ) constxf =λ= , то нейната производна е 
навсякъде равна на нула, което веднага се вижда от определението, понеже всичките 
диференчни частни на ( )xf  са нули. Сега от правилото за диференциране на 
произведение следва, че ако ( )xf  е диференцируема и λ  е константа, то функцията 

( )xfλ  също е диференцируема, при което ( )[ ] ( )xfxf ′λ=′λ . От тук и от твърдение 2.2 
следва, че всяка  линейна комбинация от диференцируеми функции също е 
диференцируема, при което производната е съответната линейна комбинация от 
производни,  

( ) ( )∑∑
==

′λ=
′

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
λ

n

k
kk

n

k
kk xfxf

11
, 

което означава, че диференцирането е линейна операция. Начинът за диференциране 
на произведение обаче силно отличава диференцирането от други линейни операции. 
Прилагайки последователно правилото за диференциране на произведение на две 
функции получаваме  

 ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xhxgxfxhxgxfxhxgxfxhxgxf ′+′+′=′ , 
което лесно се обобщава за повече на брой множители.  
 Следващото твърдение касае правилото за диференциране на съставни функции.  
 Твърдение 2.3 (верижно правило). Нека функцията ( )xf  е диференцируема в 
точката 0x , а функцията ( )tϕ  е диференцируема в точката 0t  и ( )00 tx ϕ= . Тогава 
съставната функция ( ) ( )( )tftF ϕ=  е диференцируема в точката 0t , при което 

( ) ( ) ( )000 txftF ϕ′′=′ .  
 Доказателство. Означаваме ( ) ( )00 tFttFF −∆+=∆ , ( ) ( )00 xfxxff −∆+=∆  и 

( ) ( )00 ttt ϕ−∆+ϕ=ϕ∆ . Да разгледаме диференчното частно на ( )tF  в точката 0t , 

 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
t

tftf
t

tftf
t

tfttf
t
F

∆
ϕ∆

ϕ∆
ϕ−ϕ∆+ϕ

=

=
∆

ϕ−ϕ∆+ϕ
=

∆
ϕ−∆+ϕ

=
∆
∆

00

0000

 

Функцията ( )tϕ  е непрекъсната в 0t , понеже е диференцируема, следователно 
нарастването ϕ∆  клони към нула при 0→∆t . От горното представяне следва  

 ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )000

00

00
limlimlim ttf

t
tftf

t
F

tt
ϕ′ϕ′=

∆
ϕ∆

ϕ∆
ϕ−ϕ∆+ϕ

=
∆
∆

→∆→ϕ∆→∆
, 

което доказва твърдението. Тук, за да спестим технически усложнения, мълчаливо 
предполагахме, че се разглеждат само нараствания 0≠ϕ∆ . ■  
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 При извеждане производните на обратните тригонометрични функции ще 
използваме факта, че ако една диференцируема функция има обратна, то обратната 
също е диференцируема.  
 Твърдение 2.4. Нека функцията ( )xfy =  е строго монотонна и диференцируема 
в интервала ( )ba, . Тогава нейната обратна ( )yfx 1−=  (която съществува и е 

непрекъсната) е диференцируема, при което ( )[ ] ( )xfyf
′

=
′− 11 ° ■  

 Формулата за производната на обратната функция се получава от верижното 
правило след диференциране на тъждеството ( )( ) xxff =−1 .  

3. Производни на основните елементарни функции. В този раздел ще изведем 
производните на основните елементарни функции въз основа на основните граници, 
приведени в началото и правилата за диференциране.  
 Експоненциална и логаритмична функция. Нека xey = . Тогава  

x
ee

x
eee

x
ee x

x
xxxxxx

∆
−

=
∆
−

=
∆
− ∆∆∆+ 1 .  

Сега от основната граница (2.4) получаваме  

 x
x

x

x
xxx

x
e

x
ee

x
ee

=
∆
−

=
∆
− ∆

→∆

∆+

→∆

1limlim
00

, 

следователно, ако xey = , то xey =′ . Експоненциалната функция съвпада със своята 
производна. Такова свойство има и всяка функция от вида xeλ , където λ  е константа.  
 Нека xy ln= , 0>x . Тогава  

 ( )

x
xx

x
x

x
x
x

x
xxx

∆

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∆
+

=
∆

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∆
+

=
∆

−∆+
1ln1ln

lnln . 

Сега от основната граница (2.3) получаваме  

( )
x

x
x
x
x

xx
xxx

xx

1
1ln

lim1lnlnlim
00

=
∆

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∆
+

=
∆

−∆+
→∆→∆

, 

следователно ако xy ln= , то 
x

y 1
=′ . Производната на xln  може да бъде изведена въз 

основа на факта, че функциите xe  и xln  са взаимно обратни, което означава, че са 
валидни тъждествата xex =ln  за всяко R∈x  и xe x =ln  за 0>x . Като диференцираме 

тъждеството xex =ln  получаваме [ ] [ ] 1nlln =′=
′ xxx eee , следователно x

x

e
e 1nl =′ , 

откъдето като положим xey = , получаваме [ ]
y

y 1ln =′ .  

 Общата показателна функция (Рис. 2.3) xay = , 0>a , се определя чрез 
експоненциалната, axey ln= , следователно aaaey xax lnlnln ==′ .  



 7

 
Рис. 2.3.  

 За логаритмичната функция xalog  (Рис. 2.4) при произволна основа 0>a   

 
Рис. 2.4. 

имаме 
a
xxa ln

lnlog = , следователно 
ax

y
ln
1'= .  

 Степенна функция. Нека α= xy , 0>x . Тук α  е произволно реално число. 
Степенната функция (Рис. 2.5) се определя чрез експонента и логаритъм по следния 
начин xey lnα= .  

 
Рис. 2.5.  

Да отбележим специално, че в общия случай степента BA , където 0>A  и B  са 
някакви величини също се определя по този начин, ABB eA ln= . От верижното правило 
имаме  

 [ ] [ ] 1lnln 1ln −αααα α=α=′α=
′

=′ x
x

xxeey xx , 

следователно, ако α= xy , то 1−αα=′ xy . Може да се докаже, че тази формула е валидна 
и в случаите, когато степента α  позволява функцията да се разглежда и за 0<x . 

Например, ако xy = , то 
x

y
2

1
=′  и ако  

x
y 1
= , то 2

1
x

y −=′ . Последното заедно с 

верижното правило ни дава друго доказателство на правилото за диференциране на 
частно. Имаме  

 ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )[ ] ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ]′+′=

′
=

′

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

′

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −−− 1111 xgxfxgxfxgxf
xg

xf
xg
xf . 

От друга страна ( )( )[ ] ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )xg
xgxgxgxg 2

21 1
′

−=′−=
′ −− , следователно  
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( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )xg
xgxfxgxf

xg
xgxfxgxf

xg
xf

22
1 ′−′

=
′

−′=
′

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ − .  

Тригонометрични функции. Да разгледаме отначало основните 
тригонометрични функции xsin  и xcos  (Рис. 2.6), които са определени за всяко R∈x  
и имат период π2 .  

 
Рис. 2.6.  

За функцията xy sin= имаме  

( )
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∆

+
∆

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∆

=
∆

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∆

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∆

=
∆

−∆+
2

cos

2

2
sin

2
cos

2
sin2

sinsin xxx

x

x

xxx

x
xxx .  

Сега от основната граница (2.1) получаваме  

( ) xxxx

x

x
xxx

xxx
cos

2
coslim

2

2
sin

limsinsinlim
000

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∆

+
∆

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∆

=
∆

−∆+
→∆→∆→∆

, 

следователно ако xy sin= , то xy cos=′ .  

 Нека xy cos= . Тогава ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
π

= xy
2

sin , следователно съгласно верижното правило 

 ( )1
2

cos
22

sin −⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
π

=
′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
π

′

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
π

=′ xxxy , 

следователно ако xy cos= , то xy sin−=′ .  
 Производните на функциите xtg  и xctg  (Рис. 2.7) се получават като следствие. 

Нека xy tg= , π+
π

≠ nx
2

, Z∈n . Тогава  

 ( ) ( )
xx

xxxx
x
xy 22 cos

1
cos

cossincossin
cos
sin

=
′−′

=
′

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=′ .  

 
Рис. 2.7.  
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Аналогично намираме, че ако xy ctg= , π≠ nx , Z∈n , то 
x

y 2sin
1

−=′ .  

 Обратни тригонометрични функции. 1) Функцията xarcsin . Тази функция се 

определя като обратна на функцията xsin  в интервала ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ππ
−

2
,

2
, където xsin  е строго 

растяща и следователно притежава обратна (Рис 2.8).    

 
Рис. 2.8. 

Ако ξ=η sin , за някое ξ , 
22
π

≤ξ≤
π

− , то по определение η=ξ arcsin . По този 

начин функцията xy arcsin=  е определена в интервала [ ]1,1−  и приема стойности в 

интервала ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ππ
−

2
,

2
. Например, 00arcsin = , 

62
1arcsin π
= , 

2
1arcsin π
=  и т.н. Функцията 

xarcsin  е нечетна и нейната графика е изобразена на рис. 2.9.  

 
Рис. 2.9.  

 Функциите xsin  и xarcsin  са взаимно обратни, следователно са изпълнени 

тъждествата ( ) xx =arcsinsin  за [ ]1,1−∈x  и ( ) xx =sinarcsin  за ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ππ
−∈

2
,

2
x  (последното 

се получава от изискването x  да бъде стойност на xarcsin ). Да диференцираме 
тъждеството ( ) xx =sinarcsin . Съгласно верижното правило получаваме  

 ( )[ ] ( ) 1cossinnarcsisinarcsin =′=′ xxx . 

Да положим ux =sin . Имаме xx 2sin1cos −= , понеже 0cos ≥x  за ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ππ
−∈

2
,

2
x . Сега 

от горното равенство намираме  

 [ ]
21

1arcsin
u

u
−

=′ , 

следователно, ако xy arcsin= , то 
21

1
x

y
−

=′ .  

 2) Функцията xarccos . Тази функция се определя като обратна на функцията 
xcos  в интервала [ ]π,0 , където xcos  е строго намаляваща и следователно притежава 
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обратна.  Ако ξ=η cos , за някое ξ , π≤ξ≤0 , то по определение η=ξ arccos . По този 
начин функцията xy arccos=  е определена в интервала [ ]1,1−  и приема стойности в 

интервала [ ]π,0 . Например, 
2

0arccos π
= , 

32
1arccos π
= , 01arccos =  и т.н. Графиката на 

функцията xarccos  е изобразена на рис. 2.10. 

 
Рис. 2.10.  

 Функциите xcos  и xarccos  са взаимно обратни, следователно са изпълнени 
тъждествата ( ) xx =arccoscos  за [ ]1,1−∈x  и ( ) xx =cosarccos  за [ ]π∈ ,0x  (последното се 
получава от изискването x  да бъде стойност на xarccos ). Да диференцираме 
тъждеството ( ) xx =cosarccos . Съгласно верижното правило получаваме  

 ( )[ ] ( ) 1sincossarccocosarccos =′−=′ xxx . 

Да положим ux =cos . Имаме xx 2cos1sin −= , понеже 0sin ≥x  за [ ]π∈ ,0x . Сега от 
горното равенство намираме  

 [ ]
21

1arccos
u

u
−

−=′ , 

следователно, ако xy arccos= , то 
21

1
x

y
−

−=′ .  

 3) Функцията xarctg . Тази функция се определя като обратна на функцията 

xtg  в интервала ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ππ
−

2
,

2
, където xtg  е строго растяща и следователно притежава 

обратна.  Ако ξ=η tg , за някое ξ , 
22
π

<ξ<
π

− , то по определение η=ξ arctg . По този 

начин функцията xy arctg=  е определена в интервала ( )∞∞− ,  и приема стойности в 

интервала ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ππ
−

2
,

2
. Например, 00arctg = , 

4
1arctg π
=  и т.н. Функцията xarctg  е 

нечетна и нейната графика е изобразена на рис. 2.11.  

 
Рис. 2.11.  
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 Функциите xtg  и xarctg  са взаимно обратни, следователно са изпълнени 

тъждествата ( ) xx =arctgtg  за всяко R∈x  и ( ) xx =tgarctg  за ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ππ
−∈

2
,

2
x  (последното 

се получава от изискването x  да бъде стойност на xarctg ). Да диференцираме 
тъждеството ( ) xx =tgarctg . Съгласно верижното правило получаваме  

 ( )[ ] ( ) 1
cos

1tggarcttgarctg 2 =′=′
x

xx . 

Да положим ux =tg . Имаме 
x

x 2
2

tg1
1cos

+
= . Сега от горното равенство намираме  

 [ ] 21
1arctg
u

u
+

=′ , 

следователно, ако xy arctg= , то 21
1
x

y
+

=′ .  

Граничните съотношения  
 ∞=

π
→

x
x

tglim
2

 и −∞=
π

−→
x

x
tglim

2

 

дават основания да положим   

 
2

arctg π
=∞  и ( )

2
arctg π

−=∞− .  

 4) Функцията xarcctg . Тази функция се определя като обратна на функцията 
xctg  в интервала ( )π,0 , където xctg  е строго намаляваща и следователно притежава 

обратна.  Ако ξ=η ctg , за някое ξ , π<ξ<0 , то по определение η=ξ arcctg . По този 
начин функцията xy arcctg=  е определена в интервала ( )∞∞− ,  и приема стойности в 

интервала ( )π,0 . Например, 
2

0arcctg π
= , 

4
1arcctg π
=  и т.н. Графиката на функцията 

xarcctg  е изобразена на рис. 2.12.  

 
Рис. 2.12.  

 Функциите xctg  и xarcctg  са взаимно обратни, следователно са изпълнени 
тъждествата ( ) xx =arcctgctg  за всяко R∈x  и ( ) xx =ctgarcctg  за ( )π∈ ,0x  (последното 
се получава от изискването x  да бъде стойност на xarcctg ). Както в предишната точка 

намираме, че ако xy arcctg= , то 21
1
x

y
+

−=′ .  

Граничните съотношения  −∞=
π→

x
x

ctglim  и ∞=
→

x
x

ctglim
0

 дават основания да 

положим 0arcctg =∞  и ( ) π=∞−arcctg .  
 4. Производни и диференциали от по-висок ред. Втората производна ( )xf ′′  на 
функцията ( )xf  се определя като първа производна на ( )xf ′ , третата производна ( )xf ′′′  



 12

се определя като първа производна на ( )xf ′′  и т.н. Например, ако xy sin= , то 
xy cos=′ , xy sin−=′′ , xy cos−=′′′ , ( ) xxy siniv =  и т.н. За n -та производна на ( )xf  

понякога е удобно да се използва означението ( )( )xf n , K,2,1,0=n , при което по 
определение нулевата производна на ( )xf  съвпада със самата ( )xf , ( )( ) ( )xfxf ≡0 . 
Вторият диференциал ( ) ( ) 22 dxxfxfd ′′=  ( )( )22 dxdx =  се определя като първи 
диференциал на ( )xdf  и т.н. Без да правим уточнения за целесъобразността на това 
определение полагаме ( ) ( )( ) nnn dxxfxfd = , K,2,1,0=n , като полагаме ( ) ( )xfxfd ≡0 .  
 За втората производна на произведение на функциите ( )xf  и ( )xg  имаме  

 
( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xgxfxgxfxgxf

xgxfxgxfxgxfxgxf
xgxfxgxfxgxf

′′+′′+′′=
=′′+′′+′′+′′=

=′′+′=″

2
 

което наподобява познатата формула ( ) 2011022 2 babababa ++=+ . Тази аналогия е 
закономерна и за производни от по-висок ред.  
 Да припомним биномната формула на Нютон. За всеки две величини a , b  и 
всяко цяло неотрицателно число n  е изпълнено равенството  

 
( )

( ) ( ) nnnnnn

n

k

kknn

bnabbannbannbnaa

ba
k
n

ba

++
−

++
−

++=

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+

−−−−

=

−∑

122221

0

2
2

2
2

L

 

където ( )
( ) ( )

k
knnn

knk
n

k
n

L

L

2.1
11

!!
! +−−

=
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 са биномните коефициенти. По определение 

1
0

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛n
. Биномните коефициенти са симетрични, ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
kn
n

k
n

, nk ,,1,0 K= . Символът  

!n , K,3,2,1=n , означава произведението на всичките естествени числа от 1 до n , 
например 63.2.1!3 == . По определение 1!0 = .  
 Теорема 2.2 (формула на Лайбниц). Нека функциите ( )xf  и ( )xg  имат 
производни до ред n  ( )K,2,1,0=n . Тогава е в сила формулата  

(2.8) 
( ) ( )[ ]( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )xgxfxgxfnxgxnfxgxf

xgxf
k
n

xgxf

nnnn

n

k

kknn

+′++′+=

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

−−

=

−∑
11

0

L

 

 Доказателство. От последователното прилагане формулата за диференциране 
на произведение се вижда, че  

 ( ) ( )[ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑
=

−λ=
n

k

kkn
k

n xgxfxgxf
0

, 

където 0λ , 1λ , ..., nλ  са коефициенти, които зависят само от реда на диференциране n  
и не зависят от конкретния избор на функциите ( )xf  и ( )xg . Това ни дава възможност 
да определим въпросните коефициенти чрез специален избор на функциите ( ) axexf =  и 
( ) bxexg = , където ba ≠  са някакви константи. Лесно се проверява, че ( )( ) axkk eaxf =  и 
( )( ) bxkk ebxg = , за всяко цяло неотрицателно k . От друга страна ( ) ( ) ( )xbaexgxf +=  и 
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следователно ( ) ( )[ ]( ) ( ) ( )xbann ebaxgxf ++= . Като заместим в горната формула и съкратим 
всички събираеми на bxaxee  намираме  

(2.9) ( ) kkn
n

k
k

n baba −

=
∑λ=+

0

, 

което означава, че ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=λ
k
n

k , nk ,,1,0 K= , понеже биномните коефициенти са 

единствените, за които равенството (2.9) е изпълнено при всеки избор на константите a  
и b . С това формулата (2.8) е доказана. ■  
 Например за функцията ( ) 2xexf x=  да намерим ( )( )xf 100 . По формулата на 
Лайбниц при ( ) xexf =  и ( ) 2xxg =  имаме  

 ( )( ) ( )( )( )( ) ( )( )( )( ) ( )( )( )( )2298129902100100

2
99.100100 xexexexf xxx ++= . 

Следващите събираеми са нули, понеже всички производни от ред трети и по-висок на 
функцията ( ) 2xxg =  са тъждествено нули. Следователно  

 ( )( ) ( ) [ ]99002002
2

99.1002100 22100 ++=++= xxeexexexf xxxx .  

 5. Едностранни и безкрайни производни. По аналогия с едностранните 
граници могат да се въведат едностранни производни. Ако функцията ( )xf  е 
непрекъсната отляво (отдясно) в точката 0x  и съществува границата  

 ( ) ( )
x

xfxxf
x ∆

−∆+
−→∆

00

0
lim  ( ) ( )

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∆
−∆+

+→∆ x
xfxxf

x

00

0
lim , 

то тази граница се нарича лява (дясна) производна на функцията ( )xf  в точката 0x  е се 
бележи с ( )0xf−′  ( )( )0xf+′ .  

Ако функцията е диференцируема в точката 0x , то лявата и дясната производни 
са равни на стойността на производната в 0x , ( ) ( ) ( )000 xfxfxf ′=′=′ +− . Обратното също е 
вярно, ако една функция има лява и дясна производна в дадена точка и те са равни, то 
функцията е диференцируема в тази точка. Има функции, за които едностранните 
производни съществуват и са различни. Например функцията ( ) xxfy ==  (Рис. 2.13) 
има лява и дясна производни в точката 00 =x , при което ( ) 10 −=′−f  и ( ) 10 =′+f .  

 
Рис. 2.13. 

  В този случай се казва, че графиката на ( )xf  има ъглова точка за 0xx = . 
 Ако границата на диференчното частно е ∞ , 

 ( ) ( )
∞=

∆
−∆+

→∆ x
xfxxf

x

00

0
lim , 
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то се казва, че функцията ( )xf  има производна в 0x , равна на ∞ . Аналогично се 
постъпва, когато границата е ∞− . Пишем ( ) ∞=′ 0xf  или ( ) −∞=′ 0xf . Например 

функцията ( ) 3 xxfy ==  има безкрайна производна в точката 00 =x  (Рис. 2.14).  

 
Рис. 2.14.  

В този случай вертикалната права 0xx =  е допирателна към графиката на ( )xf .  
 Има функции, за които в дадена точка и двете  едностранни производни са 
безкрайни, но с различен знак. Например да разгледаме функцията ( ) xxfy ==  в 

точката 00 =x  (Рис. 2.15).  

 
Рис. 2.15.  

Имаме ( ) ∞=′+ 0f  и ( ) −∞=′− 0f . В такъв случай се казва, че графиката на ( )xf  има 
рогова точка за 0xx = .   
 
  


