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1. ÅËÅÌÅÍÒÈ ÎÒ ÒÅÎÐÈß ÍÀ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀÒÀ

1.1 Åëåìåíòè îò òåîðèÿ íà ìàòåìàòè÷åñêàòà ëîãèêà

Ïîíÿòèåòî ñúæäåíèå å ïúðâè÷íî ïîíÿòèå â ëîãèêàòà è çà íåãî íå å
âúçìîæíî äà ñå äàäå ñòðîãà íàó÷íà äåôèíèöèÿ. Ùå ñå çàäîâîëèì ñ ôàê-
òà, äà ïðèåìåì, ÷å ñúæäåíèåòî å ñàìîñòîÿòåëíà ìèñúë, ëîãè÷åñêè èçðàç,
èçêàçàí íà íÿêîé îò ñúùåñòâóâàùèòå åçèöè, è ÷ðåç êîÿòî ñå ïîòâúðæäàâà
èëè îòðè÷à íåùî. Íàïðèìåð ìèñëèòå:

- äíåñ âðåìåòî å äúæäîâíî;
- Cîôèÿ å ñòîëèöà íà Áúëãàðèÿ;
- óðàâíåíèåòî x2 − 5x+ 6 = 0 èìà êîðåíè ÷èñëàòà 2 è 3;
- êîðåíèòå íà óðàâíåíèåòî x2 + 1 = 0 ñà êîìïëåêñíè ÷èñëà;

ñà ñúæäåíèÿ.
Â ìàòåìàòè÷åñêàòà ëîãèêà ïîä ñúæäåíèå ñå ðàçáèðà òâúðäåíèå, êîåòî

ìîæå äà áúäå âÿðíî èëè íåâÿðíî. Ñúæäåíèåòî "òðè ïëþñ ÷åòèðè å ðàâíî
íà ñåäåì" å âÿðíî, à ñúæäåíèåòî "÷èñëîòî 20 íå ñå äåëè íà 2" å íåâÿðíî
ñúæäåíèå.

Çà äà ñå õàðàêòåðèçèðà åäíî ñúæäåíèå êàòî âÿðíî èëè íåâÿðíî, ñå
âúâåæäà òàêà íàðå÷åíàòà âÿðíîñòíà ôóíêöèÿ íà ñúæäåíèåòî. Íåêà p å
ñúæäåíèå. Íà ñúæäåíèåòî p ñå ñúïîñòàâÿ â ñúîòâåòñòâèå òî÷íî åäíî îò
äâåòå ÷èñëà 0 èëè 1, êàòî íà íåâÿðíî ñúæäåíèå ñå ïðèïèñâà âÿðíîñòíà
ñòîéíîñò 0, à íà âÿðíî ñúæäåíèå ñå ïðèïèñâà âÿðíîñòíà ñòîéíîñò 1.

Ôóíêöèÿòà f, êîÿòî ïðèåìà ñòîéíîñò 1 èëè 0, â çàâèñèìîñò îò

âåðíîñòòà èëè íåâåðíîñòòà íà ñúæäåíèåòî p, ñå íàðè÷à âÿðíîñòíà

ôóíêöèÿ íà ñúæäåíèåòî, ò. å.

f(p) =

{
1, àêî p å âÿðíî ñúæäåíèå
0, àêî p å íåâÿðíî ñúæäåíèå.

Ñúæäåíèÿòà ìîãàò äà áúäàò åëåìåíòàðíè èëè ñëîæíè. Åëåìåíòàðíî
å òîâà ñúæäåíèå, íèêîÿ ÷àñò íà êîåòî íå å ñúæäåíèå, ò. å. îò íåãî íå ìîæå
äà ñå îòäåëè äðóãî ñúæäåíèå. Íàïðèìåð "äâå å ÷åòíî ÷èñëî". Ñëîæíî
ñúæäåíèå å òîâà ñúæäåíèå, íÿêîè ÷àñòè íà êîåòî ïðåäñòàâëÿâàò ñúùî
òàêà ñúæäåíèå. Íàïðèìåð "÷èñëîòî 20 ñå äåëè íà 4 è ÷èñëîòî 20 ñå äåëè
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íà 5" å ñëîæíî, òúé êàòî ÷àñòèòå ìó "÷èñëîòî 20 ñå äåëè íà 4" è
"÷èñëîòî 20 ñå äåëè íà 5" ñà åëåìåíòàðíè ñúæäåíèÿ.

Îò åëåìåíòàðíèòå ñúæäåíèÿ, ñ ïîìîùòà íà òúé íàðå÷åíèòå ëîãè÷åñêè
âðúçêè, êúì êîèòî ñå îòíàñÿò ÷àñòèöàòà íå, ñúþçèòå è, èëè, äóìèòå àêî
. . . , òî . . . , òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî, ñå ïîëó÷àâàò ñëîæíè òâúð-
äåíèÿ. Îïåðàöèèòå, ÷ðåç êîèòî îò íÿêîëêî åëåìåíòàðíè ñúæäåíèÿ, ñå
ñúçäàâàò ñëîæíè ñúæäåíèÿ, ñå íàðè÷àò ëîãè÷åñêè îïåðàöèè. Ùå ðàçãëå-
äàìå ñëåäíèòå ëîãè÷åñêè îïåðàöèè:

Îòðèöàíèå íà ñúæäåíèå: Îòðèöàíèåòî íà äàäåíî ñúæäåíèå p ñå îç-
íà÷àâà ñ p (÷åòå ñå íå p), è å ñúæäåíèå, êîåòî å âÿðíî, êîãàòî p íå å âÿðíî,
è íåâÿðíî, êîãàòî p å âÿðíî. Òàáëèöàòà íà ðàçïðåäåëåíèå íà âåðíîñòíèòå
ñòîéíîñòè íà îòðèöàíèåòî å ñëåäíàòà:

p p

1 0
0 1

Ñúäúðæàòåëíî îòðèöàíèåòî ñúîòâåòñòâà íà óïîòðåáàòà íà ÷àñòèöàòà
íå, íî íà ïðàêòèêà, òî ìîæå äà áúäå èçêàçàíî ïî ðàçëè÷íè íà÷èíè.

Êîíþíêöèÿ íà äâå ñúæäåíèÿ: Êîíþíêöèÿòà íà äâåòå ñúæäåíèÿ p è
q ñå íàðè÷à òàêîâà ñúæäåíèå p ∧ q (÷åòå ñå p è q ), êîåòî å âÿðíî òîãàâà
è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ñà âåðíè è äâåòå ñúæäåíèÿ p è q. Òàáëèöàòà íà
ðàçïðåäåëåíèå íà âåðíîñòíèòå ñòîéíîñòè íà êîíþíêöèÿòà å ñëåäíàòà:

p q p ∧ q
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 0

Îïåðàöèÿòà êîíþíêöèÿ ìîæå äà ñå ïðèëîæè è çà êðàåí áðîé ñúæäå-
íèÿ. Êîíþíêöèÿòà íà n ñúæäåíèÿ

∧ni=1pi = p1 ∧ p2 ∧ · · · ∧ pn

å âÿðíà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ñà âåðíè âñè÷êè ñúæäåíèÿ pi (i =
1, 2, . . . , n), è íåâÿðíà, êîãàòî ïîíå åäíî îò òÿõ å íåâÿðíî.

Äèçþíêöèÿ íà äâå ñúæäåíèÿ: Äèçþíêöèÿ íà äâå ñúæäåíèÿ p è q ñå
íàðè÷à òàêîâà ñúæäåíèå p ∨ q (÷åòå ñå p èëè q), êîåòî å âÿðíî òîãàâà è
ñàìî òîãàâà, êîãàòî å âÿðíî ïîíå åäíî îò òåçè ñúæäåíèÿ. Òàáëèöàòà íà
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ðàçïðåäåëåíèå íà âåðíîñòíèòå ñòîéíîñòè íà äèçþíêöèÿòà å ñëåäíàòà:

p q p ∨ q
1 1 1
1 0 1
0 1 1
0 0 0

Çíàêúò çà äèçþíêöèÿ ” ∨ ” îòãîâàðÿ íà ëîãè÷åñêèÿ ñúþç èëè, êîéòî
å óïîòðåáåí â íåðàçäåëåí ñìèñúë: âÿðíî å ñúæäåíèåòî p èëè q, èëè è
äâåòå ñúæäåíèÿ.

Îïåðàöèÿòà äèçþíêöèÿ ìîæå äà ñå îáîáùè çà êðàåí áðîé ñúæäåíèÿ.
Äèçþíêöèÿòà íà n ñúæäåíèÿ

∨ni=1pi = p1 ∨ p2 ∨ · · · ∨ pn

å âÿðíà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî å âÿðíî ïîíå åäíî îò ñúæäåíèÿòà
pi (i = 1, 2, . . . , n).

Óïîòðåáàòà íà ñúþçà èëè â ðàçäåëèòåëåí ñìèñúë å îòðàçåíà â ñëåä-
íàòà òàáëèöà

p q p∨̄q
1 1 0
1 0 1
0 1 1
0 0 0

Îïåðàöèÿòà p∨̄q ñ ãîðíàòà òàáëèöà íà ðàçïðåäåëåíèå íà âåðíîñòíèòå
ñòîéíîñòè ñå íàðè÷à àëòåðíàòèâà íà ñúæäåíèÿòà p è q. Àëòåðíàòèâàòà
íà ñúæäåíèÿòà p è q å âÿðíà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî òî÷íî åäíî îò
òÿõ å âÿðíî.

Èìïëèêàöèÿ íà äâå ñúæäåíèÿ: Èìïëèêàöèÿ íà äâå ñúæäåíèÿ p è
q ïðåäñòàâëÿâà ñëîæíî ñúæäåíèå p → q, êîåòî å íåâÿðíî òîãàâà è ñàìî
òîãàâà, êîãàòî p å âÿðíî, à q å íåâÿðíî. Òàáëèöàòà íà ðàçïðåäåëåíèå íà
âåðíîñòíèòå ñòîéíîñòè íà èìïëèêàöèÿòà å ñëåäíàòà:

p q p→ q

1 1 1
1 0 0
0 1 1
0 0 1

Çíàêúò çà èìïëèêàöèÿ → îòãîâàðÿ íà ëîãè÷åñêàòà âðúçêà àêî p, òî
q.
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Ñúæäåíèåòî p ñå íàðè÷à óñëîâèå, à ñúæäåíèåòî q− çàêëþ÷åíèå. Òàá-
ëèöàòà íà ðàçïðåäåëåíèå íà âåðíîñòíèòå ñòîéíîñòè íà èìïëèêàöèÿòà
èçðàçÿâà íà ïðúâ ïîãëåä íÿêàêâà ñòðàííîñò, êîÿòî ñå ñúñòîè â òîâà, ÷å
îò íåâåðíîñòòà íà ñúæäåíèÿòà p è q, ñëåäâà âåðíîñòòà íà ñúæäåíèåòî
p → q. Òóê ñòðåëêàòà → íå å óïîòðåáåíà â ñìèñúë íà ëîãè÷åñêî ñëåä-
ñòâèå, èëè ÷å èìïëèêàöèÿòà íÿìà ñìèñúë íà âðúçêà ìåæäó ïðè÷èíà è
ñëåäñòâèå. Òåçè âåðíîñòíè ñòîéíîñòè íà èìïëèêàöèÿòà p→ q òðÿáâà äà
ñå ðàçáèðàò ñàìî êàòî âúçìîæíîñòè.

Åêâèâàëåíòíîñò íà äâå ñúæäåíèÿ: Åêâèâàëåíòíîñò íà äâå ñúæäå-
íèÿ p è q å òàêîâà ñúæäåíèå p↔ q, êîåòî å âÿðíî òîãàâà è ñàìî òîãàâà,
êîãàòî åäíîâðåìåííî è äâåòå ñúæäåíèÿ p è q ñà âåðíè, èëè íåâåðíè. Òàá-
ëèöàòà íà ðàçïðåäåëåíèå íà âåðíîñòíèòå ñòîéíîñòè íà åêâèâàëåíöèÿòà å
ñëåäíàòà:

p q p↔ q

1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 1

Ëîãè÷åñêè îïåðàöèÿòà åêâèâàëåíòíîñò ñâúðçâà äâå ñúæäåíèÿ ñ èçðà-
çàòîãàâà è ñàìî òîãàâà â ñìèñúë íà åäíàêâà âÿðíîñò íà äâåòå ñúæäåíèÿ
p è q. Çàïèñúò p ↔ q ñå ÷åòå p òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî q. Äâóïî-
ñî÷íàòà ñòðåëêà ↔ ïîêàçâà, ÷å òâúðäåíèåòî ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà è â
îáðàòíà ïîñîêà q òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî p.

1.2 Îñíîâíè ôîðìóëè â ëîãèêàòà íà ñúæäåíèÿòà

Äåôèíèöèÿ 1.1: Ëîãè÷åñêè èçðàç íàðè÷àìå ñúâêóïíîñò îò ñúæäåíèÿ

p, q, r, . . ., ñâúðçàíè ñúñ çíàöèòå çà ëîãè÷åñêè îïåðàöèè ,̄ ∧, ∨, →, ↔, è
ñêîáè, îïðåäåëÿùè ðåäà íà îïåðàöèèòå.

Âåðíîñòíàòà ñòîéíîñò íà äàäåí ëîãè÷åñêè èçðàç ñå ïîëó÷àâà, êàòî
íà âñÿêî ñúæäåíèå, ó÷àñòâàùî â èçðàçà, ñå äàäå ñúîòâåòíà âÿðíîñòíà
ñòîéíîñò, è ñå âçåìàò ïîä âíèìàíèå òàáëèöèòå çà âåðíîñòíèòå ñòîéíîñòè
íà ó÷àñòâàùèòå îïåðàöèè.

Äåôèíèöèÿ 1.2: Çàêîí íà ñúæäèòåëíîòî ñìÿòàíå (òàâòîëîãèÿ) íà-

ðè÷àìå òàêúâ ëîãè÷åñêè èçðàç, êîéòî èìà âÿðíîñòíà ñòîéíîñò 1, ïðè

âñè÷êè âúçìîæíè âåðíîñòíè ñòîéíîñòè íà ñúæäèòåëíèòå ïðîìåíëè-

âè, ó÷àñòâàùè â íåãî.
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Çàäà÷à 1.1: Äà ñå îïðåäåëÿò âåðíîñòíèòå ñòîéíîñòè íà ñëåäíèòå ëîãè-
÷åñêè èçðàçè:

à) p ∧ (q ∧ r); á) (p ∧ q) ∧ r; â) p→ (q → r); ã) (p ∧ q)→ r;

ä) (p ∧ q)→ (r ∨ q̄); å) [(p ∨ q) ∧ r]↔ [(p ∧ r) ∨ (q ∧ r)].

Çàäà÷à 1.2: Äà ñå äîêàæå, ÷å ñëåäíèòå ñõåìè ñà òàâòîëîãèè íà ñúæäè-
òåëíîòî ñìÿòàíå:

1) çàêîí çà äâîéíîòî îòðèöàíèå:

p↔ p;

2) çàêîí çà èçêëþ÷åíîòî òðåòî:

p ∨ p;

3) çàêîí çà èäåìïîòåíòíîñò:

p ∧ p↔ p, p ∨ p↔ p;

4) êîìóòàòèâíè çàêîíè:

p ∧ p↔ q ∧ p, p ∨ q ↔ q ∨ p, (p↔ q)↔ (q ↔ p);

5) àñîöèàòèâíè çàêîíè:

((p ∧ q) ∧ r)↔ (p ∧ (q ∧ r));

((p ∨ q) ∨ r)↔ (p ∨ (q ∨ r));

((p↔ q)↔ r)↔ (p↔ (q ↔ r));

6) äèñòðèáóòèâåí çàêîí íà êîíþíêöèÿòà ïî îòíîøåíèå íà äèçþíêöè-
ÿòà:

p ∧ (q ∨ r)↔ ((p ∧ q) ∨ (p ∧ r));

7) äèñòðèáóòèâåí çàêîí íà äèçþíêöèÿòà ïî îòíîøåíèå íà êîíþíêöè-
ÿòà:

p ∨ (q ∧ r)↔ ((p ∨ q) ∧ (p ∨ r));

8) çàêîíè íà Äå Ìîðãàí:

p ∧ q ↔ p ∨ q, p ∨ q ↔ p ∧ q;
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9) çàêîí çà èçíàñÿíå è âíàñÿíå:

((p ∧ q)→ r)↔ (p→ (q → r));

10) çàêîí çà èçðàçÿâàíå íà èìïëèêàöèÿòà ÷ðåç äèçþíêöèÿ è îòðèöà-
íèå:

(p→ q)↔ (p ∨ q);

11) çàêîí çà èçðàçÿâàíå íà äèçþíêöèÿòà ÷ðåç èìïëèêàöèÿ è îòðèöà-
íèå:

(p ∨ q)↔ (p→ q);

12) çàêîí çà îòðèöàíèå íà èìïëèêàöèÿòà:

(p→ q)↔ (p ∧ q);

13) çàêîí çà èçðàçÿâàíå íà åêâèâàëåíöèÿòà ÷ðåç èìïëèêàöèÿ è êî-
íþíêöèÿ:

(p↔ q)↔ ((p→ q) ∧ (q → p));

ò. å. êîíþíêöèÿòà íà äâå âçàèìíî îáðàòíè èìëèêàöèè å ðàâíà íà ñúîò-
âåòíàòà åêâèâàëåíòíîñò;

14) çàêîí çà îòðèöàíèå íà åêâèâàëåíöèÿòà:

(p↔ q)↔ ((p→ q) ∨ (q → p));

15) çàêîí çà êîíòðàïîçèöèÿòà:

(p→ q)↔ (q → p);

16) çàêîí çà ïîãëúùàíåòî:

p ∨ (p ∧ q)↔ p, p ∧ (p ∨ q)↔ p;

17)
(p ∧ q) ∨ (q)↔ (p ∨ q).

Ðåøåíèå: Âåðíîñòòà íà òåçè çàêîíè ñå ïîêàçâà, êàòî ñå ïîïúëíÿò
ñúîòâåòíèòå òàáëèöè íà âåðíîñòíèòå ñòîéíîñòè íà ëîãè÷åñêèòå èçðàçè,
ó÷àñòâàùè â çàêîíà. Ùå äîêàæåì, ÷å

(p→ q)↔ (p ∨ q).
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Ïîñòðîÿâàìå ñúîòâåòíàòà òàáëèöà íà ðàçïðåäåëåíèåòî íà âåðíîñòíè-
òå ñòîéíîñòè íà ãîðíèÿ èçðàç:

p q p p→ q p ∨ q (p→ q)↔ (p ∨ q)
1 1 0 1 1 1
1 0 0 0 0 1
0 1 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1

Ùå äîêàæåì ñëåäíèÿ çàêîí (p ∧ q) ∧ r ↔ p ∧ (q ∧ r).

p q r p ∧ q (p ∧ q) ∧ r q ∧ r p ∧ (q ∧ r) (p ∧ q) ∧ r ↔ p ∧ (q ∧ r)
1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 1 0 0 0 0 1
0 1 1 0 0 1 0 1
0 0 1 0 0 0 0 1
1 1 0 1 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0 0 1
0 1 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 1

1.3 Ðàâíîçíà÷íîñò è èìïëèöèðàíå

Äåôèíèöèÿ 1.3: Ùå êàçâàìå, ÷å ñúæäèòåëíàòà ñõåìà α å ðàâíîçíà÷-

íà íà ñúæäèòåëíàòà ñõåìà β, òîãàâà è ñàìo òîãàâà êîãàòî, ñõåìàòà

α↔ β å òàâòîëîãèÿ, è ùå îçíà÷àâàìå ñèìâîëè÷íî òàêà α ∼ β.

Çàäà÷à 1.3: Äà ñå äîêàæå, ÷å çà ïðîèçâîëíè ñõåìè α, β, γ, δ íà ñúæäè-
òåëíîòî ñìÿòàíå:

1) àêî α ∼ β, òî α ∼ β;
2) àêî α ∼ β è γ ∼ δ, òî:

2 à) α ∧ γ ∼ β ∧ δ;
2 á) α ∨ γ ∼ β ∨ δ;
2 â) α→ γ ∼ β → δ;
2 ã) α↔ γ ∼ β ↔ δ.

Äåôèíèöèÿ 1.4: Ùå êàçâàìå, ÷å ñúæäèòåëíàòà ñõåìà α èìïëèöèðà

ñúæäèòåëíàòà ñõåìà β, òîãàâà è ñàìo òîãàâà, êîãàòî ñõåìàòà α→ β
å òàâòîëîãèÿ. Ùå îçíà÷àâàìå ñèìâîëè÷íî òàêà: (α ⇒ β) ↔ (α → β) å
òàâòîëîãèÿ.
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Çàäà÷à 1.4: Äà ñå äîêàæå, ÷å çà ïðîèçâîëíè ñúæäèòåëíè ñõåìè α, β, γ,
δ íà ñúæäèòåëíîòî ñìÿòàíå å èçïúëíåíî ñëåäíîòî:

1) α⇒ α;
2) àêî α⇒ β è β ⇒ γ, òî α⇒ γ;
3) àêî α⇒ β è β ⇒ α, òî α ∼ β è îáðàòíî;
4) àêî α⇒ β, òî β ⇒ α è îáðàòíî;
5) àêî α⇒ β è γ ⇒ δ, òî:

5 à) (α ∧ γ)⇒ (β ∧ δ);
5 á) (α ∨ γ)⇒ (β ∨ δ).

1.4 Çíàöèòå çà îáùíîñò è ñúùåñòâóâàíå (êâàíòîðè)

Ñ ïðåäïîëîæåíèÿòà, çàâèñåùè îò ïðîìåíëèâè âåëè÷èíè, ÷åñòî ñå ñðå-
ùàò äâà âèäà òâúðäåíèÿ:

1) òâúðäåíèåòî p(x), x ∈ U å âÿðíî òâúðäåíèå, çà âñè÷êè åëåìåíòè
íà ìíîæåñòâîòî U.

2) òâúðäåíèåòî p(x), x ∈ U å âÿðíî òâúðäåíèå, ïîíå çà åäèí åëåìåíò
îò ìíîæåñòâîòî U.

Òåçè òâúðäåíèÿ å ïðèåòî äà ñå çàïèñâàò íàêðàòêî, èçïîëçâàéêè çà
òàçè öåë ñïåöèàëíè çíàöè: çíàê çà îáùíîñò ∀ (îáúðíàòàòà ïúðâà áóêâà
íà àíãëèéñêàòà äóìà All-âñåêè) è çíàê çà ñúùåñòâóâàíå ∃ (îáúðíàòàòà
ïúðâà áóêâà íà àíãëèéñêàòà äóìà Exist- ñúùåñòâóâà). Â ëîãèêàòà äâàòà
çíàêà ∀ è ∃ ñå íàðè÷àò êâàíòîðè. Êâàíòîðúò çà îáùíîñò ∀ ñå ÷åòå- âñåêè,
âñè÷êè, ïðîèçâîëåí, çà âñåêè; êâàíòîðúò çà ñúùåñòâóâàíå ∃ ñå ÷åòå- ïîíå
åäèí åëåìåíò, èìà, ñúùåñòâóâà.

Èçïîëçâàéêè êâàíòîðèòå ∀ è ∃ òâúðäåíèÿòà 1) è 2) ñå çàïèñâàò òàêà:

1) ∀x p(x), x ∈ U ; 2) ∃x p(x), x ∈ U.

Ïðàâèëàòà çà îáðàçóâàíå íà îòðèöàíèÿ íà òâúðäåíèÿ, ñúäúðæàùè
òåçè êâàíòîðè ñà:

∀x p(x)↔ ∃x, p(x); ∃x p(x)↔ ∀x, p(x).

Ïúðâàòà ôîðìóëà îçíà÷àâà, ÷å p(x) å âÿðíî çà íå âñÿêî x, òîãàâà è
ñàìî òîãàâà, êîãàòî ñúùåñòâóâà x, çà êîåòî p(x) íå å âÿðíî.

Âòîðàòà ôîðìóëà îçíà÷àâà, ÷å íå ñúùåñòâóâà x, çà êîåòî p(x) å âÿðíî
òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî p(x) íå å âÿðíî çà âñÿêî x.

Åëåìåíòúò x0 ∈ U, çà êîéòî òâúðäåíèåòî p(x) íå å âÿðíî, ñå íàðè÷à
êîíòðàïðèìåð çà òâúðäåíèåòî ∀x p(x). Ïî òîçè íà÷èí, çà äà ñå óáåäèì
â ãðåøíîñòòà íà òâúðäåíèåòî ∀x p(x), å äîñòàòú÷íî äà ñå íàìåðè, äà ñå
ïîñòðîè, åäèí êîíòðàïðèìåð.
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1.5 Ìíîæåñòâà è îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâà

Ïîíÿòèåòî çà ìíîæåñòâî, êàêòî è ïîíÿòèåòî çà ñúæäåíèå, å îñíîâ-
íî, è ñå ïðèåìà çà ïúðâè÷íî ïîíÿòèå, êîåòî íå ñå îïðåäåëÿ ñòðîãî ÷ðåç
äðóãè ìàòåìàòè÷åñêè ïîíÿòèÿ. Òî ñå âúçïðèåìà èíòóèòèâíî è ñå èëþñ-
òðèðà ÷ðåç ïðèìåðè. Òàêà íàïðèìåð, ìíîæåñòâà îáðàçóâàò ñòóäåíòèòå â
åäíà àóäèòîðèÿ, ïúòíèöèòå â åäèí âëàê, âúðõîâåòå íà åäèí ìíîãîúãúë-
íèê, êîðåíèòå íà åäíî óðàâíåíèå, ïðàâèòå îò ðàâíèíàòà è ìíîãî äðóãè
ïðèìåðè.

Èçîáùî çà ìíîæåñòâî ñå ãîâîðè, êîãàòî ñå ðàçãëåæäà íÿêàêâà ñèñòå-
ìà, ñáîð, àíñàìáúë, ñúâêóïíîñò, ôàìèëèÿ, êëàñ îò îáåêòè, ïðåäìåòè è
ïðî÷åå, îáåäèíåíè â åäíî öÿëî, íà áàçàòà íà íÿêàêúâ îáù áåëåã, ñâîéñ-
òâî, èëè â ñúîòâåòñòâèå ñ íÿêàêâî ïðàâèëî. Ìàòåìàòèêàòà, êàòî íàóêà,
ñå çàíèìàâà ñ ìíîæåñòâà îò ìàòåìàòè÷åñêè îáåêòè.

Åëåìåíòè íà ìíîæåñòâî. Ìíîæåñòâàòà îáèêíîâåíî ñå îçíà÷àâàò ñ
ãëàâíè ëàòèíñêè èëè ãðúöêè áóêâè- A,B,C, Λ,Φ,Ψ, . . . . Çà îáåêòèòå,
êîèòî ñúñòàâëÿâàò äàäåíî ìíîæåñòâî êàçâàìå, ÷å ïðèíàäëåæàò íà òîâà
ìíîæåñòâî, èëè ñà åëåìåíòè íà ìíîæåñòâîòî. Îáèêíîâåíî åëåìåíòèòå
íà ìíîæåñòâàòà ñå îçíà÷àâàò ñ ìàëêè áóêâè a, b, c, x, y, t, . . . .

Äðóãî îñíîâíî ïîíÿòèå â òåîðèÿòà íà ìíîæåñòâàòà å ïîíÿòèåòî ïðè-
íàäëåæíîñò, êîåòî ñå îòáåëÿçâà ñúñ ñèìâîëèòå ∈, 3 . Èçðàçúò a ∈ A
ñå ÷åòå "a ïðèíàäëåæè íà ìíîæåñòâîòî A". Àêî a íå ïðèíàäëåæè íà
ìíîæåñòâîòî A, òî îòáåëÿçâàìå a 6∈ A, A 63 a. Èçðàçúò x ∈ A îçíà÷àâà,
÷å ñòàâà äóìà çà êîé è äà å åëåìåíò x íà ìíîæåñòâîòî A, êàòî â ñëó÷àÿ
x å îáù, òåêóù åëåìåíò.

Ìíîæåñòâà, åëåìåíòèòå íà êîèòî ñà ÷èñëà ñå íàðè÷àò ÷èñëîâè ìíî-

æåñòâà. Íàïðèìåð, Z å ìíîæåñòâîòî íà öåëèòå ÷èñëà, è òàêà 5 ∈ Z,
−5 ∈ Z, 1

5 6∈ Z.
Íà÷èíè íà çàäàâàíå íà ìíîæåñòâà: Ñúùåñòâóâàò îñíîâíî äâà íà-

÷èíà çà çàäàâàíå íà ìíîæåñòâà: Ïúðâèÿò íà÷èí ñå ñúñòîè â òîâà, äà
ñå ïîñî÷àò âñè÷êè íåãîâè åëåìåíòè. Íàïðèìåð A = {−2,−1, 0, 1, 2},
B = {∆,∇,©}.

Ïðè âòîðèÿ íà÷èí ñå ïîñî÷âà ñâîéñòâî, êîåòî õàðàêòåðèçèðà åëåìåí-
òèòå íà ìíîæåñòâîòî. Òîâà ïîçâîëÿâà, äà ñå ïðåöåíè äàëè äàäåí åëåìåíò
ïðèíàäëåæè íà òîâà ìíîæåñòâî, èëè íå. Àêî p(·) îçíà÷àâà íàé-îáùî íÿ-
êàêâà õàðàêòåðèñòèêà, òî ìíîæåñòâîòî

A = {x : p(x)}

ñå ñúñòîè îò òåçè åëåìåíòè x, êîèòî óäîâëåòâîðÿâàò òîâà õàðàêòåðèñòè÷-
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íî ñâîéñòâî. Íàïðèìåð:

A(a) = {x ∈ R : |x| ≤ a},

B = {x : x2 − 5x+ 6 = 0}, ò. å. B = {2, 3}.

Q =
{a
b

: a ∈ Z, b ∈ N
}
.

Êðàéíî, áåçêðàéíî, ïðàçíî è óíèâåðñàëíî ìíîæåñòâî: Åäíî ìíîæåñ-
òâî ñå íàðè÷à êðàéíî, àêî áðîÿò íà åëåìåíòèòå ìó å êðàåí, ò. å. ïðåäñ-
òàâëÿâà íÿêàêâî ÷èñëî. Êðàéíè ìíîæåñòâà ñà íàïðèìåð êíèãèòå â åäíà
áèáëèîòåêà, æèòåëèòå íà äàäåí ãðàä, áðîÿò íà êîðåíèòå íà äàäåí àëãåá-
ðè÷åí ïîëèíîì è äðóãè. Äàäåí åëåìåíò ìîæå, ñúùî òàêà, äà ñå ðàçãëåæäà
êàòî êðàéíî ìíîæåñòâî- åäíîåëåìåíòíî ìíîæåñòâî.

Ìíîæåñòâà, êîèòî íå ñà êðàéíè, ñå íàðè÷àò áåçêðàéíè ìíîæåñòâà.
Òàêîâà å ìíîæåñòâîòî îò òî÷êèòå â ðàâíèíàòà, áðîÿò íà ïðàâèòå, êîèòî
ìèíàâàò ïðåç äàäåíà òî÷êà è äðóãè.

Ïîíÿòèåòî ìíîæåñòâî ñå îáîáùàâà, êàòî ñå âúâåäå ò. í. ïðàçíî ìíî-
æåñòâî, êàòî ìíîæåñòâî, êîåòî íå ñúäúðæà íèòî åäèí åëåìåíò. Çà íåãî
ñå èçïîëçâà ñèìâîëúò ∅ è ùå ãî ñìÿòàìå çà êðàéíî ìíîæåñòâî. Ìíîæåñ-
òâîòî îò ðåàëíèòå êîðåíè íà óðàâíåíèåòî x2 +1 = 0 å ïðàçíî ìíîæåñòâî.

Ùå ðàçãëåæäàìå è ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ìíîæåñòâà, êîåòî ùå íà-
ðå÷åì óíèâåðñàëíî ìíîæåñòâî, è ùå ãî îçíà÷àâàìå ñúñ ñèìâîëà Ω.

Îòíîøåíèå ìåæäó ìíîæåñòâà. Ïîäìíîæåñòâî, ðàâåíñòâî íà ìíî-

æåñòâà: Äâå ìíîæåñòâà, êîèòî ñå ñúñòîÿò îò åäíîòèïíè åëåìåíòè, ìîãàò
äà áúäàò ïîìåæäó ñè â îòíîøåíèÿ íà âêëþ÷âàíå è ðàâåíñòâî.

Äåôèíèöèÿ 1.5: Ìíîæåñòâîòî A ñå âêëþ÷âà â ìíîæåñòâîòî B, àêî
âñåêè åëåìåíò íà A, å è åëåìåíò íà B. Ìíîæåñòâîòî A ñå íàðè÷à

ïîäìíîæåñòâî íà ìíîæåñòâîòî B è îçíà÷àâàìå A ⊆ B, èëè B ⊇ A,
ò. å.

A ⊆ B ⇔ ∀x ∈ A⇒ x ∈ B.

Äåôèíèöèÿ 1.6: Ìíîæåñòâîòî A ñå íàðè÷à ñúùèíñêî ïîäìíîæåñò-

âî (ñòðîãî ïîäìíîæåñòâî) íà ìíîæåñòâîòî B, àêî A å ïîäìíîæåñòâî

íà B è ñúùåñòâóâà ïîíå åäèí åëåìåíò íà B, êîéòî íå å åëåìåíò íà A.
Ùå èçïîëçâàìå îçíà÷åíèåòî A ⊂ B èëè B ⊃ A.

Çàäà÷à 1.5: Äà ñå äîêàæå, ÷å îïåðàöèÿòà âêëþ÷âàíå èìà ñëåäíèòå
ñâîéñòâà:

1) ∅ ⊆ A, çà âñÿêî ìíîæåñòâî A;
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2) A ⊆ A, çà âñÿêî ìíîæåñòâî A, ò. å. îïåðàöèÿòà âêëþ÷âàíå èìà
ñâîéñòâîòî ðåôëåêñèâíîñò.

3) çà òðè ïðîèçâîëíè ìíîæåñòâà A,B,C îò A ⊆ B è B ⊆ C, ñëåäâà,
÷å A ⊆ C, ò. í. ñâîéñòâî òðàíçèòèâíîñò.

Äåôèíèöèÿ 1.7: Äâå ìíîæåñòâà A è B ñà ðàâíè, òî÷íî êîãàòî A ⊆
B è B ⊆ A, ò. å.

A = B ⇔ A ⊆ B è B ⊆ A.

Äâå ðàâíè ìíîæåñòâà ñå ñúñòîÿò îò åäíè è ñúùè åëåìåíòè.

Çàäà÷à 1.6: Äà ñå äîêàæå, ÷å îïåðàöèÿòà ðàâåíñòâî íà ìíîæåñòâà èìà
ñëåäíèòå ñâîéñòâà:

1) ðåôëåêñèâíîñò: A = A, çà âñÿêî ìíîæåñòâî A;

2) ñèìåòðè÷íîñò: A = B ⇔ B = A, çà äâå ïðîèçâîëíè ìíîæåñòâà A
è B;

3) òðàíçèòèâíîñò: Îò A = B è B = C ñëåäâà, ÷å A = C, çà òðè
ïðîèçâîëíè ìíîæåñòâà A, B è C.

Äåôèíèöèÿ 1.8: Îáåäèíåíèå A∪B íà ìíîæåñòâîòî A ñ ìíîæåñòâî-

òî B ñå íàðè÷à íîâî ìíîæåñòâî, åëåìåíòèòå íà êîåòî ïðèíàäëåæàò

ïîíå íà åäíî îò ìíîæåñòâàòà A èëè B, ò. å.

A ∪B = {x : x ∈ A èëè x ∈ B}.

Çàäà÷à 1.7: Äà ñå äîêàæå, ÷å çà ïðîèçâîëíè ìíîæåñòâà A, B è C ñà
èçïúëíåíè ñëåäíèòå ñâîéñòâà:

1) êîìóòàòèâíîñò íà îáåäèíåíèåòî: A ∪B = B ∪A;

2) àñîöèàòèâíîñò íà îáåäèíåíèåòî: (A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C);

3) ∅ ∪A = A;

4) èäåìïîòåíòíîñò: A ∪A = A.

Ðåøåíèå: 1) Ïî äåôèíèöèÿ èìàìå, ÷å

A ∪B = {x : x ∈ A èëè x ∈ B}.

Ãîðíîòî ðàâåíñòâî å äèçþíêöèÿ íà òâúðäåíèÿòà p = {x ∈ A} è q = {x ∈
B}, ò. å. èìàìå p∨ q. Íî ñå çíàå, ÷å p∨ q ↔ q ∨ p, òúé êàòî äèçþíêöèÿòà
å êîìóòàòèâíà. Ïî òîçè íà÷èí ñå ïîëó÷àâà, ÷å

A ∪B = {x : (x ∈ A) ∨ ( x ∈ B)} = {x : ( x ∈ B) ∨ (x ∈ A)} = B ∪A,
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ò. å.
A ∪B = B ∪A.

2) Èçïîëçâàéòå àñîöèàòèâíèÿò çàêîí íà äèçþíêöèÿòà; 3) è 4) ñëåäâàò
äèðåêòíî îò äåôèíèöèÿòà è ñâîéñòâîòî èäåìïîòåíòíîñò íà äèçþíêöèÿòà.

Çàäà÷à 1.8: Äà ñå äîêàæå, ÷å çà ïðîèçâîëíè ìíîæåñòâà A,B,C è D ñà
èçïúëíåíè ñëåäíèòå ñâîéñòâà:

1) A ⊆ A ∪B, B ⊆ A ∪B;
2) A ⊆ B òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî A ∪B = B;
3) Àêî A ⊆ C è B ⊆ C, òî A ∪B ⊆ C;
4) Àêî A ⊆ B è C ⊆ D, òî A ∪ C ⊆ B ∪D.

Äåôèíèöèÿ 1.9: Ïîä ñå÷åíèå A ∩B íà ìíîæåñòâîòî A ñ ìíîæåñò-

âîòî B ùå ðàçáèðàìå òÿõíàòà îáùà ÷àñò, ò. å. òîâà å ìíîæåñòâîòî,

ñúñòîÿùî ñå îò òî÷íî îò îíåçè åëåìåíòè íà A, êîèòî ñà ñúùî òàêà
åëåìåíòè è íà B, ò.å.

A ∩B = {x : x ∈ A è x ∈ B}.

Çàäà÷à 1.9: Äà ñå äîêàæå, ÷å çà ïðîèçâîëíè ìíîæåñòâà A,B è C ñà
èçïúëíåíè ñëåäíèòå ñâîéñòâà:

1) êîìóòàòèâíîñò: A ∩B = B ∩A;
2) àñîöèàòèâíîñò: (A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C);
3) èäåìïîòåíòíîñò: A ∩A = A;
4) ∅ ∩A = ∅.

Ðåøåíèå: 1) Ùå èçïîëçâàìå äåôèíèöèÿòà çà ñå÷åíèå íà ìíîæåñòâà

A ∩B = {x : x ∈ A è x ∈ B}.

Íà ïðàêòèêà, â ãîðíàòà ôîðìóëà èìàìå êîíþíêöèÿ íà ñúæäåíèÿòà
p = {x ∈ A} è q = {x ∈ B}, ò. å. p ∧ q. Íî çíàåì, ÷å êîíþíêöèÿòà å
êîìóòàòèâíà, ò. å. p ∧ q ↔ q ∧ p. Ïî òîçè íà÷èí ñå ïîëó÷àâà

A ∩B = {x : x ∈ A è x ∈ B} = {x : x ∈ B è x ∈ A} = B ∩A.

2) Ùå èçïîëçâàìå, ÷å êîíþíêöèÿòà íà òðè ñúæäåíèÿ å àñîöèàòèâíà,
ò. å. (p ∧ q) ∧ r ↔ p ∧ (q ∧ r). Ïî òîçè íà÷èí ñå ïîëó÷àâà

(A ∩B) ∩ C = {x : x ∈ (A ∩B) è x ∈ C}

= {x : (x ∈ A è x ∈ B) è x ∈ C} = {x : x ∈ A è (x ∈ B è x ∈ C)}

= {x : x ∈ A è x ∈ B ∩ C} = {x : x ∈ A ∩ (B ∩ C)} = A ∩ (B ∩ C).
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Çàäà÷à 1.10: Äà ñå äîêàæå, ÷å çà ïðîèçâîëíè ìíîæåñòâà A,B,C è D
ñà èçïúëíåíè ñëåäíèòå ñâîéñòâà:

1) A ∩B ⊆ A, A ∩B ⊆ B;
2) àêî C ⊆ A è C ⊆ B, òî C ⊆ A ∩B;
3) àêî A ⊆ B è C ⊆ D, òî A ∩ C ⊆ B ∩D;
4) A ⊆ B ⇔ A ∩B = A.

Çàäà÷à 1.11: Äà ñå äîêàæå, ÷å çà ïðîèçâîëíè ìíîæåñòâà A,B è C ñà
èçïúëíåíè ñëåäíèòå ñâîéñòâà:

1) çàêîíè çà ïîãëúùàíåòî:

A ∩ (A ∪B) = A; (A ∩B) ∪B = B;

2) äèñòðèáóòèâåí çàêîí íà ñå÷åíèåòî ïî îòíîøåíèåòî íà îáåäèíåíè-
åòî:

A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C);

3) äèñòðèáóòèâåí çàêîí íà îáåäèíåíèåòî ïî îòíîøåíèåòî íà ñå÷åíè-
åòî:

A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C).

Äåôèíèöèÿ 1.10: Ðàçëèêà A \B, ñ óìàëÿåìî ìíîæåñòâîòî A è óìà-

ëèòåë ìíîæåñòâîòî B, ùå íàðè÷àìå îíîâà ìíîæåñòâî, ÷èèòî åëå-

ìåíòè ñà òî÷íî îíåçè åëåìåíòè íà A, êîèòî íå ïðèíàäëåæàò íà B,
ò. å.

A \B = {x : x ∈ A è x 6∈ B}.

Çà äà îáðàçóâàìå ðàçëèêàòà A \B, òðÿáâà îò ìíîæåñòâîòî A äà ïðå-
ìàõíåì îíåçè åëåìåíòè, êîèòî ïðèíàäëåæàò íà A ∩B.

Çàäà÷à 1.12: Äà ñå äîêàæå, ÷å çà ïðîèçâîëíè ìíîæåñòâà A,B,C è D
ñà èçïúëíåíè ñëåäíèòå ñâîéñòâà:

1) A \B ⊆ A;
2) àêî A ⊆ B è C ⊆ D, òî A \D ⊆ B \ C;
3) àêî C ⊆ D, òî A \D ⊆ A \ C;
4) A ⊆ B ⇔ A \B = ∅;
5) çàêîíè íà Äå Ìîðãàí:

A \ (B ∪ C) = (A \B) ∩ (A \ C);

A \ (B ∩ C) = (A \B) ∪ (A \ C);

6) A ∪ (B \A) = A ∪B;
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7) â ÷àñòíîñò, àêî A ⊆ B, òî A ∪ (B \A) = B;

8) A \ (A \B) = A ∩B;

9) A \ (B ∪ C) = (A \B) \ C.

Ðåøåíèå: 5) Ùå ñå èçïîëçâàò ñúîòâåòíèòå çàêîíè íà Äå Ìîðãàí: çà
ïðîèçâîëíè òâúðäåíèÿ p è q èìàìå, ÷å p ∧ q ↔ p ∨ p è p ∨ q ↔ p ∧ q.
Çà äîêàçâàíå íà ïúðâîòî ðàâåíñòâî ùå èçïîëçâàìå, ÷å p ∧ (q ∧ r) ↔
(p ∧ q) ∧ (p ∧ r), à çà äîêàçâàíå íà âòîðîòî ðàâåíñòâî ùå èçïîëçâàìå, ÷å
p ∧ (q ∨ r)↔ (p ∧ q) ∨ (p ∧ r). Ïîëó÷àâàò ñå ñëåäíèòå ðåçóëòàòè:

A \ (B ∪ C) = {x : x ∈ A è x 6∈ (B ∪ C)}

= {x : x ∈ A è (x 6∈ B è x 6∈ C)}

= {x : (x ∈ A è x 6∈ B) è (x ∈ A è x 6∈ C)}

= {x : (x ∈ A \B) è (x ∈ A \ C)} = (A \B) ∩ (A \ C);

A \ (B ∩ C) = {x : x ∈ A è x 6∈ (B ∩ C)}

= {x : x ∈ A è (x 6∈ B èëè x 6∈ C)}

= {x : (x ∈ A è x 6∈ B) èëè (x ∈ A è x 6∈ C)}

= {x : (x ∈ A \B) èëè (x ∈ A \ C)} = (A \B) ∪ (A \ C).

Çàäà÷à 1.13: Äà ñå äîêàæå, ÷å çà ïðîèçâîëíè ìíîæåñòâà A, B è C ñà
èçïúëíåíè ñëåäíèòå ðàâåíñòâà:

1) A \B = A \ (A ∩B);

2) A = (A ∩B) ∪ (A \B);

3) A ∩ (B \ C) = (A ∩B) \ C;

4) (A ∪B) \ C = (A \ C) ∪ (B \ C);

5) A \ (B \ C) = (A \B) ∪ (A ∩ C).

Ïðè ïðèëàãàíå íà àëãåáðàòà íà ìíîæåñòâàòà â íÿêîÿ ìàòåìàòè÷åñêà
äèñöèïëèíà, ñå îãðàíè÷àâàìå ñ ðàçãëåæäàíå íà ïîäìíîæåñòâà íà íÿêîå
êîíêðåòíî ìíîæåñòâî, êîåòî ùå íàðå÷åì ïðîñòðàíñòâî.

Äåôèíèöèÿ 1.11: Íåêà X å ôèêñèðàíî ïðîñòðàíñòâî. Äîïúëíåíèå A
íà ïîäìíîæåñòâîòî A íà X íàðè÷àìå ïîäìíîæåñòâîòî X \A, ò. å.

A ⊆ X ⇒ A = X \A.
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Çàäà÷à 1.14: Äà ñå äîêàæå, ÷å çà ïðîèçâîëíî ïîäìíîæåñòâî A íà ïðîñ-
òðàíñòâîòî X ñà â ñèëà ðàâåíñòâàòà:

1) A ∪A = X;

2) A ∩A = ∅;
3) A ∩A = X;

4) A ∪A = ∅.

Çàäà÷à 1.15: Äà ñå äîêàæå, ÷å çà ïðîèçâîëíî ïîäìíîæåñòâî A íà ïðîñ-
òðàíñòâîòî X ñà â ñèëà ðàâåíñòâàòà:

1) X ∩A = A, X ∪A = X;

2) X = ∅, ∅ = X;

3) A = A;

4) çàêîíè íà Äå Ìîðãàí:

A ∪B = A ∩B, A ∩B = A ∪B;

5) A \B = A ∩B;

6) A \B = A ∪B;

7) A ⊆ B ⇔ A ∩B = ∅;
8) A ⊆ B ⇔ A ∪B = X;

9) (A ∩B) ∪B = A ∪B.

1.6 Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå íà ìíîæåñòâà

Îò äàäåíè îáåêòè a è b ìîæåì äà îáðàçóâàìå íàðåäåíà äâîéêà ñ ïúð-
âà êîìïîíåíòà (èëè ïðåäõîäíèê) a, è âòîðà êîìïîíåíòà (èëè íàñëåäíèê)
b, êîÿòî ùå îçíà÷àâàìå ñ (a, b). Íàðåäåíèòå äâîéêè (a, b) è (c, d) ùå íà-
ðè÷àìå ðàâíè, òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî èìàò ðàâíè ïðåäõîäíèöè è
ðàâíè íàñëåäíèöè, ò. å.

(a, b) = (c, d)⇔ a = c è b = d.

Äåôèíèöèÿ 1.12: Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå X × Y íà ìíîæåñòâîòî

X ïî ìíîæåñòâîòî Y ùå íàðè÷àìå ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè íàðåäåíè

äâîéêè ñ ïðåäõîäíèöè îò X è íàñëåäíèöè îò Y, ò. å.

X × Y = {(x, y) : x ∈ X, y ∈ Y }.

Êàòî ïðèìåð ùå ïîñî÷èì, ÷å ìíîæåñòâîòî C íà êîìïëåêñíèòå ÷èñëà
å äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå R× R íà ìíîæåñòâîòî íà ðåàëíèòå ÷èñëà R.
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Íåêà n ≥ 2 å ôèêñèðàíî öÿëî è A1, A2, . . . , An ñà ïðîèçâîëíè ìíî-
æåñòâà. Ïîä äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå A1 × A2 × . . . × An ùå ðàçáèðàìå
ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè íàðåäåíè n−îðêè (a1, a2, . . . , an), êúäåòî ai ∈ Ai,
i = 1, 2, . . . , n, ò. å.

A1 ×A2 × . . .×An = {(a1, a2, . . . , an) : ai ∈ Ai, i = 1, 2, . . . , n}.

Ùå èçïîëçâàìå îçíà÷åíèåòî

A1 ×A2 × . . .×An =

n∏
i=1

Ai.

Ïðè A1 = A2 = . . . = An = A âìåñòî
n∏
i=1

Ai ùå èçïîëçâàìå îçíà-

÷åíèåòî An è An ùå íàðè÷àìå n−òà äåêàðòîâà ñòåïåí íà ìíîæåñòâîòî
A.

Çàäà÷à 1.16: Äà ñå äîêàæå, ÷å çà ïðîèçâîëíè ìíîæåñòâà A,B è C å
èçïúëíåíî:

1) A× (B ∪ C) = (A×B) ∪ (A× C);
2) (B ∪ C)×A = (B ×A) ∪ (C ×A);
3) A× (B ∩ C) = (A×B) ∩ (A× C);
4) (B ∩ C)×A = (B ×A) ∩ (C ×A);
5) A× (B \ C) = (A×B) \ (A× C);
6) (B \ C)×A = (B ×A) \ (C ×A);
7) àêî C 6= ∅, òî

A ⊆ B ⇔ A× C ⊆ B × C;

A ⊆ B ⇔ C ×A ⊆ C ×B.



2. ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀ ÈÍÄÓÊÖÈß

2.1 Ìàòåìàòè÷åñêà èíäóêöèÿ

Â ìíîãî ìàòåìàòè÷åñêè çàäà÷è òðÿáâà äà ñå äîêàçâà âåðíîñòòà íà
òâúðäåíèåòî p(n), îïðåäåëåíî íàä ìíîæåñòâîòî íà åñòåñòâåíèòå ÷èñëà,
ò. å. òðÿáâà äà ñå óñòàíîâè âåðíîñòòà íà òâúðäåíèåòî

∀n ∈ N p(n) å âÿðíî.

Òîâà òâúðäåíèå ìîæå äà ñå äîêàæå, êàòî ñå èçïîëçâà ìåòîäúò íà ìàòå-
ìàòè÷åñêàòà èíäóêöèÿ. Ìàòåìàòè÷åñêàòà èíäóêöèÿ å ìåòîä çà äîêàçâàíå
íà òâúðäåíèÿ, êîéòî ñå îñíîâàâà íà ñëåäíàòà àêñèîìà:

Àêî åäíî ìíîæåñòâî M ñúäúðæà åñòåñòâåíîòî ÷èñëî n0 è îò òîâà, ÷å
ñúäúðæà åñòåñòâåíîòî ÷èñëî n ≥ n0, ñëåäâà, ÷å ñúäúðæà è åñòåñòâåíîòî
÷èñëî n+ 1, òî M å ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè åñòåñòâåíè ÷èñëà n ≥ n0.

Íà ïðàêòèêà ìàòåìàòè÷åñêàòà èíäóêöèÿ ùå ÿ èçïîëçâàìå òàêà: Àêî
åäíî òâúðäåíèå p(n) å âÿðíî çà n = n0 è îò ïðåäïîëîæåíèåòî, ÷å çà íÿêîå
åñòåñòâåíî ÷èñëî n ≥ n0 òâúðäåíèåòî p(n) å âÿðíî, ñå äîêàæå, ÷å è çà
åñòåñòâåíîòî ÷èñëî n + 1 òâúðäåíèåòî p(n + 1) å âÿðíî, òî òâúðäåíèåòî
p(n) å âÿðíî çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n ≥ n0.

Ìàòåìàòè÷åñêàòà èíäóêöèÿ ñúäúðæà òðè êîìïîíåíòà:
1) îñíîâà íà èíäóêöèÿòà- ïðîâåðêàòà, ÷å p(n0) å âÿðíî òâúðäåíèå;
2) èíäóêöèîííî ïðåäïîëîæåíèå- óñëîâèåòî, ÷å çà íÿêîå åñòåñòâåíî

÷èñëî n òâúðäåíèåòî p(n) å âÿðíî òâúðäåíèå;
3) ñòúïêà íà èíäóêöèÿòà- äîêàçâàíå, ÷å p(n+ 1) å âÿðíî òâúðäåíèå.

Ïðè èçâúðøâàíå íà ñòúïêàòà íà èíäóêöèÿòà, îáèêíîâåíî ñå èçïîëçâà
èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå.

Çàäà÷à 2.1: Äà ñå äîêàæå, ÷å çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n

12 + 22 + . . .+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
. (2.1)

Ðåøåíèå: Òîâà ðàâåíñòâî ïðåäñòàâëÿâà òâúðäåíèå p(n), äåôèíèðàíî
íàä ìíîæåñòâîòî íà åñòåñòâåíèòå ÷èñëà.
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1) Òâúðäåíèåòî p(1) å âÿðíî, òúé êàòî

12 =
1.(1 + 1).(2.1 + 1)

6
.

2) Ïðåäïîëàãàìå, ÷å çà íÿêîå n ∈ N p(n) å âÿðíî òâúðäåíèå, ò. å.

12 + 22 + . . .+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
. (2.2)

3) Çà äà äîêàæåì âåðíîñòòà íà p(n) çà n + 1 ùå îôîðìèì ñëåäíèÿ
ðåçóëòàò: ëÿâàòà ñòðàíà íà (2.1) ùå ñúäúðæà îùå åäíî ñúáèðàåìî, ò. å.
èìàìå èçðàç îò âèäà 12 +22 + . . .+n2 +(n+1)2; â äÿñíàòà ñòðàíà íà (2.1)
ôîðìàëíî íà ìÿñòîòî íà n òðÿáâà äà ñå ïîñòàâè n + 1, ò. å. òÿ äîáèâà
âèäà

(n+ 1)(n+ 1 + 1)(2(n+ 1) + 1)

6
=

(n+ 1)(n+ 2)(2n+ 3)

6
.

Ïî òîçè íà÷èí ñå ïîëó÷àâà, ÷å òðÿáâà äà ñå äîêàæå ðàâåíñòâîòî

12 + 22 + . . .+ n2 + (n+ 1)2 =
(n+ 1)(n+ 2)(2n+ 3)

6
. (2.3)

Ùå ïðåîáðàçóâàìå ëÿâàòà ñòðàíà íà (2.3) 12 + 22 + . . . + n2 + (n + 1)2.
Ñúãëàñíî èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå (2.2) å â ñèëà ðàâåíñòâîòî

12 + 22 + . . .+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
.

Ïî òîçè íà÷èí ñå ïîëó÷àâà

12 + 22 + . . .+ n2 + (n+ 1)2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
+ (n+ 1)2

= (n+ 1)

(
n(2n+ 1)

6
+ n+ 1

)
=

(n+ 1)(n+ 2)(2n+ 3)

6
,

ñ êîåòî ðàâåíñòâîòî (2.3) å íàïúëíî äîêàçàíî.

Çàäà÷à 2.2: Äà ñå äîêàæå íåðàâåíñòâîòî íà Áåðíóëè

(1 + α)n ≥ 1 + nα, α > −1, n ∈ N. (2.4)
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Ðåøåíèå: 1) Ïðè n = 1 ñà â ñèëà î÷åâèäíèòå ïðåäñòàâÿíèÿ

(1 + α)1 = 1 + α ≥ 1 + 1.α,

òàêà, ÷å íåðàâåíñòâîòî (2.4) å âÿðíî çà n = 1.
2) Äà ñìÿòàìå, ÷å çà íÿêîå n ∈ N å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî

(1 + α)n ≥ 1 + nα.

3) Ùå äîêàæåì, ÷å

(1 + α)n+1 ≥ 1 + (n+ 1)α.

Òúé êàòî α > −1, òî 1 + α > 0 è ïîñëåäîâàòåëíî ñå ïîëó÷àâà

(1 + α)n+1 = (1 + α)n.(1 + α) ≥ (1 + nα).(1 + α)

= 1 + (n+ 1)α+ nα2 ≥ 1 + (n+ 1)α.

Çàäà÷à 2.3: Äà ñå äîêàæå, ÷å äà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n å â ñèëà
íåðàâåíñòâîòî

1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ . . .+

1

3n+ 1
> 1.

Ðåøåíèå: 1) Íåðàâåíñòâîòî å âÿðíî ïðè n = 1, òúé êàòî

1

2
+

1

3
+

1

4
> 1.

2) Ñìÿòàìå, ÷å çà íÿêîå n ∈ N å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî

1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ . . .+

1

3n+ 1
> 1. (2.5)

3) Ùå äîêàæåì, ÷å

1

n+ 2
+

1

n+ 3
+ . . .+

1

3n+ 1
+

1

3n+ 2
+

1

3n+ 3
+

1

3n+ 4
> 1. (2.6)

Ïðèáàâÿìå êúì ëÿâàòà è äÿñíàòà ñòðàíà íà (2.5)
1

3n+ 2
+

1

3n+ 3
+

1

3n+ 4
è ñå ïîëó÷àâà

1

n+ 1
+

1

n+ 2
+

1

n+ 3
+ . . .+

1

3n+ 1
+

1

3n+ 2
+

1

3n+ 3
+

1

3n+ 4

> 1 +
1

3n+ 2
+

1

3n+ 3
+

1

3n+ 4
,
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1

n+ 2
+

1

n+ 3
+ . . .+

1

3n+ 1
+

1

3n+ 2
+

1

3n+ 3
+

1

3n+ 4

> 1 +
1

3n+ 2
+

1

3n+ 3
+

1

3n+ 4
− 1

n+ 1

= 1 +
2

(3n+ 2)(3n+ 3)(3n+ 4)
> 1,

ñ êîåòî íåðàâåíñòâîòî (2.6) å äîêàçàíî.

Çàäà÷à 2.4: Äà ñå äîêàæå, ÷å çà âñåêè äâå ðåàëíè ÷èñëà a è b å â ñèëà
íåðàâåíñòâîòî

|a+ b| ≤ |a|+ |b|,

êîåòî ñå íàðè÷à íåðàâåíñòâî íà òðèúãúëíèêà. Ðàâåíñòâî â ãîðíèÿ èçðàç
ñå äîñòèãà êîãàòî a è b ñà ñ åäíàêâè çíàöè.

Ðåøåíèå: Â ñèëà ñà î÷åâèäíèòå íåðàâåíñòâà

+a ≤ |a|, −a ≤ |a|

+b ≤ |b|, −b ≤ |b|.

×ðåç ïî÷ëåííî ñúáèðàíå íà ãîðíèòå íåðàâåíñòâà ñå ïîëó÷àâà

+(a+ b) ≤ |a|+ |b|, −(a+ b) ≤ |a|+ |b|. (2.7)

Íî òî÷íî åäíî îò äâåòå ÷èñëà +(a + b) è −(a + b) å ðàâíî íà |a + b|.
Ñëåäîâàòåëíî îò íåðàâåíñòâàòà (2.7) ñå ïîëó÷àâà, ÷å

|a+ b| ≤ |a|+ |b|.

Çàäà÷à 2.5: Äà ñå äîêàæå, ÷å çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n è ïðîèçâîëíè
ðåàëíè ÷èñëà a1, a2, . . . , an å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî

|a1 + a2 + . . .+ an| ≤ |a1|+ |a2|+ . . .+ |an|.

Ðåøåíèå: Ïðè n = 1 ñå ïîëó÷àâà î÷åâèäíîòî òâúðäåíèå |a1| ≤ |a1|.
Ïðè n = 2 íåðàâåíñòâîòî |a1 + a2| ≤ |a1|+ |a2| ãî äîêàçàõìå â çàäà÷à 2.4.

Íåêà ñåãà çà íÿêîå n ∈ N è ïðîèçâîëíè ðåàëíè ÷èñëà a1, a2, . . . , an å
èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

|a1 + a2 + . . .+ an| ≤ |a1|+ |a2|+ . . .+ |an|. (2.8)
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Íåêà ñåãà a1, a2, . . . , an, an+1 ñà ïðîèçâîëíè ðåàëíè ÷èñëà. Ùå äîêà-
æåì, ÷å

|a1 + a2 + . . .+ an + an+1| ≤ |a1|+ |a2|+ . . .+ |an|+ |an+1|.

Äåéñòâèòåëíî, ñúãëàñíî çàäà÷à 2.4 è èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå
(2.8) ñå ïîëó÷àâà

|a1 + a2 + . . .+ an + an+1| = |(a1 + a2 + . . .+ an) + an+1|

≤ |a1 + a2 + . . .+ an|+ |an+1| ≤ |a1|+ |a2|+ . . .+ |an|+ |an+1|.

Çàäà÷à 2.6: Íåêà x1, x2, . . . , xn ñà ïðîèçâîëíè ïîëîæèòåëíè ÷èñëà, ïðè
òîâà x1.x2 . . . xn = 1. Äà ñå äîêàæå, ÷å

x1 + x2 + . . .+ xn ≥ n.

Ðåøåíèå: 1) Àêî n = 1, òî ïî óñëîâèå x1 = 1, è ñëåäîâàòåëíî x1 ≥ 1,
ò. å. çà n = 1 òâúðäåíèåòî å âÿðíî.

2) Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å òâúðäåíèåòî å âÿðíî äà íÿêîå n ∈ N.
3) Íåêà ñåãà x1, x2, . . . , xn, xn+1 ñà ïðîèçâîëíè ðåàëíè, òàêèâà, ÷å

x1.x2 . . . xn.xn+1 = 1. Ùå äîêàæåì, ÷å

x1 + x2 + . . .+ xn + xn+1 ≥ n+ 1. (2.9)

Íåêà äà ñìÿòàìå, ÷å âñè÷êè ÷èñëà x1, x2, . . . , xn, xn+1 ñà ðàâíè íà 1,
íî òîãàâà óñëîâèåòî (2.9) å èçïúëíåíî.

Íåêà ñåãà èçìåæäó ÷èñëàòà x1, x2, . . . , xn, xn+1 èìà ïîíå åäíî ÷èñëî,
êîåòî íå å ðàâíî íà 1. Íî òîãàâà íåïðåìåííî ùå èìà ïîíå îùå åäíî ÷èñëî,
êîåòî íå å ðàâíî íà 1, ïðè òîâà àêî åäíîòî îò òÿõ å ïî-ãîëÿìî îò 1, òî
äðóãîòî òðÿáâà äà áúäå ïî-ìàëêî îò 1. Áåç äà îãðàíè÷àâàìå îáùíîñòòà
íà ðàçãëåæäàíåòî, äà ñìÿòàìå, ÷å xn > 1, à xn+1 < 1.

Ðàçãëåæäàìå ñåãà n−òå ÷èñëà x1, x2, . . . , (xn.xn+1). Òÿõíîòî ïðîèçâå-
äåíèå å ðàâíî íà 1 è ñúãëàñíî èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå

x1 + x2 + . . .+ xn.xn+1 ≥ n.

Ïðèáàâÿìå êúì äâåòå ñòðàíè íà ãîðíîòî íåðàâåíñòâî xn + xn+1, ïðå-
íàñÿìå xn.xn+1 â äÿñíàòà ñòðàíà íà íåðàâåíñòâîòî è ñå ïîëó÷àâà

x1 + x2 + . . .+ xn + xn+1 ≥ n− xn.xn+1 + xn + xn+1

= n+ 1 + xn(1− xn+1)− (1− xn+1)

= n+ 1 + (xn − 1)(1− xn+1) ≥ n+ 1.

Îò íàïðàâåíîòî äîêàçàòåëñòâî ñëåäâà, ÷å ðàâåíñòâî â äîêàçàíîòî ñú-
îòíîøåíèå ñå äîñòèãà, òî÷íî êîãàòî x1 = x2 = . . . = xn = 1.
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Çàäà÷à 2.7: Íåêà x1, x2, . . . , xn ñà ïðîèçâîëíè ïîëîæèòåëíè ÷èñëà. Äà
ñå äîêàæå, ÷å

x1 + x2 + . . .+ xn
n

≥ n
√
x1.x2 . . . xn.

Ïîñëåäíîòî ñúîòíîøåíèå ñå íàðè÷à íåðàâåíñòâî ìåæäó ñðåäíî àðèò-

ìåòè÷íî è ñðåäíî ãåîìåòðè÷íî.

Ðåøåíèå: Íåêà äà ðàçãëåäàìå ñëåäíèòå n ÷èñëà

x1

n
√
x1.x2 . . . xn

,
x2

n
√
x1.x2 . . . xn

, . . . ,
xn

n
√
x1.x2 . . . xn

.

Î÷åâèäíî âñè÷êè òåçè ÷èñëà ñà ïîëîæèòåëíè è òÿõíîòî ïðîèçâåäåíèå å
ðàâíî íà åäíî. Ñúãëàñíî ïðåäíàòà çàäà÷à, òÿõíàòà ñóìà å ïî-ãîëÿìà èëè
ðàâíà íà n, ò. å.

x1

n
√
x1.x2 . . . xn

+
x2

n
√
x1.x2 . . . xn

+ . . .+
xn

n
√
x1.x2 . . . xn

≥ n,

îòêúäåòî
x1 + x2 + . . .+ xn

n
≥ n
√
x1.x2 . . . xn.

Ðàâåíñòâî â ãîðíîòî íåðàâåíñòâî ñå äîñòèãà òî÷íî êîãàòî x1 = x2 =
. . . = xn.

Çàäà÷à 2.8: Äà ñå äîêàæå, ÷å çà âñÿêî n ∈ N ñà â ñèëà ðàâåíñòâàòà:

a) 1 + 2 + . . .+ n = 1
2n(n+ 1);

á) 12 + 22 + . . .+ n2 = 1
6n(n+ 1)(2n+ 1);

â) 13 + 23 + . . .+ n3 = 1
4n

2(n+ 1)2;

ã) 14 + 24 + . . .+ n4 = 1
30n(n+ 1)(2n+ 1)(3n2 + 3n− 1);

ä) 15 + 25 + . . .+ n5 = 1
12n

2(n+ 1)2(2n2 + 2n− 1);

å) 16 + 26 + . . .+ n6 = 1
42n(n+ 1)(2n+ 1)(3n4 + 6n3 − 3n+ 1);

æ) 17 + 27 + . . .+ n7 = 1
24n

2(n+ 1)2(3n4 + 6n3 − n2 − 4n+ 2).

Çàäà÷à 2.9: Äà ñå äîêàæå, ÷å çà âñÿêî n ∈ N è âñÿêî ðåàëíî x å â ñèëà
ðàâåíñòâîòî

(cosx+ i sinx)n = cosnx+ i sinnx

(ôîðìóëà íà Ìîàâúð).
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Çàäà÷à 2.10: Äà ñå äîêàæå, ÷å çà âñÿêî n ∈ N ñà â ñèëà ðàâåíñòâàòà:

a) 1 + 3 + 5 + . . .+ (2n− 1) = n2;

á) 1.2 + 2.5 + . . .+ n.(3n− 1) = n2(n+ 1);

â) 12 + 32 + . . .+ (2n− 1)2 =
1

3
n(4n2 − 1);

ã) 1.2 + 2.3 + 3.4 + . . .+ (n− 1).n =
1

3
(n− 1)n(n+ 1);

ä) 1.22 + 2.32 + . . .+ (n− 1).n2 =
1

12
n(n2 − 1)(3n+ 2);

å)
1

1.3
+

1

3.5
+ . . .+

1

(2n− 1).(2n+ 1)
=

n

2n+ 1
;

æ)
1

1.5
+

1

5.9
+ . . .+

1

(4n− 3).(4n+ 1)
=

n

4n+ 1
;

ç)
(
1− 1

4

)
.
(
1− 1

9

)
. . .
(

1− 1
(n+1)2

)
= n+2

2n+2 .

Çàäà÷à 2.11: Äà ñå äîêàæå, ÷å çà âñÿêî åñòåñòâåíî n > 1 ñà â ñèëà
íåðàâåíñòâàòà:

a)
1

2
· 3

4
· 5

6
· · · 2n− 1

2n
<

1√
3n+ 1

;

á)
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ . . .+

1

2n
>

13

24
;

â)
√
n < 1 +

1√
2

+ . . .+
1√
n
< 2
√
n;

ã)
n

2
< 1 +

1

2
+

1

3
+ . . .+

1

2n − 1
< n;

ä)
1

12
+

1

22
+ . . .+

1

n2
< 2;

å)
1

2
√
n
<

1

2
· 3

4
· 5

6
· · · 2n− 1

2n
<

1√
2n

;

Çàäà÷à 2.12: Äà ñå äîêàæå, ÷å çà âñÿêî åñòåñòâåíî n ∈ N :

à) n(2n2 − 3n+ 1) ñå äåëè íà 6;

á) 2n+2.3n + 5n− 4 ñå äåëè íà 25;

â) 22n + 15n− 1 ñå äåëè íà 9;

ã) 24n − 15n− 1 ñå äåëè íà 225;
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ä) 23n − 7n− 1 ñå äåëè íà 49;

å) 33n+3 − 26n− 27 ñå äåëè íà 169;

æ) n3 + 5n ñå äåëè íà 6;

ç) 62n−2 + 3n+1 + 3n−1 ñå äåëè íà 11;

è) 11n+1 + 122n−1 ñå äåëè íà 133;

é) n5 − n ñå äåëè íà 5.

Çàäà÷à 2.13: Äà ñå äîêàæå, ÷å:

à) çà âñÿêî åñòåñòâåíî n ≥ 5 å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî 2n > n2;

á) çà âñÿêî åñòåñòâåíî n ≥ 3 å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî 2n.n! < nn;

â) çà âñÿêî åñòåñòâåíî n ≥ 3 å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî 2n > 2n+ 1;

ã) çà âñÿêî åñòåñòâåíî n ≥ 4 å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî 3n > n3;

ä) çà âñÿêî åñòåñòâåíî n ≥ 1 å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî 3n2 ≥ 2n+ 1;

å) çà âñÿêî åñòåñòâåíî n ≥ 1 å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî 3n > 3n;

æ) çà âñÿêî åñòåñòâåíî n ≥ 1 å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî 4n > n2.

Çàäà÷à 2.14: Äà ñå äîêàæå, ÷å çà àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ
a1, a2, . . . , an, . . . , ÷ëåíîâåòå íà êîÿòî ñà ïîëîæèòåëíè, è âñÿêî åñ-
òåñòâåíî ÷èñëî n å â ñèëà ðàâåíñòâîòî

1
√
a1 +

√
a2

+
1

√
a2 +

√
a3

+ . . .+
1

√
an−1 +

√
an

=
n− 1

√
a1 +

√
an
.

Çàäà÷à 2.15: Äà ñå äîêàæå, ÷å çà àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ
a1, a2, . . . , an, . . . è âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n å â ñèëà ðàâåíñòâîòî

1

a1.a2
+

1

a2.a3
+

1

a3.a4
+ . . .+

1

an.an+1
=

n

a1.an+1
.

Çàäà÷à 2.16: Äà ñå äîêàæå ÷å äà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n è ðåàëíî
x 6= 2kπ ñà â ñèëà ðàâåíñòâàòà:

à) sinx+ sin 2x+ . . .+ sinnx =
sin n

2x sin n+1
2 x

sin x
2

;

á) cosx+ cos 2x+ . . .+ cosnx =
sin
(
n+ 1

2

)
x

2 sin x
2

− 1

2
;
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â) sinx+ 2. sin 2x+ . . .+ n. sinnx =
sin(n+ 1)x

4 sin2 x
2

−
(n+ 1) cos 2n+1

2 x

2 sin x
2

;

ã) cosx+ 2. cos 2x+ . . .+n. cosnx =
(n+ 1) sin 2n+1

2 x

2 sin x
2

− 1− cos(n+ 1)x

4 sin2 x
2

.

2.2 Ñóìèðàíå

Íåêà a1, a2, . . . , an ñà äàäåíè ÷èñëà. Òÿõíàòà ñóìà a1 + a2 + . . . + an

ñå îçíà÷àâà ñúñ ñèìâîëà
n∑
k=1

ak, ò. å.

n∑
k=1

ak = a1 + a2 + . . .+ an.

Òóê
∑

îçíà÷àâà çíàê çà ñóìà, k ñå íàðè÷à ñóìàöèîíåí èíäåêñ, 1
å äîëíàòà ãðàíèöà íà ñóìèðàíåòî, n å ãîðíàòà ãðàíèöà íà ñóìèðàíåòî.
Ñóìàòà íå çàâèñè îò òîâà, ñ êàêâà áóêâà ùå îçíà÷èì ñóìàöèîííèÿ èíäåêñ,
ò. å.

n∑
k=1

ak =
n∑
l=1

al =
n∑

α=1

aα.

Îïåðàöèÿòà ñóìèðàíå èìà ñâîéñòâîòî ëèíåéíîñò, ò. å. çà âñåêè ðåàëíè
α è β å â ñèëà ðàâåíñòâîòî

n∑
k=1

(αak + βbk) = α

n∑
k=1

ak + β

n∑
k=1

bk.

Ðàçãëåæäàìå ñóìà, ñúäúðæàùà m.n ñúáèðàåìè îò âèäà aij , êúäåòî
1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m, ò. å.

n∑
i=1

m∑
j=1

aij èëè
m∑
j=1

n∑
i=1

aij ,

è êîèòî ñå íàðè÷àò äâîéíè ñóìè. Â ñèëà å ðàâåíñòâîòî
n∑
i=1

m∑
j=1

aij =

m∑
j=1

n∑
i=1

aij .

Çàäà÷àòà çà èç÷èñëÿâàíå íà ñóìàòà îò âèäà

S(n) =
n∑
k=1

f(k),
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êúäåòî f(k) å çàäàäåíà ôóíêöèÿ, îçíà÷àâà äà ñå íàìåðè S(n) êàòî ôóí-
êöèÿ íà n.

Àêî a1, a2, . . . , an, an+1 ñà äàäåíè ðåàëíè ÷èñëà, è àêî çà k = 1, 2, . . . , n
f(k) = ak+1 − ak, òî ñå ïîëó÷àâà, ÷å

S(n) =
n∑
k=1

f(k) =
n∑
k=1

(ak+1 − ak)

= (a2−a1)+(a3−a2)+(a4−a3)+. . .+(an−an−1)+(an+1−an) = an+1−a1,

ò. å.
n∑
k=1

(ak+1 − ak) = an+1 − a1. (2.10)

Çàäà÷à 2.17: Äà ñå èç÷èñëÿò ñóìèòå:

à)
n∑
k=1

1

k(k + 1)
; á)

n∑
k=1

1

k(k + 1)(k + 2)
.

Ðåøåíèå: à) Òúé êàòî
1

k(k + 1)
=

1

k
− 1

k + 1
, òî ïî ôîðìóëàòà (2.10)

ñå ïîëó÷àâà

n∑
k=1

1

k(k + 1)
=

n∑
k=1

(
1

k
− 1

k + 1

)
= −

n∑
k=1

(
1

k + 1
− 1

k

)

= −
(

1

n+ 1
− 1

)
= 1− 1

n+ 1
=

n

n+ 1
.

á) Ùå èçïîëçâàìå ïðåäñòàâÿíåòî

1

k(k + 1)(k + 2)
=

1

2
· k + 2− k
k(k + 1)(k + 2)

=
1

2

(
1

k(k + 1)
− 1

(k + 1)(k + 2)

)
è ôîðìóëàòà (2.10), çà äà ñå ïîëó÷è

n∑
k=1

1

k(k + 1)(k + 2)
=

1

2

n∑
k=1

(
1

k(k + 1)
− 1

(k + 1)(k + 2)

)

= −1

2

n∑
k=1

(
1

(k + 1)(k + 2)
− 1

k(k + 1)

)

= −1

2

(
1

(n+ 1)(n+ 2)
− 1

1.2

)
=

1

2

(
1

2
− 1

(n+ 1)(n+ 2)

)
.
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Çàäà÷à 2.18: Äà ñå èç÷èñëÿò ñóìèòå:

à)
n∑
k=1

1

(3k − 2)(3k + 1)
; á)

n∑
k=1

1

(4k − 3)(4k + 1)
;

â)
n∑
k=1

1

(2k − 1)(2k + 1)(2k + 3)
; ã)

n∑
k=1

1

k(k + 1)(k + 2)(k + 3)
;

ä)
n∑
k=1

k2

(2k − 1)(2k + 1)
.

Ðåøåíèå: à) Ùå ïîêàæåì åäèí åôåêòèâåí íà÷èí çà ïðåäñòàâÿíå íà

äðîáòà
1

(3k − 2)(3k + 1)
âúâ âèä íà ñóìà íà äâå åëåìåíòàðíè äðîáè. Ùå

èçïîëçâàìå ïðåäñòàâÿíåòî

1

(3k − 2)(3k + 1)
=

A

3k − 2
+

B

3k + 1
.

Îò òóê, ñëåä ïðèâåæäàíå ïîä îáù çíàìåíàòåë ñå ïîëó÷àâà

A(3k + 1) +B(3k − 2) ≡ 1,

(3A+ 3B)k +A− 2B = 0.k + 1.

Ïðèðàâíÿâàìå êîåôèöèåíòèòå ïðåä ñúîòâåòíèòå ñòåïåíè íà k îò ëÿâàòà
è äÿñíàòà ñòðàíà íà ãîðíîòî ðàâåíñòâî, è ñå ïîëó÷àâà ñèñòåìàòà∣∣∣∣ 3A+ 3B = 0

A− 2B = 1,

êîÿòî èìà ðåøåíèå A =
1

3
è B = −1

3
. Îêîí÷àòåëíî ñå ïîëó÷è ïðåäñòà-

âÿíåòî
1

(3k − 2)(3k + 1)
=

1

3

(
1

3k − 2
− 1

3k + 1

)
.

Îòãîâîðè: à)
n

3n+ 1
; á)

n

4n+ 1
; â)

n(n+ 2)

3(2n+ 1)(2n+ 3)
; ã)

1

18
−

1

3(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)
; ä)

n(n+ 1)

2(2n+ 1)
.
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Çàäà÷à 2.19: Íåêà {an} å àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ, âñè÷êè ÷ëåíîâå è
ðàçëèêàòà d, íà êîÿòî ñà ðàçëè÷íè îò íóëà. Äà ñå äîêàæàò ðàâåíñòâàòà:

à)
n∑
k=1

1

akak+1
=

1

d

(
1

a1
− 1

an+1

)
;

á)
n∑
k=1

1

akak+1ak+2
=

1

2d

(
1

a1a2
− 1

an+1an+2

)
;

â)
n∑
k=1

1

akak+1ak+2ak+3
=

1

3d

(
1

a1a2a3
− 1

an+1an+2an+3

)
.

Óïúòâàíå: Ìîãàò äà ñå èçïîëçâàò ïðåäñòàâÿíèÿòà:

1

akak+1
=

1

d
· d

akak+1
=

1

d
· ak+1 − ak
akak+1

=
1

d

(
1

ak
− 1

ak+1

)
1

akak+1ak+2
=

1

2d
· d+ d

akak+1ak+2
=

1

2d
· (ak+1 − ak) + (ak+2 − ak+1)

akak+1ak+2
.

Çàäà÷à 2.20: Äà ñå èç÷èñëè ñóìàòà

Sn = 12 + 22 + . . .+ n2.

Ðåøåíèå: Ðàçãëåæäàìå òúæäåñòâîòî

(x+ 1)3 − x3 = 3x2 + 3x+ 1.

Ïîëàãàìå â òîâà òúæäåñòâî ïîñëåäîâàòåëíî x = 1, 2, . . . , n è ñúáèðàìå
ïî÷ëåííî ïîëó÷åíèòå ðàâåíñòâà. Ïîëó÷àâà ñå ðàâåíñòâîòî

n∑
k=1

[
(k + 1)3 − k3

]
= 3

n∑
k=1

k2 + 3
n∑
k=1

k + n. (2.11)

Â ñèëà ñà ñëåäíèòå ðåçóëòàòè: ñúãëàñíî ðàâåíñòâî (2.10)

n∑
k=1

[
(k + 1)3 − k3

]
= (n+ 1)3 − 1 = n3 + 3n2 + 3n; (2.12)

n∑
k=1

k =
n(n+ 1)

2
. (2.13)
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Îò (2.11), (2.12) è (2.13) ñå ïîëó÷àâà ðàâåíñòâîòî

n3 + 3n2 + 3n = 3Sn +
3

2
n(n+ 1) + n,

îòêúäåòî ñå îïðåäåëÿ, ÷å

Sn =
1

6
(2n3 + 3n2 + n) =

1

6
n(n+ 1)(2n+ 1),

ò. å.

12 + 22 + . . .+ n2 =
1

6
n(n+ 1)(2n+ 1).

Çàáåëåæêà: Êàòî ñå èçïîëçâà íà÷èíúò çà ðåøàâàíå íà ãîðíàòà çà-
äà÷à, ìîãàò äèðåêòíî äà ñå íàìåðÿò ñóìèòå, ïðåäñòàâåíè â çàäà÷à 2.8.
Âñúùíîñò, ïî òîçè íà÷èí ìîãàò äà ñå ïîëó÷àò äåñíèòå ñòðàíè íà òåçè
ðàâåíñòâà. Òàçè çàäà÷à ìîæåøå äà áúäå ðåøåíà, êàòî ñå èçïîëçâà ìåòî-
äà íà ìàòåìàòè÷åñêàòà èíäóêöèÿ, íî ïðè óñëîâèå, ÷å äåñíèòå ñòðàíè íà
òåçè ðàâåíñòâà ñà ïðåäâàðèòåëíî èçâåñòíè.

Çàäà÷à 2.21: Äà ñå èç÷èñëè ñóìàòà

Sn(x) =
n∑
k=1

sin kx,

êúäåòî n ∈ N, è x 6= 2kπ, k ∈ Z.

Ðåøåíèå: Ðàçãëåæäàìå ðàâåíñòâîòî

2 sin
x

2
· Sn(x) =

n∑
k=1

2 sin kx sin
x

2
.

Ùå èçïîëçâàìå, ÷å çà âñåêè äâå ðåàëíè α è β å â ñèëà ðàâåíñòâîòî

2 sinα sinβ = cos(α− β)− cos(α+ β).

Ïðèëîæåíà òàçè ôîðìóëà ùå äàäå, ÷å

2 sin kx sin
x

2
= cos

(
k − 1

2

)
x− cos

(
k +

1

2

)
x.

Èçïîëçâàéêè ðàâåíñòâîòî (2.10) ñå ïîëó÷àâà

2 sin
x

2
· Sn(x) =

n∑
k=1

[
cos

(
k − 1

2

)
x− cos

(
k +

1

2

)
x

]
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= −
n∑
k=1

[
cos

(
k +

1

2

)
x− cos

(
k − 1

2

)
x

]

= −
[
cos

(
n+ 1− 1

2

)
x− cos

(
1− 1

2

)
x

]
= cos

x

2
− cos

(
n+

1

2

)
x

= 2 sin
n+ 1

2
x sin

n

2
x.

Îêîí÷àòåëíî ñå ïîëó÷àâà, ÷å

Sn(x) =
sin n+1

2 x sin n
2x

sin x
2

.

Çàáåëåæêà: Ãîðíàòà ôîðìóëà å â ñèëà ïðè x 6= 2kπ, k ∈ Z. Àêî
x = 2kπ, k ∈ Z, òî ùå ñå ïîëó÷è, ÷å Sn(x) = 0.

Çàäà÷à 2.22: Íåêà {an} è {bn} ñà äàäåíè ðåäèöè îò ðåàëíè ÷èñëà. Íåêà
çà âñÿêî öÿëî k ≥ 1 äà ïîëîæèì Bk =

∑k
j=1 bj . Äà ñå äîêàæå, ÷å:

à) Çà âñÿêî n ∈ N å â ñèëà ðàâåíñòâîòî (ïðåîáðàçîâàíèå íà Àáåë)

n∑
k=1

akbk =
n−1∑
k=1

(ak − ak+1)Bk + anBn;

á) Çà âñåêè äâå ÷èñëà n ∈ N è p ∈ N å â ñèëà ðàâåíñòâîòî

n+p∑
k=n+1

akbk =

n+p−1∑
k=n+1

(ak − ak+1)Bk + an+pBn+p − an+1Bn;

â) Íåêà n ∈ N è p ∈ N ñà ïðîèçâîëíè ÷èñëà è çà 1 ≤ s ≤ p íåêà

Ds =

n+s∑
k=n+1

bj . Òîãàâà å â ñèëà ðàâåíñòâîòî

n+p∑
k=n+1

akbk =

p−1∑
j=1

(an+j − an+1+j)Dj + an+pDp.

Ðåøåíèå: à) Î÷åâèäíî èìàìå, ÷å b1 = B1 è çà 2 ≤ k ≤ n bk =
Bk −Bk−1. Ùå èçïîëçâàìå ïðåäñòàâÿíèÿòà

n∑
k=1

akbk = a1b1 +

n−1∑
k=2

akbk + anbn
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= a1B1 +

n−1∑
k=2

ak(Bk −Bk−1) + an(Bn −Bn−1)

= a1B1 +

n−1∑
k=2

akBk −
n−1∑
k=2

akBk−1 − anBn−1 + anBn

=
n−1∑
k=1

akBk −
n∑
k=2

akBk−1 + anBn.

Âúâ âòîðàòà ñóìà íà ãîðíîòî ðàâåíñòâî ïîëàãàìå k− 1 = l, îòêúäåòî
íàìèðàìå, ÷å ïðè k = 2, l = 1, ïðè k = n, l = n− 1 è k = l + 1. Ïî òîçè
íà÷èí ñå ïîëó÷àâà, ÷å

n∑
k=1

akbk =
n−1∑
k=1

akBk −
n−1∑
l=1

al+1Bl + anBn

=

n−1∑
k=1

akBk −
n−1∑
k=1

ak+1Bk + anBn

=
n−1∑
k=1

(ak − ak+1)Bk + anBn;

á) Î÷åâèäíî çà n + 1 ≤ k ≤ n + p èìàìå, ÷å bk = Bk − Bk−1. Ùå
èçïîëçâàìå ïðåäñòàâÿíèÿòà

n+p∑
k=n+1

akbk =

n+p∑
k=n+1

ak(Bk −Bk−1) =

n+p∑
k=n+1

akBk −
n+p∑

k=n+1

akBk−1

=

n+p−1∑
k=n+1

akBk −
n+p∑

k=n+2

akBk−1 + an+pBn+p − an+1Bn.

Âúâ âòîðàòà ñóìà ïîëàãàìå k − 1 = l, îòêúäåòî íàìèðàìå, ÷å ïðè
k = n+ 2, l = n+ 1, ïðè k = n+ p, l = n+ p− 1, k = l+ 1, è ñå ïîëó÷àâà

n+p∑
k=n+1

akbk =

n+p−1∑
k=n+1

akBk −
n+p−1∑
l=n+1

al+1Bl + an+pBn+p − an+1Bn

=

n+p−1∑
k=n+1

(ak − ak+1)Bk + an+pBn+p − an+1Bn.
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â) Î÷åâèäíî å èçïúëíåíî, ÷å bn+1 = D1 è çà 2 ≤ s ≤ p bn+s = Ds −
Ds−1, èëè âñå åäíî, ÷å çà n + 2 ≤ k ≤ n + p − 1 èìàìå, ÷å bk = Dk−n −
Dk−n−1. Ïîñëåäîâàòåëíî ñå ïîëó÷àâà ñëåäíîòî

n+p∑
k=n+1

akbk = an+1bn+1 +

n+p−1∑
k=n+2

akbk + an+pbn+p

= an+1D1 +

n+p−1∑
k=n+2

ak(Dk−n −Dk−n−1) + an+p(Dp −Dp−1)

= an+1D1 +

n+p−1∑
k=n+2

akDk−n −
n+p−1∑
k=n+2

akDk−n−1 + an+pDp − an+pDp−1

=

n+p−1∑
k=n+1

akDk−n −
n+p∑

k=n+2

akDk−n−1 + an+pDp.

Â ïúðâàòà ñóìà ïîëàãàìå k − n = j, 1 ≤ j ≤ p − 1, k = n + j, à âúâ
âòîðàòà ñóìà ïîëàãàìå k − n − 1 = j, 1 ≤ j ≤ p − 1, k = n + 1 + j, è ñå
ïîëó÷àâà

n+p∑
k=n+1

akbk =

p−1∑
j=1

an+jDj −
p−1∑
j=1

an+1+jDj + an+pDp

=

p−1∑
j=1

(an+j − an+1+j)Dj + an+pDp.

2.3 Íþòîíîâ áèíîì

Íåêà n ≥ 0 äà áúäå ïðîèçâîëíî öÿëî ÷èñëî. Ùå äåôèíèðàìå
òåîðåòèêî-÷èñëîâàòà ôóíêöèÿ n! (÷åòå ñå åí-ôàêòîðèåë) ïî ñëåäíèÿ íà-
÷èí:

0! = 1 è çà n ≥ 1 n! = 1.2 . . . n.

ßñíî å, ÷å å èçïúëíåíî ñëåäíîòî ðåêóðåíòíî ðàâåíñòâî

(n+ 1)! = n!.(n+ 1).

Íåêà n ≥ 0 è 0 ≤ k ≤ n ñà ïðîèçâîëíè öåëè. Äà äåôèíèðàìå âåëè÷è-
íàòà

Ckn =

(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
=
n(n− 1) . . . (n− k + 1)

k!
, (2.14)
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êîÿòî ùå íàðè÷àìå áèíîìèàëåí êîåôèöèåíò. Ñèìâîëúò

(
n

k

)
ñå ÷åòå åí

íàä êà.
Áèíîìèàëíèòå êîåôèöèåíòè èìàò ñëåäíèòå ñâîéñòâà:

1) C0
n = 1, Cnn = 1, çà âñÿêî öÿëî n ≥ 0;

2) Ckn = Cn−kn , çà âñåêè öåëè n ≥ 0 è 0 ≤ k ≤ n;

3) Ckn + Ck−1
n = Ckn+1, çà âñåêè öåëè n ≥ 1 è 1 ≤ k ≤ n.

Ðàâåíñòâàòà 1) ñå ïðîâåðÿâàò íåïîñðåäñòâåíî, êàòî ñå èçïîëçâà ðà-
âåíñòâîòî (2.14);

2) Èìàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà:

Ckn =
n!

k!(n− k)!
=

n!

(n− k)![n− (n− k)]!
= Cn−kn ;

3) Èìàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà:

Ckn + Ck−1
n =

n!

k!(n− k)!
+

n!

(k − 1)![n− (k − 1)]!

=
n!

k!(n− k)!
+

n!

(k − 1)!(n+ 1− k)!
=

=
n!(n+ 1− k + k)

k!(n+ 1− k)!
=

n!(n+ 1)

k!(n+ 1− k)!
=

(n+ 1)!

k!(n+ 1− k)!
= Ckn+1,

ò. å.
Ckn + Ck−1

n = Ckn+1.

Òðèúãúëíèê íà Ïàñêàë íàðè÷àìå ÷èñëîâà òàáëèöà, åëåìåíòèòå íà
êîÿòî ñà áèíîìèàëíèòå êîåôèöèåíòè. Çàïèñàí âúâ âèä íà ðàâíîáåäðåí
òðèúãúëíèê, òîé èçãëåæäà òàêà

C0
0

C0
1 C1

1

C0
2 C1

2 C2
2

C0
3 C1

3 C2
3 C3

3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ðàâåíñòâàòà 1) ïîêàçâàò, ÷å ïî áåäðàòà íà òðèúãúëíèêà íà Ïàñêàë
ñòîÿò åäèíèöè. Ðàâåíñòâîòî 2) ïîêàçâà, ÷å òîé å ñèìåòðè÷åí ñïðÿìî âè-
ñî÷èíàòà ñè. Ðàâåíñòâîòî Ck−1

n +Ckn = Ckn+1 ïîêàçâà íà÷èíà çà íåãîâîòî
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êîíñòðóèðàíå- ÷ðåç ñúáèðàíå íà äâà ñúñåäíè åëåìåíòà îò äàäåí ðåä, ñå
ïîëó÷àâà ñúîòâåòíèÿò åëåìåíò îò ñëåäâàùèÿ ðåä. Çàïèñàí âúâ âèä íà
ïðàâîúãúëåí òðèúãúëíèê, òîé èçãëåæäà òàêà:

C0
0

C0
1 C1

1

C0
2 C1

2 C2
2

C0
3 C1

3 C2
3 C3

3

. . . . . . . . . . . .

èëè êàòî ÷èñëåíè ñòîéíîñòè

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

Èìàìå, ÷å (n + 1)−âèÿò ðåä íà òðèúãúëíèêà íà Ïàñêàë äàâà áèíî-
ìèàëíèòå êîåôèöèåíòè çà ðàçâèòèå â n−òà ñòåïåí íà áèíîìà (a+ b)n. Â
ñèëà å ðàâåíñòâîòî

(a+ b)n =
n∑
k=0

Ckn.a
n−k.bk, (2.15)

êîåòî ñå íàðè÷à ôîðìóëà çà íþòîíîâ áèíîì. Â ðàçãúíàò âèä òÿ èçãëåæäà
òàêà:

(a+ b)n = C0
n.a

n +C1
n.a

n−1.b+C2
n.a

n−2.b2 + . . .+Ckn.a
n−k.bk + . . .+Cnn .b

n.

Îò ôîðìóëàòà (2.15) ïðè çàìÿíàòà íà b ñ −b ñå ïîëó÷àâà

(a− b)n =

n∑
k=0

(−1)kCkn.a
n−k.bk.

Åäíî îáîáùåíèå íà ôîðìóëàòà (2.15) ñå ÿâÿâà ñëåäíèÿò ðåçóëòàò: Çà
ïðîèçâîëíè x1, x2, . . . , xp è âñÿêà öÿëà ñòåïåí n ≥ 1 å â ñèëà ðàâåíñòâîòî

(x1 + x2 + . . .+ xp)
n =

∑
k1+k2+...+kp=n

n!

k1!k2! · · · kp!
xk11 .x

k2
2 . . . x

kp
p ,
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êúäåòî ñóìèðàíåòî ñå èçâúðøâà ïî âñè÷êè öåëè íåîòðèöàòåëíè
k1, k2, . . . , kp, òàêèâà ÷å k1 + k2 + . . .+ kp = n.

Êàòî ñå ïîñòàâè â (2.15) a = 1 è b = x, ñå ïîëó÷àâà

(1 + x)n =

n∑
k=0

Cknx
k. (2.16)

Ïîëàãàìå â (2.16) x = 1 è x = −1, è ñå ïîëó÷àâà

n∑
k=0

Ckn = 2n,
n∑
k=0

(−1)kCkn = 0. (2.17)

Çàäà÷à 2.23: Íàïèøåòå ôîðìóëàòà çà íþòîíîâèÿ áèíîì:

à) (1 + x)4; á) (a+ b)5; â) (x+ y)7; ã) (a− b)5; ä) (1− x)8.

Çàäà÷à 2.24: Äà ñå äîêàæàò ñëåäíèòå ðàâåíñòâà:

à)
n∑
k=1

kCkn = n2n−1; á)
n∑
k=1

(−1)kkCkn = 0;

â)
s∑

k=0

CsnC
s−k
m = Csm+n (s ≥ 1, m, n ≥ 1− äàäåíè öåëè ÷èñëà);

ã)
n∑
k=0

2k+1Ckn
k + 1

=
3n+1 − 1

n+ 1
; ä)

n∑
k=1

(−1)k+1Ckn
k + 1

=
n

n+ 1
.

Ðåøåíèå: 1) Â ñèëà ñà ñëåäíèòå ïðåäñòàâÿíèÿ

k.Ckn = k · n!

k!(n− k)!
=

n!

(k − 1)!(n− k)!

= n · (n− 1)!

(k − 1)![(n− 1)− (k − 1)]!
= n.Ck−1

n−1,

îòêúäåòî ñëåä ñóìèðàíå ñå ïîëó÷àâà

n∑
k=1

kCkn = n
n∑
k=1

Ck−1
n−1 = n

n−1∑
k=0

Ckn−1 = n.2n−1,

êàòî çà ïîëó÷àâàíå íà ïîñëåäíèÿ ðåçóëòàò å èçïîëçâàíî ïúðâîòî îò ðà-
âåíñòâàòà (2.17).
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á) Èçïîëçâàéòå ôàêòà, ÷å k.Ckn = n.Ck−1
n−1 è âòîðîòî îò ðàâåíñòâàòà

(2.17).
â) Íà ïðàêòèêà, Csm+n ïðåäñòàâëÿâà êîåôèöèåíòúò ïðåä x

s â áèíîì-
íîòî ðàçâèòèå íà (1 + x)m+n. Îò äðóãà ñòðàíà

(1 + x)m+n = (1 + x)m.(1 + x)n

=

n∑
k=0

Cknx
k.

m∑
l=0

C lmx
l =

n∑
k=0

m∑
l=0

CknC
l
mx

k+l.

Êîåôèöèåíòúò ïðåä xs ùå ñå ïîëó÷è êîãàòî k + l = s. Íî òîâà å
âúçìîæíî, êîãàòî k = 0, 1, . . . , s, à l = s−k. Ñëåäîâàòåëíî êîåôèöèåíòúò

ïðåä xs å òî÷íî
s∑

k=0

CknC
s−k
m . Ñëåä ïðèðàâíÿâàíå íà äâàòà êîåôèöèåíòà

ñå ïîëó÷àâà
s∑

k=0

CknC
s−k
m = Csm+n.

ã) Èçïîëçâàéòå ïðåäñòàâÿíèÿòà

Ckn
k + 1

=
1

k + 1
· n!

k!(n− k)!

=
1

n+ 1
· n!(n+ 1)

(k + 1)![(n+ 1)− (k + 1)]!
=

1

n+ 1
· Ck+1

n+1.

Çàäà÷à 2.25: Äà ñå èç÷èñëÿò ñëåäíèòå ñóìè:

à)
n∑
k=1

(k + 1)Ckn; á)
n∑
k=1

(k − 1)Ckn; â)
n∑
k=0

C2k
2n;

ã)
n∑
k=1

C2k−1
2n ; ä)

m∑
k=0

(−1)kCkn, m < n; å)
n∑
k=0

(−1)k
(
Ckn

)2
.

Ðåøåíèå: à) Èçïîëçâàéòå ðàâåíñòâoòo

n∑
k=1

(k + 1)Ckn =
n∑
k=1

k.Ckn +
n∑
k=1

Ckn,

çàäà÷à 2.24 è ïúðâîòî ðàâåíñòâî íà (2.17), çà äà ñå ïîëó÷è (n + 2)2n−1;

á) (n− 2)2n−1 + 1; â) Îò ðàâåíñòâîòî
2n∑
k=0

(−1)kCk2n = 0 ñå ïîëó÷àâà

C0
2n + C2

2n + . . .+ C2n
2n = C1

2n + C3
2n + . . .+ C2n−1

2n . (2.18)
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Ñúùî òàêà èìàìå, ÷å
2n∑
k=0

Ck2n = 22n. (2.19)

Îò (2.18) è (2.19) ñå ïîëó÷àâà

2n∑
k=0

C2k
2n =

2n∑
k=1

C2k−1
2n = 22n−1;

ã) 22n−1; ä) (−1)mCmn−1; å) (−1)mCm2m ïðè n = 2m, è 0 ïðè n = 2m+ 1.

Çàäà÷à 2.26: Äà ñå äîêàæå, ÷å çà ïðîèçâîëíè ðåàëíè ÷èñëà
a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî íà Êîøè-

Áóíÿêîâñêè-Øâàðö(
n∑
k=1

akbk

)2

≤

(
n∑
k=1

a2
k

)
.

(
n∑
k=1

b2k

)
. (2.20)

Ðàâåíñòâî â (2.20) ñå äîñòèãà òî÷íî êîãàòî, ñúùåñòâóâàò òàêèâà ÷èñëà
α è β, ÷å α2 + β2 6= 0 è ðàâåíñòâîòî αak + βbk = 0 å èçïúëíåíî çà âñÿêî
k = 1, 2, . . . , n.

Ðåøåíèå: Àêî a1 = a2 = . . . = an = 0, òî â (2.20) ñå äîñòèãà ðàâåí-
ñòâî. Íåêà ïîíå åäíî îò ÷èñëàòà a1, a2, . . . , an å ðàçëè÷íî îò íóëà, ò. å.
a2

1 + a2
2 + . . .+ a2

n > 0. Ðàçãëåæäàìå êâàäðàòíèÿò òðè÷ëåí îòíîñíî x

ax2 + 2bx+ c =
n∑
k=1

(ak.x+ bk)
2

=

[
n∑
k=1

a2
k

]
x2 + 2

[
n∑
k=1

akbk

]
x+

n∑
k=1

b2k,

è êúäåòî ñìå ïîëîæèëè

a =
n∑
k=1

a2
k, b =

n∑
k=1

akbk, c =
n∑
k=1

b2k.

Òúé êàòî çà âñÿêî k = 1, 2, . . . , n å èçïúëíåíî (ak.x + bk)
2 ≥ 0, òî

ax2 + 2bx + c ≥ 0 çà âñÿêî ðåàëíî x. Íî òîâà å âúçìîæíî òî÷íî êîãàòî,
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äèñêðèìèíàíòàòà íà òîçè êâàäðàòåí òðè÷ëåí å íåïîëîæèòåëíà, ò. å. b2 ≤
a.c, êîåòî íè äàâà íåðàâåíñòâîòî(

n∑
k=1

akbk

)2

≤

(
n∑
k=1

a2
k

)
.

(
n∑
k=1

b2k

)
.

Ùå èçÿñíèì, â êîè ñëó÷àè, â (2.20) ñå äîñòèãà ðàâåíñòâî? Àêî a = 0,
ò. å. àêî a1 = a2 = . . . = an = 0, òî ïîëàãàìå α = 1 è β = 0 (α2 + β2 6= 0),
è å èçïúëíåíî, ÷å αak + βbk = 0, çà k = 1, 2, . . . , n.

Íåêà ñåãà a 6= 0. Òúé êàòî äèñêðèìèíàíòàòà íà êâàäðàòíèÿ òðè÷ëåí
å 0, òî òîé èìà êîðåí è äà ãî îçíà÷èì ñ x0, ò. å.

ax2
0 + 2bx0 + c =

n∑
k=1

(ak.x0 + bk)
2 = 0.

Îò òóê ñëåäâà, ÷å ak.x0 + bk = 0, çà k = 1, 2, . . . , n. Ïîëàãàìå α = x0

è β = 1, è ïîëó÷àâàìå αak + βbk = 0, êúäåòî α2 + β2 6= 0, êàòî òîâà
ðàâåíñòâî å èçïúëíåíî çà âñÿêî k = 1, 2, . . . , n.

Çàäà÷à 2.27: Äà ñå äîêàæàò ðàâåíñòâàòà:

à)
n∑
k=0

sin(x+ ky) = sin
(
x+

n

2
y
)
·

sin n+1
2 x

sin y
2

;

á)
n∑
k=0

cos(x+ ky) = cos
(
x+

n

2
y
)
·

sin n+1
2 x

sin y
2

;

â)
n−1∑
k=1

pk sin kx =
p sinx− pn sinnx+ pn+1 sin(n− 1)x

1− 2p cosx+ p2
;

ã)
n−1∑
k=1

pk cos kx =
1− p cosx− pn cosnx+ pn+1 cos(n− 1)x

1− 2p cosx+ p2
.

Çàäà÷à 2.28: Äà ñå äîêàæàò ðàâåíñòâàòà:

à)
n∑
k=1

sin2 kx =
n

2
− cos(n+ 1)x. sinnx

2 sinx
;

á)
n∑
k=1

cos2 kx =
n

2
+

cos(n+ 1)x. sinnx

2 sinx
.
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Óïúòâàíå: Èçïîëçâàéòå ôîðìóëèòå

sin2 x =
1− cos 2x

2
, cos2 x =

1 + cos 2x

2
.

Çàäà÷à 2.29: Äà ñå äîêàæàò ðàâåíñòâàòà:

à)
n∑
k=1

k sin kx =
sin(n+ 1)x

4 sin2 x
2

−
(n+ 1) cos 2n+1

2 x

2 sin x
2

;

á)
n∑
k=1

k cos kx =
(n+ 1) sin 2n+1

2 x

2 sin x
2

− 1− cos(n+ 1)x

4 sin2 x
2

.

Óïúòâàíå: Èçïîëçâàéòå ôàêòà, ÷å (sin kx)′ = k. cos kx è (cos kx)′ =
−k. sin kx, êàêòî è çàäà÷à 2.16 à) è á). Òðÿáâà äà ñå íàìåðÿò ïðîèçâîäíèòå
ïî x íà äåñíèòå ñòðàíè íà öèòèðàíèòå ðàâåíñòâà.

Çàäà÷à 2.30: Äà ñå äîêàæàò ðàâåíñòâàòà:

à) sinnx = n cosn−1 x sinx− C3
n cosn−3 x sin3 x+ C5

n cosn−5 x sin5 x− . . . ;

á) cosnx = cosn x− C2
n cosn−2 x sin2 x+ C4

n cosn−4 x sin4 x− . . . .

Ðåøåíèå: Ùå èçïîëçâàìå ôîðìóëàòà íà Îéëåð: çà âñÿêî ðåàëíî t

eit = cos t+ i sin t.

Òîãàâà ñå ïîëó÷àâà, ÷å çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n

cosnx+ i sinnx = einx =
(
eix
)n

= (cosx+ i sinx)n

=
n∑
k=0

ik cosn−k x · sink x,

ò. å.

cosnx+ i sinnx =

n∑
k=0

ik cosn−k x · sink x. (2.21)

Èìàìå, ÷å i1 = i, i2 = −1, i3 = −i, i4 = 1, èçîáùî

ik =


1, àêî k ≡ 0(mod 4)
i, àêî k ≡ 1(mod 4)
−1, àêî k ≡ 2(mod 4)
−i, àêî k ≡ 3(mod 4).
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Ùå ïðèðàâíèì èìàãèíåðíèòå è ðåàëíèòå ÷àñòè íà ëÿâàòà è äÿñíàòà
ñòðàíà íà ðàâåíñòâîòî (2.21). Ùå èçïîëçâàìå ãîðíèòå ðàâåíñòâà çà äà
ñå èç÷èñëÿò ñòåïåíèòå ik. ßñíî å, ÷å àêî k å ÷åòíî ÷èñëî, òî ik å ðåàëíî
÷èñëî, à àêî k å íå÷åòíî ÷èñëî, òî ik å èìàãèíåðíî ÷èñëî. Ïî òîçè íà÷èí
åäíîâðåìåííî ñå ïîëó÷àâàò äâåòå ðàâåíñòâà â óñëîâèåòî íà çàäà÷àòà.

Çàäà÷à 2.31: Äà ñå äîêàæàò ðàâåíñòâàòà:

à) sin2n x =
1

4n

n−1∑
k=0

2.(−1)n−k.Ck2n. cos 2(n− k)x+
1

4n
Cn2n;

á) cos2n x =
1

4n

n−1∑
k=0

2.Ck2n. cos 2(n− k)x+
1

4n
Cn2n;

â) sin2n−1 x =
1

4n−1

n−1∑
k=0

(−1)n−1−k.Ck2n−1. sin(2n− 2k − 1)x;

ã) cos2n−1 x =
1

4n−1

n−1∑
k=0

Ck2n−1. cos(2n− 2k − 1)x.



3. ÁÅÇÊÐÀÉÍÈ ×ÈÑËÎÂÈ ÐÅÄÈÖÈ

3.1 ×èñëîâà ðåäèöà

3.1.1 Ïîíÿòèå çà ÷èñëîâà ðåäèöà

Äåôèíèöèÿ 3.1: Ùå êàçâàìå, ÷å å äåôèíèðàíà åäíà ðåäèöà îò ðåàëíè

÷èñëà

x1, x2, . . . , xn, . . . , (3.1)

àêî íà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n å ñúïîñòàâåíî åäíî ðåàëíî ÷èñëî xn.

×èñëîòî x1 ñå íàðè÷à ïúðâè ÷ëåí, x2- âòîðè ÷ëåí, x3-òðåòè ÷ëåí,
. . . , xn-îáù (n-òè) ÷ëåí íà ÷èñëîâàòà ðåäèöàòà. Èíäåêñúò n ñå íàðè÷à
ïîðåäåí íîìåð (èëè íàêðàòêî íîìåð) íà ÷ëåíà xn.

Äà áúäå çàäàäåíà ðåäèöàòà (3.1), òîâà îçíà÷àâà äà áúäå çàäàäåíî
ïðàâèëîòî, ñ ïîìîùòà íà êîåòî ìîæå äà ñå îïðåäåëè ñòîéíîñòòà íà âñåêè
÷ëåí xn îò ðåäèöàòà, êàòî çíàåì íåãîâèÿ ïîðåäåí íîìåð n.

Îáùèÿò ÷ëåí xn íà ðåäèöàòà (3.1) ñå ÿâÿâà ôóíêöèÿ íà åñòåñòâåíèÿ
àðãóìåíò n ò. å.

xn = f(n).

Êàòî äàâàìå ðàçëè÷íè ñòîéíîñòè íà n = 1, 2, . . . ïîëó÷àâàìå ðåäèöà
îò ñòîéíîñòèòå íà òàçè ôóíêöèÿ

f(1), f(2), . . . , f(n), . . . .

Îáèêíîâåíî çà ðåäèöèòå ùå èçïîëçâàìå îçíà÷åíèåòî {xn}∞n=1, èëè
ñàìî íàêðàòêî {xn}.

Àêî ðåäèöàòà {xn} ñå äåôèíèðà ÷ðåç ïðàâèëîòî xn =
1

n
, òî òÿ ïðåä-

ñòàâëÿâà ÷èñëîâîòî ìíîæåñòâî

1,
1

2
,
1

3
, . . . ,

1

n
, . . . .

Ñëåäâàùèòå ïðèìåðè ïîêàçâàò ñòîéíîñòèòå íà íÿêîè êîíêðåòíî çà-
äàäåíè ðåäèöè:

{xn} = {(−1)n}, èëè âñå åäíî {−1, 1,−1, 1, . . .};
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{xn} =
{

sin
(π

2
n
)}

, èëè âñå åäíî {1, 0,−1, 0, 1, . . .};

{xn} = {(−1)nn}, èëè âñå åäíî {−1, 2,−3, 4, . . .};

Àêî

xn =

{
1, n− íå÷åòíî
0, n− ÷åòíî,

òî ðåäèöàòà {xn} èìà âèäà {1, 0, 1, 0, . . .}.
Åäíà ðåäèöà ìîæå äà áúäå çàäàäåíà è ÷ðåç ðåêóðåíòíà çàâèñèìîñò.

Íåêà äà ïîëîæèì x1 = 0, x1 = 1 è çà n = 1, 2, . . . ñå ïîëîæè xn+2 =
xn + xn, ò. å. êàòî ïðåäïîëàãàìå, ÷å âñåêè ÷ëåí íà ðåäèöàòà, çàïî÷âàéêè
îò òðåòèÿ å ðàâåí íà ñóìàòà îò ïðåäøåñòâàùè ãî ÷ëåíîâå, ïîëó÷àâàìå
ìíîæåñòâîòî {0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, . . .}. Òàçè ðåäèöà å èçâåñòíà ïîä èìåòî
ðåäèöà íà Ôèáîíà÷è.

3.1.2 Îãðàíè÷åíè è íåîãðàíè÷åíè ðåäèöè

Äåôèíèöèÿ 3.2: Ðåäèöàòà {xn} ñå íàðè÷à îãðàíè÷åíà îòãîðå (îòäî-

ëó), àêî ñúùåñòâóâà ðåàëíî ÷èñëî M (ðåàëíî ÷èñëî m), òàêîâà, ÷å âñåêè
÷ëåí íà ðåäèöàòà xn äà óäîâëåòâîðÿâà íåðàâåíñòâîòî

xn ≤M, (xn ≥ m).

Ðåäèöà {xn}, êîÿòî å îãðàíè÷åíà è îòãîðå è îòäîëó, ñå íàðè÷à îãðàíè-

÷åíà îò äâåòå ñòðàíè, èëè ïðîñòî îãðàíè÷åíà ðåäèöà.

ßñíî å, ÷å åäíà ðåäèöà {xn} å îãðàíè÷åíà ðåäèöà, àêî ñúùåñòâóâàò
òàêèâà äâå ðåàëíè ÷èñëà m è M , ÷å âñåêè ÷ëåí xn íà ðåäèöàòà äà óäîâ-
ëåòâîðÿâà íåðàâåíñòâàòà

m ≤ xn ≤M. (3.2)

Àêî ðåäèöàòà {xn} å îãðàíè÷åíà è A = max(|m|, |M |), òî ÷ëåíîâåòå
xn íà ðåäèöàòà óäîâëåòâîðÿâàò íåðàâåíñòâîòî |xn| ≤ A. Ãåîìåòðè÷íî
òîâà îçíà÷àâà, ÷å âñè÷êè ÷ëåíîâå íà ðåäèöàòà ïðèíàäëåæàò íà ñåãìåíòà
[−A,A].

Ðåäèöà, êîÿòî íå å îãðàíè÷åíà, ñå íàðè÷à íåîãðàíè÷åíà. Çà íåîãðàíè-
÷åíà ðåäèöà, çà âñÿêî A > 0, ìîæå äà ñå íàìåðÿò ÷ëåíîâå îò ðåäèöàòà,
êîèòî ëåæàò âúí îò èíòåðâàëà (−A,A).

Çàäà÷à 3.1: Äà ñå äîêàæå, ÷å ðåäèöàòà
{

n
n+1

}
å îãðàíè÷åíà ðåäèöà.
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Ðåøåíèå: Ñúãëàñíî (3.2) òðÿáâà äà ñå íàìåðÿò äâå êîíñòàíòè m è
M , ÷å äà ñà èçïúëíåíè íåðàâåíñòâà

m ≤ n

n+ 1
≤M.

Ùå èçïîëçâàìå ôàêòà, ÷å çà äà ñå çàñèëè åäíà ïîëîæèòåëíà äðîá å
íåîáõîäèìî äà ñå çàñèëè ÷èñëèòåëÿ è íàìàëè çíàìåíàòåëÿ, è îáðàòíî,
çà äà ñå íàìàëè òàçè äðîá, òðÿáâà äà ñå íàìàëè ÷èñëèòåëÿ è çàñèëè
çíàìåíàòåëÿ. Ïî òîçè íà÷èí ñå ïîëó÷àâà, ÷å çà âñÿêî n ∈ N

n

n+ 1
≤ n

n
= 1,

è îùå, ÷å
n

n+ 1
≥ n

n+ n
=

n

2n
=

1

2
.

Â íàøàòà çàäà÷à ïîñî÷èõìå äâå ÷èñëà m =
1

2
è M = 1, òàêèâà ÷å çà

âñÿêî n ∈ N
m ≤ n

n+ 1
≤M,

ñëåäîâàòåëíî ðåäèöàòà
{

n
n+1

}
å îãðàíè÷åíà ðåäèöà.

Çàäà÷à 3.2: Äà ñå äîêàæå, ÷å:

à) Ðåäèöàòà {xn} = {n} å îãðàíè÷åíà îòäîëó, íî íå å îãðàíè÷åíà
îòãîðå;

á) Ðåäèöàòà {xn} = {−n} å îãðàíè÷åíà îòãîðå, íî íå å îãðàíè÷åíà
îòäîëó;

â) Ðåäèöàòà {xn} = {(−1)nn} íå å îãðàíè÷åíà íèòî îòäîëó, íèòî îò-
ãîðå;

ã) Ðåäèöàòà {xn} =

{
1

n

}
å îãðàíè÷åíà.

Çàäà÷à 3.3: Äà ñå äîêàæå îãðàíè÷åíîñòòà íà ðåäèöèòå:

à)

{
n+ 4

2n+ 3

}
; á)

{
n2 + 2n

3n2 + 1

}
; â)

{√
n2 + 1− n

}
;

ã)

{
n+ 100

n2 + 2

}
; ä)

{
n2 + 2

5n2 + 3n+ 1

}
;

å)
{ n
an

}
, a > 1 å ôèêñèðàíà ÷èñëî; æ)

{
2n

n!

}
;



3.2. Ãðàíèöà íà ÷èñëîâà ðåäèöà. Ñâîéñòâà è äåéñòâèÿ ñúñ ñõîäÿùè ðåäèöè 51

ç)
{√

n2 + (n− 1) sinn− n
}

; è)

{
an = 1 +

2

2
+

3

22
+ . . .+

n

2n−1

}
;

é)

an =

√
3 +

√
3 + . . .+

√
3 +
√

3︸ ︷︷ ︸
n−êîðåíà

 .

Ðåøåíèå: å) Ùå èçïîëçâàìå áèíîìíàòà ôîðìóëà, ÷å çà ïðîèçâîëíè
ðåàëíè u è v

(u− v)n =
n∑
k=0

(−1)k.Ckn.u
n−k.vk. (3.3)

Íåêà a > 1 å äàäåíî ðåàëíî ÷èñëî. Òîãàâà a−1 > 0 è êàòî ñå èçïîëçâà
(3.3) ñå ïîëó÷àâà

an = (1 + a− 1)n ≥ n(n− 1)

2
(a− 1)2 ≥ n2

4
(a− 1)2,

çà âñÿêî n ≥ 2. Ïî òîçè íà÷èí ñå íàìèðà, ÷å

n

an
≤ n

n2

4 (a− 1)2
=

4

n
· 1

(a− 1)2
≤ 4

(a− 1)2
.

Àêî n = 1 èìàìå, ÷å ïúðâèÿò ÷ëåí íà ðåäèöàòà å
1

a
. Òàêà ñå ïîëó÷è, ÷å

çà âñÿêî n ∈ N
0 <

n

an
≤ max

(
4

(a− 1)2
,

1

a

)
,

ò. å. ðåäèöàòà å îãðàíè÷åíà.
æ) Â ñèëà ñà ñëåäíèòå íåðàâåíñòâà

0 <
2n

n!
=

8

1.2.3
· 2 . . . 2

4 . . . n
<

4

3
·
(

1

2

)n−3

≤ 32

3
· 1

2
=

16

3
.

Îòíîâî èçïîëçâàìå íåðàâåíñòâàòà (3.2), îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å ðåäèöàòà
å îãðàíè÷åíà.

3.2 Ãðàíèöà íà ÷èñëîâà ðåäèöà. Ñâîéñòâà è äåéñòâèÿ ñúñ
ñõîäÿùè ðåäèöè

3.2.1 Ãðàíèöà íà ÷èñëîâà ðåäèöà.

Äåôèíèöèÿ 3.3: ×èñëîòî a ñå íàðè÷à ãðàíèöà íà ðåäèöàòà {xn}, àêî
çà âñÿêî ÷èñëî ε > 0, ñúùåñòâóâà òàêúâ íîìåð N = N(ε), çàâèñåù
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îò ε, ÷å çà âñÿêî n ≥ N ÷ëåíîâåòå íà òàçè ðåäèöà óäîâëåòâîðÿâàò

íåðàâåíñòâîòî

|xn − a| < ε. (3.4)

Çà äà èçðàçèì, ÷å a å ãðàíèöà íà ðåäèöàòà {xn} ùå èçïîëçâàìå îçíà-
÷åíèåòî

lim
n→∞

xn = a.

Â ñëó÷àé, ÷å èìà òàêîâà êðàéíî ÷èñëî a, óäîâëåòâîðÿâàùî èçáðîåíèòå
óñëîâèÿ, ðåäèöàòà {xn} ñå íàðè÷à ñõîäÿùà. Â ïðîòèâåí ñëó÷àé òÿ ñå
íàðè÷à ðàçõîäÿùà.

Îò îïðåäåëåíèåòî çà ãðàíèöà íà ðåäèöà íåïîñðåäñòâåíî ñëåäâà, ÷å
ïðè ïðåìàõâàíå, ïðèáàâÿíå, èëè ðàçìåñòâàíå íà êðàåí áðîé ÷ëåíîâå íà
äàäåíà ðåäèöà, ñå ïîëó÷àâà íîâà ðåäèöà, ïðèòåæàâàùà ñëåäíîòî ñâîéñò-
âî: àêî å ñõîäÿùà åäíà îò òÿõ, òî è äðóãàòà å ñõîäÿùà è òåõíèòå ãðàíèöè
ñà ðàâíè.

Íåðàâåíñòâîòî (3.4) å åêâèâàëåíòíî íà íåðàâåíñòâàòà

−ε < xn − a < ε,

èëè
a− ε < xn < a+ ε,

ò. å.
xn ∈ (a− ε, a+ ε).

Èíòåðâàëúò (a− ε, a+ ε) ñå íàðè÷à ε-îêîëíîñò íà òî÷êàòà a.
Òîãàâà, îïðåäåëåíèåòî çà ãðàíèöà íà ðåäèöà ìîæå äà ñå èçðàçè òàêà:

÷èñëîòî a ñå íàðè÷à ãðàíèöà íà ðåäèöàòà {xn}, àêî íà âñÿêî ïîëîæèòåëíî
÷èñëî ε > 0, ìîæå äà ñå ñúïîñòàâè òàêîâà ÷èñëî N, çàâèñåùî îò ε, ÷å
âñè÷êè ÷èñëà xn ñ íîìåð n ≥ N ïðèíàäëåæàò íà ε-îêîëíîñò íà òî÷êàòà
a, ò. å. xn ∈ (a− ε, a+ ε) ïðè n ≥ N.

Ôàêòúò, ÷å xn → a ìîæå äà ñå èçðàçè è òàêà: àêî (a − ε, a + ε) å
ïðîèçâîëíà ε−îêîëíîñò íà òî÷êàòà a, òî âñè÷êè òî÷êè xn, çàïî÷âàéêè
îò èçâåñòåí íîìåð N , ïðèíàäëåæàò íà òàçè îêîëíîñò. Ùî ñå îòíàñÿ çà
òî÷êèòå xn ñ èíäåêñè n < N , òî òå ìîãàò äà ïðèíàäëåæàò, à ìîãàò è
äà íå ïðèíàäëåæàò íà (a − ε, a + ε). Ïî òàêúâ íà÷èí, àêî âúí îò òîçè
èíòåðâàë èìà òî÷êè xn, òî òå ñà êðàåí áðîé.

Íåêà {xn} è {yn} ñà äâå ðåäèöè. Ïî îïðåäåëåíèå ïîä ñóìà, ðàçëèêà,
ïðîèçâåäåíèå è ÷àñòíî íà òåçè ðåäèöè ùå ðàçáèðàìå ñúîòâåòíî ðåäèöèòå

{xn + yn}, {xn− yn}, {xn.yn} è
{
xn
yn

}
. Â ñëó÷àé íà ÷àñòíî ñå ïðåäïîëàãà,

÷å yn 6= 0 çà âñÿêî n ∈ N.
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Òåîðåìà 3.1: Àêî ñúùåñòâóâàò ãðàíèöèòå lim
n→∞

xn è lim
n→∞

yn, òî

lim
n→∞

(xn ± yn) = lim
n→∞

xn ± lim
n→∞

yn,

lim
n→∞

(xn.yn) = lim
n→∞

xn. lim
n→∞

yn.

Àêî yn 6= 0 çà âñÿêî n è lim
n→∞

yn 6= 0, òî

lim
n→∞

xn
yn

=
lim
n→∞

xn

lim
n→∞

yn
.

Çà ïðîèçâîëíî ðåàëíî ÷èñëî x, ôóíêöèÿòà [x], êîÿòî ñå ÷åòå ñêîáêà
õèêñ, ñå äåôèíèðà êàòî

[x] = max
m∈Z
{m ≤ x}

è îçíà÷àâà öÿëàòà ÷àñò íà ÷èñëîòî x. Î÷åâèäíè ñà íåðàâåíñòâàòà

[x] ≤ x < [x] + 1.

Çàäà÷à 3.4: Äà ñå äîêàæå, ÷å

lim
n→∞

1

n
= 0.

Ðåøåíèå: Íåðàâåíñòâîòî

∣∣∣∣ 1n
∣∣∣∣ < ε, ò. å.

1

n
< ε ùå áúäå èçïúëíåíî çà

âñÿêî n ≥ N, àêî íîìåðúò N ñå èçáåðå N =

[
1

ε

]
+ 1. Äåéñòâèòåëíî, çà

òåçè n, çà êîèòî n ≥ N ñà èçïúëíåíè íåðàâåíñòâàòà

n ≥ N =

[
1

ε

]
+ 1 >

1

ε
,

ò. å.

∣∣∣∣ 1n
∣∣∣∣ < ε. Â òîçè ñëó÷àé, ÷èñëîòî a = 0 óäîâëåòâîðÿâà Äåôèíèöèÿ

3.3 è ñëåäîâàòåëíî lim
n→∞

1

n
= 0.

Çàäà÷à 3.5: Äà ñå äîêàæå, ÷å:

à) lim
n→∞

n+ 1

n
= 1; á) lim

n→∞

2n2 + n+ 2

n2 + 1
= 2;
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â) lim
n→∞

a0n
k + a1n

k−1 + . . .+ ak
b0nk + b1nk−1 + . . .+ bk

=
a0

b0
; ã) lim

n→∞

n+ 10

n2 + 2
= 0;

ä) lim
n→∞

a0n
k + a1n

k−1 + . . .+ ak
b0nl + b1nl−1 + . . .+ bl

= 0, ïðè k < l.

Ðåøåíèå: á) Çà äà íàìåðèì lim
n→∞

2n2 + n+ 2

n2 + 1
îò ÷èñëèòåëÿ è çíàìå-

íàòåëÿ ùå èçíåñåì n, ïîâäèãíàò íà íàé-âèñîêà ñòåïåí, â ñëó÷àÿ n2. Ùå
èçïîëçâàìå Òåîðåìà 3.1 è ïîñëåäîâàòåëíî ñå ïîëó÷àâà

lim
n→∞

2n2 + n+ 2

n2 + 1
= lim

n→∞

n2
(
2 + 1

n + 2
n2

)
n2
(
1 + 1

n2

)
=

lim
n→∞

2 + lim
n→∞

1

n
+ lim
n→∞

2

n2

lim
n→∞

1 + lim
n→∞

1

n2

=
2 + 0 + 0

1 + 0
= 2.

3.2.2 Áåçêðàéíî ìàëêè è áåçêðàéíî ãîëåìè ðåäèöè

Îñîáåíà ðîëÿ â ìàòåìàòèêàòà è íåéíèòå ïðèëîæåíèÿ èãðàÿò òåçè
ïðîìåíëèâè âåëè÷èíè, êîèòî èìàò çà ñâîÿ ãðàíèöà ÷èñëîòî íóëà.

Äåôèíèöèÿ 3.4: Ðåäèöàòà {αn} ñå íàðè÷à áåçêðàéíî ìàëêà, àêî

lim
n→∞

αn = 0.

Ïî òàêúâ íà÷èí, àêî {αn} å áåçêðàéíî ìàëêà, òî çà âñÿêî ε > 0,
ñúùåñòâóâà íîìåð N = N(ε), òàêúâ ÷å |αn| < ε, ùîì n ≥ N.

Ðåäèöàòà

{
1

n

}
å áåçêðàéíî ìàëêà, èçîáùî âñÿêà ðåäèöà îò âèäà{

1

nc

}
, êúäåòî c > 0 å áåçêðàéíî ìàëêà.

Çàäà÷à 3.6: Äà ñå äîêàæå, ÷å çà äà ïðèòåæàâà ðåäèöàòà {xn} ãðàíèöà a
å íåîáõîäèìî è äîñòàòú÷íî äà èìàìå xn = a+αn, êúäåòî {αn} å áåçêðàéíî
ìàëêà ðåäèöà.

Òåîðåìà 3.2: Àëãåáðè÷íà ñóìà îò êðàåí áðîé áåçêðàéíî ìàëêè ðåäèöè

å áåçêðàéíî ìàëêà ðåäèöà.

Òåîðåìà 3.3: Ïðîèçâåäåíèåòî íà áåçêðàéíî ìàëêà ðåäèöà è îãðàíè÷åíà

ðåäèöà å áåçêðàéíî ìàëêà ðåäèöà.
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Îòáåëÿçâàìå ôàêòà, ÷å ÷àñòíîòî íà äâå áåçêðàéíî ìàëêè ðåäèöè, â
íàé-îáùèÿ ñëó÷àé, ìîæå äà èìà òâúðäå ðàçíîîáðàçíî ïîâåäåíèå.

Äåôèíèöèÿ 3.5: Ðåäèöàòà {βn} ñå íàðè÷à áåçêðàéíî ãîëÿìà, àêî çà

âñÿêî A > 0, ñúùåñòâóâà ÷èñëî N = N(A), òàêîâà ÷å |βn| > A, ùîì
n ≥ N.

Òîçè ôàêò ñå çàïèñâà òàêà:

lim
n→∞

βn =∞, (3.5)

ïðè òîâà ñå êàçâà, ÷å βn êëîíè (äèâåðãèðà) êúì áåçêðàéíîñò. Êîãàòî åäíà
ðåäèöà äèâåðãèðà êúì ïëþñ èëè ìèíóñ áåçêðàéíîñò, òÿ å ðàçõîäÿùà.

Àêî áåçêðàéíî ãîëÿìà ðåäèöà {βn}, çàïî÷âàéêè îò íÿêàêúâ íîìåð N,
ïðèåìà ñàìî ïîëîæèòåëíè, èëè ñàìî îòðèöàòåëíè ñòîéíîñòè, òî ïèøåì
ñúîòâåòíî

lim
n→∞

βn = +∞, (3.6)

lim
n→∞

βn = −∞, (3.7)

Ïî òàêúâ íà÷èí îò (3.6), êàêòî è îò (3.7) ñëåäâà (3.5).
Ðàçãëåæäàìå ïðèìåðèòå:

βn = n3, lim
n→∞

βn = +∞; βn = −n, lim
n→∞

βn = −∞.

Òåîðåìà 3.4: Àêî ðåäèöàòà {αn} å áåçêðàéíî ìàëêà è âñè÷êè íåéíè

÷ëåíîâå ñà ðàçëè÷íè îò íóëà, òî ðåäèöàòà {xn} =
{

1
αn

}
å áåçêðàéíî

ãîëÿìà, è îáðàòíî, àêî ðåäèöàòà {xn}, xn 6= 0 å áåçêðàéíî ãîëÿìà, òî

ðåäèöàòà
{

1
xn

}
å áåçêðàéíî ìàëêà.

Ðåäèöàòà ñ îáù ÷ëåí xn =
√
n+ 1 +

√
n → +∞, ïðè n → ∞, ò. å.

òÿ å áåçêðàéíî ãîëÿìà ðåäèöà. Òîãàâà äà îáðàçóâàìå ðåäèöà ñ îáù ÷ëåí

αn =
1√

n+ 1 +
√
n
. Î÷åâèäíî αn → 0, ïðè n → ∞, è òîâà å áåçêðàéíî

ìàëêà ðåäèöà.

3.2.3 Íåîïðåäåëåíè èçðàçè

1) Íåêà lim
n→∞

xn = 0 è lim
n→∞

yn = 0, (yn 6= 0 çà âñÿêî n).

Äà ðàçãëåäàìå ðåäèöàòà

{
xn
yn

}
. Çà ãðàíèöàòà íà òàçè ðåäèöà ïðåä-

âàðèòåëíî íèùî îïðåäåëåíî íå ìîæå äà ñå êàæå, êàêòî ïîêàçâàò è ñëåä-
âàùèòå íÿêîëêî ïðèìåðà:
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Àêî xn =
1

n
, yn =

1

n2
, òî

xn
yn

= n→∞ ïðè n→∞.

Àêî xn =
1

n2
, yn =

1

n
, òî

xn
yn

=
1

n
→ 0 ïðè n→∞.

Àêî xn =
a

n
, yn =

1

n
, òî

xn
yn

= a→ a ïðè n→∞.

Àêî xn =
(−1)n

n
, yn =

1

n
, òî

xn
yn

= (−1)n è ðåäèöàòà

{
xn
yn

}
â òîçè

ñëó÷àé íå ïðèòåæàâà ãðàíèöà.

Çà íàìèðàíå íà ãðàíèöàòà íà ðåäèöàòà

{
xn
yn

}
íå å äîñòàòú÷íî äà çíà-

åì, ÷å xn → 0 è yn → 0. Íóæíè ñà äîïúëíèòåëíè ñâåäåíèÿ çà õàðàêòåðà
íà èçìåíåíèåòî íà xn è yn, òàêà ÷å çà âñåêè êîíêðåòåí ñëó÷àé ñå èçèñêâà
ñïåöèàëåí íà÷èí çà òúðñåíå íà ãðàíèöàòà.

Êàçâà ñå, ÷å èçðàçúò
xn
yn

ïðè xn → 0 è yn → 0 ïðåäñòàâëÿâà íåîïðå-

äåëåíîñò îò âèäà

[
0

0

]
.

2) Àêî xn →∞, yn →∞, òî èçðàçúò
xn
yn

ñúùî ïðåäñòàâëÿâà íåîïðå-

äåëåíîñò è ñå íàðè÷à íåîïðåäåëåíîñò îò âèäà
[∞
∞

]
.

3) Àêî xn → 0, yn → ∞, òî èçðàçúò xn.yn ñå íàðè÷à íåîïðåäåëåíîñò
îò âèäà [0.∞].

4) Àêî xn →∞, yn →∞, òî èçðàçúò xn−yn ñå íàðè÷à íåîïðåäåëåíîñò
îò âèäà [∞−∞].

Äà ñå ðàçêðèå ñúîòâåòíàòà íåîïðåäåëåíîñò, îçíà÷àâà äà ñå íàìåðè
ãðàíèöàòà (àêî ñúùåñòâóâà) íà ñúîòâåòíèÿ èçðàç.

Çàäà÷à 3.7: Äà ñå äîêàæå, ÷å ðåäèöàòà ñ îáù ÷ëåí

xn =
n3 + 2n+ 1

4n2 + n+ 1

äèâåðãèðà êúì ïëþñ áåçêðàéíîñò.

Ðåøåíèå:Ùå íàïðàâèì ñëåäíèòå ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îáùèÿ ÷ëåí íà
ðåäèöàòà

xn =
n3 + 2n+ 1

4n2 + n+ 1
=
n3
(
1 + 2

n2 + 1
n3

)
n2
(
4 + 1

n + 1
n2

)
= n ·

1 + 2
n2 + 1

n3

4 + 1
n + 1

n2

> n · 1

4 + 1 + 1
=
n

6
.
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Íåêà A > 0 äà áúäå ïðîèçâîëíî ðåàëíî ÷èñëî. Ùå íàïðàâèì àíàëèç

íà íåðàâåíñòâîòî
n

6
> A. Íåêà äà ïîñî÷èì íîìåð N = [6A] + 1. Çà òåçè

n > N ñà èçïúëíåíè íåðàâåíñòâàòà

n > N = [6A] + 1 > 6A, ò. å.
n

6
> A.

Îêîí÷àòåëíî, çà ïðîèçâîëíî A > 0, ïîñî÷âàìå N = [6A] + 1, ÷å çà
âñÿêî n > N å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî xn > A, ò. å. ðåäèöàòà äèâåðãèðà
êúì +∞.

Çàäà÷à 3.8: Äà ñå äîêàæå, ÷å ðåäèöàòà ñ îáù ÷ëåí xn äèâåðãèðà êúì
+∞, èëè −∞, àêî:

à) xn =
3n2 + 1

4n+ 3
; á) xn =

4n3 + 3n+ 1

n2 + 2n+ 1
;

â) xn =
−3n2 + 2n− 1

2n+ 1
; ã) xn =

5n3 + 3n2 − n+ 1

−2n2 + n+ 1
.

Çàäà÷à 3.9: Äà ñå äîêàæå, ÷å îò lim
n→∞

|xn| = ∞ è xn 6= 0, ñëåäâà, ÷å

lim
n→∞

1

xn
= 0.

Çàäà÷à 3.10: Äà ñå äîêàæå, ÷å îò lim
n→∞

|xn| = 0 è xn 6= 0, ñëåäâà, ÷å

lim
n→∞

1

|xn|
= ∞. Äà ñå ïîñî÷è ïðèìåð, êîãàòî lim

n→∞
xn = 0, xn 6= 0, íî

1

xn
íå äèâåðãèðà íèòî êúì ïëþñ áåçêðàéíîñò, íèòî êúì ìèíóñ áåçêðàéíîñò.

Çàäà÷à 3.11: Íåêà k è l ñà åñòåñòâåíè ÷èñëà, çà êîèòî k > l. Äà ñå
äîêàæå, ÷å

lim
n→∞

a0n
k + a1n

k−1 + . . .+ ak
b0nl + b1nl−1 + . . .+ bl

=

{
+∞, àêî a0b0 > 0
−∞, àêî a0b0 < 0.

3.2.4 Ãðàíèöè íà ðàöèîíàëíè ôóíêöèè íà n

Çàäà÷à 3.12: Äà ñå íàìåðÿò ãðàíèöèòå:

à) lim
n→∞

n+ 1

n
; á)

3n2 + 2n+ 6

n2 + 1
; â) lim

n→∞

n+ 2

n2 + 6
;

ã) lim
n→∞

n2 + 1

n+ 2
; ä) lim

n→∞

10n3 − 5n2 + 3n− 8

2n3 + 5n2 − n+ 4
;



58 3. Áåçêðàéíè ÷èñëîâè ðåäèöè

å) lim
n→∞

6n5 + 3n3 − 7n+ 13

3n5 − 6n3 + 14n+ 1
; æ) lim

n→∞

24n9 − 8

4n9 − 2
;

ç) lim
n→∞

22n22 + πn11 + 8n5 − 6n3 + π

7n22 + 13n5 − 2n3 + π2
; è) lim

n→∞

(
5n2

1− n2
+ 2

1
n − 4

n

)
;

é) lim
n→∞

2 + 3n− 4n2 + 3n3

4− 7n+ 14n2 + 5n3
; ê) lim

n→∞

3− 5n+ 14n2

n3 + 6n2 − 9
;

ë) lim
n→∞

n3 + 45n2 − 9

45n3 − 3n
; ì) lim

n→∞

a0n
k + a1n

k−1 + · · ·+ ak
b0nm + b1nm−1 + · · ·+ bm

, a0, b0 6= 0;

í) lim
n→∞

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

4n3
; î) lim

n→∞

(2n− 3)(2n− 4)(2n− 5)

8n2 − 16n+ 5
;

ï) lim
n→∞

(n− 1)(n− 2)(n− 3)(n− 4)(n− 5)

(2n− 1)5
;

ð) lim
n→∞

(2n− 3)20(3n− 2)30

(2n+ 4)50
; ñ) lim

n→∞

(n+ 3)! + (n+ 2)!

(n+ 3)!− (n+ 2)!
.

Îòãîâîðè: à) 1; á) 3; â) 0; ã) +∞; ä) 5; å) 2; æ) 6; ç) 22
7 ; è) −4; é) 3

5 ;
ê) 0; ë) 1

45 ; ì) a0
b0

ïðè k = m, 0 ïðè k < m, è ∞ ïðè k > m; í) 1
4 ; î) +∞;

ï) 1
32 ; ð)

(
3
2

)20
; ñ) 1.

Çàäà÷à 3.13: Äà ñå íàìåðÿò ãðàíèöèòå:

à) lim
n→∞

1 + 2 + 3 + . . .+ n

n2
; á) lim

n→∞

1 + 3 + 5 + . . .+ (2n− 1)

1 + 2 + 3 + . . .+ n
;

â) lim
n→∞

1 + 3 + 5 + . . .+ (2n− 1)√
n4 + n2 + 1

; ã) lim
n→∞

12 + 22 + 32 + . . .+ n2

n3
;

ä) lim
n→∞

[
1

1.2
+

1

2.3
+ . . .+

1

n.(n+ 1)

]
; å) lim

n→∞

n∑
k=1

1

k(k + 1)(k + 2)
;

æ) lim
n→∞

n∑
k=1

1

k(k + 1)(k + 2) · · · (k +m)
, (m ∈ N).

Ðåøåíèå: à) Èçðàçúò 1 + 2 + 3 + . . . + n ïðåäñòàâëÿâà ñóìàòà íà

ïúðâèòå n ÷ëåíà íà àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ. Îòã:
1

2
; á) Äîêàæåòå, ÷å çà

âñÿêî n ∈ N 1 + 3 + 5 + . . .+ (2n− 1) = n2. Îòã: 2; â) 1; ã) Äîêàæåòå, ÷å
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çà âñÿêî n ∈ N 12 + 22 + 32 + . . .+ n2 =
1

6
n(n+ 1)(2n+ 1). Îòã:

1

3
; ä) Çà

âñÿêî åñòåñòâåíî k å â ñèëà ðàâåíñòâîòî

1

k(k + 1)
=

1

k
− 1

k + 1
.

Êàòî ñå èçïîëçâà òîâà ðàâåíñòâî ñå ïîëó÷àâà

lim
n→∞

[
1

1.2
+

1

2.3
+ . . .+

1

n.(n+ 1)

]

= lim
n→∞

[
1

1
− 1

2
+

1

2
− 1

3
+

1

3
− 1

4
+ . . .+

1

n
− 1

n+ 1

]
= 1;

å) Çà âñÿêî åñòåñòâåíî k ùå èçïîëçâàìå ïðåäñòàâÿíåòî

1

k(k + 1)(k + 2)
=

1

2
· (k + 2)− k
k(k + 1)(k + 2)

=
1

2
·
[

1

k(k + 1)
− 1

(k + 1)(k + 2)

]
.

Òîãàâà, ñëåä ñóìèðàíå ñå ïîëó÷àâà

n∑
k=1

1

k(k + 1)(k + 2)
=

1

2
·

[
n∑
k=1

1

k(k + 1)
−

n∑
k=1

1

(k + 1)(k + 2)

]

=
1

2
·
[

1

1.2
− 1

(n+ 1)(n+ 2)

]
.

Òúðñåíàòà ãðàíèöà å
1

4
;

æ) Èçïîëçâàéòå ïðåäñòàâÿíåòî

1

k(k + 1)(k + 2) · · · (k +m)
=

1

m
· (k +m)− k
k(k + 1)(k + 2) · · · (k +m)

=
1

m
·
[

1

k(k + 1)(k + 2) · · · (k +m− 1)
− 1

(k + 1)(k + 2) · · · (k +m)

]
.

Ñëåä òîâà ñå ñóìèðà, çà äà ñå ïîëó÷è, ÷å òúðñåíàòà ãðàíèöà å
1

m.m!
.

Çàäà÷à 3.14: Äà ñå íàìåðÿò ãðàíèöèòå:

à) lim
n→∞

n∑
k=1

1

(2k + 1)(2k + 3)
;
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á) lim
n→∞

n∑
k=1

1

(2k + 1)(2k + 3)(2k + 5)
;

â) lim
n→∞

n∑
k=1

1

(2k + 1)(2k + 3) . . . (2k + 2m+ 1)
, (m ∈ N).

Îòãîâîðè: à) 1
2 ; á) 1

12 ; â) 1
2m ·

1
1.3.5...(2m−1) .

Çàäà÷à 3.15: Äà ñå äîêàæå, ÷å:

à) lim
n→∞

n∏
k=2

(
1− 1

k2

)
=

1

2
; á) lim

n→∞

n∏
k=1

k3 − 1

k3 + 1
=

2

3
;

â) lim
n→∞

n∏
k=2

(
1− 1

1 + 2 + . . .+ k

)
=

1

3
.

3.2.5 Ãðàíèöè íà ðàöèîíàëíè ôóíêöèè íà an

Çàäà÷à 3.16: Äà ñå íàìåðÿò ãðàíèöèòå:

à) lim
n→∞

a2
n − 5an + 6

a2
n − 7an + 10

, àêî lim
n→∞

an = 2, an 6= 2, 5;

á) lim
n→∞

a2
n − 6an + 8

a2
n − 5an + 4

, àêî lim
n→∞

an = 4, an 6= 1, 4;

â) lim
n→∞

a4
n + 2a2

n − 3

a2
n − 3an + 2

, àêî lim
n→∞

an = 1, an 6= 1, 2;

ã) lim
n→∞

3a4
n − 4a3

n + 1

(an − 1)2
, àêî lim

n→∞
an = 1, an 6= 1;

ä) lim
n→∞

akn − 1

an − 1
, àêî lim

n→∞
an = 1, an 6= 1, k ∈ N;

å) lim
n→∞

akn − 1

aln − 1
, àêî lim

n→∞
an = 1, k, l ∈ N,

è an 6= 1, çà íå÷åòíî l, |an| 6= 1 çà ÷åòíî l;

æ) lim
n→∞

(
1

1− an
− 3

1− a3
n

)
, àêî lim

n→∞
an = 1, an 6= 1;

ç) lim
n→∞

(
k

1− akn
− l

1− aln

)
, àêî lim

n→∞
an = 1, k, l ∈ N, è an 6= 1, çà

íå÷åòíè k è l, |an| 6= 1, êîãàòî íÿêîå îò ÷èñëàòà k è l å ÷åòíî.
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Ðåøåíèå: à) Èçïîëçâàéòå î÷åâèäíèòå ïðåäñòàâÿíèÿ, ÷å a2
n−5an+6 =

(an − 2)(an − 3) è a2
n − 7an + 10 = (an − 2)(an − 5), çà äà ñå ïîëó÷è, ÷å

ãðàíèöàòà å 1
3 ; á) 2

3 ; â) −8; ã) 6; ä) k; å) k
l ; æ) −1; ç) k−l

2 .

3.2.6 Ãðàíèöè íà èðàöèîíàëíè ôóíêöèè íà n

Çàäà÷à 3.17: Äà ñå äîêàæå, ÷å îò lim
n→∞

an = a ñëåäâàò ðàâåíñòâàòà:

à) lim
n→∞

√
an =

√
a; á) lim

n→∞
k
√
an = k

√
a,

âèíàãè êîãàòî êîðåíèòå ñúùåñòâóâàò.

Óïúòâàíå: Èçïîëçâàéòå, ÷å çà âñåêè äâå íåîòðèöàòåëíè ðåàëíè a è
b, êîèòî íå ñà åäíîâðåìåííî ðàâíè íà íóëà, å â ñèëà ðàâåíñòâîòî

√
a−
√
b =

a− b
√
a+
√
b
.

Çàäà÷à 3.18: Äà ñå íàìåðè ãðàíèöàòà

lim
n→∞

(√
n+ 1−

√
n
)
.

Ðåøåíèå: Àêî xn =
√
n+ 1 −

√
n, òî ïðè n → ∞ ñå ïîëó÷àâà íå-

îïðåäåëåíîñò îò âèäà [∞−∞]. Ùå ðàçêðèåì òàçè íåîïðåäåëåíîñò, êàòî
óìíîæèì è ðàçäåëèì íà (

√
n+ 1 +

√
n) 6= 0, ò. å. ïðàâÿò ñå ïðåîáðàçîâà-

íèÿòà

xn =
√
n+ 1−

√
n =

√
n+ 1−

√
n√

n+ 1 +
√
n

(√
n+ 1 +

√
n
)

=
1√

n+ 1 +
√
n
.

Ñëåäîâàòåëíî ñå ïîëó÷àâà, ÷å

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

(√
n+ 1−

√
n
)

= lim
n→∞

1√
n+ 1 +

√
n

= 0.

Çàäà÷à 3.19: Äà ñå íàìåðÿò ãðàíèöèòå:

à) lim
n→∞

(√
n2 + 1− n

)
; á) lim

n→∞

(√
n2 + 1−

√
n2 − 1

)
;

â) lim
n→∞

(√
n2 + 6n+ 5− n

)
; ã) lim

n→∞

(√
n2 + 5n+ 4−

√
n2 + n

)
;

ä) lim
n→∞

(√
3n+ 2−

√
n− 1

)
; å) lim

n→∞

(√
n2 + n+ 1−

√
n2 − n+ 1

)
;
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æ) lim
n→∞

(
3
√

1− 8n3 + 2n
)

; ç) lim
n→∞

(√
(n+ a)(n+ b)− n

)
;

è) lim
n→∞

(√
n2 + 1− n

)
n; é) lim

n→∞

(√
n+

√
n+
√
n−
√
n

)
;

ê) lim
n→∞

(√
2

4
√

2
8
√

2 . . .
2n
√

2
)
.

Îòãîâîðè: à) 0; á ) 0; â) 3; ã) 2; ä) +∞; å) 1; æ) 0; ç) a+b
2 ; è) 1

2 ; é) 2;
ê) e;

Çàäà÷à 3.20: Äà ñå íàìåðÿò ãðàíèöèòå:

à) lim
n→∞

√
9n2 − 16

3n− 2
; á) lim

n→∞

√
n2 + 3n+ 1√
n2 + 1 + n

; â) lim
n→∞

√
n2 + n−

√
n

n+ 3
√
n2 + 1

;

ã) lim
n→∞

24n+ 5
3
√

27n3 + 12n2 − 6
; ä) lim

n→∞

6n− 5

1 +
√
n2 + 3

; å) lim
n→∞

n
3
√
n3 + 9

;

æ) lim
n→∞

2n2 − 3n− 4√
n4 + 1

; ç) lim
n→∞

√
n√

n+
√
n+
√
n

;

è) lim
n→∞

(−2)n + 3n

(−2)n+1 + 3n+1
.

Îòãîâîðè: à) 1; á) 1
2 ; â) 1; ã) 8; ä) 6; å) 1; æ) 2; ç) 1; è) 1

3 .

3.2.7 Ãðàíèöè ñ qn

Çàäà÷à 3.21: Äà ñå äîêàæå, ÷å àêî |q| < 1, òî lim
n→∞

qn = 0.

Ðåøåíèå: Íåêà q 6= 0 è ε > 0 å ïðîèçâîëíî ðåàëíî ÷èñëî. Íåðàâåíñ-
òâîòî

|qn − 0| = |q|n < ε (3.8)

å èçïúëíåíî êîãàòî n lg |q| < lg ε. Ïîíåæå |q| < 1, òî lg |q| < 0. Ñúùî
òàêà, áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà ìîæå äà ñå ñìÿòà ε < 1, îòêúäåòî ñå
ïîëó÷àâà, ÷å lg ε < 0. Òàêà íåðàâåíñòâîòî n lg |q| < lg ε å åêâèâàëåíòíî

íà íåðàâåíñòâîòî n >
lg ε

lg |q|
. Ñåãà äà ïîñî÷èì N =

[
lg ε

lg |q|

]
+ 1. Òîãàâà çà

n ≥ N ñå ïîëó÷àâà, ÷å n >
lg ε

lg |q|
è íåðàâåíñòâîòî (3.8) å â ñèëà, êîåòî

ïîêàçâà, ÷å ïðè 0 < |q| < 1 lim
n→∞

qn = 0. Àêî q = 0, òî â òîçè ñëó÷àé

ñå ïîëó÷àâà ñòàöèîíàðíàòà ðåäèöà {0, 0, . . . , 0, . . .}, êîÿòî î÷åâèäíî èìà
ãðàíèöà íóëà.
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Çàäà÷à 3.22: Íåêà |q| < 1 è Sn =
n∑
k=0

aqn. Äà ñå äîêàæå, ÷å

lim
n→∞

Sn =
a

1− q
.

Ðåøåíèå: Êàòî ñå èçïîëçâà ôîðìóëàòà çà ñóìàòà íà ïúðâèòå n ÷ëåíà
íà ãåîìåòðè÷íàòà ïðîãðåñèÿ ñå ïîëó÷àâà

Sn =
n∑
k=0

aqn = a · 1− qn

1− q
=

a

1− q
− a

1− q
· qn.

Èçâúðøâàìå ãðàíè÷åí ïðåõîä â ãîðíîòî ðàâåíñòâîòî, èçïîëçâàìå çà-
äà÷à 3.21 è ñå ïîëó÷àâà

lim
n→∞

Sn =
a

1− q
.

Çàäà÷à 3.23: Äà ñå äîêàæå, ÷å:
à) àêî |q| < 1, òî lim

n→∞
nk.qn = 0, êúäåòî k å ïðîèçâîëíî åñòåñòâåíî

÷èñëî;
á) àêî q > 1, òî lim

n→∞
qn =∞;

â) àêî q > 1, òî lim
n→∞

qn

nk
= ∞, êúäåòî k å ïðîèçâîëíî åñòåñòâåíî

÷èñëî.

Ðåøåíèå: à) Ùå èçïîëçâàìå ñëåäíèÿò ðåçóëòàò: Àêî P å ïîëèíîì è
q > 1, òî ñúùåñòâóâà òàêîâà ÷èñëî N, ÷å çà âñÿêî åñòåñòâåíî n > N å
èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî qn > P (n).

Ñåãà ùå ðåøèì íàøàòà çàäà÷à. Àêî q = 0, òâúðäåíèåòî å î÷åâèäíî,

çàòîâà íåêà q 6= 0. Ïðè ïðîèçâîëíî ε > 0, îò ãîðíèÿò ðåçóëòàò ñ
1

|q|

âìåñòî q è P (x) =
xk

ε
ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà òàêîâà ÷èñëî N, ÷å çà âñÿêî

n > N å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî
1

|q|n
>
nk

ε
. Òîâà íåðàâåíñòâî å ðàâíîñèëíî

íà íåðàâåíñòâîòî |nkqn| < ε, îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å

lim
n→∞

nk.qn = 0.

Çàäà÷à 3.24: Äà ñå íàìåðÿò ãðàíèöèòå:

à) lim
n→∞

2n + 3n

4n
; á) lim

n→∞

1

kn

k∑
ν=1

νn (k ∈ N);
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â) lim
n→∞

2n+1 + 3n+1

2n + 3n
; ã) lim

n→∞

an

1 + an
(a ∈ R);

ä) lim
n→∞

an

1 + a2n
(a ∈ R); å) lim

n→∞

an − a−n

an + a−n
(a ∈ R);

æ) lim
n→∞

an

(1 + a)(1 + a2) . . . (1 + an)
(a ∈ R).

Ðåøåíèå: à) Ùå èçïîëçâàìå ñëåäíèòå ïðåîáðàçóâàíèÿ

lim
n→∞

2n + 3n

4n
= lim

n→∞

[(
2

4

)n
+

(
3

4

)n]
= lim

n→∞

(
2

4

)n
+ lim
n→∞

(
3

4

)n
= 0;

á) 1; â) 3; ã) 0 ïðè |a| < 1, 1 ïðè |a| > 1,
1

2
ïðè a = 1, è ïðè a = −1

ðåäèöàòà íå å äåôèíèðàíà; ä) 0 ïðè |a| 6= 1,
1

2
ïðè a = 1, ïðè a = −1

ðåäèöàòà å

{
−1

2
,
1

2
,−1

2
,
1

2
, . . .

}
è ñëåäîâàòåëíî å ðàçõîäÿùà; å) Ðåäèöàòà

íå å äåôèíèðàíà ïðè a = 0. Ïðè a 6= 0 îáùèÿò ÷ëåí ìîæå äà ñå çàïèøå

âúâ âèäà
a2n − 1

a2n + 1
, îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å ïðè |a| < 1 ãðàíèöàòà å −1, ïðè

|a| = 1 òÿ å 0, à ïðè |a| > 1 å 1; æ) 0 çà âñÿêî a 6= −1.

Çàäà÷à 3.25: Äà ñå íàìåðÿò ãðàíèöèòå:

à) lim
n→∞

n∑
k=1

kqk−1, |q| < 1; á) lim
n→∞

n∑
k=1

3k − 1

5k
;

â) lim
n→∞

n∏
k=0

(
1 + q2k

)
, |q| < 1.

Ðåøåíèå: à) Èçïîëçâàéòå ñëåäíèÿò ðåçóëòàò:

n∑
k=1

kxk−1 =
nxn+1 − (n+ 1)xn + 1

(1− x)2
, n ∈ N, x 6= 1,

çà äà ñå íàìåðè, ÷å òúðñåíàòà ãðàíèöà å
1

(1− q)2
; á) Îò à) ñëåäâà, ÷å

òúðñåíàòà ãðàíèöà å
11

16
; â) Óìíîæåòå ïðîèçâåäåíèåòî ñ 1− q, íàïðàâåòå

ïðåîáðàçóâàíèÿ çà äà ñå ïîëó÷è, ÷å òúðñåíàòà ãðàíèöà å
1

1− q
.
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3.3 Ñõîäèìîñò è íåðàâåíñòâà

Ñëåäâàùèòå äâà ðåçóëòàòà ùå áúäàò ìíîãî ïîëåçíè â íàøàòà ðàáîòà.

Òåîðåìà 3.5: Íåêà çà ðåäèöèòå {xn} è {yn} ñúùåñòâóâàò ãðàíèöèòå

lim
n→∞

xn è lim
n→∞

yn. Òîãàâà, àêî ñúùåñòâóâà íîìåð N, òàêúâ ÷å xn ≤ yn

ïðè n ≥ N, òî lim
n→∞

xn ≤ lim
n→∞

yn, ò. å. îïåðàòîðúò çà ãðàíèöà çàïàçâà

íåðàâåíñòâàòà ìåæäó îáùèòå ÷ëåíîâå íà ðåäèöèòå.

Òåîðåìà 3.6: (òåîðåìà çà òðèòå ðåäèöè) Íåêà çà ðåäèöèòå {xn} è

{yn} ñúùåñòâóâàò ãðàíèöèòå lim
n→∞

xn = lim
n→∞

yn = a. Íåêà çà ðåäèöàòà

{zn} ñúùåñòâóâà íîìåð N, òàêúâ ÷å xn ≤ zn ≤ yn, ïðè n ≥ N. Òîãàâà å
â ñèëà, ÷å ðåäèöàòà {zn} å ñõîäÿùà è å â ñèëà ðàâåíñòâîòî lim

n→∞
zn = a.

Çàäà÷à 3.26: Íåêà lim
n→∞

xn = 0 è xn ≥ −1 çà âñÿêî n, è p å åñòåñòâåíî

÷èñëî. Äà ñå äîêàæå, ÷å

lim
n→∞

p
√

1 + xn = 1.

Ðåøåíèå: Àêî xn ≥ 0, òî

1 ≤ p
√

1 + xn ≤
(
p
√

1 + xn
)p

= 1 + xn = 1 + |xn|,

à àêî −1 ≤ xn < 0, òî

1 ≥ p
√

1 + xn ≥
(
p
√

1 + xn
)p

= 1 + xn = 1− |xn|.

Îáåäèíÿâàìå òåçè ðåçóëòàòè, òàêà ÷å çà âñÿêî xn ≥ −1, ñå ïîëó÷àâà

1− |xn| ≤ p
√

1 + xn ≤ 1 + |xn|. (3.9)

Òúé êàòî lim
n→∞

xn = 0, òî lim
n→∞

|xn| = 0 è

lim
n→∞

(1− |xn|) = lim
n→∞

(1 + |xn|) = 1.

Îò òóê, êàòî ñå èçâúðøè ãðàíè÷åí ïðåõîä ïðè n→∞ â (3.9) è ñå èçïîë-
çâà Òåîðåìà 3.6 ñå ïîëó÷àâà, ÷å

lim
n→∞

p
√

1 + xn = 1.

Çàäà÷à 3.27: Äà ñå äîêàæå, ÷å çà âñÿêî ðåàëíî a > 0 å â ñèëà ðàâåíñò-
âîòî

lim
n→∞

n
√
a = 1.
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Ðåøåíèå: Íåêà å â ñèëà, ÷å a ≥ 1. Òîãàâà çà âñÿêî öÿëî ïîëîæèòåëíî
÷èñëî n å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî n

√
a = 1 + αn, êúäåòî αn ≥ 0. Îò íåðà-

âåíñòâîòî íà Áåðíóëè ñëåäâà, ÷å a = (1 + αn)n ≥ 1 + nαn, îòêúäåòî ñå

ïîëó÷àâà, ÷å 0 ≤ αn ≤
a− 1

n
. Åëåìåíòèòå íà ðåäèöàòà {αn} ñå íàìèðàò

ìåæäó åëåìåíòèòå íà äâå ðåäèöè, êîèòî èìàò çà ãðàíèöà 0. Ñúãëàñíî Òå-
îðåìà 3.6 ðåäèöàòà {αn} ñúùî èìà çà ãðàíèöà ÷èñëîòî 0. Ñëåäîâàòåëíî
ðåäèöàòà { n

√
a} ïðè a ≥ 1 å ñõîäÿùà è èìà çà ñâîÿ ãðàíèöà ÷èñëîòî 1.

Íåêà ñåãà å â ñèëà, ÷å 0 < a < 1. Ïîëàãàìå a =
1

b
, êúäåòî b > 1.

Òîãàâà ðåäèöàòà { n
√
b} å ñõîäÿùà è èìà çà ãðàíèöà ÷èñëîòî 1. Ïî òîçè

íà÷èí ñå ïîëó÷àâà, ÷å lim
n→∞

n
√
a = lim

n→∞

1
n
√
b

=
1

1
= 1.

Çàäà÷à 3.28: Äà ñå äîêàæå, ÷å

lim
n→∞

n
√
n = 1.

Ðåøåíèå: Îçíà÷àâàìå n
√
n− 1 = αn. Òîãàâà αn ≥ 0 è

n = (1 + αn)n ≥ n(n− 1)

2
· α2

n,

ïðè n ≥ 2. Òúé êàòî n − 1 ≥ n

2
ïðè n ≥ 2, òî n ≥ n2α2

n

4
, îòêúäåòî ñå

ïîëó÷àâà

0 ≤ αn ≤
2√
n
.

Èçâúðøâàìå ãðàíè÷åí ïðåõîä ïðè n→∞ â ãîðíèòå íåðàâåíñòâà è ñå
ïîëó÷àâà lim

n→∞
αn = 0. Îêîí÷àòåëíî ñå ïîëó÷àâà, ÷å

lim
n→∞

n
√
n = lim

n→∞
(1 + αn) = 1.

Â ñëåäâàùèòå òðè ïðèìåðà ùå áúäàò ñðàâíåíè ñêîðîñòèòå íà ðàñòåíå
íà ðåäèöèòå {n!}, {an}, {n} è {loga n}, êúäåòî a > 1.

Çàäà÷à 3.29: Äà ñå äîêàæå, ÷å çà âñÿêî a > 0

lim
n→∞

an

n!
= 0.

Ðåøåíèå: Íåêà N å öÿëî ïîëîæèòåëíî ÷èñëî ïî-ãîëÿìî îò a. Òîãàâà
çà âñÿêî n > N ùå èìàìå

an

n!
=
a

1
· a

2
· · · a

N
· a

N + 1
· · · a

n
=
an

N !
· a

N + 1
· · · a

n
.
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Íî ïðè n > N å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî

a

N + 1
· a

N + 2
· · · a

n
≤ a

N + 1
· a

N + 1
· · · a

N + 1
= qn−N ,

êúäåòî q =
a

N + 1
< 1. Íî ïðè q < 1 ðåäèöàòà {qn} èìà çà ãðàíèöà ÷èñëî-

òî 0. Òîãàâà, ñëåä èçâúðøâàíå íà ãðàíè÷åí ïðåõîä â ãîðíîòî íåðàâåíñòâî
ñå ïîëó÷àâà ñëåäíîòî:

0 ≤ lim
n→∞

an

n!
≤ lim

n→∞

a

N !
· qn−N = lim

n→∞

a

N !
· lim
n→∞

qn−N =
a

N !
· 0 = 0.

Ïðèëàãàéêè Òåîðåìà 3.6 ñòèãàìå äà èçâîäà, ÷å ðåäèöàòà

{
an

n!

}
å ñõîäÿùà

è èìà ãðàíèöà 0.

Çàäà÷à 3.30: Íåêà a > 1. Äà ñå äîêàæå, ÷å

lim
n→∞

n

an
= 0.

Ðåøåíèå: Òúé êàòî a− 1 > 0 èìàìå

an = (1 + a− 1)n ≥ n(n− 1)

2
· (a− 1)2 ≥ n2

4
· (a− 1)2,

çà âñè÷êè åñòåñòâåíè ÷èñëà n ≥ 2. Îò òóê ñëåäâà, ÷å

0 ≤ n

an
≤ 4

n(a− 1)2
.

Òúé êàòî lim
n→∞

4

n(a− 1)2
= 0, òî ñúãëàñíî ãîðíèòå íåðàâåíñòâà ñå

ïîëó÷àâà, ÷å

lim
n→∞

n

an
= 0.

Çàäà÷à 3.31: Íåêà a > 1. Äà ñå äîêàæå, ÷å

lim
n→∞

loga n

n
= 0.

Ðåøåíèå: Çà äà äîêàæåì ãîðíîòî ðàâåíñòâî ùå èçïîëçâàìå äåôè-
íèöèÿòà çà ãðàíèöà íà ðåäèöà è ðåçóëòàòà íà çàäà÷à 3.30. Íåêà ε > 0 äà
áúäå ïðîèçâîëíî ÷èñëî. Íåðàâåíñòâîòî

loga n

n
< ε
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å ðàâíîñèëíî íà íåðàâåíñòâîòî n < (aε)n. Òúé êàòî aε > a0 = 1, òî

ñúãëàñíî çàäà÷à 3.30 èìàìå, ÷å lim
n→∞

n

(aε)n
= 0, ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà

íîìåð N = N(ε), ÷å çà âñÿêî n ≥ N

n

(aε)n
< 1,

ò. å. n < aεn.Îòòóê ñå ïîëó÷àâà, ÷å çà âñÿêî n ≥ N å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî

0 ≤ loga n

n
< ε,

êîåòî îçíà÷àâà, ÷å

lim
n→∞

loga n

n
= 0.

Ïî òîçè íà÷èí, îò òðèòå ðåäèöè {an}, {n} è {loga n}, a > 1, ïúðâà-
òà ðåäèöà ðàñòå êúì áåçêðàéíîñò ìíîãî ïî-áúðçî îòêîëêîòî äðóãèòå, à
òðåòàòà- ïî-áàâíî îòêîëêîòî ïðåäõîäíèòå äâå ðåäèöè. Àêî â çàäà÷à 3.29
ñå ïîñòàâè a > 1, òî ðåäèöàòà {n!} èìà ïî-áúðçà ñêîðîñò íà êëîíåíå êúì
áåçêðàéíîñò, îòêîëêîòî ðåäèöàòà {an}.

Çàäà÷à 3.32: Íàìåðåòå ãðàíèöàòà

lim
n→∞

3
√
n2 sin(n!)

n+ 1
.

Ðåøåíèå: Ùå èçïîëçâàìå íåðàâåíñòâàòà

0 ≤

∣∣∣∣∣ 3
√
n2 sin(n!)

n+ 1

∣∣∣∣∣ ≤ 3
√
n2

n+ 1
=

n 3

√
1
n

n
(
1 + 1

n

) =

3

√
1
n

1 + 1
n

.

Èçâúðøâàìå ãðàíè÷åí ïðåõîä ïðè n → ∞ â ãîðíîòî íåðàâåíñòâî è ñå

ïîëó÷àâà ðàâåíñòâîòî lim
n→∞

3
√
n2 sin(n!)

n+ 1
= 0.

Çàäà÷à 3.33: Äà ñå íàìåðÿò ãðàíèöèòå:

à) lim
n→∞

(
2011

n

)n
; á) lim

n→∞

(a
n

)n
(a− ïðîèçâîëíî ÷èñëî);

â) lim
n→∞

(
2n+ 3

n2

)n
; ã) lim

n→∞

(
n+ 10

2n− 1

)n
.
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Ðåøåíèå: à) Íàé-íàïðåä ùå èçïîëçâàìå ôàêòà, ÷å lim
n→∞

2011

n
= 0.

Òîãàâà çà ïðîèçâîëíî ε, òàêîâà, ÷å 0 < ε < 1 ñúùåñòâóâà íîìåð N, ÷å çà

âñÿêî n ≥ N å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî
2011

n
< ε. Îò òóê ñå ïîëó÷àâà, ÷å

0 ≤
(

2011

n

)n
< εn.

Ñëåä òîâà, îò ε < 1 ñëåäâà, ÷å lim
n→∞

εn = 0. Ñëåä èçâúðøâàíå íà ãðàíè÷åí

ïðåõîä ïðè n→∞ â ãîðíîòî ðàâåíñòâî ñå ïîëó÷àâà, ÷å lim
n→∞

(
2011

n

)n
=

0; á) 0; â) Íàé-íàïðåä îò lim
n→∞

2n+ 3

n2
= 0, çà ïðîèçâîëíî 0 < ε < 1

ñúùåñòâóâà íîìåð N, ÷å çà âñÿêî n ≥ N

0 ≤
(

2n+ 3

n2

)n
< εn.

Òúðñåíàòà ãðàíèöà å 0; ã) 0.

Çàäà÷à 3.34: Äà ñå íàìåðÿò ãðàíèöèòå lim
n→∞

xn, àêî:

à) xn =

√
9 +

1

n
; á) xn =

(
8− 1

n2

)− 1
3

; â) xn = 3

√
n+ 0, 25

8n+ 1
;

ã) xn =
n√

n2 + 1
; ä) xn =

1√
n2 + 1

+
1√

n2 + 2
+ . . .+

1√
n2 + n+ 1

.

Îòãîâîðè: à) 3; á) 1
2 ; â) 1

2 ; ã) 1; ä) Èçïîëçâàéòå äâåòå íåðàâåíñòâà

n√
n2 + n+ 1

≤ xn ≤
n√

n2 + 1
,

çà äà ñå ïîëó÷è, ÷å ãðàíèöàòà å 1.

Çàäà÷à 3.35: Äà ñå íàìåðÿò ãðàíèöèòå lim
n→∞

xn, àêî xn å ðàâíî íà:

à) 3n
√

8; á) 2n
√

0, 5; â) n2
√

6; ã)
n
√

10− 2

1 + n
√

0, 01
;

ä) n

√
2 +

1

n
; å) n

√
5n+ 1

n+ 5
; æ) n

√
2n+ 5

n− 0, 5
; ç) n

√
3n + 2n;

è)
n
√

3− 1
n
√

9− 1
; é)

n
√

8− 1
n
√

2− 1
; ê) 4

n+2
n+1 ;

ë) (1 + 11n)
1

n+2 ; ì) a
1

n+p , a > 0, p > 0.
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Îòãîâîðè: à) 1; á) 1; â) 1; ã) −1
2 ; ä) 1; å) 1; æ) 1; ç) Èçïîëçâàéòå, ÷å

n
√

3n + 2n = 3 n

√
1 +

(
2
3

)n
, lim
n→∞

(
2

3

)n
= 0, çà äà ñå ïîëó÷è, ÷å òúðñåíàòà

ãðàíèöà å 3; è) Èçïîëçâàéòå ôàêòà, ÷å

n
√

3− 1
n
√

9− 1
=

n
√

3− 1

( n
√

3− 1)( n
√

3 + 1)
,

çà äà ñå ïîëó÷è, ÷å òúðñåíàòà ãðàíèöà å 1
2 ; é) 3; ê) 4; ë) 11; ì) 1.

Çàäà÷à 3.36: Äà ñå íàìåðÿò ãðàíèöèòå lim
n→∞

xn, àêî xn å ðàâíî íà:

à)
n
√
n2; á) n

√
5n; â) 2n

√
2n; ã) 4n

√
n;

ä) n2
√
n; å) n

√
n+ 3; æ)

1 + n
√

2

1 + n
√

2n
; ç) n

√
3n− 2;

è) n
√
n3 + 3n; é) n

√
2n2 − 5n+ 3

n5 + 1
.

Îòãîâîðè: à) 1; á) 1; â) 1; ã) 1; ä) 1; å) 1; æ) 1; ç) 1
2 ; è) 1; é) 1.

Çàäà÷à 3.37: Äà ñå äîêàæå, ÷å:

à) lim
n→∞

nk.qn = 0, êúäåòî |q| < 1, è k å åñòåñòâåíî ÷èñëî;

á) lim
n→∞

nk

an
= 0, êúäåòî |a| > 1, è k å åñòåñòâåíî ÷èñëî.

Ðåçóëòàòèòå íà ãîðíàòà çàäà÷à ñå èçïîëçâàò çà äà ñå íàìåðÿò ãðàíè-
öèòå â ñëåäâàùàòà çàäà÷à.

Çàäà÷à 3.38: Äà ñå íàìåðÿò ãðàíèöèòå lim
n→∞

xn, àêî xn å ðàâíî íà:

à)
n3 + 3n

n+ 3n+1
; á)

n10 − 1

1 + n.1, 1n
;

â) n
√

3n + n.2n; ã) n

√
n2 + 4n

n+ 5n
; ä) n

√
10

n
− 1

1, 2n
.

Îòãîâîðè: à) 1
3 ; á) 0; â) 3; ã) 4

5 ; ä) 1.

Çàäà÷à 3.39: Íåêà 0 < a < 1. Äà ñå äîêàæå, ÷å

lim
n→∞

loga n

n
= 0.
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Ñðàâíåòå òàçè çàäà÷à ñúñ çàäà÷à 3.31.

Çàäà÷à 3.40: Äà ñå íàìåðÿò ãðàíèöèòå lim
n→∞

xn, àêî xn å ðàâíî íà:

à)
n lg n

n2 − 1
; á)

5n+ lg n

n− 3, 5
;

â)
log2(n+ 3)

n− 1, 3
; ã)

log5(n2 + 1)

n
; ä)

n− lnn

log2(4n + 1)
.

Îòãîâîðè: à) 0; á) 5; â) 0; ã) 0; ä) 1
2 .

Çàäà÷à 3.41: Äà ñå äîêàæå, ÷å çà ïðîèçâîëíî a

lim
n→∞

an

n!
= 0.

Çàäà÷à 3.42: Äà ñå íàìåðÿò ãðàíèöèòå lim
n→∞

xn, àêî xn å ðàâíî íà:

à)
(−2)n

(n+ 2)!
; á)

1

(0, 3)n.n!
; â)

n.3n + 1

n! + 1
; ã)

4n + n2.2n − 1

n4 + (n!)2
;

ä)
10n + n!

2n + (n+ 1)!
; å)

(−3)n
2−n

(n3)!
; æ)

2
n
2 + (n+ 1)!

n(3n + n!)
.

Îòãîâîðè: à) 0; á) 0; â) 0; ã) 0; ä) 0; å) 0; æ) 1;

3.4 Ìîíîòîííè ðåäèöè. ×èñëîòî e

Äåôèíèöèÿ 3.6: Ðåäèöàòà {xn} ñå íàðè÷à íåíàìàëÿâàùà (íåðàñòÿ-
ùà), àêî çà âñÿêà n ∈ N å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî

xn ≤ xn+1 (xn ≥ xn+1).

Àêî ñà èçïúëíåíè ñòðîãèòå íåðàâåíñòâà xn < xn+1 (xn > xn+1), òî
ðåäèöàòà {xn} ñå íàðè÷à ñòðîãî ðàñòÿùà (ñòðîãî íàìàëÿâàùà), èëè ïðîñ-
òî ðàñòÿùà (íàìàëÿâàùà). Íåíàìàëÿâàùèòå, íåðàñòÿùèòå, ðàñòÿùèòå è
íàìàëÿâàùèòå ðåäèöè ñå íàðè÷àò ìîíîòîííè ðåäèöè.

Íàïðèìåð ðåäèöàòà

{
1

n
,

1

n

}
=

{
1, 1,

1

2
,
1

2
, ...,

1

n
,

1

n
, ...

}
å íåðàñòÿùà,

à ðåäèöàòà
{
n2
}

=
{

1, 4, 9, ..., n2, ...
}
å ðàñòÿùà.
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Òåîðåìà 3.7: Àêî ðåäèöàòà îò ðåàëíè ÷èñëà

x1, x2, ..., xn, ...

íå íàìàëÿâà (íå ðàñòå) è å îãðàíè÷åíà îòãîðå (îòäîëó) îò ÷èñëîòî M
(ñúîòâåòíî m), òî ñúùåñòâóâà ðåàëíî ÷èñëî a, íåíàäìèíàâàùî M (íå
ïî-ìàëêî îò m), òàêîâà, ÷å

lim
n→∞

xn = a ≤M
(

lim
n→∞

xn = a ≥ m
)
.

Òàçè òåîðåìà çà ñõîäèìîñò íà ìîíîòîííè ðåäèöè, ïðàêòè÷åñêè â ìíî-
ãî ñëó÷àè ïîçâîëÿâà äà ñå óñòàíîâè ñúùåñòâóâàíåòî íà ãðàíèöà íà ðåäè-
öà.

Äà ðàçãëåäàìå ðåäèöàòà

{xn} =

{(
1 +

1

n

)n}
Ùå äîêàæåì, ÷å òàçè ðåäèöà å ñõîäÿùà. Çà òàçè öåë ùå èçïîëçâàìå áè-
íîìíàòà ôîðìóëà íà Íþòîí, à èìåííî, ÷å çà ïðîèçâîëíè ðåàëíè a è b å
â ñèëà ðàâåíñòâîòî

(a+ b)n =
n∑
k=0

Ckna
n−kbk.

Ïðèëàãàéêè ãîðíàòà ôîðìóëà ñå ïîëó÷àâà:

xn =

(
1 +

1

n

)n
=

= 1 + n · 1

n
+
n(n− 1)

2!
· 1

n2
+ . . .+

n(n− 1) . . . (n− k + 1)

k!
· 1

nk
+ . . .

+
n(n− 1) . . . (n− n+ 1)

n!
. . .

1

nn

= 2 +
1

2!

(
1− 1

n

)
+ . . .+

1

k!

(
1− 1

n

)
. . .

(
1− k − 1

n

)
+ . . .

+
1

n!

(
1− 1

n

)
. . .

(
1− n− 1

n

)
. (3.10)

Ùå ïîêàæåì, ÷å ðåäèöàòà

{
xn =

(
1 +

1

n

)n}
å îãðàíè÷åíà îòãîðå

ðåäèöà. Îò ðàâåíñòâîòî (3.10) ñå ïîëó÷àâà ñëåäíàòà îöåíêà îòãîðå:

xn ≤ 2 +
1

2!
+ . . .+

1

k!
+ . . .+

1

n!
. (3.11)
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Çà âñÿêî öÿëî k ≥ 2 å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî k! = k(k − 1) . . . 2.1 ≥ 2k−1.
Îò ïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî è (3.11) ñå ïîëó÷àâà, ÷å

xn ≤ 2 +
1

2
+

1

22
+ . . .+

1

2k−1
+ . . .+

1

2n−1

< 2 +
1

2
+

1

22
+

1

23
+ . . . = 2 +

1

2
· 1

1− 1
2

= 3.

Î÷åâèäíî íåðàâåíñòâîòî xn < 3 å âÿðíî è â ñëó÷àÿ, êîãàòî n = 1. Ïî-
ëó÷èõìå, ÷å çà âñÿêî n ≥ 1 å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî xn < 3, ò. å. ðåäèöàòà
{xn} å îãðàíè÷à îòãîðå ðåäèöà.

Ñåãà ùå ïîêàæåì, ÷å ðåäèöàòà {xn} å ìîíîòîííî ðàñòÿùà. Îò ðàâåí-
ñòâîòî (3.10) ñå ïîëó÷àâà, ÷å

xn+1 = 2 +
1

2!

(
1− 1

n+ 1

)
+ . . .+

1

n!

(
1− 1

n+ 1

)
. . .

(
1− n− 1

n+ 1

)

+
1

(n+ 1)!

(
1− 1

n+ 1

)
. . .

(
1− n

n+ 1

)
. (3.12)

Êàòî ñå ñðàâíÿò èçðàçèòå âúâ ôîðìóëèòå (3.10) è (3.12) å ÿñíî, ÷å
âñÿêî åäíî ñúáèðàåìî îò ôîðìóëàòà (3.12) å ïî-ãîëÿìî îò ñúîòâåòíîòî
ñúáèðàåìî îò ôîðìóëàòà (3.10), è ôîðìóëàòà (3.12) èìà îùå åäíî ïî-

ëîæèòåëíî ñúáèðàåìî
1

(n+ 1)!

(
1− 1

n+ 1

)
. . .

(
1− n

n+ 1

)
. Ïî òîçè íà-

÷èí ñå ïîëó÷àâà, ÷å çà âñÿêî n ∈ N å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî xn < xn+1,
îòêúäåòî ðåäèöàòà {xn} å ìîíîòîííî ðàñòÿùà ðåäèöà.

Ñúãëàñíî Òåîðåìà 3.7 ñëåäâà, ÷å {xn} å ñõîäÿùà ðåäèöà. Äà îçíà÷èì

ãðàíèöàòà íà ðåäèöàòà

{(
1 +

1

n

)n}
ñ áóêâàòà e, ò. å.

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n
= e. (3.13)

×èñëîòî e çàïèñàíî ñ íÿêîëêî öèôðè ñëåä äåñåòè÷íàòà çàïåòàÿ å

e = 2, 7182818284 · · · .

Òîâà ÷èñëî èãðàå âàæíà ðîëÿ â ìàòåìàòèêàòà è ùå ãî ñðåùàìå ïî-
íàòàòúê ìíîãîêðàòíî. Îñâåí òîâà, òî ó÷àñòâóâà è â ðåäèöà âàæíè ïðè-
ëîæíè ïðîáëåìè. ×èñëîòî e å ïðèåòî çà îñíîâà íà òàêà íàðå÷åíèòå íà-
òóðàëíè, èëè íåïåðîâè ëîãàðèòìè, ïî èìåòî íà øîòëàíäñêèÿ ìàòåìàòèê
Äæîí Íåïåð. Ïî íåãîâî èìå òî ñå íàðè÷à íåïåðîâî ÷èñëî.
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Íàòóðàëíèòå ëîãàðèòìè èìàò ïî-øèðîêî ïðèëîæåíèå îò äåñåòè÷íè-
òå. Ïðèåòî å íàòóðàëíèÿ ëîãàðèòúì îò ÷èñëîòî x > 0 äà ñå îçíà÷àâà ñúñ
çíàêà lnx = loge x, äîêàòî çà äåñåòè÷íèÿ ëîãàðèòúì ñå èçïîëçâà îçíà÷å-
íèåòî lg x = log10 x.

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n
= lim

n→∞

(
n+ 1

n

)n
= e.

Çàäà÷à 3.43: Äà ñå íàìåðÿò ãðàíèöèòå:

à) lim
n→∞

(
1 +

2

n

)n
; á) lim

n→∞

(
1 +

3

n

)n
;

Ðåøåíèå: à) Ùå èçïîëçâàìå ñëåäíèòå ïðåîáðàçóâàíèÿ(
1 +

2

n

)n
=

(
n+ 2

n

)n
=

(
n+ 2

n+ 1

)n
·
(
n+ 1

n

)n

=

(
1 +

1

n+ 1

)n+1

·
(

1 +
1

n+ 1

)−1

·
(

1 +
1

n

)n
.

Ñåãà èçâúðøâàìå ãðàíè÷åí ïðåõîä â ãîðíîòî ðàâåíñòâî ïðè n → ∞ è
èçïîëçâàìå ðåçóëòàòà (3.13), çà äà ñå ïîëó÷è, ÷å

lim
n→∞

(
1 +

2

n

)n

= lim
n→∞

(
1 +

1

n+ 1

)n+1

lim
n→∞

(
1 +

1

n+ 1

)−1

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n
= e.1.e = e2;

á) e3.

Çàäà÷à 3.44: Íåêà p å ïðîèçâîëíî åñòåñòâåíî ÷èñëî. Äà ñå äîêàæå, ÷å

lim
n→∞

(
n+ p+ 1

n+ p

)n
= e.

Ðåøåíèå: Çà ïðîèçâîëíî ôèêñèðàíî åñòåñòâåíî p è âñÿêî åñòåñòâåíî
÷èñëî n å â ñèëà ðàâåíñòâîòî(

n+ 1

n

)n−p
=

(
n+ 1

n

)n
·
(

n

n+ 1

)p
. (3.14)
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Òúé êàòî p å ôèêñèðàíî, òî lim
n→∞

(
n

n+ 1

)p
= 1, è ÷ðåç ãðàíè÷åí ïðåõîä

â (3.14) ïðè n→∞ ñå ïîëó÷àâà, ÷å

lim
n→∞

(
n+ 1

n

)n−p
= e. (3.15)

Ðåäèöàòà ñ îáù ÷ëåí

(
n+ p+ 1

n+ p

)n
ñå ïîëó÷àâà îò ðåäèöàòà ñ îáù

÷ëåí

(
n+ 1

n

)n−p
÷ðåç èçïóñêàíå íà ïúðâèòå p ÷ëåíà. Îò (3.15) ñëåäâà,

÷å

lim
n→∞

(
n+ p+ 1

n+ p

)n
= e.

Çàäà÷à 3.45: Íåêà k å ïðîçâîëíî ôèêñèðàíî öÿëî ÷èñëî. Äà ñå äîêàæå,
÷å

lim
n→∞

(
1 +

k

n

)n
= ek. (3.16)

Ðåøåíèå: Íåêà k å ïðîèçâîëíî åñòåñòâåíî ÷èñëî. Ùå èçïîëçâàìå
ïðåäñòàâÿíåòî(

1 +
k

n

)n
=

(
n+ k

n

)n
=

(
n+ k

n+ k − 1

)n
.

(
n+ k − 1

n+ k − 2

)n
. . .

(
n+ 1

n

)n
.

Â ãîðíîòî ðàâåíñòâî ùå èçâúðøèì ãðàíè÷åí ïðåõîä ïðè n→∞, èçïîë-
çâàìå ðåçóëòàòà íà çàäà÷à 3.44 è ñå ïîëó÷àâà

lim
n→∞

(
1 +

k

n

)n
= e.e . . . e︸ ︷︷ ︸

k−ïúòè
= ek.

Àêî k = 0, òî ðàâåíñòâîòî (3.16) å î÷åâèäíî.
Íåêà ñåãà k < 0 å ïðîèçâîëíî öÿëî. Òîãàâà ñúùåñòâóâà öÿëî ïîëîæè-

òåëíî t, ÷å k = −t. Â òîçè ñëó÷àé ùå èçïîëçâàìå ñëåäíèòå ïðåîáðàçóâà-
íèÿ (

1 +
k

n

)n
=

(
1 +
−t
n

)n
=

(
n− t
n

)n
=

1(
n
n−t

)n
=

1(
n
n−1

)n
.
(
n−1
n−2

)n
. . .
(
n−t+1
n−t

)n
=

1(
n−1+1
n−1

)n
.
(
n−2+1
n−2

)n
. . .
(
n−t+1
n−t

)n .
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Â ãîðíîòî ðàâåíñòâî èçâúðøâàìå ãðàíè÷åí ïðåõîä ïðè n→∞ è îòíî-
âî èçïîëçâàìå ðåçóëòàòà íà çàäà÷à 3.44. Ïîëó÷àâàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà

lim
n→∞

(
1 +

k

n

)n
=

1

e.e . . . e︸ ︷︷ ︸
t−ïúòè

= e−t = ek.

Çàäà÷à 3.46: Äà ñå íàìåðÿò ãðàíèöèòå:

à) lim
n→∞

(
1 +

1

kn

)n
; á) lim

n→∞

(
1− 1

kn

)n
; â) lim

n→∞

(
1 +

1

n

)n+k

;

ã) lim
n→∞

(
n+ 1

n− 3

)n
; ä) lim

n→∞

(
n+ 2

n− 3

)n
; å) lim

n→∞

(
n+ k

n+m

)n
;

æ) lim
n→∞

(
1 +

1

n

)2n

; ç) lim
n→∞

(
1 +

1

n

)kn
; è) lim

n→∞

(
1 +

k

n

)mn
;

é) lim
n→∞

(
(n+ 1)(n+ 2)

n2

)n
; ê) lim

n→∞

(
1− 1

n2

)n
; ë) lim

n→∞

(
1 +

1

n

)n+1
n

;

ì) lim
n→∞

(
n+ 1

n− 2

)2n−1

; í) lim
n→∞

(
3n− 4

3n2

)n+1
3

;

î) lim
n→∞

(
n2 + 1

n2 − 1

)n2

; ï) lim
n→∞

(
n2 − 2n+ 1

n2 − 4n+ 4

)n
.

Îòãîâîðè: à) e−k; á) ek; â) e; ã) e4; ä) e5; å) ek−m; æ) e2; ç) ek; è)
ek·m; é) e3; ê) 1; ë) 1; ì) e6; í) 1

3√
e2

; î) e2; ï) e2.

3.5 Ôóíäàìåíòàëíè ðåäèöè. Êðèòåðèè íà Êîøè

Äåôèíèöèÿ 3.7: Ðåäèöàòà {xn} ñå íàðè÷à ôóíäàìåíòàëíà ðåäèöà,

àêî òÿ óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî íà Êîøè, ò. å. çà âñÿêî ε > 0, ñú-
ùåñòâóâà òàêîâà åñòåñòâåíî ÷èñëî N = N(ε), çàâèñåùî îò ε, ÷å çà
âñÿêî n ≥ N è âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî p å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî

|xn − xn+p| < ε. (3.17)

Òåîðåìà 3.8: (Êðèòåðèé íà Êîøè:) Çà òîâà åäíà ðåäèöà äà èìà

êðàéíà ãðàíèöà, å íåîáõîäèìî è äîñòàòú÷íî òÿ äà áúäå ôóíäàìåíòàëíà

ðåäèöà.
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Îò êðèòåðèÿ íà Êîøè ñëåäâà, ÷å çà òîâà åäíà ðåäèöà äà íå áúäå ñõî-
äÿùà, å íåîáõîäèìî è äîñòàòú÷íî òÿ äà íå óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî íà
Êîøè, èíà÷å êàçàíî, òÿ äà óäîâëåòâîðÿâà îòðèöàíèåòî íà óñëîâèåòî íà
Êîøè, ò. å. ñúùåñòâóâà òàêîâà ε > 0, ÷å çà âñÿêî åñòåñòâåíî N ñúùåñò-
âóâàò íîìåð n ≥ N è åñòåñòâåíî ÷èñëî p, ÷å äà å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî

|xn − xn+p| ≥ ε. (3.18)

Çàäà÷à 3.47: Äà ñå äîêàæå, ÷å ðåäèöàòà

xn =
cos 1

3
+

cos 2

32
+ . . .+

cosn

3n
, n ∈ N

å ñõîäÿùà.

Ðåøåíèå: Ùå îöåíèì ìîäóëà íà ðàçëèêàòà

|xn − xn+p| =
∣∣∣∣cos(n+ 1)

3n+1
+

cos(n+ 2)

3n+2
+ . . .+

cos(n+ p)

3n+p

∣∣∣∣
≤ 1

3n+1
+

1

3n+2
+ . . .+

1

3n+p
=

1

3n+1
·

1− 1
3p

1− 1
3

<
1

2.3n
<

1

3n
.

Íåêà ε å ïðîèçâîëíî ïîëîæèòåëíî ÷èñëî. Òúé êàòî lim
n→∞

1

3n
= 0, òî

çà òîâà ε ñúùåñòâóâà íîìåð N, ÷å çà âñÿêî n ≥ N å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî
1

3n
< ε. Îêîí÷àòåëíî, àêî n ≥ N à p å ïðîèçâîëíî åñòåñòâåíî ÷èñëî å â

ñèëà íåðàâåíñòâîòî

|xn − xn+p| <
1

3n
< ε.

Óñëîâèåòî (3.17) íà Êîøè å èçïúëíåíî è äàäåíàòà ðåäèöà å ñõîäÿùà.

Çàäà÷à 3.48: Äà ñå äîêàæå, ÷å ðåäèöàòà

xn = 1 +
1

2
+

1

3
+ . . .+

1

n
, n ∈ N

å ðàçõîäÿùà.

Ðåøåíèå: Ùå îöåíèì ðàçëèêàòà

xn+p − xn =
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ . . .+

1

n+ p

≥ 1

n+ p
+

1

n+ p
+ . . .+

1

n+ p
=

p

n+ p
.
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Àêî â ãîðíîòî ðàâåíñòâî ñå âçåìå p = n, òî ñå ïîëó÷àâà

x2n − xn =
n

n+ n
=

1

2
, n ∈ N.

Îò òóê ñå âèæäà, ÷å òàçè ðåäèöà óäîâëåòâîðÿâà îòðèöàíèåòî (3.18) íà
óñëîâèåòî íà Êîøè, à èìåííî, ïðè ε = 1

2 è âñÿêî åñòåñòâåíî N ïîñî÷âàìå
n = N è p = N, è èìàìå

|x2N − xN | = x2N − xN ≥
1

2
.

Ñëåäîâàòåëíî, äàäåíàòà ðåäèöà å ðàçõîäÿùà.

Çàäà÷à 3.49: Äà ñå äîêàæå, ÷å ðåäèöàòà {xn} å ôóíäàìåíòàëíà, àêî:

à) xn =
1

n
, n ∈ N; á) xn =

n+ 1

3n+ 2
, n ∈ N;

â) xn = 0. 66 . . . 6︸ ︷︷ ︸
n−öèôðè

, n ∈ N;

ã) xn = a+ a.q + a.q2 + . . .+ a.qn−1, êúäåòî |q| < 1, n ∈ N;

ä) {xn} = {1,−1,
1

2
,−1

2
,
1

3
,−1

3
, . . . ,

1

n
,− 1

n
, . . .};

å) x1 = 1, xn = xn−1 +
(−1)n−1

n!
(n = 2, 3, . . .).

Çàäà÷à 3.50: Íåêà a0 å öÿëî íåîòðèöàòåëíî ÷èñëî, à {an} å ðåäèöà,
÷ëåíîâåòå íà êîÿòî ñà äåñåòè÷íè öèôðè. Ðàçãëåæäàìå ðåäèöàòà îò äåñå-
òè÷íè äðîáè xn = a0, a1a2 . . . an, n ∈ N. Äà ñå äîêàæå, ÷å òîâà å ôóíäà-
ìåíòàëíà ðåäèöà.

Çàäà÷à 3.51: Äà ñå äîêàæå, ÷å ðåäèöàòà {xn} å ñõîäÿùà, àêî xn å ðàâíî
íà:

à)
sin a

2
+

sin 2a

22
+

sin 3a

23
+ . . .+

sinna

2n
, n ∈ N;

á)
n∑
k=1

akq
k, êúäåòî |q| < 1, |ak| ≤ C, n ∈ N;

â) 1 +
1

2!
+

1

3!
+ . . .+

1

n!
, n ∈ N;

ã)
1

1.2
− 1

2.3
+ . . .+

(−1)n−1

n.(n+ 1)
, n ∈ N.
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Çàäà÷à 3.52: Êàòî ñå èçïîëçâà îòðèöàíèåòî íà óñëîâèåòî íà Êîøè äà
ñå äîêàæå, ÷å ðåäèöàòà {xn} å ðàçõîäÿùà, àêî xn å ðàâíî íà:

à) 0, 2(−1)n.n; á)
n cosπn− 1

2n
; â) (−1)n

(
1 +

1

n

)n
;

ã)

(
1 +

(−1)n

n

)n
; ä)

1

22
+

2

32
+ . . .+

n

(n+ 1)2
.

3.6 Îáùè çàäà÷è îò ÷èñëîâè ðåäèöè

Çàäà÷à 3.53: Íåêà ðåäèöàòà {xn} å ñõîäÿùà è lim
n→∞

xn = a. Äà ñå äîêà-

æå, ÷å è ðåäèöàòà {|xn|} å ñõîäÿùà, è å â ñèëà ðàâåíñòâîòî lim
n→∞

|xn| = |a|.

Óïúòâàíå: Èçïîëçâàéòå, ÷å çà ïðîèçâîëíè ðåàëíè x è y å â ñèëà íåðà-
âåíñòâîòî ||x| − |y|| ≤ |x− y|.

Çàäà÷à 3.54: Ïîñî÷åòå ïðèìåð çà ðàçõîäÿùà ðåäèöà {xn}, çà êîÿòî ðå-
äèöàòà {|xn|} å ñõîäÿùà.

Çàäà÷à 3.55: Çà ðåäèöàòà {xn} äâåòå ïîäðåäèöè {x2k} è {x2k−1} èìàò
åäíà è ñúùà ãðàíèöà. Äà ñå äîêàæå, ÷å è ñàìàòà ðåäèöà å ñõîäÿùà êúì
òàçè ãðàíèöà.

Çàäà÷à 3.56: Ðåäèöàòà {xn} å òàêàâà, ÷å lim
k→∞

x2k = a, lim
k→∞

x2k−1 = b, è

a 6= b. Äà ñå äîêàæå, ÷å ðåäèöàòà {xn} å ðàçõîäÿùà.

Çàäà÷à 3.57: Äà ñå äîêàæå, ÷å ðåäèöàòà {xn} å ðàçõîäÿùà, àêî xn å
ðàâíî íà:

à) loga

(
2 + (−1)n

2
)
, 1 6= a > 0; á) arcsin

(−1)n.n

n+ 1
; â)

2n+1 − (−3)n

(−2)n + 3n+1
.

Óïúòâàíå: Èçïîëçâàéòå çàäà÷à 3.56.

Çàäà÷à 3.58: Äà ñå äîêàæå, ÷å ðåäèöàòà:

à) xn =
1

n

n∑
k=1

(−1)n−kk, n ∈ N å ñõîäÿùà;

á) xn =
1

n

n∑
k=1

(−1)k−1k, n ∈ N å ðàçõîäÿùà.
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Çàäà÷à 3.59: Äà ñå äîêàæå, ÷å

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

1

k
= 0.

Çàäà÷à 3.60: Ïîñî÷åòå ïðèìåð íà ðåäèöà {xn}, óäîâëåòâîðÿâàùà óñëî-
âèåòî

∀ε > 0 ∃N = N(ε), ∀n ≥ N xn < ε,

è òàêàâà, ÷å: 1) òÿ íÿìà ãðàíèöà; 2) òÿ èìà ãðàíèöà. Ìîæå ëè òàçè ãðà-
íèöà äà áúäå ðàâíà íà 1?

Çàäà÷à 3.61: Ôîðìóëèðàéòå íà åçèêà << ε − N >> îòðèöàíèåòî íà
ôàêòà, ÷å ðåäèöàòà {xn} å áåêðàéíî ìàëêà, è ãî çàïèøåòå êàòî èçïîëç-
âàòå ñèìâîëèòå ∀,∃.

Çàäà÷à 3.62: ßâÿâà ëè ñå îáåçàòåëíî ÷èñëîòî a ãðàíèöà íà ðåäèöàòà
{xn}, àêî:

1) ñúùåñòâóâà òàêîâà åñòåñòâåíî ÷èñëî N, ÷å çà âñÿêî ε > 0 è ïðîèç-
âîëíî n ≥ N äà å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî |xn − a| < ε;

2) çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâàò òàêèâà åñòåñòâåíè ÷èñëà N è n ≥ N,
÷å äà å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî |xn − a| < ε?

Çàäà÷à 3.63: Íàìåðåòå lim
n→∞

xn, àêî xn å ðàâíî íà:

à)
n!

nn
; á)

n2 − 3

n4 + 3n2 + 1
; â)

n sinn!

n
√
n+
√
n+ 1

;

ã)
n.arctgn

n2 − 2
; ä)

1

n2

n∑
k=1

(−1)kk; å)

(
n2

n2 + 1

)n−1
n+1

;

æ)

(
n+ 1

n+ 2

) 1−
√
n

1−n
; ç)

(
2n− 1

5n+ 1

)n2

;

è)

(
3n2 − n+ 1

2n2 + n+ 1

) n2

1−n
; é)

1
n
√
n!
.

Îòãîâîðè: à) 0; á) 0; â) 0; ã) 0; ä) 0; å) 1; æ) 1; ç) 0; è) 1; é) 0.

Çàäà÷à 3.64: Íåêà çà âñÿêî åñòåñòâåíî n èìàìå, ÷å xn 6= 0 è

lim
n→∞

∣∣∣∣ xnxn+1

∣∣∣∣ = q, êúäåòî q > 1. Äà ñå äîêàæå, ÷å lim
n→∞

xn = 0.
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Çàäà÷à 3.65: Íàìåðåòå ãðàíèöèòå:

à) lim
n→∞

an

(1 + a)(1 + a2) . . . (1 + an)
, a > 0;

á) lim
n→∞

(
1√

n2 + 1
+

1√
n2 + 2

+ . . .+
1√

n2 + n

)
.

Îòãîâîðè: à) 0; á) 1.

Çàäà÷à 3.66: Ðåäèöàòà {xn} èìà êðàéíà ãðàíèöà a. Íà êîîðäèíàòíàòà
ðàâíèíà ñà ïîñòðîåíè ïðàâèòå AAn ïðåç òî÷êèòå A(a, a2) è An(xn, x

2
n),

n ∈ N. Íåêà an å àáñöèñàòà íà òî÷êàòà íà ïðåñè÷àíå íà ïðàâàòà AAn ñ
îñòòà Ox. Íàìåðåòå lim

n→∞
an.

Çàäà÷à 3.67: Â êðúã ñ ðàäèóñ R å âïèñàí êâàäðàò, â òîçè êâàäðàò å
âïèñàí íîâ êðúã, â íåãî íîâ êâàäðàò è òàêà íàòàòúê. Íåêà S1 å ëèöåòî
íà ïúðâèÿ êðúã, S2-ëèöåòî íà âòîðèÿ êðúã è ò. í., σ1 å ëèöåòî íà ïúðâèÿ
êâàäðàò, σ2- ëèöåòî íà âòîðèÿ êâàäðàò è ò. í. Íàìåðåòå

lim
n→∞

(S1 + S2 + . . .+ Sn), lim
n→∞

(σ1 + σ2 + . . .+ σn).

Îòãîâîð: 2πR2, 4R2.

Çàäà÷à 3.68: Íàìåðåòå:

à) lim
n→∞

(
1

1.3
+

1

3.5
+ . . .+

1

(2n− 1).(2n+ 1)

)
;

á) lim
n→∞

1√
n

(
1√

1 +
√

3
+

1√
3 +
√

5
+ . . .+

1√
2n− 1 +

√
2n+ 1

)
;

â) lim
n→∞

(
1

1.2.3
+

1

2.3.4
+ . . .+

1

n.(n+ 1).(n+ 2)

)
.

Îòãîâîðè: à) 1
2 ; á) 1√

2
; â) 1

4 .

Çàäà÷à 3.69: Íåêà {an} å àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ ñ ðàçëèêà d 6= 0. Íà-
ìåðåòå:

à) lim
n→∞

(
1

a1a2
+

1

a2a3
+ . . .+

1

anan+1

)
, an 6= 0, n ∈ N;

á) lim
n→∞

1√
n

(
1

√
a1 +

√
a2

+
1

√
a2 +

√
a3

+ . . .+
1

√
an +

√
an+1

)
,

àêî an > 0, n ∈ N.
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Îòãîâîðè: à) 1
a1d

; á) 1√
d
.

Çàäà÷à 3.70: Íåêà p1, p2, . . . , pk, a1, a2, . . . , ak ñà ïîëîæèòåëíè ÷èñëà.
Ñúùåñòâóâà ëè ãðàíèöàòà

lim
n→∞

p1a
n+1
1 + p2a

n+1
2 + . . .+ pka

n+1
k

p1an1 + p2an2 + . . .+ pka
n
k

?

Àêî ñúùåñòâóâà, òî íàìåðåòå òàçè ãðàíèöà.

Çàäà÷à 3.71: Íåêà xn = (n+ 1)α − nα, n ∈ N. Äà ñå äîêàæå, ÷å:

à) lim
n→∞

xn = 0, ïðè 0 < α < 1;

á) lim
n→∞

xn = +∞, ïðè α > 1.

Çàäà÷à 3.72: Íàìåðåòå lim
n→∞

xn, àêî xn å ðàâíî íà:

à)
1

n(
√
n2 − 1− n)

; á)

√
n2 + 1− n√
n+ 1−

√
n

; â)
2n−

√
4n2 − 1√

n2 + 3− n
;

ã)

√
n2 + 1−

√
n2 − 1√

n2 + n− n− 1
; ä)

√
n2 + 1− n√

n3 + 1− n
√
n

;

å)
3
√
n− 3
√
n+ 1

4
√
n+ 1− 4

√
n

; æ)
4
√
n3 + n−

√
n

n+ 2 +
√
n+ 1

.

Îòãîâîðè: à) −2; á) 0; â) 1
6 ; ã) 0; ä) +∞; å) −∞; æ) 0.

Çàäà÷à 3.73: Íàìåðåòå lim
n→∞

xn, àêî xn å ðàâíî íà:

à) n
√

3n − 2n; á) n

√
2n3 + 1

3n3 − 2
; â) n

√
an + bn a > 0, b > 0;

ã)
n
√

8− 1
n
√

16− 1
; ä)

3 n
√

16− 4 n
√

8 + 1

( n
√

2− 1)2
;

å)
3

1− n
√

8
− 5

1− n
√

32
; æ)

n
√
am − 1

n
√
ak − 1

, a > 1, k,m ∈ N.

Îòãîâîðè: à) 3; á) 1; â) max{a, b}; ã) 3
4 ; ä) 6; å) −1; æ) m

k .
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Çàäà÷à 3.74: Äâå ðåäèöè {xn} è {yn} ñå íàðè÷àò åêâèâàëåíòíè è îçíà-
÷àâàìå {xn} ∼ {yn}, àêî lim

n→∞
(xn − yn) = 0.

Äà ñå äîêàæå, ÷å:
1) {xn} ∼ {xn} (ðåôëåêñèâíîñò);
2) àêî {xn} ∼ {yn}, òî {yn} ∼ {xn} (ñèìåòðè÷íîñò);
3) àêî {xn} ∼ {yn} è {yn} ∼ {zn}, òî {xn} ∼ {zn} (òðàíçèòèâíîñò).

Çàäà÷à 3.75: Íåêà {xn} è {yn} ñà ôóíäàìåíòàëíè ðåäèöè. Äà ñå äîêà-
æå, ÷å:

1) {xn + yn} å ôóíäàìåíòàëíà ðåäèöà;
2) {xn.yn} å ôóíäàìåíòàëíà ðåäèöà;

3) àêî |yn| ≥ C > 0, n ∈ N, òî
{
xn
yn

}
å ôóíäàìåíòàëíà ðåäèöà.

Çàäà÷à 3.76: Íåêà xn > 0, n ∈ N, è lim
n→∞

xn = a. Äà ñå äîêàæå, ÷å

lim
n→∞

n
1
x1

+ 1
x2

+ . . .+ 1
xn

= a.

Çàäà÷à 3.77: Íåêà lim
n→∞

xn = x, lim
n→∞

yn = y, êúäåòî y 6= 0 è y1 + y2 +

. . .+ yn 6= 0 çà âñÿêî n ∈ N. Äà ñå äîêàæå, ÷å

lim
n→∞

x1 + x2 + . . .+ xn
y1 + y2 + . . .+ yn

=
x

y
,

êúäåòî y å ÷èñëî, à x− ÷èñëî, +∞, èëè −∞.

Çàäà÷à 3.78: 1) Íåêà lim
n→∞

xn = 1, xn > 0, n ∈ N. Äà ñå äîêàæå, ÷å

lim
n→∞

n
√
x1.x2 . . . xn = 1.

2) Íåêà lim
n→∞

xn = x, xn > 0, n ∈ N, è x 6= 0. Äà ñå äîêàæå, ÷å

lim
n→∞

n
√
x1.x2 . . . xn = x.

Çàäà÷à 3.79: Äàéòå ïðèìåð çà ðàçõîäÿùà ðåäèöà {xn}, çà êîÿòî ñúùåñ-
òâóâà

lim
n→∞

n
√
x1.x2 . . . xn.

Çàäà÷à 3.80: Íåêà lim
n→∞

xn = a è lim
n→∞

yn = b. Äà ñå äîêàæå, ÷å

lim
n→∞

x1yn + x2yn−1 + . . .+ xn−1y2 + xny1

n
= a.b.
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Çàäà÷à 3.81: Ðåäèöàòà {xn} èìà îãðàíè÷åíà âàðèàöèÿ, àêî å îãðàíè÷å-
íà ðåäèöàòà

σn = |x2 − x1|+ |x3 − x2|+ . . .+ |xn+1 − xn|, n ∈ N.

Äà ñå äîêàæå, ÷å:
1) Ìîíîòîííàòà è îãðàíè÷åíà ðåäèöà èìà îãðàíè÷åíà âàðèàöèÿ;
2) Ðåäèöà ñ îãðàíè÷åíà âàðèàöèÿ å ñõîäÿùà ðåäèöà;
3) Çà âñÿêà ðåäèöà ñ îãðàíè÷åíà âàðèàöèÿ, ñúùåñòâóâàò ðàñòÿùè è

îãðàíè÷åíè ðåäèöè {an} è {bn}, òàêèâà ÷å xn = an − bn, n ∈ N.



4. ×ÈÑËÎÂÈ ÐÅÄÎÂÅ

4.1 Ñõîäèìîñò íà ÷èñëîâ ðåä è íåãîâàòà ñóìà

Ïîíÿòèåòî áåçêðàåí ÷èñëîâ ðåä ñå îòíàñÿ êúì îñíîâíèòå ïîíÿòèÿ
íà ìàòåìàòè÷åñêèÿ àíàëèç. Áåçêðàéíèòå ÷èñëîâè ðåäîâå ó÷àñòâóâàò ïðè
äåôèíèðàíåòî íà ðåäèöà ìàòåìàòè÷åñêè ïîíÿòèÿ è ñå èçïîëçóâàò â ìíîãî
òåîðåòè÷íè èçñëåäâàíèÿ íà ìàòåìàòèêàòà èçîáùî. Òå èãðàÿò âàæíà ðîëÿ
â ïðèëîæåíèÿòà íà ìàòåìàòèêàòà â äðóãèòå íàóêè.

Äåôèíèöèÿ 4.1: Íåêà å äàäåíà áåçêðàéíàòà ðåäèöà îò ÷èñëà 1

u1, u2, . . . , un, . . . Èçðàç îò âèäà

u1 + u2 + . . .+ un + . . . (4.1)

ñå íàðè÷à ÷èñëîâ ðåä, à ÷èñëàòà u1, u2, . . . , un, . . .-÷ëåíîâå íà ðåäà.

Çà ðåäà (4.1) ÷åñòî êàçâàìå �ðåäúò ñ n-òè ÷ëåí un�, èëè �ðåäúò ñ îáù
÷ëåí un�.

Íàïðèìåð çà ðåäà

1 +
1

23
+

1

33
+ . . .+

1

n3
+ . . .

êàçâàìå �ðåäúò ñ îáù ÷ëåí un =
1

n3
�.

Ìíîãî ÷åñòî ðåäà (4.1) ùå çàïèñâàìå ïî-êðàòêî òàêà

∞∑
n=1

un. (4.2)

Íàïðèìåð îçíà÷åíèåòî
∞∑
n=1

n

2n+ 1

1 Ðåäèöàòà ñå ñìÿòà çà çàäàäåíà, àêî å èçâåñòåí çàêîíúò, ÷ðåç êîéòî ïðè äàäåíî n
ìîæå äà ñå íàìåðè âñåêè íåèí ÷ëåí un.
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îïðåäåëÿ ðåäà
1

3
+

2

5
+ . . .+

n

2n+ 1
+ . . . .

Íåêà äà ðàçãëåäàìå ñëåäíèòå ïðèìåðè:

à) 1+
1

2
+

1

3
+ . . . ; á) 1− 1

2
+

1

22
− 1

23
+ . . . ; â) 1−1+1−1+1−1+ . . . ;

ã)
∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
; ä)

∞∑
n=1

1

nn
.

Ðåäîâåòå â ïðèìåðèòå ã) è ä) ñà çàäàäåíè ñ n-òèòå ñè ÷ëåíîâå. Íå å
òðóäíî äà ñå íàìåðÿò òåçè ÷ëåíîâå è çà ðåäîâåòå îò îñòàíàëèòå ïðèìåðè.

Çà ðåäà îò ïðèìåð á) èìàìå, ÷å un =
(−1)n−1

2n−1
.

Çàäà÷à 4.1: Íàìåðåòå ôîðìóëàòà çà îáùèÿ ÷ëåí íà ðåäîâåòå:

à) 1 +
2

2
+

3

4
+

4

8
+ . . . ; á)

3

4
+

4

9
+

5

16
+

6

25
+ . . . ;

â)
2

5
+

4

8
+

6

11
+

8

14
+ . . . ; ã) 1 +

1.3

1.4
+

1.3.5

1.4.7
+

1.3.5.7

1.4.7.10
+ . . . ;

ä) 1 +
1

2
+ 3 +

1

4
+ 5 +

1

6
+ . . . .

Äåôèíèöèÿ 4.2: Ñóìàòà îò ïúðâèòå n ÷ëåíà íà ðåäà (4.1) íàðè÷àìå

n-òà ÷àñòè÷íà (èëè ïàðöèàëíà) ñóìà íà ðåäà, ò. å. ïî äåôèíèöèÿ

Sn = u1 + u2 + . . .+ un. (4.3)

Ðàçãëåæäàìå ðåäèöàòà îò ÷àñòè÷íèòå ñóìè:
S1 = u1

S2 = u1 + u2

S3 = u1 + u2 + u3

· · ·
Sn = u1 + u2 + . . .+ un
· · ·

Äåôèíèöèÿ 4.3: Àêî ðåäèöàòà îò ÷àñòè÷íèòå ñóìè

S1, S2, . . . , Sn, . . .

å ñõîäÿùà, òî íåéíàòà ãðàíèöà
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S = lim
n→∞

Sn (4.4)

ñå íàðè÷à ñóìà íà ðåäà (4.1) è çàïèñâàìå ðàâåíñòâîòî2

S = u1 + u2 + . . .+ un + . . . . (4.5)

Â òîçè ñëó÷àé êàçâàìå, ÷å ðåäúò (4.1) å ñõîäÿù. Àêî lim
n→∞

Sn íå ñúùåñ-

òâóâà, èëè íå å êðàéíî ÷èñëî, òî êàçâàìå, ÷å ðåäúò (4.1) å ðàçõîäÿù.

Íåêà äà ðàçãëåäàìå ñëåäíèòå ïðèìåðè: Ðåäúò

0 + 0 + 0 + . . .

å ñõîäÿù è ñóìàòà ìó S å ðàâíà íà 0, òúé êàòî Sn = 0 è lim
n→∞

Sn = 0.

Ðåäúò
1 + 1 + 1 + . . .

å ðàçõîäÿù, çàùîòî Sn = n è Sn → +∞ ïðè n→∞.
Ðåäúò

1− 1 + 1− 1 + 1− 1 + . . .

å ñúùî ðàçõîäÿù. Òóê S1 = 1, S2 = 0, S3 = 1, S4 = 0, . . . , ò. å. S2n = 0,
S2n−1 = 1 è ñëåäîâàòåëíî lim

n→∞
Sn íå ñúùåñòâóâà. Ñ äðóãè äóìè òîçè ðåä

íÿìà ñóìà.

Çàäà÷à 4.2: Äà ñå èçñëåäâà çà ñõîäèìîñò ðåäúò

∞∑
n=1

aqn−1 = a+ aq + aq2 + . . .+ aqn−1 + . . . a 6= 0, (4.6)

êîéòî å èçâåñòåí ïîä èìåòî ãåîìåòðè÷åí ðåä, èëè (áåçêðàéíà ãåîìåòðè÷-
íà ïðîãðåñèÿ).

Ðåøåíèå: ×ëåíîâåòå íà òîçè ðåä a, aq, aq2, . . . îáðàçóâàò ãåîìåòðè÷-
íà ïðîãðåñèÿ ñ ïúðâè ÷ëåí a è ÷àñòíî q. Â ñëó÷àÿ n-òàòà ÷àñòè÷íà ñóìà
Sn (ïðè q 6= 1) íà ðåäà, êàòî ñóìà îò ïúðâèòå n ÷ëåíà íà ãåîìåòðè÷íà
ïðîãðåñèÿ, ñå îïðåäåëÿ ÷ðåç ðàâåíñòâîòî

Sn = a · 1− qn

1− q
,

2 Äåéñòâèåòî ñúáèðàíå ðàñïðîñòèðàìå â ñëó÷àÿ íà áåçáðîé ìíîãî ñúáèðàåìè.
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èëè

Sn =
a

1− q
− aqn

1− q
.

à) Àêî |q| < 1, òî qn → 0 ïðè n→∞ è òîãàâà

S = lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

(
a

1− q
− aqn

1− q

)
=

a

1− q
.

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ïðè |q| < 1 ãåîìåòðè÷íèÿò ðåä å ñõîäÿù è ñóìàòà
ìó å

S =
a

1− q
.

á) Àêî |q| > 1, òî |qn| → ∞ ïðè n → ∞ è òîãàâà Sn → ±∞ ïðè
n → ∞, ò.å. lim

n→∞
Sn íå ñúùåñòâóâà. È òàêà, ïðè |q| > 1 ãåîìåòðè÷íèÿò

ðåä å ðàçõîäÿù.
â) Ïðè q = 1 ãåîìåòðè÷íèÿò ðåä ïðèåìà âèäà

a+ a+ a+ . . .

Â òîçè ñëó÷àé Sn = na è lim
n→∞

Sn =∞, ò. å. ðåäúò å ðàçõîäÿù.

ã) Ïðè q = −1 ðåäúò èìà âèäà

a− a+ a− a+ a− a+ . . . .

Â òîçè ñëó÷àé

Sn =

{
0 àêî n å ÷åòíî ÷èñëî
a àêî n å íå÷åòíî ÷èñëî.

Îòòóê ñëåäâà, ÷å Sn íÿìà ãðàíèöà, ò. å. ðåäúò å ðàçõîäÿù.
È òàêà, ãåîìåòðè÷íèÿò ðåä å ñõîäÿù ÷èñëîâ ðåä êîãàòî −1 < q < 1.

Çàäà÷à 4.3: Íåêà |q| < 1. Äà ñå äîêàæå, ÷å ðåäúò

∞∑
n=1

n.qn

å ñõîäÿù è íàìåðåòå íåãîâàòà ñóìà.

Ðåøåíèå: Òúé êàòî Sn =
n∑
k=1

nqn, òî ñå ïîëó÷àâà, ÷å

Sn − Sn.q = [q + 2q2 + . . .+ nqn]− [q2 + 2q3 + . . .+ (n− 1)qn + nqn+1]
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= q + q2 + . . .+ qn − nqn+1,

îòêúäåòî ñå íàìèðà

Sn.(1− q) =
q − qn+1

1− q
− nqn+1,

Sn =
q

(1− q)2
− qn+1

(1− q)2
− n.qn+1

1− q
.

Çà |q| < 1, ñà â ñèëà ðàâåíñòâàòà

lim
n→∞

qn+1 = 0, lim
n→∞

n.qn+1 = 0,

îòêúäåòî ñå ïîëó÷àâà, ÷å ñúùåñòâóâà

lim
n→∞

Sn =
q

(1− q)2
,

ò. å.
∞∑
n=1

nqn =
q

(1− q)2
, |q| < 1.

Çàäà÷à 4.4: Äîêàæåòå, ÷å ðåäúò

∞∑
n=1

1

nx
= 1 +

1

2x
+ . . .+

1

nx
+ . . . (4.7)

å ñõîäÿù ïðè x > 1.

Ðåøåíèå: Î÷åâèäíî ðåäèöàòà ñ îáù ÷ëåí Sn =
n∑
k=1

1

kx
îò ÷àñòè÷íèòå

ñóìè íà ðåäà å ðàñòÿùà. Ñëåäîâàòåëíî, äîñòàòú÷íî å äà äîêàæåì, ÷å
ðåäèöàòà {Sn} å îãðàíè÷åíà. È íàèñòèíà

Sn = 1 +

(
1

2x
+

1

3x

)
+

(
1

4x
+ . . .+

1

7x

)
+ . . .+

(
1

2tx
+ . . .+

1

nx

)
,

êúäåòî t å åñòåñòâåíî ÷èñëî, òàêîâà ÷å 2t ≤ n < 2t+1. Òîãàâà ñà â ñèëà
ïðåäñòàâÿíèÿòà

Sn ≤ 1 +

(
1

2x
+

1

2x

)
+

(
1

4x
+ . . .+

1

4x

)
+ . . .+

(
1

2tx
+ . . .+

1

2tx

)

≤ 1+

(
2

2x

)
+

(
4

4x

)
+. . .+

(
2n

2nx

)
= 1+

(
1

2x−1

)
+

(
1

2x−1

)2

+. . .+

(
1

2x−1

)n
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≤
∞∑
k=0

(21−x)k =
1

1− 21−x <∞.

Ôóíêöèÿòà ζ(x) =

∞∑
n=1

1

nx
íà ïðîìåíëèâàòà x ñå íàðè÷à äçåòà-

ôóíêöèÿ íà Ðèìàí. Ðåäúò (4.7) ñå íàðè÷à îùå îáîáùåí õàðìîíè÷åí ðåä.
Ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å îáîáùåíèÿ õàðìîíè÷åí ðåä å ðàçõîäÿù ïðè x ≤ 1.

Åäíà îò îñíîâíèòå çàäà÷è â òåîðèÿòà íà ðåäîâåòå å èçñëåäâàíå íà
òÿõíàòà ñõîäèìîñò, èëè ðàçõîäèìîñò, è àêî óñòàíîâèì, ÷å ðåäúò å ñõîäÿù,
äà íàìåðèì íåãîâàòà ñóìà.

Çàäà÷à 4.5: Äà ñå äîêàæå, ÷å ðåäúò

∞∑
n=1

1

(2n− 1)(2n+ 1)

å ñõîäÿù è äà ñå íàìåðè íåãîâàòà ñóìà.

Ðåøåíèå: Ïúðâè íà÷èí- Èçïúëíåíè ñà ñëåäíèòå ðàâåíñòâà:

S1 =
1

1.3
=

1

3
, S2 =

1

1.3
+

1

3.5
=

2

5
,

S3 =
1

1.3
+

1

3.5
+

1

5.7
=

3

7
, S4 =

1

1.3
+

1

3.5
+

1

5.7
+

1

7.9
=

4

9
.

Îò ãîðíèòå ðàâåíñòâà ñòèãàìå äî ïðåäïîëîæåíèåòî, ÷å ÷àñòè÷íàòà
ñóìà Sn óäîâëåòâîðÿâà ðàâåíñòâîòî

sn =
n

2n+ 1
. (4.8)

Ðàâåíñòâîòî (4.8) ùå äîêàæåì, ïðèëàãàéêè èíäóêöèÿ ïî n. È íàèñ-
òèíà

Sn+1 = Sn + un =
n

2n+ 1
+

1

(2n+ 1)(2n+ 3)

=
n(2n+ 3) + 1

(2n+ 1)(2n+ 3)
=

2n2 + 3n+ 1

(2n+ 1)(2n+ 3)
=

2n2 + 2n+ n+ 1

(2n+ 1)(2n+ 3)

=
(2n+ 1)(n+ 1)

(2n+ 1)(2n+ 3)
=

n+ 1

2n+ 3
=

n+ 1

2(n+ 1) + 1
.

Îòòóê ñëåäâà âåðíîñòòà íà ðàâåíñòâîòî (4.8) çà âñÿêî åñòåñòâåíî n.
Òîãàâà ñå ïîëó÷àâà

S = lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

n

2n+ 1
=

1

2
.
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Ñëåäîâàòåëíî äàäåíèÿò ðåä å ñõîäÿù è íåãîâàòà ñóìà å ðàâíà íà
1

2
.

Âòîðè íà÷èí- Ùå ïðåäñòàâèì îáùèÿ ÷ëåí un íà ðåäà âúâ âèä íà
ñóìà îò äâå åëåìåíòàðíè äðîáè

un =
1

(2n− 1)(2n+ 1)
=

A

2n− 1
+

B

2n+ 1
,

êúäåòî A è B ñà êîíñòàíòè. Ñëåä îñâîáîæäàâàíå íà çíàìåíàòåëèòå ñå
ïîëó÷àâà

A(2n+ 1) +B(2n− 1) = 1,

èëè
(2A+ 2B).n+A−B = 0.n+ 1.

Êàòî ïðèðàâíèì êîåôèöèåíòèòå ïðåä åäíàêâèòå ñòåïåíè íà n, ïîëó-
÷àâàìå ñèñòåìàòà ∣∣∣∣ 2A+ 2B = 0

A−B = 1,

êîÿòî èìà ðåøåíèå A =
1

2
,B = −1

2
. Ñëåäîâàòåëíî å â ñèëà ïðåäñòàâÿíåòî

un =
1

(2n− 1)(2n+ 1)
=

1

2(2n− 1)
− 1

2(2n+ 1)
.

Òîãàâà çà ÷àñòè÷íàòà ñóìà Sn ïîëó÷àâàìå

Sn =
1

1.3
+

1

3.5
+

1

5.7
+ . . .+

1

(2n− 1)(2n+ 1)

=
1

2
− 1

2.3
+

1

2.3
− 1

2.5
+

1

2.5
− . . .− 1

2(2n− 1)
+

1

2(2n− 1)
− 1

2(2n+ 1)

=
1

2
− 1

2(2n+ 1)
.

Òàêà çà ñóìàòà íà ðåäà ïîëó÷àâàìå

S = lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

(
1

2
− 1

2(2n+ 1)

)
=

1

2
.

Çàäà÷à 4.6: Äà ñå äîêàæå, ÷å ðåäúò

∞∑
n=1

1

n(n+ 1)

å ñõîäÿù è äà ñå íàìåðè íåãîâàòà ñóìà.
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Ðåøåíèå: Çà äàäåíèÿò ðåä ïî ìåòîäà íà íåîïðåäåëåíèòå êîåôèöèåíòè
íàìèðàìå, ÷å

un =
1

n(n+ 1)
=

1

n
− 1

n+ 1
,

îòêúäåòî ñå ïîëó÷àâà, ÷å

Sn =
1

1.2
+

1

2.3
+

1

3.4
+ . . .+

1

n(n+ 1)
,

èëè

Sn =

(
1− 1

2

)
+

(
1

2
− 1

3

)
+

(
1

3
− 1

4

)
+ . . .+

(
1

n
− 1

n+ 1

)
= 1− 1

n+ 1
.

Îò òóê ñå íàìèðà, ÷å

lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

(
1− 1

n+ 1

)
= 1,

ò. å. ðåäúò å ñõîäÿù è íåãîâàòà ñóìà å
∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
= 1.

Çàäà÷à 4.7: Äà ñå äîêàæå, ÷å ðåäúò
∞∑
n=1

1

(3n− 2)(3n+ 1)

å ñõîäÿù è äà ñå íàìåðè íåãîâàòà ñóìà.

Ðåøåíèå: Ïî ìåòîäà íà íåîïðåäåëåíèòå êîåôèöèåíòè ñå ïîëó÷à, ÷å

un =
1

(3n− 2)(3n+ 1)
=

1

3

(
1

3n− 2
− 1

3n+ 1

)
.

Çà ÷àñòè÷íàòà ñóìà Sn ñëåä ïðåîáðàçóâàíèÿ ñå íàìèðà, ÷å

Sn =
1

1.4
+

1

4.7
+ . . .+

1

(3n− 2)(3n+ 1)

=
1

3

[(
1− 1

4

)
+

(
1

4
− 1

7

)
+ . . .+

(
1

3n− 2
− 1

3n+ 1

)]
=

1

3

(
1− 1

3n+ 1

)
.

Ïî òîçè íà÷èí ñå ïîëó÷àâà, ÷å ðåäúò å ñõîäÿù è ñóìàòà ìó S ùå áúäå

S = lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

1

3

(
1− 1

3n+ 1

)
=

1

3
.
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Çàäà÷à 4.8: Äà ñå äîêàæå, ÷å ðåäúò

∞∑
n=1

72

n2 + 5n+ 4

å ñõîäÿù è äà ñå íàìåðè íåãîâàòà ñóìà.

Ðåøåíèå: Êîðåíèòå íà óðàâíåíèåòî n2 + 5n + 4 = 0 ñà n = −1 è
n = −4. Ñëåäîâàòåëíî å â ñèëà ïðåäñòàâÿíåòî

un =
72

n2 + 5n+ 4
=

72

(n+ 1)(n+ 4)
.

Ïî ìåòîäà íåîïðåäåëåíèòå êîåôèöèåíòè ñå ïîëó÷àâà, ÷å

un =
72

n2 + 5n+ 4
=

24

n+ 1
− 24

n+ 4
.

Òîãàâà çà ÷àñòè÷íàòà ñóìà Sn ñå ïîëó÷àâà

Sn =

(
24

2
− 24

5

)
+

(
24

3
− 24

6

)
+

(
24

4
− 24

7

)
+

(
24

5
− 24

8

)
+ . . .

+

(
24

n− 1
− 24

n+ 2

)
+

(
24

n
− 24

n+ 3

)
+

(
24

n+ 1
− 24

n+ 4

)
=

(
24

2
+

24

3
+ . . .+

24

n+ 1

)
−
(

24

5
+

24

6
+ . . .+

24

n+ 4

)
=

24

2
+

24

3
+

24

4
− 24

n+ 2
− 24

n+ 3
− 24

n+ 4

= 26− 24

n+ 2
− 24

n+ 3
− 24

n+ 4
.

Ñëåäîâàòåëíî, ðåäúò å ñõîäÿù è ñóìàòà ìó S ùå áúäå

S = lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

(
26− 24

n+ 2
− 24

n+ 3
− 24

n+ 4

)
= 26.

Çàäà÷à 4.9: Äà ñå äîêàæå, ÷å ðåäúò

∞∑
n=1

(√
n+ 2− 2

√
n+ 1 +

√
n
)

å ñõîäÿù è äà ñå íàìåðè íåãîâàòà ñóìà.
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Ðåøåíèå: Íàìèðàìå n−òàòà ïàðöèàëíà ñóìà íà òîçè ðåä

Sn =
(√

3− 2
√

2 + 1
)

+
(√

4− 2
√

3 +
√

2
)

+ . . .+

+
(√
n− 2

√
n− 1 +

√
n− 2

)
+
(√
n+ 1− 2

√
n+
√
n− 1

)
+
(√
n+ 2− 2

√
n+ 1 +

√
n
)

= 1−
√

2 +
√
n+ 2−

√
n+ 1 = 1−

√
2 +

1√
n+ 2 +

√
n+ 1

.

Ñëåäîâàòåëíî, ðåäúò å ñõîäÿù è ñóìàòà S íà ðåäà ùå áúäå

S = lim
n→∞

Sn = 1−
√

2.

Çàäà÷à 4.10: Äà ñå äîêàæå, ÷å ðåäîâåòå ñà ñõîäÿùè è äà ñå íàìåðÿò
òåõíèòå ñóìè, àêî:

à)
∞∑
n=1

1

(2n− 1)(2n+ 1)
; á)

∞∑
n=1

1

(3n− 2)(3n+ 1)
; â)

∞∑
n=1

6

n2 + 5n+ 6
;

ã)
∞∑
n=1

3

n2 − 5n+ 6
; ä)

∞∑
n=1

30

25n2 + 5n− 6
; å)

∞∑
n=1

4

4n2 − 1
;

æ)
∞∑
n=1

18

n2 + 3n
; ç)

∞∑
n=1

90

4n2 + 8n− 5
; è)

∞∑
n=1

3

9n2 − 3n− 2
;

é)
∞∑
n=1

16

16n2 − 8n− 3
; ê)

∞∑
n=1

1

n(n+ 3)
;

ë)
∞∑
n=1

8

n(n+ 1)(n+ 2)
; ì)

∞∑
n=1

60

(2n+ 1)(2n+ 3)(2n+ 5)
.

4.2 Íåîáõîäèìî óñëîâèå çà ñõîäèìîñò íà ÷èñëîâ ðåä.

Òåîðåìà 4.1: Àêî åäèí ðåä

∞∑
n=1

un å ñõîäÿù, òî îáùèÿò ìó ÷ëåí êëîíè

êúì íóëà ïðè n→∞, ò. å.

lim
n→∞

un = 0. (4.9)

Îò òàçè òåîðåìà ñëåäâà ñëåäíîòî ñëåäñòâèå:
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Ñëåäñòâèå 4.1: Àêî îáùèÿò ÷ëåí íà ðåäà

∞∑
n=1

un íÿìà ãðàíèöà ïðè n→

∞ èëè èìà ãðàíèöà, ðàçëè÷íà îò íóëà, òî ðåäúò å ðàçõîäÿù.

Ñúãëàñíî ñëåäñòâèå 4.1 ðåäúò
∞∑
n=1

n

n+ 1
å ðàçõîäÿù, òúé êàòî

lim
n→∞

un = lim
n→∞

n

n+ 1
= 1 6= 0.

Ñëåäâà äà îòáåëåæèì, ÷å ïðåäñòàâåíèÿò ïî-ãîðå ïðèçíàê å ñàìî íå-
îáõîäèìî óñëîâèå çà ñõîäèìîñò. Îáðàòíàòà òåîðåìà íå å âÿðíà, à èìåííî,
îò òîâà, ÷å un → 0 ïðè n → ∞ â íàé-îáùèÿ ñëó÷àé íå ñëåäâà, ÷å ðåäúò
∞∑
n=1

un å ñõîäÿù. Â íÿêîè îò ñëåäâàùèòå çàäà÷è ùå ïîêàæåì ÷èñëîâè ðå-

äîâå, çà êîéòî íåîáõîäèìîòî óñëîâèå å èçïúëíåíî, íî ðåäúò å ðàçõîäÿù.

Çàäà÷à 4.11: Äà ñå äîêàæå, ÷å ñóìàòà íà õàðìîíè÷íèÿ ðåä

∞∑
n=1

1

n

å áåçêðàéíà, íåçàâèñèìî îò ôàêòà, ÷å lim
n→∞

1

n
= 0.

Ðåøåíèå: Çà n−òàòà ïàðöèàëíà ñóìà Sn íà õàðìîíè÷íèÿ ðåä ñà â
ñèëà ñëåäíèòå îöåíêè îòäîëó

Sn =
n∑
k=1

1

k

= 1 +
1

2
+

(
1

3
+

1

4

)
+

(
1

5
+ . . .+

1

8

)
+ . . .+

(
1

2n−1 + 1
+ . . .+

1

2n

)
≥ 1 +

1

2
+

(
1

4
+

1

4

)
+

(
1

8
+ . . .+

1

8

)
+ . . .+

(
1

2n
+ . . .+

1

2n

)
= 1 +

1

2
+

2

4
+

4

8
+ . . .+

2n−1

2n
≥ n

2
, ∀n ∈ N.

Ïîëó÷åíîòî íåðàâåíñòâî, ÷å çà âñÿêî n ∈ N Sn ≥
n

2
ïîêàçâà, ÷å

lim
n→∞

= +∞, îòêúäåòî ñå ïîëó÷àâà, ÷å õàðìîíè÷íèÿò ðåä
∞∑
n=1

1

n
e ðàç-

õîäÿù ÷èñëîâ ðåä.
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Çàäà÷à 4.12: Äà ñå èçñëåäâà çà ñõîäèìîñò ðåäà

∞∑
n=1

sinnx. (4.10)

Ðåøåíèå: Ïðè x = kπ, êúäåòî k å öÿëî ÷èñëî, ñõîäèìîñòòà íà ðåäà
(4.10) å î÷åâèäíà è íåãîâàòà ñóìà å ðàâíà íà 0.

Íåêà x 6= kπ, êúäåòî k å öÿëî ÷èñëî. Äà äîïóñíåì, ÷å è â òîçè ñëó÷àé
ðåäúò (4.10) å ñõîäÿù. Òîãàâà ñúãëàñíî Òåîðåìà 4.1 ùå áúäå èçïúëíåíî

lim
n→∞

sinnx = 0, x 6= kπ. (4.11)

Îò (4.11) ùå ñëåäâà, ÷å lim
n→∞

sin(n + 1)x = 0, èëè lim
n→∞

(sinnx cosx +

cosnx sinx) = 0. È òúé êàòî ðàçãëåæäàìå ñëó÷àÿ êîãàòî x 6= kπ, òî îòòóê
ñëåäâà, ÷å

lim
n→∞

cosnx = 0, x 6= kπ. (4.12)

Îò (4.11) è (4.12) ñå ïîëó÷àâà

lim
n→∞

(sin2 nx+ cos2 nx) = 0,

êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà èçâåñòíîòî ðàâåíñòâî sin2 α+ cos2 α = 1. Ñëåäîâà-
òåëíî ïðè x 6= kπ, êúäåòî k å öÿëî ÷èñëî, ðåäúò (4.10) å ðàçõîäÿù.

Çàäà÷à 4.13: Ñ ïîìîùòà íà íåîáõîäèìîòî óñëîâèå çà ñõîäèìîñò îïðå-
äåëåòå êîè îò äàäåíèòå ðåäîâå ñà ðàçõîäÿùè, àêî:

à)
1

2
+

3

4
+

5

6
+

7

8
+ . . . ; á)

1

1
+

1

3
+

1

5
+

1

7
+ . . . ;

â)
2

3
+

4

9
+

6

27
+

8

81
+ . . . ; ã)

√
2 +

√
3

2
+

√
4

3
+ . . .+

√
n+ 1

n
+ . . . ;

ä)
1

1001
+

2

2001
+

3

3001
+ . . .+

n

1000n+ 1
+ . . . ;

å)
∞∑
n=0

2n− 1

3n+ 2
; æ)

∞∑
n=0

2n

n2 + 1
; ç)

∞∑
n=0

2n− 3

n(n+ 1)
;

è)
∞∑
n=0

n√
n2 − 1

; é)
∞∑
n=0

sin
1

n
; ê)

∞∑
n=0

2n

3n
.
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4.3 Ðåäîâå ñ êîìïëåêñíè ÷ëåíîâå

Íåêà å äàäåíà ðåäèöàòà îò êîìïëåêñíè ÷èñëà {zn}. Òàçè ðåäèöà ñå
íàðè÷à ñõîäÿùà, àêî ñúùåñòâóâà òàêîâà êîìïëåêñíî ÷èñëî z, ÷å

lim
n→∞

|zn − z| = 0. (4.13)

Â òîçè ñëó÷àé îçíà÷àâàìå

lim
n→∞

zn = z, èëè zn → z ïðè n→∞.

Àêî zn = xn + iyn è z = x+ iy, êúäåòî xn ∈ R, yn ∈ R, x ∈ R, è y ∈ R,
òî óñëîâèåòî (4.13) å èçïúëíåíî òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî

lim
n→∞

xn = x è lim
n→∞

yn = y.

Íåêà
∞∑
n=1

zn äà áúäå ðåä ñ êîìïëåêñíè ÷ëåíîâå è çà âñÿêî n ∈ N

Sn =
n∑
k=1

zk å íåãîâàòà n−òà ïàðöèàëíà ñóìà. Òîãàâà òîçè ðåä ñå íàðè÷à

ñõîäÿù, àêî ñúùåñòâóâà êðàéíàòà ãðàíèöà

lim
n→∞

Sn = S.

Êîìïëåêñíîòî ÷èñëî S ñå íàðè÷à ñóìà íà ðåäà è îçíà÷àâàìå

∞∑
n=1

zn = S.

Àêî zn = xn+ iyn, S = A+ iB, òî ðàâåíñòâîòî
∞∑
n=1

zn = S å èçïúëíåíî

òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî

∞∑
n=1

xn = A è
∞∑
n=1

yn = B.

Åäèí àíàëîã ñúñ ñõîäèìîñòòà íà ãåîìåòðè÷íàòà ïðîãðåñèÿ â ðåàëíèÿ
ñëó÷àé å ñëåäíèÿ ðåçóëòàò: Íåêà q å êîìïëåêñíî ÷èñëî è |q| < 1. Òîãàâà
ñå ïîëó÷àâà, ÷å

Sn =
n∑
k=1

qk =
q

1− q
− qn+1

1− q
,
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îòêúäåòî ñå íàìèðà, ÷å

lim
n→∞

Sn =
q

1− q
,

ò. å.
∞∑
n=1

qn =
q

1− q
(|q| < 1). (4.14)

Çàäà÷à 4.14: Äà ñå äîêàæå, ÷å ðåäúò
∞∑
n=1

zn å ñõîäÿù è íàìåðåòå íåãî-

âàòà ñóìà, àêî:

à) zn =
1

(1 + i)n
; á) zn = an.ei.n.ϕ, êúäåòî 0 < a < 1, ϕ ∈ R.

Ðåøåíèå: à) Òúé êàòî ÷èñëàòà

zn =
1

(1 + i)n
, n ∈ N

îáðàçóâàò ãåîìåòðè÷íà ïðîãðåñèÿ ñ ÷àñòíî q =
1

1 + i
, êúäåòî |q| = 1√

2
<

1, òî ïî ôîðìóëàòà (4.14) ñå ïîëó÷àâà

∞∑
n=1

1

(1 + i)n
=

q

1− q
=

1

i
= −i.

á) Èìàìå, ÷å zn = an.ei.n.ϕ = (a.ei.ϕ)n, êúäåòî |a.ei.ϕ| = a < 1.

Ùå îòáåëåæèì, ÷å çà âñÿêî ðåàëíî t å â ñèëà ñëåäíàòà ôîðìóëà íà
Îéëåð

eit = cos t+ i sin t.

Ïðèëàãàìå ôîðìóëàòà íà Îéëåð è ðåçóëòàòúò (4.14) ïðè q = a.ei.ϕ,
çà äà ñå ïîëó÷è

∞∑
n=1

an.ei.n.ϕ =
a.ei.ϕ

1− a.ei.ϕ
=

a(cosϕ+ i sinϕ)

1− a cosϕ− i a sinϕ

= a
(cosϕ+ i sinϕ)(1− a cosϕ+ i a sinϕ)

(1− a cosϕ)2 + a2 sin2 ϕ

=
a

1− 2a cosϕ+ a2
(cosϕ− a+ i sinϕ).
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4.4 Êðèòåðèé íà Êîøè çà ñõîäèìîñò íà ÷èñëîâ ðåä

Òåîðåìà 4.2: (Êðèòåðèé íà Êîøè çà ñõîäèìîñò íà ÷èñëîâ ðåä)

Çà äà áúäå ðåäúò

∞∑
n=1

un ñõîäÿù, å íåîáõîäèìî è äîñòàòú÷íî, çà âñÿêî

ε > 0 äà ñúùåñòâóâà òàêúâ íîìåð N = N(ε), çàâèñåù îò ε, ÷å çà âñÿêî
n ≥ N íåðàâåíñòâîòî

|Sn+p − Sn| = |un+1 + un+2 + . . .+ un+p| < ε (4.15)

å èçïúëíåíî çà âñÿêî p ∈ N.

Ùå ïðåäñòàâèì îòðèöàíèåòî íà êðèòåðèÿ íà Êîøè çà ñõîäèìîñò íà
÷èñëîâ ðåä. Àêî óñëîâèåòî (4.15) íå å èçïúëíåíî, ò. å. ñúùåñòâóâà ε > 0,
÷å çà âñÿêî N ∈ N ñúùåñòâóâàò n ∈ N, n ≥ N è p ∈ N, ÷å å èçïúëíåíî íå-

ðàâåíñòâîòî |un+1 + un+2 + . . .+ un+p| ≥ ε, òî ðåäúò
∞∑
n=1

un å ðàçõîäÿù.

Çàäà÷à 4.15: Ïðèëàãàéêè êðèòåðèÿò íà Êîøè äà ñå èçñëåäâà çà ñõîäè-
ìîñò ðåäà

cosx

12
+

cosx2

22
+ . . .+

cosxn

n2
+ . . . .

Ðåøåíèå: Ôèêñèðàìå ïðîèçâîëíî ε > 0. Òúðñèì òàêîâà ÷èñëî N =
N(ε), ÷å çà âñÿêî n ≥ N è âñÿêî öÿëî ÷èñëî p > 0 äà å èçïúëíåíî
|Sn+p − Sn| < ε. Ïîñëåäîâàòåëíî ñå ïîëó÷àâà

|Sn+p − Sn| =
∣∣∣∣cosxn+1

(n+ 1)2
+

cosxn+2

(n+ 2)2
+ . . .+

cosxn+p

(n+ p)2

∣∣∣∣
≤ 1

(n+ 1)2
+

1

(n+ 2)2
+ . . .+

1

(n+ p)2

<
1

n(n+ 1)
+

1

(n+ 1)(n+ 2)
+ . . .+

1

(n+ p− 1)(n+ p)

=
1

n
− 1

n+ p
<

1

n
.

Ïîñî÷âàìåN = N(ε) =

[
1

ε

]
+1. Òîãàâà çà âñÿêî n ≥ N, íåðàâåíñòâîòî

|Sn+p − Sn| < ε ùå áúäå èçïúëíåíî çà âñÿêî p ∈ N. Ñúãëàñíî êðèòåðèÿò
íà Êîøè ðåäúò å ñõîäÿù.
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Çàäà÷à 4.16: Ïðèëàãàéêè êðèòåðèÿò íà Êîøè äà ñå èçñëåäâà çà ñõîäè-
ìîñò ðåäà

cosx− cos 2x

1
+

cos 2x− cos 3x

2
+ . . .+

cosnx− cos(n+ 1)x

n
+ . . . .

Ðåøåíèå: Ôèêñèðàìå ïðîèçâîëíî ε > 0. Òúðñèì òàêîâà ÷èñëî N =
N(ε), ÷å ïðè âñÿêî n ≥ N è âñÿêî p ∈ N, äà å èçïúëíåíî |Sn+p− Sn| < ε.
Ïîñëåäîâàòåëíî ñå ïîëó÷àâà

|Sn+p − Sn|

=

∣∣∣∣cos(n+ 1)x− cos(n+ 2)x

n+ 1
+

cos(n+ 2)x− cos(n+ 3)x

n+ 2
+ . . .

+
cos(n+ p)x− cos(n+ p+ 1)x

n+ p

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣cos(n+ 1)x

n+ 1
− cos(n+ 2)x

(n+ 1)(n+ 2)
− cos(n+ 3)x

(n+ 2)(n+ 3)
− . . .

− cos(n+ p)x

(n+ p− 1)(n+ p)
− cos(n+ p+ 1)x

n+ p

∣∣∣∣
≤ 1

n+ 1
+

1

(n+ 1)(n+ 2)
+ . . .+

1

(n+ p− 1)(n+ p)
+

1

n+ p

=
1

n+ 1
+

1

n+ 1
− 1

n+ 2
+

1

n+ 2
− 1

n+ 3
+ . . .

+
1

n+ p− 1
− 1

n+ p
+

1

n+ p
=

2

n+ 1
<

2

n
.

Ïîñî÷âàìå N = N(ε) =

[
2

ε

]
. Òîãàâà çà âñÿêî n ≥ N íåðàâåíñòâîòî

|Sn+p−Sn| < ε å èçïúëíåíî çà âñÿêî p ∈ N. Ñúãëàñíî êðèòåðèÿò íà Êîøè
ðåäúò å ñõîäÿù.

Çàäà÷à 4.17: Ïðèëàãàéêè îòðèöàíèåòî íà êðèòåðèÿò íà Êîøè äà ñå

äîêàæå, ÷å õàðìîíè÷íèÿò ðåä
∞∑
n=1

1

n
å ðàçõîäÿù. (Âèæòå ñúùî òàêà ðå-

øåíèåòî íà çàäà÷à 4.11 ñúñ ñúùîòî óñëîâèå.)
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Ðåøåíèå: Íåêà ñå ïîñòàâè p = n è äà ðàçãëåäàìå èçðàçà un+1 +
un+2 + . . .+ un+n. Â ñèëà ñà ñëåäíèòå ïðåäñòàâÿíèÿ

un+1 + un+2 + . . .+ un+n =
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ . . .+

1

2n

>
1

2n
+

1

2n
+ . . .+

1

2n︸ ︷︷ ︸
n−ñúáèðàåìè

= n · 1

2n
=

1

2
.

Àêî ñå èçáåðå íÿêîå ε ≤ 1

2
, òî ùå áúäå èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

un+1 + un+2 + . . . + un+n ≥ ε. Ñúãëàñíî îòðèöàíèåòî íà êðèòåðèÿ íà

Êîøè, ñå ïîëó÷àâà, ÷å õàðìîíè÷íèÿò ðåä
∞∑
n=1

1

n
å ðàçõîäÿù.

Çàäà÷à 4.18: Ïðèëàãàéêè îòðèöàíèåòî íà êðèòåðèÿò íà Êîøè äà ñå
äîêàæå, ÷å ðåäúò

1 +
1

2
− 1

3
+

1

4
+

1

5
− 1

6
+ . . .+

1

3n+ 1
+

1

3n+ 2
− 1

3n+ 3
+ . . . .

å ðàçõîäÿù.

Ðåøåíèå: Íåêà äà ïîñòàâèì p = 3n, äà îáðàçóâàìå è îöåíèì îòäîëó
ðàçëèêàòà

S6n − S3n = u3n+1 + u3n+2 − u3n+3 + . . .+ u6n−2 + u6n−1 − u6n

=
1

3n+ 1
+

1

3n+ 2
− 1

3n+ 3
+ . . .+

1

6n− 2
+

1

6n− 1
− 1

6n

>
1

3n+ 1
+

1

3n+ 4
+ . . .+

1

6n− 2

>
1

6n− 2
+

1

6n− 2
+ . . .+

1

6n− 2︸ ︷︷ ︸
n−ñúáèðàåìè

=
n

6n− 2
>

1

6
.

Àêî ñå èçáåðå íÿêîå ε ≤ 1

6
, òî ùå áúäå èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

u3n+1 + u3n+2 − u3n+3 + . . .+ u6n−2 + u6n−1 − u6n ≥
1

6
.

Ñúãëàñíî îòðèöàíèåòî íà êðèòåðèÿ íà Êîøè, ñå ïîëó÷àâà, ÷å ðåäúò å
ðàçõîäÿù.
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Çàäà÷à 4.19: Ïðèëàãàéêè îòðèöàíèåòî íà êðèòåðèÿò íà Êîøè äà ñå
äîêàæå, ÷å ðåäúò

1√
1.2

+
1√
2.3

+
1√
3.4

+ . . .+
1√

n(n+ 1)
+ . . .

å ðàçõîäÿù.

Ðåøåíèå: Íåêà ñå ïîñòàâè p = n è äà îáðàçóâàìå, è îöåíèì îòäîëó
ðàçëèêàòà

Sn+p − Sn = S2n − Sn = un+1 + un+1 + . . .+ u2n

=
1√

(n+ 1)(n+ 2)
+

1√
(n+ 2)(n+ 3)

+ . . .+
1√

2n(2n+ 1)

>
1

n+ 2
+

1

n+ 3
+ . . .+

1

2n+ 1
>

1

2n+ 1
+

1

2n+ 1
+ . . .+

1

2n+ 1︸ ︷︷ ︸
n−ñúáèðàåìè

=
n

2n+ 1
≥ n

3n
=

1

3
.

Àêî ñå èçáåðå íÿêîå ε ≤ 1
3 , òî çà âñåêè öåëè n ≥ 1 è p = n å èçïúëíåíî

íåðàâåíñòâîòî
un+1 + un+1 + . . .+ u2n ≥ ε,

êîåòî ïîêàçâà, ÷å ðåäúò å ðàçõîäÿù.

Çàäà÷à 4.20: Êàòî ñå èçïîëçâà íåîáõîäèìîòî óñëîâèå çà ñõîäèìîñò, äà
ñå äîêàæå ðàçõîäèìîñòòà íà ñëåäíèòå ðåäîâå:

à)
∞∑
n=1

(−1)n
2n2 + 3n+ 4

2n2 + 1
; á)

∞∑
n=1

√
3n+ 2

5n+ 1
; â)

∞∑
n=1

n+ 2
3
√
n3 + 2n+ 4

;

ã)
∞∑
n=1

n
√

0, 01; ä)
∞∑
n=1

(
n− 1

n+ 1

)n
; å)

∞∑
n=1

(
3n3 − 2

3n3 + 4

)n3

;

æ)
∞∑
n=1

3
√
n

ln2(n+ 1)
; ç)

∞∑
n=1

(n2 + 2) ln
n2 + 1

n2
; è)

∞∑
n=1

(n+ 1)arctg
1

n+ 2
;

é)
∞∑
n=1

n3 + 1

n+ 3
arcsin

1

n2 + 2
; ê)

∞∑
n=1

1
n
√

ln(n+ 1)
; ë)

∞∑
n=1

nn+ 1
n(

1 + 1
n

)n .
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Çàäà÷à 4.21: Êàòî ñå èçïîëçâà êðèòåðèÿò íà Êîøè äà ñå äîêàæå ñõî-

äèìîñòòà íà ðåäà
∞∑
n=1

un, àêî:

à) un =
cosn.x

2n
, x ∈ R; á) un =

sinn.α

n(n+ 1)
, α ∈ R;

â) un =
cosαn

n2
, α ∈ R.

Çàäà÷à 4.22: Ïðèëàãàéêè îòðèöàíèåòî íà êðèòåðèÿ íà Êîøè, äà ñå äî-

êàæå ðàçõîäèìîñòòà íà ðåäà
∞∑
n=1

un, àêî:

à) un =
1

2n+ 1
; á) un =

n+ 1

n2 + 4
; â) un = ln

(
1 +

1

n

)
.

Çàäà÷à 4.23: Äà ñå äîêàæå, ÷å àêî ðåäîâåòå

∞∑
n=1

zn è
∞∑
n=1

wn

ñà ñõîäÿùè è òåõíèòå ñóìè ñà ñúîòâåòíî ðàâíè íà S è σ, òî è ðåäúò
∞∑
n=1

ζn,

êúäåòî ζn = λzn + µwn, å ñõîäÿù çà ïðîèçâîëíè êîìïëåêñíè ÷èñëà λ è
µ, è íåãîâàòà ñóìà å ðàâíà íà λS + µσ.

Çàäà÷à 4.24: Äà ñå äîêàæå, ÷å:

à) àêî ðåäúò
∞∑
n=1

zn å ñõîäÿù, òî çà âñÿêî öÿëîm ≥ 1 å ñõîäÿù íåãîâèÿ

m−òè îñòàòúê;
á) àêî ïîíå åäèí îñòàòúê å ñõîäÿù, òî å ñõîäÿù è ñàìèÿ ðåä, ïðè òîâà

å â ñèëà ðàâåíñòâîòî S = Sm + rm, êúäåòî S è Sm ñà ñúîòâåòíî ñóìàòà è
m−òàòà ÷àñòè÷íà ñóìà íà èçõîäíèÿ ðåä, à rm− ñóìàòà íà íåãîâèÿ m−òè
îñòàòúê.

Çàäà÷à 4.25: Äà ñå äîêàæå, ÷å àêî ðåäúò
∞∑
n=1

a2
n, êúäåòî an ∈ R (n ∈ N)

å ñõîäÿù, òî å ñõîäÿù è ðåäúò
∞∑
n=1

|an|
n
.
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Çàäà÷à 4.26: Êàêâî ìîæå äà ñå êàæå çà ñõîäèìîñòòà íà ðåäà
∞∑
n=1

cn,

êúäåòî cn = an + bn (n ∈ N), àêî å èçâåñòíî, ÷å:

à) ðåäúò
∞∑
n=1

an å ñõîäÿù, à ðåäúò
∞∑
n=1

bn å ðàçõîäÿù;

á) äâàòà ðåäà ñà ðàçõîäÿùè.

Çàäà÷à 4.27: Äà ñå äîêàæå, ÷å àêî ðåäîâåòå
∞∑
n=1

a2
n è

∞∑
n=1

b2n, êúäåòî an ∈

R, bn ∈ R (n ∈ N) ñà ñõîäÿùè, òî ñà ñõîäÿùè è ðåäîâåòå:

à)
∞∑
n=1

|an.bn|; á)
∞∑
n=1

(an + bn)2.

4.5 Ðåäîâå ñ íåîòðèöàòåëíè ÷ëåíîâå

4.5.1 Ïðèçíàê çà ñðàâíÿâàíå íà ðåäîâå

Àêî çà ðåäà
∞∑
n=1

un èìàìå, ÷å çà âñÿêî n ∈ N å èçïúëíåíî íåðàâåíñò-

âîòî un ≥ 0, òî òîé ñå íàðè÷à ðåä ñ íåîòðèöàòåëíè ÷ëåíîâå. Åäèí òàêúâ
ðåä å ñõîäÿù òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ðåäèöàòà îò ïàðöèàëíèòå ìó
ñóìè å îãðàíè÷åíà îòãîðå ðåäèöà, ò. å. ñúùåñòâóâà ÷èñëî M > 0, òàêîâà
÷å çà âñÿêî n ∈ N å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî

n∑
k=1

uk ≤M.

Òåîðåìà 4.3: (Ïðèçíàê çà ñðàâíÿâàíå íà ðåäîâå) Íåêà ñà äàäåíè

ðåäîâåòå

∞∑
n=1

un, un ≥ 0 (n ∈ N) è
∞∑
n=1

vn, vn ≥ 0 (n ∈ N).

Íåêà ñúùåñòâóâàò íîìåð N è êîíñòàíòà C > 0, ÷å çà âñÿêî n ≥ N
å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

un ≤ C.vn.

Òîãàâà å èçïúëíåíî ñëåäíîòî:
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Îò ñõîäèìîñòòà íà ðåäà

∞∑
n=1

vn ñëåäâà ñõîäèìîñò íà ðåäà

∞∑
n=1

un;

Îò ðàçõîäèìîñòòà íà ðåäà

∞∑
n=1

un ñëåäâà ðàçõîäèìîñò íà ðåäà

∞∑
n=1

vn.

Ñëåäñòâèå 4.2: Íåêà çà âñÿêî n ∈ N èìàìå, ÷å un ≥ 0, vn > 0 è

lim
n→∞

un
vn

= l.

Òîãàâà å â ñèëà ñëåäíîòî:

Àêî ðåäúò

∞∑
n=1

vn å ñõîäÿù è 0 ≤ l < +∞, òî è ðåäúò

∞∑
n=1

un å ñúùî

ñõîäÿù.

Àêî ðåäúò

∞∑
n=1

vn å ðàçõîäÿù è 0 < l ≤ +∞, òî è ðåäúò
∞∑
n=1

un å ñúùî

ðàçõîäÿù.

Â ÷àñòíîñò, àêî

un ∼ vn,

ò. å. un è vn ñà åêâèâàëåíòíè, íî ðåäîâåòå

∞∑
n=1

un è

∞∑
n=1

vn ñà åäíîâðå-

ìåííî ñõîäÿùè èëè ðàçõîäÿùè.

Çàäà÷à 4.28: Êàòî ñå èçïîëçâà ïðèçíàêà çà ñðàâíÿâàíå íà ðåäîâå, äà
ñå äîêàæå ñõîäèìîñòòà íà ðåäà

∞∑
n=1

sin2 nα

2n
, α ∈ R.

Ðåøåíèå: Çà âñåêè n ∈ N è α ∈ R ñà â ñèëà íåðàâåíñòâàòà

0 ≤ sin2 nα

2n
≤ 1

2n
.

Òúé êàòî ðåäúò
∞∑
n=1

1

2n
,

êàòî ãåîìåòðè÷íà ïðîãðåñèÿ ñ ÷àñòíî q =
1

2
å ñõîäÿù ÷èñëîâ ðåä, òî

ñúãëàñíî Òåîðåìà 4.3 è ðåäúò
∞∑
n=1

sin2 nα

2n
å ñúùî ñõîäÿù ðåä.
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Çàäà÷à 4.29: Äà ñå èçñëåäâà çà ñõîäèìîñò ðåäúò

∞∑
n=1

1

2n− 1
.

Ðåøåíèå: Ùå ïðèëîæèì ïðèçíàêà çà ñðàâíÿâàíå íà ðåäîâå. Íåêà

un =
1

2n− 1
è vn =

1

n
. Òîãàâà äà íàìåðèì ãðàíèöàòà

l = lim
n→∞

un
vn

= lim
n→∞

1
2n−1

1
n

= lim
n→∞

n

2n− 2
=

1

2
> 0.

Òúé êàòî l =
1

2
> 0 è õàðìîíè÷íèÿò ðåä ñ îáù ÷ëåí vn =

1

n
å ðàçõî-

äÿù, òî è äàäåíèÿò ðåä
∞∑
n=1

1

2n− 1
å ðàçõîäÿù.

Çàäà÷à 4.30: Äà ñå èçñëåäâà çà ñõîäèìîñò ðåäúò

∞∑
n=1

sin
1

n
.

Ðåøåíèå: Íåêà un = sin
1

n
è vn =

1

n
. Òîãàâà lim

n→∞

un
vn

= lim
n→∞

sin 1
n

1
n

=

1. Ñúãëàñíî ñëåäñòâèå 4.2, òúé êàòî õàðìîíè÷íèÿò ðåä ñ îáù ÷ëåí vn =
1

n

å ðàçõîäÿù, òî è äàäåíèÿò ðåä
∞∑
n=1

sin
1

n
å ðàçõîäÿù.

Çàäà÷à 4.31: Äà ñå èçñëåäâà çà ñõîäèìîñò ðåäúò

∞∑
n=1

1√
n
.

Ðåøåíèå: Ñðàâíÿâàìå äàäåíèÿ ðåä ñ ðàçõîäÿùèÿ õàðìîíè÷åí ðåä
∞∑
n=1

1

n
. Òúé êàòî çà âñÿêî n ∈ N å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî

1√
n
≥ 1

n
, òî

âñåêè ÷ëåí un =
1√
n

íà äàäåíèÿ ðåä å ïî-ãîëÿì îò ñúîòâåòíèÿ ÷ëåí

vn =
1

n
íà õàðìîíè÷íèÿ ðåä. Òîãàâà ñúãëàñíî ïðèçíàêúò çà ñðàâíåíèå,

äàäåíèÿ ðåä å ðàçõîäÿù.
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Ìîæå äà ðàçñúæäàâàìå è òàêà: Äàäåíèÿò ðåä å îáîáùåí õàðìîíè÷åí

ðåä
∞∑
n=1

1

nx
, êúäåòî x =

1

2
< 1, è ñúãëàñíî çàáåëåæêàòà ñëåä çàäà÷à 4.4,

òîé å ðàçõîäÿù.

Çàäà÷à 4.32: Äà ñå èçñëåäâà çà ñõîäèìîñò ðåäúò

∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
.

Ðåøåíèå: Çà âñÿêî n ∈ N å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî
1

n(n+ 1)
<

1

n2
. Òúé êàòî õàðìîíè÷íèÿò ðåä

∞∑
n=1

1

n2
å ñõîäÿù (âèæ çàäà÷à 4.4), òî è

äàäåíèÿò ðåä å ñúùî ñõîäÿù.

Çàäà÷à 4.33: Äà ñå èçñëåäâà çà ñõîäèìîñò ðåäúò

∞∑
n=1

1

nn
.

Ðåøåíèå: Ñðàâíÿâàìå äàäåíèÿ ðåä ñúñ ñõîäÿùèÿ ãåîìåòðè÷åí ðåä

(4.6). Âñåêè ÷ëåí un =
1

nn
íà äàäåíèÿ ðåä, çàïî÷âàéêè îò òðåòèÿ å ïî-

ìàëúê îò ñúîòâåòíèÿ ÷ëåí vn =
1

2n
íà áåçêðàéíà ãåîìåòðè÷íà ïðîãðåñèÿ

ñ ÷àñòíî q =
1

2
< 1. Òîãàâà ñúãëàñíî ïðèçíàêúò çà ñðàâíÿâàíå, äàäåíèÿ

ðåä å ñõîäÿù.

Çàäà÷à 4.34: Äà ñå èçñëåäâà çà ñõîäèìîñò ðåäúò

∞∑
n=2

1

lnn
.

Ðåøåíèå: Çà âñÿêî n ∈ N å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî
1

lnn
>

1

n
. Ïî

òîçè íà÷èí âñåêè ÷ëåí un =
1

lnn
íà äàäåíèÿ ðåä å ïî-ãîëÿì îò ñúîòâåò-

íèÿ ÷ëåí vn =
1

n
íà ðàçõîäÿùèÿ õàðìîíè÷åí ðåä

∞∑
n=1

1

n
. Ñëåäîâàòåëíî

äàäåíèÿ ðåä å ðàçõîäÿù.
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Çàäà÷à 4.35: Äà ñå èçñëåäâà çà ñõîäèìîñò ðåäúò
∞∑
n=1

1

(n+ 1)3n
.

Çàäà÷à 4.36: Äà ñå èçñëåäâà çà ñõîäèìîñò ðåäúò
∞∑
n=1

nn

(2n+ 1)n
√
n+ 1

.

Ðåøåíèå: Çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n ñà â ñèëà íåðàâåíñòâàòà

nn

(2n+ 1)n
√
n+ 1

<
nn

(2n+ 1)n
=

 1

2 +
1

n


n

<
1

2n
.

Ñëåäîâàòåëíî ÷ëåíîâåòå íà äàäåíèÿ ðåä ñà ïî-ìàëêè îò ñúîòâåòíèòå ÷ëå-

íîâå íà ñõîäÿùèÿ ðåä
∞∑
n=1

1

2n
, ïðåäñòàâëÿâàù ãåîìåòðè÷íà ïðîãðåñèÿ ñ

÷àñòíî
1

2
. Ñëåäîâàòåëíî äàäåíèÿò ðåä å ñõîäÿù.

Çàäà÷à 4.37: Äà ñå èçñëåäâàò çà ñõîäèìîñò ðåäîâåòå:

à)
1

2
+

2

5
+

3

10
+ . . .+

n

n2 + 1
+ . . . ;

á)
3

1.4
+

5

4.9
+

7

9.16
+ . . .+

2n+ 1

n2(n+ 1)2
+ . . . ;

â) 1 +
1

2.5
+

1

3.52
+

1

4.53
+ . . . ;

ã)
1

1 + x2
+

1

1 + x4
+

1

1 + x6
+

1

1 + x8
+ . . . ;

ä)
∞∑
n=0

1
3
√
n+ 1

; å)
∞∑
n=1

1

n.5n
; æ)

∞∑
n=0

1

2n + 1
;

ç)
∞∑
n=1

ln(n+ 1)
3
√
n2

; è)
∞∑
n=1

sin2 nα

n3
; é)

∞∑
n=1

5n

2n(2n − 1)
;

ê)
∞∑
n=1

n2n

(n+ a)n+b(n+ b)n+a
, a > 0, b > 0;

ë)
∞∑
n=1

√
n3 + 1

n2(2 + sinn)
, a > 0; ì)

∞∑
n=1

ln(n!)

np
, p > 2.
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Óïúòâàíå: ì) Äîêàæåòå, ÷å ïðè n ≥ 3 è p > 2 ñà â ñèëà íåðàâåíñòâà-

òà
n− 2

np
<

ln(n!)

np
<

lnn

np−1
. Ïðèëîæåòå ïðèçíàêà çà ñðàâíÿâàíå, âçåìàéêè

â ïðåäâèä, ÷å ðåäîâåòå
∞∑
n=1

n− 2

np
è
∞∑
n=1

lnn

np−1
ñà ñõîäÿùè ïðè p > 2.

4.5.2 Ìåòîä íà îòäåëÿíå íà ãëàâíà ÷àñò

Ïðè èçñëåäâàíå íà ñõîäèìîñòòà íà ðåäà
∞∑
n=1

un ñ íåîòðèöàòåëíè ÷ëå-

íîâå, ïîíÿêîãà å óäîáíî, ñ ïîìîùòà íà ôîðìóëàòà íà Òåéëîð (âèæ ïà-
ðàãðàô 6.1.7) äà ñå ïîëó÷è àñèìïòîòè÷íà ôîðìóëà îò âèäà

un ∼
c

nα
(n→∞, c > 0).

Â òîçè ñëó÷àé ðåäúò
∞∑
n=1

un å ñõîäÿù ïðè α > 1 è ðàçõîäÿù ïðè α ≤ 1.

Çàäà÷à 4.38: Äà ñå èçñëåäâà çà ñõîäèìîñò ðåäúò

∞∑
n=3

ln
1 + tgπn
1− tgπn

.

Ðåøåíèå: Íåêà äà ïîëîæèì

un = ln
1 + tgπn
1− tgπn

.

Çà âñÿêî öÿëî n ≥ 3 èìàìå, ÷å un ≥ 0 è

tg
π

n
=
π

n
+ o

(
1

n

)
3, n→∞.

Â ñèëà ñà ñëåäíèòå ðàâåíñòâà

un = ln
(

1 + tg
π

n

)
− ln

(
1− tg

π

n

)
= tg

π

n
+ o

(
tg
π

n

)
−
(
−tg

π

n
+ o

(
tg
π

n

))
= 2tg

π

n
+ o

(
tg
π

n

)
=

2π

n
+ o

(
1

n

)
.

3 Ïîäðîáíî ïðåäñòàâÿíå íà ñèìâîëèòå O è o å íàïðàâåíî â ïàðàãðàô 5.3.1
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Ïî òîçè íà÷èí ñå ïîëó÷àâà, ÷å un ∼ 2π
n , è òúé êàòî ðåäúò

∞∑
n=3

2π

n
å

ðàçõîäÿù, òî ñúãëàñíî Ñëåäñòâèå 4.2, ðåäúò

∞∑
n=3

ln
1 + tgπn
1− tgπn

å ñúùî ðàçõîäÿù.

Çàäà÷à 4.39: Äà ñå èçñëåäâà çà ñõîäèìîñò ðåäúò
∞∑
n=1

un, àêî:

à) un = 1− cos
π

3
√
n2

; á) un =

(
1− 3

√
n− 1

n+ 1

)α
;

â) un = ln
1 + tg 1√

n

1 + arctg 1√
n

.

Ðåøåíèå: à) Òúé êàòî

cos t = 1− t2

2
+ o(t2), ïðè t→ 0,

òî

un = 1− cos
π

3
√
n2

= 1−

(
1− 1

2

(
π

3
√
n2

)2

+ o

(
1

3
√
n4

))

=
1

2
· π

2

3
√
n4

+ o

(
1

3
√
n4

)
.

Îò òóê ñå ïîëó÷àâà àñèìïòîòè÷íîòî ïîâåäåíèå un ∼
π2

2.n
4
3

. Â íàøèÿ ñëó-

÷àé α =
4

3
è ñëåäîâàòåëíî ðåäúò

∞∑
n=1

(
1− cos

π
3
√
n2

)
å ñõîäÿù.

á) Îòáåëÿçâàìå ôàêòà, ÷å

n− 1

n+ 1
=

1− 1
n

1 + 1
n

è ïðèëàãàìå àñèìïòîòè÷íàòà ôîðìóëà

(1 + t)β = 1 + βt+ o(t), t→ 0
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ïðè β =
1

3
è β = −1

3
çà äà ñå ïîëó÷è

(
1− 1

n

) 1
3
(

1 +
1

n

)− 1
3

=

(
1− 1

3n
+ o

(
1

n

))(
1− 1

3n
+ o

(
1

n

))

= 1− 2

3n
+ o

(
1

n

)
.

Îò òóê ñå ïîëó÷àâà, ÷å

un ∼
(

2

3n

)α
, n→∞.

Ñëåäîâàòåëíî, ðåäúò å ñõîäÿù ïðè α > 1 è ðàçõîäÿù ïðè α ≤ 1.

â) Ùå èçïîëçâàìå ðàçëàãàíèÿòà

ln(1 + t) = t− t2

2
+
t3

3
+ o(t3),

tgt = t+
t3

3
+ o(t3),

arctgt = t− t3

3
+ o(t3), t→ 0.

Ïî òîçè íà÷èí ñå ïîëó÷àâàò ñëåäíèòå ïðåäñòàâÿíèÿ

ln(1 + tgt) = t− t2

2
+

2

3
t3 + o(t3),

ln(1 + arctgt) = t− t2

2
+ o(t3), t→ 0.

Ïî òîçè íà÷èí å â ñèëà ðàâåíñòâîòî

un =
2

3n
3
2

+ o

(
1

n
3
2

)
,

ò. å. un ∼
2

3n
3
2

, ñëåäîâàòåëíî ðåäúò å ñõîäÿù.
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4.5.3 Ïðèçíàê íà Äàëàìáåð

Òåîðåìà 4.4: (Ïðèçíàê íà Äàëàìáåð) Àêî çà ðåäà

∞∑
n=1

un, un > 0 (n ∈ N)

ñúùåñòâóâàò ÷èñëî q, 0 < q < 1, è íîìåð n0, ÷å çà âñÿêî n ≥ n0 å

èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî
un+1

un
≤ q,

òî òîçè ðåä å ñõîäÿù; àêî çà âñÿêî n ≥ n0 å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

un+1

un
≥ 1,

òî ðåäúò å ðàçõîäÿù.

Íà ïðàêòèêà ùå áúäå óäîáíî äà ñå èçïîëçâà ïðèçíàêà íà Äàëàìáåð
â ñëåäíàòà ãðàíè÷íà ôîðìà:

Òåîðåìà 4.5: (Ãðàíè÷íà ôîðìà íà ïðèçíàêà íà Äàëàìáåð)
Àêî ñúùåñòâóâà êðàéíàòà èëè áåçêðàéíà ãðàíèöà

lim
n→∞

un+1

un
= l,

òî:

1. Àêî l < 1, òî ðåäúò å ñõîäÿù;

2. Àêî l > 1, òî ðåäúò å ðàçõîäÿù;

3. Àêî l = 1, òî ðåäúò ìîæå äà áúäå êàêòî ñõîäÿù, òàêà è ðàçõîäÿù.

Ùî ñå îòíàñÿ äî òðåòèÿ ñëó÷àé íà ïðèçíàêà íà Äàëàìáåð, êîãàòî

l = 1, ïîñî÷âàìå ñëåäíèòå äâà ðåäà
∞∑
n=1

1

n2
è
∞∑
n=1

1

n
. Çà òÿõ èìàìå, ÷å

l = 1, íî ïúðâèÿò îò òÿõ å ñõîäÿù, à âòîðèÿò å ðàçõîäÿù.
Ïðèçíàêúò íà Äàëàìáåð å óäîáíî äà ñå ïðèëàãà êîãàòî â îáùèÿ ÷ëåí

íà ðåäà ó÷àñòâóâàò ôàêòîðèåëè. Òîâà ðàçáèðà ñå íå å çàäúëæèòåëíî.

Çàäà÷à 4.40: Ñ ïîìîùòà íà ïðèçíàêà íà Äàëàìáåð äà ñå èçñëåäâà çà
ñõîäèìîñò ðåäà

∞∑
n=0

n5

2n
.
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Ðåøåíèå: Îáùèÿò ÷ëåí íà ðåäà å un =
n5

2n
. Îò òóê ïîñëåäîâàòåëíî

ñå ïîëó÷àâà un+1 =
(n+ 1)5

2n+1
è

un+1

un
=

(n+1)5

2n+1

n5

2n

=
1

2

(
n+ 1

n

)5

.

Èçâúðøâàìå ãðàíè÷åí ïðåõîä ïðè n→∞ è íàìèðàìå

l = lim
n→∞

un+1

un
=

1

2
lim
n→∞

(
n+ 1

n

)5

=
1

2
.

Òúé êàòî l =
1

2
, òî ñúãëàñíî ïðèçíàêà íà Äàëàìáåð, ðåäúò å ñõîäÿù.

Çàäà÷à 4.41: Ñ ïîìîùòà íà ïðèçíàêà íà Äàëàìáåð äà ñå èçñëåäâà çà
ñõîäèìîñò ðåäà

∞∑
n=0

32n+1

23n−1
.

Ðåøåíèå: Îáùèÿò ÷ëåí íà ðåäà å un =
32n+1

23n−1
.Îò òóê ïîñëåäîâàòåëíî

ñå ïîëó÷àâà

un+1 =
32(n+1)+1

23(n+1)−1
=

32n+3

23n+2

è
un+1

un
=

32n+3

23n+2

32n+1

23n−1

=
32n+3

23n+2
.
23n−1

32n+1
=

32

23
=

9

8
.

Èçâúðøâàìå ãðàíè÷åí ïðåõîä ïðè n→∞ è íàìèðàìå

lim
n→∞

un+1

un
=

9

8
.

Òúé êàòî l =
9

8
> 1, òî ñúãëàñíî ïðèçíàêà íà Äàëàìáåð, ðåäúò å ðàçõî-

äÿù.
Ùå ïðèïîìíèì äåôèíèöèèòå íà äâå èçâåñòíè òåîðåòèêî-÷èñëîâè

ôóíêöèè, à èìåííî: Íåêà n ≥ 1 äà áúäå ïðîèçâîëíî öÿëî. Òîãàâà äå-
ôèíèðàìå

(2n)!! = 2.4.6 . . . (2n),

ò. å. (2n)!! îçíà÷àâà ïðîèçâåäåíèåòî íà ÷åòíèòå ÷èñëà îò 2 äî 2n, è

(2n+ 1)!! = 1.3.5 . . . (2n+ 1),

ò. å. (2n+1)!! îçíà÷àâà ïðîèçâåäåíèåòî íà íå÷åòíèòå ÷èñëà îò 2 äî 2n+1.
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Çàäà÷à 4.42: Ñ ïîìîùòà íà ïðèçíàêà íà Äàëàìáåð äà ñå èçñëåäâàò çà
ñõîäèìîñò ðåäîâåòå:

à)
∞∑
n=1

1

n!
; á)

∞∑
n=1

n!

2012n
; â)

∞∑
n=1

nn

n!
; ã)

∞∑
n=1

nn

n!
an, a > 0;

ä)
∞∑
n=3

23n

(2n− 5)!
; å)

∞∑
n=3

(n!)2

2n2 ; æ)
∞∑
n=3

n

(2n)!!
; ç)

∞∑
n=3

3nn!

nn
;

è)
4

2
+

4.7

2.6
+

4.7.10

2.6.10
+ . . .+

4.7.10 . . . (3n+ 1)

2.6.10 . . . (4n− 2)
+ . . . .

Ðåøåíèå: à) Â ñèëà ñà ðàâåíñòâàòà

lim
n→∞

un+1

un
= lim

n→∞

(
1

(n+ 1)!
· n!

1

)
= lim

n→∞

n!

n!(n+ 1)
= lim

n→∞

1

n+ 1
= 0 < 1,

ñëåäîâàòåëíî, ðàçãëåæäàíèÿò ðåä å ñõîäÿù; á) Â ñèëà ñà ðàâåíñòâàòà

lim
n→∞

un+1

un
= lim

n→∞

(n+ 1)!2012n

2012n+1n!
= lim

n→∞

n+ 1

2012
= +∞,

ñëåäîâàòåëíî, ðàçãëåæäàíèÿò ðåä å ðàçõîäÿù; â) Â ñèëà ñà ðàâåíñòâàòà

lim
n→∞

un+1

un
= lim

n→∞

(
(n+ 1)n+1

(n+ 1)!
· n!

nn

)
= lim

n→∞

(
1 +

1

n

)n
= e > 1,

ñëåäîâàòåëíî, ðàçãëåæäàíèÿò ðåä å ðàçõîäÿù; ã) Â ñèëà ñà ðàâåíñòâàòà

lim
n→∞

un+1

un
= lim

n→∞

(
(n+ 1)n+1

(n+ 1)!
· n!

nn
· a

n+1

an

)
= lim

n→∞

(
1 +

1

n

)n
.a = e.a.

Ñëåäîâàòåëíî ïðè a <
1

e
ðåäúò å ñõîäÿù, à ïðè a >

1

e
ðåäúò å ðàçõî-

äÿù. Ïðè a =
1

e
ïðèçíàêúò íà Äàëàìáåð íå äàâà ðåçóëòàò; ä) Â ñèëà ñà

ðàâåíñòâàòà

lim
n→∞

un+1

un

= lim
n→∞

(
23n+3

(2n− 3)!
· (2n− 5)!

23n

)
= lim

n→∞

23

(2n− 1)(2n− 3)
= 0 < 1,

ñëåäîâàòåëíî, ðàçãëåæäàíèÿò ðåä å ñõîäÿù; å) Â ñèëà ñà ðàâåíñòâàòà

lim
n→∞

un+1

un
= lim

n→∞

(
((n+ 1)!)2

2(n+1)2
· 2n

2

(n!)2

)
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= lim
n→∞

(n!)2(n+ 1)2

(n!)2
· 2n

2

2n2+2n+1
= lim

n→∞

(n+ 1)2

22n+1
= 0 < 1,

ñëåäîâàòåëíî, ðàçãëåæäàíèÿò ðåä å ñõîäÿù; æ) Â ñèëà ñà ðàâåíñòâàòà

lim
n→∞

un+1

un
= lim

n→∞

(
n+ 1

(2n+ 2)!!
· (2n)!!

n

)

= lim
n→∞

(
n+ 1

(2n)!!(2n+ 2)
· (2n)!!

n

)
= lim

n→∞

n+ 1

n(2n+ 2)
= 0 < 1,

ñëåäîâàòåëíî, ðàçãëåæäàíèÿò ðåä å ñõîäÿù; ç) Â ñèëà ñà ðàâåíñòâàòà

lim
n→∞

un+1

un
= lim

n→∞

(
3n+1(n+ 1)!

(n+ 1)n+1
· n

n

3nn!

)
= lim

n→∞

3nn

(n+ 1)n

= lim
n→∞

3(
1 +

1

n

)n =
3

e
> 1,

ñëåäîâàòåëíî, ðàçãëåæäàíèÿò ðåä å ðàçõîäÿù; è) Îáùèÿò ÷ëåí un íà
ðåäà èìà âèäà

un =
4.7.10 . . . (3n+ 1)

2.6.10 . . . (4n− 2)
.

Òîãàâà ñå ïîëó÷àâà

lim
n→∞

un+1

un
=

4.7.10 . . . (3n+ 1)(3n+ 4)

2.6.10 . . . (4n− 2)(4n+ 2)
· 2.6.10 . . . (4n− 2)

4.7.10 . . . (3n+ 1)

= lim
n→∞

3n+ 4

4n+ 2
=

3

4
< 1,

ñëåäîâàòåëíî, ðàçãëåæäàíèÿò ðåä å ñõîäÿù.

Çàäà÷à 4.43: Äà ñå èçñëåäâàò çà ñõîäèìîñò ðåäîâåòå:

à)
∞∑
n=1

2n− 1

2n
; á)

∞∑
n=0

3n

2n(2n+ 1)
; â)

∞∑
n=1

n3

(2n)!
;

ã)
∞∑
n=1

n!

((2n+ 1)!!
; ä)

∞∑
n=1

4n− 3√
n3n

;

å) 2 +
2.5

1.5
+

2.5.8

1.5.9
+ . . .+

2.5.8 . . . (3n− 1)

1.5.9 . . . (4n− 3)
+ . . . ;
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æ) 1 +
1.4

3!!
+

1.4.7

5!!
+ . . .+

1.4.7 . . . (3n− 2)

(2n− 1)!!
+ . . . ;

ç)
1√
2

+
3

2
+

5

2
√

2
+ . . .+

2n− 1(√
2
)n + . . . ;

è) 1 +
2!

22
+

3!

33
+ . . .+

n!

nn
+ . . . .

4.5.4 Ïðèçíàê íà Êîøè

Òåîðåìà 4.6: (Ïðèçíàê íà Êîøè) Àêî çà ðåäà

∞∑
n=1

un, un ≥ 0 (n ∈ N)

ñúùåñòâóâàò ÷èñëî q, 0 ≤ q < 1 è íîìåð n0, ÷å çà âñÿêî n ≥ n0 å

èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî
n
√
un ≤ q,

òî òîçè ðåä å ñõîäÿù; àêî çà âñÿêî n ≥ n0 å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

n
√
un ≥ 1,

òî ðåäúò å ðàçõîäÿù.

Íà ïðàêòèêà, îáèêíîâåíî ïðèçíàêúò íà Êîøè ñå èçïîëçâà â ñëåäíàòà
ãðàíè÷íà ôîðìà:

Òåîðåìà 4.7: (Ãðàíè÷íà ôîðìà íà ïðèçíàêà íà Êîøè)
Àêî ñúùåñòâóâà êðàéíàòà èëè áåçêðàéíà ãðàíèöà

lim
n→∞

n
√
un = l,

òî:

1. Àêî l < 1, òî ðåäúò å ñõîäÿù;

2. Àêî l > 1, òî ðåäúò å ðàçõîäÿù;

3. Àêî l = 1, òî ðåäúò ìîæå äà áúäå êàêòî ñõîäÿù, òàêà è ðàçõîäÿù.
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Çàáåëåæêà: Àêî çà ðåäúò

∞∑
n=1

un, un > 0 (n ∈ N)

å èçâåñòíî ñàìî, ÷å

lim
n→∞

un+1

un
= 1, èëè lim

n→∞
n
√
un = 1, (4.16)

òî íèùî îïðåäåëåíî çà íåãîâàòà ñõîäèìîñò íå ìîæå äà ñå êàæå, ò. å. ðåäúò
ìîæå äà áúäå êàêòî ñõîäÿù, òàêà è ðàçõîäÿù. Íàïðèìåð, ðåäîâåòå

∞∑
n=1

1

n
è

∞∑
n=1

1

n2

óäîâëåòâîðÿâàò âñÿêî åäíî îò óñëîâèÿòà (4.16), íî ïúðâèÿò îò òÿõ å ðàç-
õîäÿù, à âòîðèÿò å ñõîäÿù.

Ïðèçíàêúò íà Êîøè å óäîáíî äà ñå ïðèëàãà êîãàòî â îáùèÿ ÷ëåí íà
ðåäà ó÷àñòâóâàò n-òè ñòåïåíè. Òîâà ðàçáèðà ñå íå å çàäúëæèòåëíî.

Ïîëåçíè áèõà áèëè è ñëåäíèòå ðàâåíñòâà:

lim
n→∞

n
√
n = 1, lim

n→∞
n
√

lnn = 1, lim
n→∞

n
√
P (n) = 1, (4.17)

êúäåòî P (n) å ïîëèíîì îò n.

Çàäà÷à 4.44: Ñ ïîìîùòà íà ïðèçíàêà íà Êîøè äà ñå èçñëåäâà çà ñõî-
äèìîñò ðåäúò

∞∑
n=1

n

2n
.

Ðåøåíèå: Îáùèÿò ÷ëåí íà ðåäà å un =
n

2n
. Îò òóê ïîñëåäîâàòåëíî

ñå ïîëó÷àâà

lim
n→∞

n
√
un = lim

n→∞
n

√
n

2n
=

1

2
lim
n→∞

n
√
n =

1

2
· 1 =

1

2
.

Òúé êàòî l =
1

2
, òî ñúãëàñíî ïðèçíàêà íà Êîøè, ðåäúò å ñõîäÿù. Çà

ïîëó÷àâàíå íà ãîðíîòî ðàâåíñòâî ñìå èçïîëçâàëè ïúðâîòî îò ðàâåíñòâàòà
(4.17).
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Çàäà÷à 4.45: Ñ ïîìîùòà íà ïðèçíàêà íà Êîøè äà ñå èçñëåäâà çà ñõî-
äèìîñò ðåäúò

∞∑
n=2

1

(lnn)n
.

Ðåøåíèå: Îáùèÿò ÷ëåí íà ðåäà å un =
1

(lnn)n
. Îò òóê ïîñëåäîâà-

òåëíî ñå ïîëó÷àâà

lim
n→∞

n
√
un = lim

n→∞
n

√
1

(lnn)n
= lim

n→∞

1

lnn
= 0.

Òúé êàòî l = 0 < 1, òî ñúãëàñíî ïðèçíàêà íà Êîøè, ðåäúò å ñõîäÿù.

Çàäà÷à 4.46: Ñ ïîìîùòà íà ïðèçíàêà íà Êîøè äà ñå èçñëåäâà çà ñõî-
äèìîñò ðåäúò

∞∑
n=1

1

2n

(
1 +

1

n

)n
.

Ðåøåíèå: Îáùèÿò ÷ëåí íà ðåäà å un =
1

2n

(
1 +

1

n

)n
. Îò òóê ïîñëå-

äîâàòåëíî ñå ïîëó÷àâà

lim
n→∞

n
√
un = lim

n→∞
n

√
1

2n

(
1 +

1

n

)n
=

1

2
· lim
n→∞

(
1 +

1

n

)
=

1

2
.

Òúé êàòî l =
1

2
< 1, òî ñúãëàñíî ïðèçíàêà íà Êîøè, ðåäúò å ñõîäÿù.

Çàäà÷à 4.47: Ñ ïîìîùòà íà ïðèçíàêà íà Êîøè äà ñå èçñëåäâà çà ñõî-
äèìîñò ðåäúò

∞∑
n=1

n4arctg 2n π

4n
.

Ðåøåíèå: Ùå èçïîëçóâàìå ôàêòà, ÷å

arctgx ∼ x ïðè x→ 0,

îòêúäåòî ñëåäâà ÷å

un = n4arctg 2n π

4n
∼ n4

( π
4n

)2n
= vn ïðè n→∞.
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Ñëåäîâàòåëíî, âìåñòî äàäåíèÿò ðåä ìîæåì äà èçñëåäâàìå çà ñõîäèìîñò
ðåäúò

∞∑
n=1

vn =
∞∑
n=1

n4
( π

2n

)2n
,

òúé êàòî çà äâàòà ðåäà ùå èìàìå lim
n→∞

un
vn

= 1 è ìîæåì äà ïðèëîæèì

ñëåäñòâèå 4.2. Çà âòîðèÿò ðåä, ïðèëàãàéêè ïðèçíàêà íà Êîøè è òðåòîòî
ðàâåíñòâî â (4.17), ïîëó÷àâàìå

lim
n→∞

n
√
vn = lim

n→∞
n

√
n4
( π

4n

)2n
= lim

n→∞
n
√
n4
( π

4n

)2
= 1.0 = 0 < 1.

Ñúãëàñíî ïðèçíàêà íà Êîøè ðåäúò ñ îáù ÷ëåí vn å ñõîäÿù. Ñëåäîâàòåëíî
è ðåäúò ñ îáù ÷ëåí un å ñúùî òàêà ñõîäÿù.

Çàäà÷à 4.48: Ñ ïîìîùòà íà ïðèçíàêà íà Êîøè äîêàæåòå, ÷å ðåäúò

1

2
+

1

3
+

1

22
+

1

32
+

1

23
+

1

33
+

1

24
+

1

34
+ . . .

å ñõîäÿù. Ïîêàæåòå, ÷å çà òîçè ðåä ïðèçíàêúò íà Äàëàìáåð íå ìîæå äà
äàäå îòãîâîð çà íåãîâàòà ñõîäèìîñò.

Çàäà÷à 4.49: Ñ ïîìîùòà íà ïðèçíàêà íà Êîøè äà ñå èçñëåäâàò çà ñõî-
äèìîñò ðåäîâåòå:

à)
∞∑
n=1

(
n

3n− 1

)2n−1

; á)
∞∑
n=1

(
2n+ 1

3n+ 1

)n
2

; â)
∞∑
n=1

(
3n2 + 1

2n2 + 1

)n2

;

ã)
∞∑
n=1

(
2n3 + n

3n3 − 1

)n2

; ä)
∞∑
n=1

(
5n− 3

7n+ 1

)n3

; å)
∞∑
n=1

(
n

2n+ 3

)n2

;

æ)
∞∑
n=1

(
2n+ 2

5n+ 1

)n2

; ç)
∞∑
n=1

n3

(
3n+ 1

5n+ 3

)n
; è)

∞∑
n=1

√
n

(
n

2n+ 1

)2n

;

é)
∞∑
n=1

(
4n− 1

9n+ 1

)n
2

; ê)
∞∑
n=2

(
n− 1

n+ 1

)n(n−1)

; ë)
∞∑
n=1

2n−1

nn
;

ì)
∞∑
n=1

n23n

5n+1
; í)

∞∑
n=1

3n+1e−n;
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î)
2

3
+

(
3

2

)4

9
+ . . .+

(
n+ 1

n

)n2

3n
+ . . . ;

ï)
2

1
+

(
3

3

)2

+

(
4

5

)3

+ . . .+

(
n+ 1

2n− 1

)n
+ . . . ;

ð) arcsin 1 + arcsin2 1

2
+ arcsin3 1

3
+ . . .+ arcsinn

1

n
+ . . . .

4.5.5 Ïðèçíàê íà Ðààáå-Äþàìåë

Ïðèçíàöèòå íà Äàëàìáåð è Êîøè ñå îñíîâàâàò íà ñðàâíåíèåòî íà
äàäåí ðåä ñ ãåîìåòðè÷íàòà ïðîãðåñèÿ

∞∑
n=1

qn = q + q2 + . . .+ qn + . . . , |q| < 1

èëè ñ ðàçõîäÿùèÿ ðåä

∞∑
n=1

1 = 1 + 1 + . . .+ 1 + . . . .

Åñòåñòâåíî âúçíèêâà èäeÿòà çà ïîëó÷àâàíå íà ïî-ïðåöèçåí ïðèçíàê,
îñíîâàâàù ñå íà ñðàâíåíèå íà ðàçãëåæäàíèÿ ðåä ñ äðóãè ñòàíäàðòíè
ðåäîâå, ñõîäÿùè èëè ðàçõîäÿùè "ïî-áàâíî" oò ðåäà íà ãåîìåòðè÷íàòà
ïðîãðåñèÿ. Â òîçè ïàðàãðàô ùå ïðåäñòàâèì åäèí ïðèçíàê, îñíîâàâàù ñå
íà ñðàâíåíèåòî íà ðàçãëåæäàíèÿ ðåä ñ õàðìîíè÷íèÿ ðåä

∞∑
n=1

1

nα
= 1 +

1

2α
+

1

3α
+ . . .+

1

nα
+ . . . (α > 1).

Ùå ïðåäñòàâèì òúé íàðå÷åíèÿò ïðèçíàê íà Ðààáå-Äþàìåë.

Òåîðåìà 4.8: (Ïðèçíàê íà Ðààáå-Äþàìåë) Àêî çà ðåäà

∞∑
n=1

un, un > 0 (n ∈ N)

ñúùåñòâóâàò ÷èñëî q > 1 è íîìåð n0, ÷å çà âñÿêî n ≥ n0 å èçïúëíåíî

íåðàâåíñòâîòî

n

(
un
un+1

− 1

)
≥ q,
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òî òîçè ðåä å ñõîäÿù; àêî çà âñÿêî n ≥ n0 å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

n

(
un
un+1

− 1

)
≤ 1,

òî ðåäúò å ðàçõîäÿù.

Òåîðåìà 4.9: (Ãðàíè÷íà ôîðìà íà ïðèçíàêà íà Ðààáå-Äþàìåë)
Àêî ñúùåñòâóâà êðàéíàòà èëè áåçêðàéíà ãðàíèöàòà

lim
n→∞

[
n

(
un
un+1

− 1

)]
= l,

òî:

1. Àêî l > 1, òî ðåäúò å ñõîäÿù;

2. Àêî l < 1, òî ðåäúò å ðàçõîäÿù;

3. Àêî l = 1, òî ðåäúò ìîæå äà áúäå êàêòî ñõîäÿù, òàêà è ðàçõîäÿù.

Ïðèçíàêúò íà Ðààáå-Äþàìåë å "ïî-ñèëåí" îò ïðèçíàöèòå íà Äàëàì-
áåð è Êîøè, â ñìèñúë, ÷å çà ðåäîâåòå íà êîèòî ïðèçíàöèòå íà Äàëàìáåð è
Êîøè íå ìîãàò äà îòãîâîðÿò äàëè ñà ñõîäÿùè èëè ðàçõîäÿùè, îáèêíîâå-
íî ïðèçíàêúò íà Ðààáå-Äþàìåë ìîæå äà îòãîâîðè íà âúïðîñà çà òÿõíàòà
ñõîäèìîñò èëè ðàçõîäèìîñò.

Åñòåñòâåíî âúçíèêâà âúïðîñúò íå ñúùåñòâóâà ëè òàêúâ óíèâåðñàëåí
ñõîäÿù, èëè ðàçõîäÿù âúçìîæíî íàé-áàâíî ðåä, ñ êîéòî ìîæå äà ñå ñðàâ-
íè ïðîèçâîëåí ðåä ñ íåîòðèöàòåëíè ÷ëåíîâå? Òàêúâ óíèâåðñàëåí ðåä
îáà÷å íå ñúùåñòâóâà.

Çàäà÷à 4.50: Äà ñå èçñëåäâà çà ñõîäèìîñò ðåäúò

∞∑
n=1

(2n− 1)!!

(2n)!!
.

Ðåøåíèå: Îáùèÿò ÷ëåí íà ðåäà å un =
(2n− 1)!!

(2n)!!
, îòêúäåòî ïúê ñå

ïîëó÷àâà, ÷å

un+1 =
(2(n+ 1)− 1)!!

(2(n+ 1))!!
=

(2n+ 1)!!

(2n+ 2)!!
=

(2n− 1)!!(2n+ 1)

(2n)!!(2n+ 2)
.
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Çà äà èçñëåäâàìå ðåäà, íàé-íàïðåä ùå ïðèëîæèì ïðèçíàêà íà Äà-
ëàìáåð. Â ñèëà ñà ñëåäíèòå ïðåäñòàâÿíèÿ

lim
n→∞

un+1

un
= lim

n→∞

(2n− 1)!!(2n+ 1)

(2n)!!(2n+ 2)
· (2n)!!

(2n− 1)!!
= lim

n→∞

2n+ 1

2n+ 2
= 1.

Ïðèçíàêúò íà Äàëàìáåð íå äàâà îòãîâîð íà âúïðîñà çà ñõîäèìîñò-
òà èëè ðàçõîäèìîñòòà íà ðåäà. Ñåãà ùå ïðèëîæèì ïðèçíàêà íà Ðààáå-
Äþàìåë. Ïîñëåäîâàòåëíî ñå ïîëó÷àâà ñëåäíîòî

l = lim
n→∞

n

(
un
un+1

− 1

)
= lim

n→∞
n

(
2n+ 2

2n+ 1
− 1

)
= lim

n→∞

n

2n+ 1
=

1

2
.

Òúé êàòî l =
1

2
< 1, òî ñúãëàñíî ïðèçíàêà íà Ðààáå-Äþàìåë, ðåäúò å

ðàçõîäÿù.

Çàäà÷à 4.51: Ñ ïîìîùòà íà ïðèçíàêà íà Ðààáå-Äþàìåë èçñëåäâàéòå çà
ñõîäèìîñò ðåäúò

∞∑
n=1

n!

(a+ 1)(a+ 2) . . . (a+ n)
, a ≥ 0.

Ðåøåíèå: Îáùèÿò ÷ëåí íà ðåäà å un =
n!

(a+ 1)(a+ 2) . . . (a+ n)
,

îòêúäåòî ïúê ñå íàìèðà, ÷å un+1 =
(n+ 1)!

(a+ 1)(a+ 2) . . . (a+ n)(a+ n+ 1)
.

Ïîñëåäîâàòåëíî ñå ïîëó÷àâàò ñëåäíèòå ðåçóëòàòè:

un
un+1

=
n!

(a+ 1)(a+ 2) . . . (a+ n)
· (a+ 1)(a+ 2) . . . (a+ n)(a+ n+ 1)

(n+ 1)!

=
a+ n+ 1

n+ 1
,

lim
n→∞

n

(
un
un+1

− 1

)
= lim

n→∞
n

(
a+ n+ 1

n+ 1
− 1

)
= lim

n→∞

a.n

n+ 1 + a
= a.

Àêî a > 1, òî ñúãëàñíî ïðèçíàêà íà Ðààáå-Äþàìåë ðåäúò å ñõîäÿù.
Àêî a < 1, òî ðåäúò å ðàçõîäÿù. Àêî a = 1, òî ïðèçíàêúò íà Ðààáå-
Äþàìåë íå äàâà ðåçóëòàò.

Çàäà÷à 4.52: Ñ ïîìîùòà íà ïðèçíàêà íà Ðààáå-Äþàìåë äà ñå èçñëåäâà
çà ñõîäèìîñò ðåäúò

∞∑
n=1

(2n− 1)!!2n

3.7.11 . . . (4n− 1)
.
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Ðåøåíèå: Îáùèÿò ÷ëåí íà ðåäà å un =
(2n− 1)!!2n

3.7.11 . . . (4n− 1)
, îòêúäåòî

ïúê ñå ïîëó÷àâà, ÷å

un+1 =
(2n+ 1)!!2n+1

3.7.11 . . . (4n− 1)(4n+ 3)
=

(2n− 1)!!(2n+ 1)2n+1

3.7.11 . . . (4n− 1)(4n+ 3)
.

Ïîñëåäîâàòåëíî ñå ïîëó÷àâàò ñëåäíèòå ðåçóëòàòè:

un
un+1

=
(2n− 1)!!2n

3.7.11 . . . (4n− 1)
· 3.7.11 . . . (4n− 1)(4n+ 3)

(2n− 1)!!(2n+ 1)2n+1
=

4n+ 3

4n+ 2
,

l = lim
n→∞

n

(
un
un+1

− 1

)
= lim

n→∞
n

(
4n+ 3

4n+ 2
− 1

)
= lim

n→∞

n

4n+ 2
=

1

4
.

Òúé êàòî l =
1

4
< 1, òî ñúãëàñíî ïðèçíàêà íà Ðààáå-Äþàìåë, ðåäúò å

ðàçõîäÿù.

Çàäà÷à 4.53: Ñ ïîìîùòà íà ïðèçíàêà íà Ðààáå-Äþàìåë äà ñå èçñëåäâà
çà ñõîäèìîñò ðåäúò

∞∑
n=1

1(
1 + sin π

2

) (
1 + sin π

3

)
. . .
(
1 + sin π

n

) .
Ðåøåíèå: Îáùèÿò ÷ëåí íà ðåäà å

un =
1(

1 + sin π
2

) (
1 + sin π

3

)
. . .
(
1 + sin π

n

) ,
îòêúäåòî ïúê ñå ïîëó÷àâà, ÷å

un+1 =
1(

1 + sin π
2

) (
1 + sin π

3

)
. . .
(
1 + sin π

n

) (
1 + sin π

n+1

) ,
un
un+1

=

(
1 + sin π

2

) (
1 + sin π

3

)
. . .
(
1 + sin π

n

) (
1 + sin π

n+1

)
(
1 + sin π

2

) (
1 + sin π

3

)
. . .
(
1 + sin π

n

)
= 1 + sin

π

n+ 1
,

n

(
un
un+1

− 1

)
= n

(
1 + sin

π

n+ 1
− 1

)
= π ·

sin π
n+1
π
n+1

· n

n+ 1
,

l = lim
n→∞

n

(
un
un+1

− 1

)
= π. lim

n→∞

sin π
n+1
π
n+1

· lim
n→∞

n

n+ 1
= π.

Òúé êàòî l = π > 1, òî ñúãëàñíî ïðèçíàêà íà Ðààáå-Äþàìåë, ðåäúò å
ñõîäÿù.
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Çàäà÷à 4.54: Ñ ïîìîùòà íà ïðèçíàêà íà Ðààáå äà ñå èçñëåäâàò çà ñõî-
äèìîñò ðåäîâåòå:

à)
∞∑
n=1

e−
√
n; á)

∞∑
n=1

n!en

nn+p
; â)

∞∑
n=1

p(p+ 1) . . . (p+ n− 1)

n!
· 1

nq
;

ã)
∞∑
n=1

(
1.2.3 . . . (2n− 1)

2.4.6 . . . (2n)

)p
· 1

nq
;

ä)
∞∑
n=1

(
p(p+ 1) . . . (p+ n− 1)

q(q + 1) . . . (q + n− 1)

)r
, (p > 0, q > 0);

å)
∞∑
n=1

n!n−p

q(q + 1) . . . (q + n)
, (q > 0);

æ)
∞∑
n=1

√
n!

(2 +
√

1)(2 +
√

2) . . . (2 +
√
n)

;

ç)

(
1

2

)p
+

(
1.3

2.4

)p
+

(
1.3.5

2.4.6

)p
+ . . . ;

è)
a

b
+
a(a+ d)

b(b+ d)
+
a(a+ d)(a+ 2d)

b(b+ d)(b+ 2d)
+ . . . , (a > 0, b > 0, d > 0).

4.5.6 Ïðèçíàöè íà Äèðèõëå è Àáåë

Ïðèçíàöèòå íà Äèðèõëå è Àáåë ðàçãëåæäàò âúïðîñèòå çà ñõîäèìîñò
íà ðåäîâå îò âèäà

∞∑
n=1

un.vn.

Â ñèëà ñà ñëåäíèòå äâå äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ çà ñõîäèìîñò íà ãîðíèÿ òèï
ðåäîâå.

Òåîðåìà 4.10: (Ïðèçíàê íà Äèðèõëå) Àêî çà ðåäà

∞∑
n=1

un.vn

ñà èçïúëíåíè óñëîâèÿòà:
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1. ×àñòè÷íèòå ñóìè íà ðåäà

∞∑
n=1

vn ñà îãðàíè÷åíè, ò. å. ñúùåñòâóâà

êîíñòàíòà M > 0, ÷å çà âñÿêî n ∈ N å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî∣∣∣∣∣
n∑
k=1

vk

∣∣∣∣∣ ≤M ;

2. Ðåäèöàòà {un} ìîíîòîííî êëîíè êúì íóëà, ò. å. un+1 ≤ un èëè

un+1 ≥ un çà âñÿêî n ≥ n0 è

lim
n→∞

un = 0,

òî òîé å ñõîäÿù.

Òåîðåìà 4.11: (Ïðèçíàê íà Àáåë) Àêî çà ðåäà

∞∑
n=1

un.vn (4.18)

ñà èçïúëíåíè óñëîâèÿòà:

1. Ðåäèöàòà {un} å ìîíîòîííà è îãðàíè÷åíà, ò. å. un+1 ≤ un èëè

un+1 ≥ un è ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà M > 0, ÷å çà âñÿêî n ∈ N å â

ñèëà íåðàâåíñòâîòî |un| ≤M ;

2. Ðåäúò
∞∑
n=1

vn

å ñõîäÿù, òî ðåäúò (4.18) å ñõîäÿù.

Çàäà÷à 4.55: Äà ñå äîêàæå, ÷å àêî ðåäèöàòà {un} ìîíîòîííî êëîíè êúì
íóëà, òî ðåäúò

∞∑
n=1

un sinnα

å ñõîäÿù çà âñÿêî α ∈ R, à ðåäúò
∞∑
n=1

un cosnα

å ñõîäÿù çà α 6= 2mπ, m ∈ Z.
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Ðåøåíèå: Íåêà çà n = 1, 2, . . . äà îçíà÷èì

Bn =
n∑
k=1

sin kα, Cn =
n∑
k=1

cos kα.

Òîãàâà ñà â ñèëà ðàâåíñòâàòà

Bn =
sin(n+ 1)α2 sinnα2

sin α
2

, Cn =
cos(n+ 1)α2 sinnα2

sin α
2

, (4.19)

α 6= 2mπ, m ∈ Z.

Çà äîêàçâàíå íà ôîðìóëèòå (4.19) ìîæå äà ñå èçïîëçâàò ðàâåíñòâàòà

2 sin kα sin
α

2
= cos

(
k − 1

2

)
α− cos

(
k +

1

2

)
α,

2 cos kα sin
α

2
= sin

(
k +

1

2

)
α− sin

(
k − 1

2

)
α.

Àêî α 6= 2mπ, m ∈ Z, òî îò (4.19) ñå ïîëó÷àâàò îöåíêèòå îòãîðå

|Bn| ≤
1∣∣sin α

2

∣∣ , |Cn| ≤ 1∣∣sin α
2

∣∣ .
Ñëåäîâàòåëíî, ñúãëàñíî ïðèçíàêà íà Äèðèõëå ðåäîâåòå

∞∑
n=1

un sinnα è

∞∑
n=1

un cosnα ñà ñõîäÿùè. Àêî α = 2mπ, m ∈ Z, òî cosnα = 1, à sinnα =

0 çà âñÿêî n ∈ N. Çàòîâà ïðè α = 2mπ, m ∈ Z, ðåäúò
∞∑
n=1

un sinnα

å ñõîäÿù, à ðåäúò
∞∑
n=1

un cosnα =

∞∑
n=1

un ìîæå äà áúäå êàêòî ñõîäÿù,

òàêà è ðàçõîäÿù, â çàâèñèìîñò îò ïîâåäåíèåòî íà ðåäà
∞∑
n=1

un. Íåãîâàòà

ñõîäèìîñò ìîæå äà ñå èçñëåäâà, êàòî ñå èçïîëçâàò íÿêîè îò ïîçíàòèòå
íè âå÷å ïðèçíàöè.

Çàäà÷à 4.56: Äà ñå èçñëåäâà çà ñõîäèìîñò ðåäà

∞∑
n=1

sinnα

ln ln(n+ 2)
· cos

1

n
, α ∈ R.
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Ðåøåíèå: Ðåäèöàòà

{
cos

1

n

}∞
n=1

å ìîíîòîííî ðàñòÿùà è îãðàíè÷åíà.

Íåêà äà ðàçãëåäàìå ðåäúò

∞∑
n=1

1

ln ln(n+ 2)
· sinnα. (4.20)

Íåêà çà n = 1, 2 . . . äà ïîëîæèì un =
1

ln ln(n+ 2)
. Î÷åâèäíî ðåäèöàòà

{un} å ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà è êëîíè êúì 0, ïðè n → ∞. Êàòî ñå
ïðèëîæè ðåçóëòàòà íà ïðåäíàòà çàäà÷à ñå ïîëó÷àâà, ÷å ðåäúò (4.20) å
ñõîäÿù. Ñúãëàñíî ïðèçíàêà íà Àáåë ðåäúò

∞∑
n=1

sinnα

ln ln(n+ 2)
· cos

1

n

å ñõîäÿù çà âñÿêî α ∈ R.

Çàäà÷à 4.57: Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè ðåàëíè α, çà êîèòî ñà ñõîäÿùè ðå-
äîâåòå:

à)
∞∑
n=1

sinnα√
n

; á)
∞∑
n=1

cosnα

ln(n+ 1)
;

â)
∞∑
n=1

2n.(2n− 1)!!

3.7.11 . . . (4n− 1)
· sinnα; ã)

∞∑
n=1

1

n!

(n
e

)n
. cosnα.

4.6 Àáñîëþòíî è íåàáñîëþòíî ñõîäÿùè ðåäîâå

4.6.1 Àáñîëþòíî ñõîäÿùè ðåäîâå

Ðåäúò
∞∑
n=1

un (4.21)

ñå íàðè÷à àáñîëþòíî ñõîäÿù, àêî ðåäúò

∞∑
n=1

|un|, (4.22)

ñúñòàâåí îò àáñîëþòíèòå ñòîéíîñòè íà íåãîâèòå ÷ëåíîâå å ñõîäÿù ÷èñëîâ
ðåä.

Ïðè èçñëåäâàíå íà ðåäîâå çà àáñîëþòíà ñõîäèìîñò ñå ïðèëàãàò ïðèç-
íàöèòå çà ñõîäèìîñò íà ðåäîâå ñ íåîòðèöàòåëíè ÷ëåíîâå.
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Çàäà÷à 4.58: Äà ñå äîêàæàò ñëåäíèòå ñâîéñòâà íà àáñîëþòíî ñõîäÿùè-
òå ðåäîâå:

1. Àáñîëþòíî ñõîäÿùèòå ðåäîâå ñà è ïðîñòî ñõîäÿùè, ò. å. îò ñõîäè-
ìîñòòà íà ðåäà (4.22) ñëåäâà ñõîäèìîñòòà íà ðåäà (4.21), ïðè òîâà
|S| ≤ σ, êúäåòî S è σ ñà ñúîòâåòíî ñóìèòå íà ðåäîâåòå (4.21) è
(4.22);

2. Àêî ðåäîâåòå
∞∑
n=1

un è
∞∑
n=1

vn ñà àáñîëþòíî ñõîäÿùè, òî çà ïðîèç-

âîëíè ðåàëíè α è β ðåäúò

∞∑
n=1

(αun + βvn)

å ñúùî àáñîëþòíî ñõîäÿù;

3. Àêî ðåäúò (4.21) å àáñîëþòíî ñõîäÿù, òî ðåäúò, ñúñòàâåí îò ñúùèòå
÷ëåíîâå, íî âçåòè â äðóã ðåä, å ñúùî àáñîëþòíî ñõîäÿù è íåãîâàòà
ñóìà å ðàâíà íà ñóìàòà íà ðåäà (4.21);

4. Àêî ðåäîâåòå
∞∑
n=1

un è
∞∑
n=1

vn ñà àáñîëþòíî ñõîäÿùè, òî ðåäúò ñúñ-

òàâåí îò âñåâúçìîæíèòå ïðîèçâåäåíèÿ îò âèäà ui.vj îò ÷ëåíîâå íà
òåçè ðåäîâå, ðàçïîëîæåíè â ïðîèçâîëåí ðåä, å ñúùî ñõîäÿù è íå-
ãîâàòà ñóìà å ðàâíà íà S.σ, êúäåòî S è σ ñà ñóìèòå íà ðåäîâåòå
∞∑
n=1

un è
∞∑
n=1

vn.

Óïúòâàíå: Èçïîëçâàéòå êðèòåðèÿ íà Êîøè çà ñõîäèìîñò íà ðåäîâå.

Çàäà÷à 4.59: Äà ñå äîêàæå, ÷å ðåäúò
∞∑
n=1

un å àáñîëþòíî ñõîäÿù, àêî:

à) un =
(n+ 1) cos 2n
3
√
n7 + 3n+ 4

; á) un = ln

(
1 +

1
5
√
n

)
arctg

sinn

n
;

â) un =
(−1)n

ln2(n+ 1)

(
1− cos

1√
n

)
.
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Ðåøåíèå: à) Ùå èçïîëçâàìå íåðàâåíñòâàòà n+ 1 ≤ 2n, | cos 2n| ≤ 1,
n7 + 3n+ 4 > n7. Ïî òîçè íà÷èí ñå ïîëó÷àâà, ÷å

|un| ≤
2

n
4
3

.

Îò ñõîäèìîñòòà íà ðåäà
∞∑
n=1

2

n
4
3

ïî ïðèçíàêà çà ñðàâíÿâàíå íà ðåäîâå

ñëåäâà ñõîäèìîñòòà íà ðåäà
∞∑
n=1

|un|, ò. å. àáñîëþòíàòà ñõîäèìîñò íà ðåäà

∞∑
n=1

un; á) Îòáåëÿçâàìå, ÷å ïðè t ≥ 0 ñà â ñèëà íåðàâåíñòâàòà 0 ≤ ln(1 +

t) ≤ t, à çà âñÿêî t ∈ R− íåðàâåíñòâîòî |arctgt| ≤ t. Ñëåäîâàòåëíî ñå
ïîëó÷àâà

|un| ≤
1
5
√
n

∣∣∣∣sinnn
∣∣∣∣ ≤ 1

n
6
5

,

îòêúäåòî ñëåäâà àáñîëþòíàòà ñõîäèìîñò íà ðåäà
∞∑
n=1

un; â) Ùå èçïîëç-

âàìå ôîðìóëàòà 1 − cos t = 2 sin2 t

2
è íåðàâåíñòâîòî | sin t| ≤ t, t ∈ R çà

äà ñå ïîëó÷è

|un| ≤
1

2n ln2(n+ 1)
.

Òúé êàòî ðåäúò
∞∑
n=1

1

2n ln2(n+ 1)

å ñõîäÿù, òî ðåäúò
∞∑
n=1

un å àáñîëþòíî ñõîäÿù ðåä.

4.6.2 Çíàêîïðîìåíëèâè ðåäîâå-ïðèçíàê íà Ëàéáíèö

Àêî ÷ëåíîâåòå íà ðåäèöàòà {un} ñà ïîëîæèòåëíè, ò. å. çà âñÿêî n ∈ N

un > 0, òî âñåêè îò ðåäîâåòå
∞∑
n=1

(−1)n−1un, èëè
∞∑
n=1

(−1)nun ñå íàðè÷à àë-

òåðíàòèâåí èëè çíàêîïðîìåíëèâ ðåä. Îòãîâîð çà ñõîäèìîñòòà íà òàêèâà
ðåäîâå äàâà ïðèçíàêúò íà Ëàéáíèö.
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Òåîðåìà 4.12: (Ïðèçíàê íà Ëàéáíèö) Àêî ðåäèöàòà {un} å ìîíî-
òîííî íàìàëÿâàùà è êëîíè êúì íóëà, ò. å. çà âñÿêî n ∈ N å èçïúëíåíî

íåðàâåíñòâîòî

un ≥ un+1 (4.23)

è

lim
n→∞

un = 0, (4.24)

òî ðåäúò
∞∑
n=1

(−1)n−1un

å ñõîäÿù.

Çàäà÷à 4.60: Äà ñå äîêàæå ñõîäèìîñòòà íà çíàêîïðîìåíëèâèòå ðåäîâå:

à)
∞∑
n=1

(−1)n−1 1√
n

; á)
∞∑
n=1

(−1)n

2n+ 1
.

Ðåøåíèå: à) Ðåäèöàòà

{
un =

1√
n

}
å ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà è êëî-

íè êúì íóëà, ò. å. òÿ óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà (4.23) è (4.24). Ñúãëàñ-
íî ïðèçíàêúò íà Ëàéáíèö, ðåäúò å ñõîäÿù; á) Íåêà çà n = 1, 2, . . .

un =
1

2n+ 1
. Ïðîâåðåòå óñëîâèÿòà (4.23) è (4.24).

Çàäà÷à 4.61: Äà ñå èçñëåäâàò çà ñõîäèìîñò ðåäîâåòå :

à)
∞∑
n=1

(−1)n−1 sin
1√
n

; á)
∞∑
n=1

(−1)n−1arctg

√
n

2n− 1
.

â)
∞∑
n=1

(
−1

n

)(
1− n
√
n
)

; ã)
∞∑
n=1

(−1)n−1 ln2 n

n
.

Óïúòâàíå: â) Íåêà µ å ïðîèçâîëíî ðåàëíî ÷èñëî. Ïî àíàëîãèÿ ñ
òúé íàðå÷åíèòå áèíîìíè êîåôèöèåíòè, çà âñÿêî öÿëî n = 1, 2, . . . äà
äåôèíèðàìå ôóíêöèÿòà(

µ

n

)
=
µ(µ− 1)(µ− 2) . . . (µ− n+ 1)

1.2.3 . . . n
.

Ïî òîçè íà÷èí (
−1

n

)
=

(−1)(−2)(−3) . . . (−n)

1.2.3 . . . n
= (−1)n.
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Çàäà÷à 4.62: Àêî P å ïîëèíîì îò ñòåïåí p, êîéòî ïðèåìà ñàìî ïîëîæè-
òåëíè ñòîéíîñòè çà åñòåñòâåíè ñòîéíîñòè íà àðãóìåíòà ñè, äà ñå äîêàæå,
÷å:

à) lim
n→∞

(
P (n+ 1)

P (n)

)n
= ep;

á) Ðåäúò
∞∑
n=1

(−1)n−1
(
n
√
P (n)− 1

)
å ñõîäÿù.

4.6.3 Óñëîâíî ñõîäÿùè ðåäîâå

Ðåäúò
∞∑
n=1

un

ñå íàðè÷à óñëîâíî (íå àáñîëþòíî) ñõîäÿù, àêî òîçè ðåä å ñõîäÿù, à ðåäúò

∞∑
n=1

|un|

å ðàçõîäÿù.

Ïðèìåð: Ðåäúò
∞∑
n=1

(−1)n

n
å ñõîäÿù. (Íåãîâàòà ñõîäèìîñò ìîæå äà

ñå óñòàíîâè êàòî ñå èçïîëçâà ïðèçíàêúò íà Ëàéáíèö). Ðàçãëåæäàìå ðåäa

∞∑
n=1

∣∣∣∣(−1)n

n

∣∣∣∣ = 1 +
1

2
+

1

3
+ . . .+

1

n
+ . . . .

Òîâà å õàðìîíè÷íèÿò ðåä, çà êîéòî áåøå ïîêàçàíî, ÷å å ðàçõîäÿù ðåä.

Ñëåäîâàòåëíî ðåäúò
∞∑
n=1

(−1)n

n
å óñëîâíî ñõîäÿù ðåä.

Çàäà÷à 4.63: Èçñëåäâàéòå çà ñõîäèìîñò è àáñîëþòíà ñõîäèìîñò ðåäúò
∞∑
n=1

un, àêî:

à) un =
(−1)n−1

√
3n+ 1

; á) un = (−1)[
n−1
2 ].tg

1

n
; â) un = (−1)n−1 (n+ 1)n

nn+ 1
2

;

ã) un = (−1)[
√
n] · 1

n
; ä) un =

(−1)n√
n+ (−1)n−1

;
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å) un = ln

(
1 +

(−1)n

2
3
√
n2

)
; æ) un =

cosn

n
.

Ðåøåíèå: ä) Çàïèñâàìå un âúâ âèäà

un =
(−1)n√

n

(
1 +

(−1)n−1

√
n

)−1

è ùå èçïîëçâàìå àñèìïòîòè÷íàòà ôîðìóëà

(1 + t)−1 = 1− t+ o(t2), t→ 0.

Ïî òîçè íà÷èí ñå ïîëó÷àâà

un =
(−1)n√

n
+

1

n
+ αn, êúäåòî |αn| ≤

C

n
3
2

, C > 0.

Òúé êàòî ðåäúò
∞∑
n=1

αn å àáñîëþòíî ñõîäÿù, òî ðåäúò
∞∑
n=1

un å ñõîäÿù

èëè ðàçõîäÿù, åäíîâðåìåííî ñ ðåäà
∞∑
n=1

vn, êúäåòî vn =
(−1)n√

n
+

1

n
. Îò

ñõîäèìîñòòà íà ðåäà
∞∑
n=1

(−1)n√
n

è ðàçõîäèìîñòòà íà õàðìîíè÷íèÿò ðåä

∞∑
n=1

1

n
ñëåäâà ðàçõîäèìîñòòà íà ðåäà

∞∑
n=1

vn. Ñëåäîâàòåëíî ðåäúò
∞∑
n=1

un å

ðàçõîäÿù;
å) Ùå èçïîëçâàìå àñèìïòîòè÷íàòà ôîðìóëà

ln(1 + t) = t+ o(t2), ïðè t→ 0,

çà äà ñå ïîëó÷è

un =
(−1)n

2
3
√
n2

+ bn, êúäåòî |bn| ≤
C

n
4
3

, C > 0.

Òúé êàòî ðåäúò
∞∑
n=1

bn å ñõîäÿù àáñîëþòíî, à ðåäúò
∞∑
n=1

(−1)n

2
3
√
n2

å ñõî-

äÿù óñëîâíî (ðåäúò
∞∑
n=1

1

2
3
√
n2

å ðàçõîäÿù), òî ðåäúò
∞∑
n=1

un å ñõîäÿù

óñëîâíî;
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æ) Ðåäúò
∞∑
n=1

cosn

n
å ñõîäÿù. Ùå äîêàæåì, ÷å òîçè ðåä íå å àáñîëþòíî

ñõîäÿù, ò. å. ùå äîêàæåì ðàçõîäèìîñòòà íà ðåäà
∞∑
n=1

| cosn|
n

. Èçïîëçâàéêè

íåðàâåíñòâîòî | cosn| ≥ cos2 n è ôîðìóëàòà

cos2 n =
1 + cos 2n

2
,

ñå ïîëó÷àâà
| cosn|
n

≥ 1 + cos 2n

2n
.

Îòáåëÿçâàìå, ÷å ðåäúò
∞∑
n=1

1 + cos 2n

2n
å ðàçõîäÿù, òúé êàòî ðåäúò

∞∑
n=1

cos 2n

2n
å ñõîäÿù, à ðåäúò

∞∑
n=1

1

2n
å ðàçõîäÿù. Ïî ïðèçíàêà çà ñðàâ-

íÿâàíå íà ðåäîâå, ñå ïîëó÷àâà, ÷å ðåäúò
∞∑
n=1

| cosn|
n

å ðàçõîäÿù.

Çàäà÷à 4.64: Äîêàæåòå, ÷å ðåäîâåòå
∞∑
n=1

un ñà àáñîëþòíî ñõîäÿùè, àêî:

à) un =
sin
(
2n+ π

4

)
n 3
√
n+ 2

; á) un =
arctg(−n)n

4
√

2n6 + 3n+ 1
;

â) un =
cos πn4

(n+ 2)
√

ln3(n+ 3)
; ã) un =

(−1)n+1 ln2 n

2n
;

ä) un =
(−1)n

5
√
n
· arcsin

π

4n
; å) un = cos3 n.arctg

n+ 1

n3 + 2
;

æ) un =

√
n2 + 3

n3 + 4n
· ln
(

1 +
(−1)n

n

)
; ç) un = n3. sinn.e−

√
n;

è) un = (−1)n
(

arctg
1√
n
− arcsin

1√
n

)
; é) un =

(−1)n

(2n)!
;

ê) un =
(−1)n(2n)!!

(n+ 1)n
; ë) un =

(−1)n ln2(n+ 1)

n
√
n+ 1

;

ì) un = (−1)
n(n+1)

2 · 2n + n2

3n + n3
; í) un =

(−1)n sin 3n

n. ln(n+ 1). ln2(n+ 2)
.
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Çàäà÷à 4.65: Èçñëåäâàéòå çà ñõîäèìîñò è àáñîëþòíà ñõîäèìîñò ðåäî-

âåòå
∞∑
n=1

un, àêî:

à) un = (−1)n−1 ·
3
√
n+ 1√
n+ 2

; á) un = (−1)n · n
2.2n

3n + 1
;

â) un =
(−1)n

n ln(n+ 1)
; ã) un =

(n+ 1) sin 2n

n2 − lnn
;

ä) un =
(−1)nn

(n+ 1)
√
n+ 2

· tg 1√
n

; å) un =
(−1)n

n ln(n+ 1) ln ln(n+ 2)
;

æ) un =
(−1)n+1(n+ 4)

3
√
n2 + 1.(2 +

√
n2 + 3)

; ç) un = cos
(
πn+

π

6

)
ln

(
1 +

2

n

)
;

è) un =
ln2 ln(n+ 2)

ln(n+ 1)
· sin πn

4
; é) un =

(−1)n

2 3
√
n+ (−1)n−1

.

Çàäà÷à 4.66: Íàìåðåòå ñòîéíîñòèòå íà α, çà êîèòî ðåäîâåòå ñà: à) àá-
ñîëþòíî ñõîäÿùè; á) óñëîâíî ñõîäÿùè, àêî:

à)
∞∑
n=1

(−1)n−1

nα
; á)

∞∑
n=1

(−1)n

n− α
;

â)
∞∑
n=1

(−1)n

nα+n−1 ; ã)
∞∑
n=1

ln

(
1 +

(−1)n−1

(n+ 1)α

)
;

ä)
∞∑
n=1

(−1)n

(2n+ (−1)n)α
; å)

∞∑
n=1

(−1)n−1

(
√
n+ 1 + (−1)n)α

;

æ)
∞∑
n=1

cosn

nα
; ç)

∞∑
n=1

sin 2n. ln2 n

nα
;

è)
∞∑
n=1

(−1)n−1

(
1.3.5 . . . (2n− 1)

2.4.6 . . . (2n)

)α
;

é)
∞∑
n=1

α(α− 1)(α− 2) . . . (α− n+ 1)

n!
;

ê)
∞∑
n=1

(−1)n sin2n α

n
; ë)

∞∑
n=1

(−1)n−1 2n cos2n α√
n

;

ì) 1 +
1

3α
− 1

2α
+

1

5α
+

1

7α
− 1

4α
+ . . . .
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4.7 Îáùè çàäà÷è îò ñõîäèìîñò ðåäîâåòå:

Çàäà÷à 4.67: Äà ñå äîêàæå, ÷å ðåäîâåòå
∞∑
n=1

sin(x
√
n)

nα
è
∞∑
n=1

cos(x
√
n)

nα
,

êúäåòî x 6= 0 ñà ñõîäÿùè ïðè α > 1
2 è ðàçõîäÿùè ïðè α < 1

2 .

Çàäà÷à 4.68: Äà ñå äîêàæå, ÷å ðåäúò

1 +
1√
3
− 1√

2
+

1√
5

+
1√
7
− 1√

4
+

1√
9

+
1√
11
− 1√

6
+ . . . ,

ïîëó÷åí îò ñõîäÿùèÿ ðåä
∞∑
n=1

(−1)n−1

√
n

÷ðåç ðàçìåñòâàíå íà íåãîâèòå ÷ëå-

íîâå, å ðàçõîäÿù.

Çàäà÷à 4.69: Íåêà α > 0 è S å ñóìàòà íà ðåäà
∞∑
n=1

(−1)n−1

nα
. Äà ñå äî-

êàæå, ÷å
1

2
< S < 1.

Çàäà÷à 4.70: Íåêà çà âñÿêî n ∈ N un > 0 è lim
n→∞

un = 0. Ñëåäâà ëè, îò

òóê, ÷å çíàêîïðîìåíëèâèÿò ðåä
∞∑
n=1

(−1)n−1un å ñõîäÿù?

Çàäà÷à 4.71: Íåêà ðåäúò
∞∑
n=1

un å ñõîäÿù è lim
n→∞

un
vn

= 1. Ñëåäâà ëè, îò

òóê, ÷å ðåäúò
∞∑
n=1

vn å ñõîäÿù?

Çàäà÷à 4.72: Íåêà ðåäîâåòå
∞∑
n=1

an è
∞∑
n=1

bn ñà ñõîäÿùè è ïðè âñÿêî n ≥

n0 ñà èçïúëíåíè íåðàâåíñòâàòà an ≤ cn ≤ bn. Äà ñå äîêàæå, ÷å ðåäúò
∞∑
n=1

cn å ñõîäÿù.

Çàäà÷à 4.73: Äà ñå äîêàæå, ÷å ðåäúò
∞∑
n=1

(−1)n−1un, êúäåòî çà âñÿêî

n ∈ N un > 0, å ñõîäÿù, àêî ñúùåñòâóâà ÷èñëî α > 0, òàêîâà, ÷å

un
un+1

= 1 +
α

n
+ o

(
1

n

)
, n→∞.
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Çàäà÷à 4.74: Äà ñå äîêàæå, ÷å ðåäúò
∞∑
n=1

un.vn å ñõîäÿù, àêî ñà èçïúë-

íåíè óñëîâèÿòà:

1. ðåäúò
∞∑
n=1

vn å ñõîäÿù;

2. ðåäúò
∞∑
n=1

(un − un+1) å àáñîëþòíî ñõîäÿù.

Çàäà÷à 4.75: Äà ñå äîêàæå, ÷å ðåäúò
∞∑
n=1

un.vn å ñõîäÿù, àêî ñà èçïúë-

íåíè ñëåäíèòå óñëîâèÿ:

1. ÷àñòè÷íèòå ñóìè íà ðåäà
∞∑
n=1

vn ñà îãðàíè÷åíè, ò. å. ñúùåñòâóâà

êîíñòàíòà M > 0, ÷å çà âñÿêî n ∈ N å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî∣∣∣∣∣
n∑
k=1

vk

∣∣∣∣∣ ≤M ;

2. ðåäúò
∞∑
n=1

(un − un+1) å àáñîëþòíî ñõîäÿù;

3. lim
n→∞

un = 0.

Çàäà÷à 4.76: Íåêà ðåäúò
∞∑
n=1

un å óñëîâíî ñõîäÿù ðåä. Íåêà äà îçíà÷èì

αn =
|un|+ un

2
, β =

|un| − un
2

, An =

n∑
k=1

αk, Bn =

n∑
k=1

βk.

Äà ñå äîêàæå, ÷å:

1. lim
n→∞

αn = lim
n→∞

βn = 0;

2. Ðåäîâåòå
∞∑
n=1

αn è
∞∑
n=1

βn ñà ðàçõîäÿùè;
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3. lim
n→∞

An
Bn

= 1.

Çàäà÷à 4.77: Íåêà ñà äàäåíè äâå ðåäèöè {un} è {vn} îò ïîëîæèòåëíè
÷èñëà, è ÷èñëàòà p è q, òàêèâà, ÷å p > 1, q > 1 è

1

p
+

1

q
= 1. Äà ñå äîêàæå,

÷å àêî ðåäîâåòå
∞∑
n=1

upn è
∞∑
n=1

vqn ñà ñõîäÿùè, òî:

1. Ðåäúò
∞∑
n=1

un.vn å ñõîäÿù, ïðè òîâà

∞∑
n=1

un.vn ≤

( ∞∑
n=1

upn

) 1
p

.

( ∞∑
n=1

vqn

) 1
q

;

2. Ðåäúò
∞∑
n=1

(un + vn)p å ñõîäÿù, ïðè òîâà

( ∞∑
n=1

(un + vn)p

) 1
p

≤

( ∞∑
n=1

upn

) 1
p

+

( ∞∑
n=1

vpn

) 1
p

.

Óïúòâàíå: Èçïîëçâàéòå ñëåäíèòå äâå íåðàâåíñòâà:

1. (Íåðàâåíñòâî íà Õüîëäåð çà ñóìè) Íåêà a1, a2, . . . an è
b1, b2, . . . bn ñà ïðîèçâîëíè íåîòðèöàòåëíè ÷èñëà. Òîãàâà å èçïúë-
íåíî ñëåäíîòî íåðàâåíñòâî

n∑
i=1

ai.bi ≤

(
n∑
i=1

api

) 1
p

·

(
n∑
i=1

bqi

) 1
q

,

êúäåòî p > 1, q > 1 è
1

p
+

1

q
= 1.

2. (Íåðàâåíñòâî íà Ìèíêîâñêè çà ñóìè) Íåêà a1, a2, . . . an è
b1, b2, . . . bn ñà ïðîèçâîëíè íåîòðèöàòåëíè ÷èñëà è p > 1. Òîãàâà
å èçïúëíåíî ñëåäíîòî íåðàâåíñòâî(

n∑
i=1

(ai + bi)
p

) 1
p

≤

(
n∑
i=1

api

) 1
p

+

(
n∑
i=1

bpi

) 1
p

.
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Çàäà÷à 4.78: Äà ñå èçñëåäâàò çà ñõîäèìîñò ðåäîâåòå:

à)
∞∑
n=1

1

(2n− 1)!!
; á)

∞∑
n=1

an

n!
, a > 0; â)

∞∑
n=1

nn

n!(2, 7)n+1
;

ã)
∞∑
n=1

an

nn
n!, a > 0; ä)

∞∑
n=1

(
an

n+ 2

)n
, a > 0;

å)
∞∑
n=1

(a
n

)n
, a > 0; æ)

∞∑
n=1

2n

3n
; ç)

∞∑
n=1

2n−1

n!
.

Çàäà÷à 4.79: Äà ñå èçñëåäâàò çà ñõîäèìîñò ðåäîâåòå:

à)
∞∑
n=1

(2n)!!

(2n+ 1)!!
; á)

∞∑
n=1

(2n− 1)!

n!2n
; â)

∞∑
n=1

1

n!

(n
e

)n
;

ã)
∞∑
n=3

1.3.5. . . . (2n− 5)

2.4.6. . . . 2(n− 1)

(π
2

)n−1
; ä)

∞∑
n=1

2.4.6. . . . 2(n− 1)

3.5.7. . . . (2n− 1)
;

å)
∞∑
n=2

n!

1.4.7. . . . (3n− 7)
; æ)

∞∑
n=1

n!

nn
; ç)

∞∑
n=1

2nn!

nn
;

è)
∞∑
n=1

3nn!

nn
; é)

∞∑
n=1

n5

2n + 3n
.

Çàäà÷à 4.80: Äà ñå èçñëåäâàò çà ñõîäèìîñò ðåäîâåòå:

à)
1

2
+

3!

2.4
+

5!

2.4.6
+

7!

2.4.6.8
+ . . . ;

á) 1 +
1.2

1.3
+

1.2.3

1.3.5
+

1.2.3.4

1.3.5.7
+ . . . ;

â) 1 +
1

32
+

1

52
+

1

72
+ . . .+

1

(2n− 1)2
+ . . . ;

ã)
1√
2

+
1

2
√

3
+

1

3
√

4
+ . . .+

1

n
√
n+ 1

+ . . . ;

ä)
1000

1!
+

10002

2!
+

10003

3!
+ . . .+

1000n

n!
+ . . . ;
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å)
(1!)2

2!
+

(2!)2

4!
+ . . .+

(n!)2

(2n)!
+ . . . ;

æ) 1 +
1

8
+

1.5

8.11
+

1.5.9

8.11.14
+

1.5.9.13

8.11.14.17
+ . . . ;

ç) 1 +
1

3
+

1

5
+

1

7
+ . . .+

1

2n− 1
+ . . . ;

è) 1 +
2

3
+

3

5
+

4

7
+ . . .+

n

2n− 1
+ . . . ;

é) 1 +
1

32
+

1

52
+

1

72
+ . . .+

1

(2n− 1)2
+ . . . .



5. ÔÓÍÊÖÈÈ ÍÀ ÅÄÍÀ ÍÅÇÀÂÈÑÈÌÀ ÏÐÎÌÅÍËÈÂÀ

5.1 Ôóíêöèÿ. Îñíîâíè ïîíÿòèÿ

Ìíîæåñòâîòî X = {x} îò âñè÷êè ñòîéíîñòè, êîèòî äàäåíà ïðîìåíëè-
âà âåëè÷èíà x ìîæå äà ïðèåìà, ñå íàðè÷à îáëàñò íà èçìåíåíèå íà òàçè
âåëè÷èíà. Ïðîìåíëèâàòà âåëè÷èíà x å çàäàäåíà, àêî å çàäàäåíà íåéíàòà
îáëàñò íà èçìåíåíèå.

Íåêà å çàäàäåíà ïðîìåíëèâàòà âåëè÷èíà x, êîÿòî èìà îáëàñò íà èç-
ìåíåíèå ìíîæåñòâîòî X = {x}.

Äåôèíèöèÿ 5.1: Àêî íà âñÿêà ñòîéíîñò íà ïðîìåíëèâàòà x îò ìíî-

æåñòâîòî X = {x} å ñúïîñòàâåíî ÷ðåç íÿêîå ïðàâèëî òî÷íî åäíî ÷èñëî
y îò ìíîæåñòâîòî Y = {y}, êàçâàìå, ÷å âúðõó ìíîæåñòâîòî X å çà-

äàäåíà ôóíêöèÿòà y = f(x).

Ïðîìåíëèâàòà x ñå íàðè÷à íåçàâèñèìà ïðîìåíëèâà èëè àðãóìåíò

íà ôóíêöèÿòà f(x), ìíîæåñòâîòî X ñå íàðè÷à äåôèíèöèîííà îáëàñò íà
ôóíêöèÿòà, à ÷èñëîòî f(x), êîåòî ñúîòâåòñòâà íà äàäåíàòà ñòîéíîñò íà
àðãóìåíòà x, ñå íàðè÷à ñòîéíîñò íà ôóíêöèÿòà â òî÷êàòà x. Ñúâêóïíîñò-
òà {y} îò âñè÷êè âúçìîæíè ñòîéíîñòè íà ôóíêöèÿòà f ñå íàðè÷à îáëàñò
íà èçìåíåíèå íà òàçè ôóíêöèÿ.

Â îçíà÷åíèåòî y = f(x) áóêâàòà f ñå íàðè÷à õàðàêòåðèñòèêà íà
ôóíêöèÿòà.

Çà ôóíêöèÿòà f ñ äåôèíèöèîííà îáëàñò ìíîæåñòâîòî X è îáëàñò íà
èçìåíåíèå ìíîæåñòâîòî Y ùå èçïîëçâàìå îçíà÷åíèåòî f : X → Y.

Íàé-ïðîñòîòî, íî ñúùåâðåìåííî íàé-ïðèëîæèìî, å çàäàâàíåòî íà åä-
íà ôóíêöèÿ ÷ðåç íåéíèÿ àíàëèòè÷åí èçðàç èëè ôîðìóëà. Òîâà ñà èçðàçè,
êîèòî îïðåäåëÿò îïåðàöèèòå, êîèòî òðÿáâà äà ñå èçâúðøàò íàä ñòîéíîñ-
òèòå íà x è íÿêîè ïîñòîÿííè ÷èñëà, çà äà ñå ïîëó÷àò ñòîéíîñòèòå íà y,
íàïðèìåð

y = f(x) =
3x

x2 − 3x
, f(x) =

lnx

sinx
+ arctgx.

Äåôèíèöèîííàòà îáëàñò íà ôóíêöèÿ, çàäàäåíà ÷ðåç àíàëèòè÷åí èç-
ðàç, ñå ñúñòîè îò îíåçè ñòîéíîñòè íà x, çà êîèòî âñè÷êè îçíà÷åíè îïå-
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ðàöèè ñà èçïúëíèìè, è òå íàïúëíî äà îïðåäåëÿò åäíà êðàéíà ðåàëíà
ñòîéíîñò.

Ñúñòàâíà ôóíêöèÿ. Êîãàòî âìåñòî àðãóìåíòà â äàäåíà ôóíêöèÿ ñå
ïîñòàâè äðóãà ôóíêöèÿ, ïîëó÷àâàìå ñëîæíà èëè ñúñòàâíà ôóíêöèÿ. Íå-
êà ôóíêöèÿòà y = f(x) å îïðåäåëåíà çà x îò îáëàñòòà X è íåéíèòå ñòîé-
íîñòè ñà îò îáëàñòòà, â êîÿòî å îïðåäåëåíà ôóíêöèÿòà z = ϕ(y). Òîãàâà
ïðîìåíëèâàòà z ïîñðåäñòâîì y ñå ÿâÿâà ôóíêöèÿ íà x è òàçè ôóíêöèÿ
íàðè÷àìå ñëîæíà, èëè ñúñòàâíà ôóíêöèÿ, è îçíà÷àâàìå

z = ϕ[f(x)].

Îñíîâíè åëåìåíòàðíè ôóíêöèè

1. Ñòåïåííà ôóíêöèÿ: y = xm, (m− äàäåíî ðåàëíî ÷èñëî).
2. Ïîêàçàòåëíà ôóíêöèÿ: y = ax, 1 6= a > 0.
3. Ëîãàðèòìè÷íà ôóíêöèÿ: y = loga x, 1 6= a > 0, x > 0.
4. Òðèãîíîìåòðè÷íè ôóíêöèè: y = sinx, y = cosx, y = tgx, y =

cotgx.
5. Õèïåðáîëè÷íè ôóíêöèè: Òîâà ñà ôóíêöèè, äåôèíèðàíè ÷ðåç ðà-

âåíñòâàòà

chx =
ex + e−x

2
, shx =

ex − e−x

2
,

thx =
ex − e−x

ex + e−x
, cthx =

ex + e−x

ex − e−x
.

6. Îáðàòíè òðèãîíîìåòðè÷íè ôóíêöèè: y = arcsinx, y = arccosx, y =
arctgx è y = arccotgx.

Àêî åäíà ôóíêöèÿ ñå ïîëó÷àâà, êàòî ñå ïðèëîæàò êðàåí áðîé ïúòè
àðèòìåòè÷íè îïåðàöèè âúðõó îñíîâíèòå åëåìåíòàðíè ôóíêöèè, èëè ñå
âçåìàò êðàåí áðîé ïúòè ôóíêöèÿ îò ôóíêöèÿ îò îñíîâíèòå åëåìåíòàðíè
ôóíêöèè, òî òÿ ñå íàðè÷à åëåìåíòàðíà ôóíêöèÿ.

Åäíà ôóíêöèÿ ñå íàðè÷à àëãåáðè÷íà, àêî ñòîéíîñòèòå �è ñå ïîëó÷àâàò,
êàòî ñå èçâúðøàò êðàåí áðîé àëãåáðè÷íè äåéñòâèÿ (ñúáèðàíå, èçâàæäà-
íå, óìíîæåíèå, äåëåíèå, ñòåïåíóâàíå è êîðåíóâàíå) âúðõó íåçàâèñèìàòà
ïðîìåíëèâà è íÿêîè êîíñòàíòè.

Âñÿêà ôóíêöèÿ, êîÿòî íå å àëãåáðè÷íà, ñå íàðè÷à òðàíñöåäåíòíà.
Òðàíñöåäåíòíè ñà íàïðèìåð ôóíêöèèòå y = ax, y = loga x, y = sinx,
y = tgx, y = arcsinx è äðóãè.

×åòíîñò è íå÷åòíîñò: Ôóíêöèÿòà f : D → R ñå íàðè÷à ÷åòíà

ôóíêöèÿ, àêî äåôèíèöèîííàòà �è îáëàñò D å ñèìåòðè÷åí îòíîñíî íóëàòà
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èíòåðâàë è å èçïúëíåíî óñëîâèåòî f(−x) = f(x), ò. å. çà äâå ïðîòèâîïî-
ëîæíè ñòîéíîñòè íà àðãóìåíòà, ïðèåìà ðàâíè ôóíêöèîíàëíè ñòîéíîñòè.

Ôóíêöèÿòà f : D → R ñå íàðè÷à íå÷åòíà ôóíêöèÿ, àêî D å ñèìåòðè-
÷åí îòíîñíî íóëàòà èíòåðâàë è å èçïúëíåíî óñëîâèåòî f(−x) = −f(x),
ò. å. çà äâå ïðîòèâîïîëîæíè ñòîéíîñòè íà àðãóìåíòà, ïðèåìà ïðîòèâîïî-
ëîæíè ôóíêöèîíàëíè ñòîéíîñòè.

×åòíèòå ôóíêöèè èìàò ãðàôèêè, êîèòî ñà ñèìåòðè÷íè ñïðÿìî îñò-
òà oy. Íå÷åòíèòå ôóíêöèè èìàò ãðàôèêè, êîèòî ñà ñèìåòðè÷íè ñïðÿìî
íà÷àëîòî O íà êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà.

Íå âñè÷êè ôóíêöèè ñà íåïðåìåííî ÷åòíè èëè íå÷åòíè. Â òîçè ñëó÷àé,
òå ñå íàðè÷àò íèòî ÷åòíè, íèòî íå÷åòíè ôóíêöèè.

Ìîíîòîííè ôóíêöèè: Àêî çà âñåêè äâå ñòîéíîñòè íà àðãóìåíòà x îò
äàäåí ñåãìåíò [a, b], çà êîèòî x1 < x2 å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî f(x1) ≤
f(x2), êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà å ìîíîòîííî ðàñòÿùà (íåíàìàëÿâàùà) â
òîçè ñåãìåíò. Àêî å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî f(x1) ≥ f(x2), êàçâàìå, ÷å
ôóíêöèÿòà å ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà (íåðàñòÿùà) â òîçè ñåãìåíò.

Ïåðèîäè÷íè ôóíêöèè:Ôóíêöèÿòà y = f(x) ñå íàðè÷à ïåðèîäè÷íà, àêî
ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà T > 0, ÷å çà âñÿêî ðåàëíî x, å â ñèëà ðàâåíñòâîòî
f(x+ T ) = f(x). Àêî ôóíêöèÿòà f å ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîä T, òî çà âñÿêî
n = ±1,±2, . . . è âñÿêî ðåàëíî x å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî

f(x+ nT ) = f(x).

Àêî y = f(x) å ïðîèçâåäåíèå îò íÿêîëêî ïåðèîäè÷íè ôóíêöèè ñ îá-
ùà äåôèíèöèîííà îáëàñò è ñúñ ñúèçìåðèìè ïåðèîäè, òî òÿ å ïåðèîäè÷-
íà ñ ïåðèîä, ðàâåí íà íàé-ìàëêîòî îáùî êðàòíî íà ïåðèîäèòå íà òåçè
ôóíêöèè. Àêî y = f(x) å ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ íà íÿêîëêî ïåðèîäè÷íè
ôóíêöèè ñ îáùà äåôèíèöèîííà îáëàñò è ñúñ ñúèçìåðèìè ïåðèîäè, òî òÿ
å ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîä, ðàâåí íà íàé-ìàëêîòî îáùî êðàòíî íà ïåðèîäèòå
íà äàäåíèòå ôóíêöèè.

5.1.1 Çàäà÷è

Çàäà÷à 5.1: Ïðåäñòàâåòå ÷ðåç ðåäèöà îò îñíîâíèòå åëåìåíòàðíè ôóíê-
öèè ñëåäíèòå ñúñòàâíè ôóíêöèè:

à) y = aln tg (5x+2); á) y = loga sin 3
√

tga3x.

Ðåøåíèå: a) Ôóíêöèÿòà y ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè òàêà:

y = au, u = ln v, v = tgt, t = 5x+ 2.
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á) Òóê èìàìå

y = loga u, u = sin v, v = 3
√
w, w = tgt, t = ap, p = 3x.

Çàäà÷à 5.2: Äàäåíè ñà ôóíêöèèòå f(x) = x3 − x è ϕ(x) = cos 2x. Íà-
ïèøåòå ñëîæíèòå ôóíêöèè f [ϕ(x)], ϕ[f(x)], f [f(x)] è ϕ[ϕ(x)]. Èç÷èñëåòå
f
[
ϕ
(
π
12

)]
, ϕ[f(1)].

Ðåøåíèå: Êàòî çàìåñòèì àðãóìåíòà íà ôóíêöèÿòà f(x) ñ ϕ = cos 2x,
ïîëó÷àâàìå

f [ϕ(x)] = f(cos 2x) = cos3 2x− cos 2x.

Àíàëîãè÷íî èìàìå

ϕ[f(x)] = ϕ(x3 − x) = cos 2(x3 − x);

f [f(x)] = f(x3 − x) = (x3 − x)3 − (x3 − x) = x9 − 3x7 + 5x5 − 2x3 + x.

ϕ[ϕ(x)] = ϕ(cosx) = cos(cos 2x).

Â ñèëà ñà ñëåäíèòå ïðåäñòàâÿíèÿ:

f
[
ϕ
( π

12

)]
= f

(
cos 2

π

12

)
= f

(
cos

π

6

)
= f

(√
3

2

)

=

(√
3

2

)3

−
√

3

2
=

3
√

3

8
−
√

3

2
;

ϕ[f(1)] = ϕ[13 − 1] = ϕ(0) = cos 2.0 = 1.

Çàäà÷à 5.3: Îïðåäåëåòå äåôèíèöèîííàòà îáëàñò íà ôóíêöèÿòà

f(x) =
√
x− 5− 4

√
6− x.

Ðåøåíèå: Òúé êàòî çíàåì, ÷å ÷åòåí êîðåí ìîæå äà ñå èçâëå÷å ñàìî
îò íåîòðèöàòåëíî ÷èñëî, òî òðÿáâà äà ñà èçïúëíåíè íåðàâåíñòâàòà

x− 5 ≥ 0, 6− x ≥ 0,

èëè x ≥ 5 è x ≤ 6. Ïîëó÷àâàìå çàòâîðåíèÿ èíòåðâàë [5, 6], êîéòî å
äåôèíèöèîííàòà îáëàñò íà ôóíêöèÿòà.

Çàäà÷à 5.4: Îïðåäåëåòå äåôèíèöèîííàòà îáëàñò è îáëàñòòà îò ñòîéíîñ-
òèòå íà ôóíêöèÿòà y =

√
4− x2.
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Ðåøåíèå: Òàçè ôóíêöèÿ å äåôèíèðàíà çà x ∈ [−2, 2] (ïðè òåçè ñòîé-
íîñòè íà x èçðàçúò 4−x2 ïîä çíàê çà êîðåí å íåîòðèöàòåëåí), à ìíîæåñ-
òâîòî îò âñè÷êèòå �è ñòîéíîñòè å ñåãìåíòà y ∈ [0, 2].

Çàäà÷à 5.5: Îïðåäåëåòå äåôèíèöèîííèòå îáëàñòè íà ôóíêöèèòå:

à) y =
x2

1 + x
; á) y = arccos(2 sinx); â) y =

√
3x− x3;

ã) y = lg[cos(lg x)]; ä) y = (x− 2)

√
1 + x

1− x
; å) y = lg(x2 − 4);

æ) y = lg(x+ 2) + lg(x− 2); ç) y =

√
sin
√
x; è) y =

√
cosx2;

é) y = lg
(

sin
π

x

)
; ê) y = arcsin

2x

1 + x
; ë) y = (x+ |x|)

√
x sin2 πx;

ì) y = cotgπx+ arccos (2x) ; í) y = arcsin(1− x) + lg(lg x);

î) y = log2 log3 log4 x; ï) y = 4
√

lg tgx;

ð) y =
√

sin 2x+
√

sin 3x (0 ≤ x ≤ 2π).

Îòãîâîðè: à) −∞ < x < +∞, x 6= 1; á) x ∈
[
−π

6 + 2kπ, π6 + 2kπ
]
∪[

5π
6 + 2kπ, 7π

6 + 2kπ
]
, k = 0,±1,±2, . . . ; â) x ∈ (−∞,−

√
3] ∪ [0,

√
3]; ã)

10(2k− 1
2)π < x < 10(2k+ 1

2)π; ä) x ∈ [−1, 1); å) x ∈ (−∞,−2) ∪ (2,+∞);
æ) x ∈ (2,+∞); ç) x ∈ [4k2π2, (2k + 1)2π2], k = 0, 1, 2, . . . ; è) x ∈[
−
√

π
2 ,
√

π
2

]
, x ∈

[
−
√

(2k + 1)π2 ,−
√

2kπ
]
, x ∈

[√
2kπ,

√
(2k + 1)π2

]
, k =

0, 1, 2, . . . ; é) x ∈
(

1
2k+1 ,

1
2k

)
, k = 0, 1, 2, . . . ; ê) x ∈

[
−1

3 , 1
]

; ë) x ∈
[0,+∞); ì) x < 0 è x = −k, k = 1, 2, 3, . . . ; í) x ∈ (1, 2]; î) x ∈ (4,+∞);
ï) x ∈

[
kπ + π

4 , kπ + π
2

)
, k = 0,±1,±2, . . . ; ð) x ∈

[
0, π3

]
∪
[

4π
3 ,

3π
2

]
.

Çàäà÷à 5.6: Äà ñå îïðåäåëè êîÿ îò ñëåäíèòå ôóíêöèè å ÷åòíà è êîÿ å
íå÷åòíà ôóíêöèÿ:

à) f(x) = 3x− x3; á) f(x) = 3
√

(1− x)2 + 3
√

(1 + x)2;

â) f(x) = ax + a−x, a > 0; ã) f(x) = ln
1− x
1 + x

;

ä) f(x) = ln(x+
√

1 + x2).
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Ðåøåíèå: à) Äåôèíèöèîííàòà îáëàñò íà ôóíêöèÿòà f(x) = 3x−x3

å (−∞,+∞) è òîâà å èíòåðâàë, êîéòî å ñèìåòðè÷åí ñïðÿìî òî÷êàòà O.
Ñëåä òîâà èìàìå, ÷å

f(−x) = 3(−x)− (−x)3 = −3x+ x3 = −(3x− x3) = −f(x),

ñëåäîâàòåëíî, òîâà å íå÷åòíà ôóíêöèÿ; á) ÷åòíà ôóíêöèÿ; â) ÷åòíà
ôóíêöèÿ; ã) Äåôèíèöèîííàòà îáëàñò íà ôóíêöèÿòà å (−1, 1), êîéòî å
ñèìåòðè÷åí ñïðÿìî O èíòåðâàë. Ñëåä òîâà èìàìå

f(−x) = ln
1− (−x)

1− x
= ln

1 + x

1− x
= ln

(
1− x
1 + x

)−1

= − ln
1− x
1 + x

= −f(x),

è òîâà å íå÷åòíà ôóíêöèÿ; ä) Äåôèíèöèîííàòà îáëàñò å (−∞,∞) è

f(−x) = ln
(
−x+

√
1 + (−x)2

)
= ln

(
−x+

√
1 + x2

)
= ln

1

x+
√

1 + x2

= ln
(
x+

√
1 + x2

)−1
= − ln

(
x+

√
1 + x2

)
= −f(x),

è òîâà å íå÷åòíà ôóíêöèÿ.

Çàäà÷à 5.7: Äà ñå äîêàæå, ÷å âñÿêà ôóíêöèÿ f(x), êîÿòî å äåôèíèðàíà
â ñèìåòðè÷åí èíòåðâàë (−l, l), ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî ñóìà îò ÷åòíà
è íå÷åòíà ôóíêöèÿ.

Óïúòâàíå: Ðàçãëåäàéòå ïðåäñòàâÿíåòî íà ôóíêöèÿòà f(x) âúâ âèäà

f(x) =
1

2
[(f(x) + f(−x)) + (f(x)− f(−x))] .

Çàäà÷à 5.8: Äà ñå îïðåäåëè êîÿ îò ñëåäíèòå ôóíêöèè å ÷åòíà, êîÿ å
íå÷åòíà, è êîÿ å íèòî ÷åòíà íèòî íå÷åòíà:

à) f(x) = cosx− ln cosx; á ) f(x) = x−x2; â) f(x) = ln(
√

1 + x2−x);

ã) f(x) = 3−x
2

+ x sinx; ä) f(x) = ex−x
3
.

Îòãîâîðè: à) ÷åòíà; á ) x ∈ (−∞,+∞), êîéòî å ñèìåòðè÷åí èí-
òåðâàë, íî

f(−x) = −x− (−x)2 = −x− x2 6=
{

f(x)
−f(x),

êîåòî ïîêàçâà, ÷å ôóíêöèÿòà å íèòî ÷åòíà, íèòî íå÷åòíà; â ) íå÷åòíà;
ã) ÷åòíà; ä) íèòî ÷åòíà íèòî íå÷åòíà ôóíêöèÿ.
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Çàäà÷à 5.9: Äà ñå íàìåðÿò èíòåðâàëèòå íà ìîíîòîííîñò íà ôóíêöèÿòà

y = x+
√

1− x2.

Ðåøåíèå: Äåôèíèöèîííàòà îáëàñò å [−1, 1]. Çà ðàçëèêàòà y2 − y1

ïîëó÷àâàìå

y2 − y1 = x2 +
√

1− x2
2 − x1 −

√
1− x2

1

= x2 − x1 +
1− x2

2 − 1 + x2
1√

1− x2
2 +

√
1− x2

1

= (x2 − x1)

(
1− x2 + x1√

1− x2
2

+
√

1− x2
1

)

=
x2 − x1√

1− x2
2 +

√
1− x2

1

(√
1− x2

1 +
√

1− x2
2 − x1 − x2

)
.

Çà äà èìàìå y2 > y1 ïðè x2 > x1, òðÿáâà äà å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî√
1− x2

1 +
√

1− x2
2 > x1 + x2, (5.1)

èëè √
1− x2

1 − x1 > x2 −
√

1− x2
2. (5.2)

Íåðàâåíñòâîòî (5.1) å èçïúëíåíî çà ïðîèçâîëíè îòðèöàòåëíè ñòîéíîñòè
íà x1 è x2 îò äåôèíèöèîííàòà îáëàñò, ò. å. çà −1 ≤ x1 < x2 < 0.

Íåðàâåíñòâîòî (5.2) å èçïúëíåíî êîãàòî

0 < x1 <
√

1− x2
1 è 0 < x2 <

√
1− x2

2,

ò. å.

0 < x1 <
1√
2

è 0 < x2 <
1√
2
,

ñëåäîâàòåëíî è çà 0 < x1 < x2 <
1√
2
, çàùîòî òîãàâà ëÿâàòà ìó ñòðàíà å

ïîëîæèòåëíà, à äÿñíàòà å îòðèöàòåëíà.
Îò (5.2) ñå âèæäà, ÷å êîãàòî 1√

2
< x1 < 1 è 1√

2
< x2 < 1, íåðàâåíñò-

âîòî íå å èçïúëíåíî, à ñëåäîâàòåëíî è ïðè 1√
2
< x1 < x2 < 1 òî íÿìà äà

å èçïúëíåíî.
Îêîí÷àòåëíî, ôóíêöèÿòà å ðàñòÿùà â èíòåðâàëà

[
−1, 1√

2

]
è íàìàëÿ-

âàùà â èíòåðâàëà
[

1√
2
, 1
]
.

Çàäà÷à 5.10: Äà ñå äîêàæå, ÷å ñëåäíèòå ôóíêöèè ñà ìîíîòîííî ðàñòÿ-
ùè â ïîñî÷åíèòå èíòåðâàëè:

à) f(x) = x2, x ∈ [0,∞); á) f(x) = sinx, x ∈
[
−π

2
,
π

2

]
;
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â) f(x) = tgx, x ∈
(
−π

2
,
π

2

)
; ã) f(x) = 2x+ sinx x ∈ (−∞,∞).

Çàäà÷à 5.11: Äà ñå äîêàæå, ÷å ñëåäíèòå ôóíêöèè ñà ìîíîòîííî íàìà-
ëÿâàùè â ïîñî÷åíèòå èíòåðâàëè:

à) f(x) = x2, x ∈ (−∞, 0]; á) f(x) = cotgx, x ∈ (0, π);

â) f(x) = cosx, x ∈ [0, π].

Çàäà÷à 5.12: Äà ñå èçñëåäâàò çà ìîíîòîííîñò ôóíêöèèòå:

à) f(x) = ax+ b; á) f(x) = ax2 + bx+ c; â) f(x) = x3;

ã) f(x) =
ax+ b

cx+ d
; ä) f(x) = ax, (a > 0).

Çàäà÷à 5.13: Íåêà ϕ(x), ψ(x) è f(x) ñà ìîíîòîííî ðàñòÿùè ôóíêöèè.
Äà ñå äîêàæå, ÷å àêî

ϕ(x) ≤ f(x) ≤ ψ(x),

òî
ϕ[ϕ(x)] ≤ f [f(x)] ≤ ψ[ψ(x)].

Çàäà÷à 5.14: Îïðåäåëåòå ïåðèîäà íà ñëåäíèòå ôóíêöèè, èëè ïîêàæåòå,
÷å òå íå ñà ïåðèîäè÷íè:

à) f(x) = sin 3x; á) f(x) = cos2 x;

â) f(x) = sin 2πx; ã) f(x) = tg(x2).

Ðåøåíèå: à) Ùå èçïîëçâàìå ïðåäñòàâÿíåòî

sin 3(x+ T ) = sin(3x+ 2kπ), k = 0,±1,±2, . . . .

Ñëåä ïðèðàâíÿâàíå íà àðãóìåíòèòå ïîä çíàêà çà ñèíóñ ñå ïîëó÷àâà

3x+ 3T = 3x+ 2kπ, 3T = 2kπ, T =
2

3
kπ.

Ïðè k = 1 ñå ïîëó÷àâà íàé-ìàëêèÿò ïåðèîä T =
2

3
π; á) Èçïîëçâàéòå

ïðåäñòàâÿíåòî cos2 x =
1 + cos 2x

2
è íàìåðåòå, ÷å ïåðèîäúò å T = π; â)

Ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîä 1; ã) Îò óñëîâèåòî çà ïåðèîäè÷íîñò

tg[(x+ T )2] = tg(x2), (5.3)
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ñå ïîëó÷àâà 2Tx + T 2 = π, òúé êàòî ïåðèîäúò íà tgx å π. Ïîëó÷åíîòî
ðàâåíñòâî ïîêàçâà, ÷å íå ìîæå äà ñå îïðåäåëè òàêîâà T = const, êîå-
òî äà óäîâëåòâîðÿâà ðàâåíñòâîòî (5.3) çà âñÿêî x. Òóê T çàâèñè îò x.
Ôóíêöèÿòà íå å ïåðèîäè÷íà.

Çàäà÷à 5.15: Îïðåäåëåòå ïåðèîäà íà ñëåäíèòå ôóíêöèè, èëè ïîêàæåòå,
÷å òå íå ñà ïåðèîäè÷íè:

à) f(x) = 6 sin2 x+ 2 cos
x

2
+ tg2x; á) f(x) = (x− [x]) sin 3πx;

â) f(x) = sinx+ sin(x
√

2).

Ðåøåíèå: à) Èìàìå, ÷å

f(x) = 3(1− cos 2x) + 2 cos
x

3
+ tg2x.

Çà ïåðèîäèòå íà îòäåëíèòå ôóíêöèè íàìèðàìå:

cos 2(x+ T1) = cos 2x, T1 = π,

cos
x+ T2

3
= cos

x

3
, T2 = 6π,

tg2(x+ T3) = tg2x, T3 =
π

2
.

Íàé-ìàëêîòî îáùî êðàòíî íà ïåðèîäèòå å 6π, êîåòî å è ïåðèîäúò íà
äàäåíàòà ôóíêöèÿ;

á) ôóíêöèÿòà å ïðîèçâåäåíèå íà ôóíêöèèòå ϕ(x) = x − [x] = {x}
è ψ(x) = sin 3πx. Ôóíêöèÿòà ϕ(x) å ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîä 1, à ψ(x) å

ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîä
1

2
. Ïåðèîäúò íà ôóíêöèÿòà ùå áúäå ÷èñëîòî 2.

â) Îòäåëíèòå ñúáèðàåìè ñà ïåðèîäè÷íè ôóíêöèè ñ ïåðèîäè 2π è
√

2π,
êîèòî íå ñà ñúèçìåðèìè, çàòîâà ôóíêöèÿòà íå å ïåðèîäè÷íà ôóíêöèÿ.

Çàäà÷à 5.16: Îïðåäåëåòå ïåðèîäà íà ñëåäíèòå ôóíêöèè, èëè ïîêàæåòå,
÷å òå íå ñà ïåðèîäè÷íè:

à) f(x) = 2 sin
πx

3
+cos

πx

4
; á) f(x) = x cosx; â) f(x) = | sinx|+| cos 2x|;

ã) f(x) = A cosλx+B sinλx; ä) f(x) = 2tg
x

2
−3tg

x

3
; å) f(x) = sin2 x;

æ) f(x) = sinx2; ç) f(x) =
√

tgx; è) f(x) = tg
√
x.

Îòãîâîðè: à) T = 24; á) òÿ íå å ïåðèîäè÷íà; â) T = π; ã)
T = 2π

λ ; ä) T = 6π; å) T = π; æ) òÿ íå å ïåðèîäè÷íà; ç) T = π;
è) òÿ íå å ïåðèîäè÷íà.
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5.2 Ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ

Íåêà ôóíêöèÿòà f å äåôèíèðàíà âúðõó íÿêîå ìíîæåñòâî D è íåêà a å
òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå íà òîâà ìíîæåñòâî, êîÿòî ìîæå è äà íå ïðèíàäëåæè
íà òîâà ìíîæåñòâî. Íàïðèìåð, íåêà ìíîæåñòâîòîD å èíòåðâàëúò (a, b). Â
òîçè ñëó÷àé òî÷êàòà a íå ïðèíàäëåæè íà èíòåðâàëà, íî âñÿêà δ-îêîëíîñò
íà òî÷êàòà a ñúäúðæà òî÷êè îò òîçè èíòåðâàë.

Äåôèíèöèÿ 5.2: (Ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ ïî Õàéíå)×èñëîòî b ñå íà-
ðè÷à ãðàíèöà íà ôóíêöèÿòà f â òî÷êàòà a, (èëè ïðè x → a), àêî çà

âñÿêà ðåäèöà îò ñòîéíîñòè íà àðãóìåíòà x1, x2, . . . , xn, . . . , êëîíÿùà
êúì a è ñúñòîÿùà ñå îò ÷èñëà xn, ðàçëè÷íè îò a, ñúîòâåòíàòà ðåäè-
öà îò ñòîéíîñòè íà ôóíêöèÿòà f(x1), f(x2), . . . , f(xn), . . . , êëîíè êúì

÷èñëîòî b.

Òîçè ôàêò ùå çàïèñâàìå òàêà:

lim
x→a

f(x) = b.

Äåôèíèöèÿ 5.3: (Ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ ïî Êîøè)×èñëîòî b ñå íà-
ðè÷à ãðàíèöà íà ôóíêöèÿòà f : D → R â òî÷êàòà a, (èëè ïðè x → a),
àêî çà âñÿêî ïîëîæèòåëíî ÷èñëî ε ñúùåñòâóâà òàêîâà ïîëîæèòåëíî

÷èñëî δ = δ(ε), çàâèñåùî îò ε, ÷å çà âñè÷êè ñòîéíîñòè íà àðãóìåíòà

x, óäîâëåòâîðÿâàùè óñëîâèåòî 0 < |x− a| < δ, äà å èçïúëíåíî íåðàâåíñ-
òâîòî

|f(x)− b| < ε.

Òåîðåìè çà ãðàíèöè íà ôóíêöèè

Íåêà ôóíêöèèòå f è g èìàò ãðàíèöè â òî÷êàòà a. Òîãàâà ñà â ñèëà
ñëåäíèòå ðàâåíñòâà:

lim
x→a

[f(x)± g(x)] = lim
x→a

f(x)± lim
x→a

g(x);

lim
x→a

[f(x).g(x)] = lim
x→a

f(x). lim
x→a

g(x);

lim
x→a

f(x)

g(x)
=

lim
x→a

f(x)

lim
x→a

g(x))
(àêî g(x) 6= 0 è lim

x→a
g(x) 6= 0).

Íåêà ôóíêöèèòå ϕ(x), f(x) è ψ(x) ñà äåôèíèðàíè â íÿêîé èíòåðâàë
(a, b), ñ èçêëþ÷åíèå ìîæå áè âúâ ôèêñèðàíàòà òî÷êà x0. Àêî çà âñÿêî
x ∈ (a, b), x 6= x0 ñà èçïúëíåíè íåðàâåíñòâàòà

ϕ(x) ≤ f(x) ≤ ψ(x)
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è
lim
x→x0

ϕ(x) = lim
x→x0

ψ(x) = A,

òî
lim
x→x0

f(x) = A.

Íÿêîè îñíîâíè ãðàíèöè

(1) lim
x→a

k
√
x = k

√
a (k ∈ N);

(2) lim
x→a

R(x) = R(a), (R å ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ);

(3) lim
x→a
|x| = |a|;

(4) lim
x→a

sinx = sin a;

(5) lim
x→a

cosx = cos a;

(6) lim
x→a

tgx = tga;

(7) lim
x→a

cotgx = cotga;

(8) lim
x→a

ex = ea;

(9) lim
x→a

lnx = ln a;

(10) Òúé êàòî çà âñÿêî b > 0 bx = ex ln b, è

çà âñÿêî x > 0 xb = eb lnx, òî îò (8) è (9) ñå ïîëó÷àâà

lim
x→a

bx = ba è lim
x→a

xb = ab;

(11) Çà âñÿêî 0 < q < 1 å â ñèëà ðàâåíñòâîòî lim
x→∞

qx = 0.
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Äåôèíèöèÿ 5.4: (äÿñíà (ëÿâà) ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ ïî Êî-

øè)×èñëîòî b ñå íàðè÷à äÿñíà ãðàíèöà (ëÿâà ãðàíèöà) íà ôóíêöèÿòà

f â òî÷êàòà a, àêî çà âñÿêî ïîëîæèòåëíî ÷èñëî ε ñúùåñòâóâà òàêîâà
ïîëîæèòåëíî ÷èñëî δ = δ(ε), çàâèñåùî îò ε, ÷å çà âñè÷êè ñòîéíîñòè íà
àðãóìåíòà x, óäîâëåòâîðÿâàùè óñëîâèåòî 0 < x < a+ δ (a− δ < x < a),
äà å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî |f(x)− b| < ε.

Äÿñíàòà (ëÿâàòà) ãðàíèöà íà ôóíêöèÿòà f â òî÷êàòà a ùå îçíà÷àâàìå
ñ:

lim
x→a+0

f(x) = b

(
lim

x→a−0
f(x) = b

)
,

èëè íàêðàòêî
f(a+ 0) = b (f(a− 0) = b).

Àêî ôóíêöèÿòà f èìà â òî÷êàòà a è äÿñíà è ëÿâà ãðàíèöà, è òåçè
åäíîñòðàííè ãðàíèöè ñà ðàâíè íà åäíî è ñúùî ÷èñëî b, òî òàçè ôóíêöèÿ
èìà ãðàíèöà â òî÷êàòà a, ðàâíà íà b.

Àêî ôóíêöèÿòà f èìà â òî÷êàòà a ãðàíèöà, ðàâíà íà b, òî è äÿñíàòà
è ëÿâàòà ãðàíèöà íà f â òî÷êàòà a ñúùåñòâóâàò, è ñà ðàâíè íà b.

5.2.1 Ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ ïðè íåîãðàíè÷åíî íàðàñòâàíå íà àðãóìåíòà

Äåôèíèöèÿ 5.5: (Ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ ïðè x → ∞ ïî Êî-

øè)×èñëîòî b ñå íàðè÷à ãðàíèöà íà ôóíêöèÿòà f ïðè x → ∞, àêî
çà âñÿêî ïîëîæèòåëíî ÷èñëî ε, ñúùåñòâóâà òàêîâà ïîëîæèòåëíî ÷èñ-

ëî δ = δ(ε), çàâèñåùà îò ε, ÷å çà âñè÷êè ñòîéíîñòè íà àðãóìåíòà x,
óäîâëåòâîðÿâàùè óñëîâèåòî |x| > δ, äà å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

|f(x)− b| < ε.

Â òîçè ñëó÷àé ùå èçïîëçâàìå îçíà÷åíèåòî

lim
x→∞

f(x) = b.

Íåêà äà îòáåëåæèì ôàêòà, ÷å

lim
x→∞

1

x
= 0.

Çàäà÷à 5.17: Äà ñå íàìåðè ãðàíèöàòà

lim
x→∞

x3 + 2x+ 3

x4 + 3x
.
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Ðåøåíèå: Àêî ïðåìèíåì êúì ãðàíèöà, ïîëó÷àâàìå íåîïðåäåëåíîñò
îò âèäà

[∞
∞
]
, ïîðàäè òîâà èçíàñÿìå íàé-âèñîêàòà ñòåïåí íà x îò ÷èñëèòå-

ëÿ è íàé-âèñîêàòà ñòåïåí íà x îò çíàìåíàòåëÿ ïðåä ñêîáè, ñúêðàùàâàìå,

êîåòî å âúçìîæíî, è èçïîëçâàìå îñíîâíàòà ãðàíèöà lim
x→∞

1

x
= 0, çà äà ñå

ïîëó÷è

lim
x→∞

x3
(
1 + 2

x2
+ 3

x3

)
x4
(
1 + 3

x3

) = lim
x→∞

1

x
· lim
x→∞

1 + 2
x2

+ 3
x3

1 + 3
x3

= 0.1 = 0.

Çàäà÷à 5.18: Äà ñå íàìåðè ãðàíèöàòà

lim
x→∞

(
√
x2 + 1− x).

Ðåøåíèå: Àêî ïðåìèíåì êúì ãðàíèöà, ïîëó÷àâàìå íåîïðåäåëåíîñò
îò âèäà [∞−∞]. Ùå ðàöèîíàëèçèðàìå èçðàçà

√
x2 + 1− x è ïîñëåäîâà-

òåëíî ñå ïîëó÷àâà

lim
x→∞

(
√
x2 + 1− x) = lim

x→∞

(
√
x2 + 1− x)(

√
x2 + 1 + x)√

x2 + 1 + x

= lim
x→∞

1√
x2 + 1 + x

= lim
x→∞

1

x
· lim
x→∞

1√
1 + 1

x2
+ 1

= 0.1 = 0.

Çàäà÷à 5.19: Äà ñå íàìåðÿò ãðàíèöèòå íà ôóíêöèèòå:

à) lim
x→−∞

(
√
x2 + 1− x); á) lim

x→∞
(
√
x2 + 1−

√
x2 − 1);

â) lim
x→−∞

(
√
x2 + x+ 1−

√
x2 − x+ 1); ã) lim

x→∞
x

4
3 (

3
√
x2 + 1− 3

√
x2 − 1);

ä) lim
x→∞

x3(

√
x2 +

√
x4 + 1− x

√
2).

Îòãîâîðè: à) ∞; á) 0; â) 1; ã) óìíîæåòå è ðàçäåëåòå íà

( 3
√
x2 + 1)2 + 3

√
x2 + 1 · 3

√
x2 − 1 + ( 3

√
x2 − 1)2, îòãîâîðúò å 2

3 ; ä)
√

2
8 .

Çàäà÷à 5.20: Äà ñå äîêàæå, ÷å ãðàíèöèòå:

à) lim
x→∞

sinx; á) lim
x→∞

cosx; â) lim
x→∞

tgx; ã) lim
x→∞

cotgx;

íå ñúùåñòâóâàò.



5.2. Ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ 153

Óïúòâàíå: Èçïîëçâàéòå ïîäõîäà íà Õàéíå. Íàïðèìåð çà à) ìîãàò äà

ñå èçáåðàò äâå äèâåðãèðàùè êúì∞ ðåäèöè {xn = nπ} è {xn = (2n+1)
π

2
}

è ðàçãëåäàéòå ãðàíèöèòå íà ñúîòâåòíèòå ðåäèöè {sinnπ} è {sin(2n+1)
π

2
}.

Ïîêàæåòå, ÷å òå èìàò ðàçëè÷íè ãðàíèöè.

Çàäà÷à 5.21: Äà ñå íàìåðÿò ãðàíèöèòå íà ôóíêöèèòå:

à) lim
x→∞

a0x
n + a1x

n−1 + . . .+ an
b0xm + b1xm−1 + . . .+ bm

;

á) lim
x→−∞

a0x
n + a1x

n−1 + . . .+ an
b0xm + b1xm−1 + . . .+ bm

.

5.2.2 Ãðàíèöè íà íÿêîè àëãåáðè÷íè ôóíêöèè, êîãàòî àðãóìåíòúò

êëîíè êúì êðàéíà ãðàíèöà

Çàäà÷à 5.22: Äà ñå íàìåðè ãðàíèöàòà íà ôóíêöèÿòà

lim
x→2

x2 − 5x+ 6

x3 − 2x2 − x+ 2
.

Ðåøåíèå: Ïðè ôîðìàëíîòî çàìåíÿíå íà x ñ 2 ùå ñå ïîëó÷è íåîï-
ðåäåëåíîñò îò âèäà

[
0
0

]
. Çà äà ñå ðàçêðèå òàçè íåîïðåäåëåíîñò, òðÿáâà

÷èñëèòåëÿò è çíàìåíàòåëÿò äà ñå ðàçëîæàò â ïðîèçâåäåíèå îò ìíîæèòå-
ëè, ò. å. x2−5x+6 = (x−2)(x−3) è x3−2x2−x+2 = (x−2)(x−1)(x+1).
Çà ãðàíèöàòà ñå ïîëó÷àâà

lim
x→2

x2 − 5x+ 6

x3 − 2x2 − x+ 2
= lim

x→2

(x− 2)(x− 3)

(x− 2)(x− 1)(x+ 1)

= lim
x→2

x− 3

(x− 1)(x+ 1)
= −1

3
.

Çàäà÷à 5.23: Äà ñå íàìåðè ãðàíèöàòà íà ôóíêöèÿòà

lim
x→4

√
2x+ 1− 3√
x− 2

.

Ðåøåíèå: Ïðè ôîðìàëíîòî çàìåíÿíå íà x ñ 4 ùå ñå ïîëó÷è íåîïðå-
äåëåíîñò îò âèäà

[
0
0

]
. Çà äà ñå ðàçêðèå òàçè íåîïðåäåëåíîñò, ùå ðàöèîíà-

ëèçèðàìå è ÷èñëèòåëÿ, è çíàìåíàòåëÿ íà òàçè ôóíêöèÿ. Ïîñëåäîâàòåëíî
ñå ïîëó÷àâà

lim
x→4

√
2x+ 1− 3√
x− 2

= lim
x→4

(
√

2x+ 1− 3)(
√

2x+ 1 + 3)(
√
x+ 2)

(
√
x− 2)(

√
x+ 2)(

√
2x+ 1 + 3)
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= lim
x→4

2(x− 4)(
√
x+ 2)

(x− 4)(
√

2x+ 1 + 3)
= lim

x→4

2(
√
x+ 2)√

2x+ 1 + 3
=

4

3
.

Çàäà÷à 5.24: Äà ñå íàìåðè ãðàíèöàòà íà ôóíêöèÿòà

lim
x→0

x5 + 2x

x6 + 3x2 + x
.

Ðåøåíèå: Ïðè ïðåìèíàâàíå êúì ãðàíèöà ïîëó÷àâàìå íåîïðåäåëå-
íîñò îò âèäà

[
0
0

]
. Çà äà ñå ðàçêðèå òàçè íåîïðåäåëåíîñò, èçíàñÿìå íàé-

íèñêàòà ñòåïåí íà x îò ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ ïðåä ñêîáè, è ñå ïîëó-
÷àâà

lim
x→0

x5 + 2x

x6 + 3x2 + x
= lim

x→0

x.(x4 + 2)

x.(x5 + 3x+ 1)
= lim

x→0

x4 + 2

x5 + 3x+ 1
= 2.

Çàäà÷à 5.25: Äà ñå íàìåðÿò ãðàíèöèòå:

à) lim
x→0

x4 + 3x3 + x

x6 + 2x4 + x
; á) lim

x→2

x2 + x− 6

x2 − 4
; â) lim

x→1

x3 + x2 − 2

x2 − 3x+ 2
;

ã) lim
x→a

x3 − ax2 − a2x+ a3

2x3 − 3ax2 + a3
; ä) lim

x→−2

x3 + 3x2 + 2x

x2 − x− 6
;

å) lim
x→1

(
1

1− x
− 3

1− x3

)
; æ) lim

x→1

(
x+ 2

x2 − 5x+ 4
+

x− 4

3(x2 − 3x+ 2)

)
.

Îòãîâîðè: à) 1; á) 5
4 ; â) − 5; ã) 2

3 ; ä) − 2
5 ; å) − 1; æ) 0.

Çàäà÷à 5.26: Äà ñå íàìåðÿò ãðàíèöèòå:

à) lim
x→0

√
x2 + 1− 1√
x2 + 16− 4

; á) lim
x→5

√
x− 1− 2

x− 5
; â) lim

x→0

1

x2
(

3
√

1 + x2 − 1);

ã) lim
x→0

1

x
( 3
√

1 + x− 3
√

1− x); ä) lim
x→a

√
x− b−

√
a− b

x2 − a2
(0 ≤ b < a);

å) lim
x→1

√
a2 + ax+ x2 −

√
a2 − ax+ x2

√
a+ x−

√
a− x

; æ) lim
x→1

m
√
x− 1

n
√
x− 1

(m,n ∈ N);

ç) lim
x→2

√
3 + x+ x2 −

√
9− 2x+ x2

x2 − 3x+ 2
; è) lim

x→0

1

x
( n
√

1 + x− 1) (n ∈ N);

é) lim
x→0

1

x2

(
n
√

1 + x− 1− x

n

)
(n ∈ N);

ê) lim
x→0

1

x3

(
n
√

1 + x− 1− x

n
+
n− 1

2n2
x2

)
(n ∈ N).
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Îòãîâîðè: à) 4; á) 1
4 ; â) 1

3 ; ã) 2
3 ; ä) 1

4a
√
a−b ; å)

√
a;

æ) n
m ; ç) 1

2 ; è) 1
n ; é) 1−n

2n2 ; ê) (n−1)(2n−1)
6n3 .

Óïúòâàíå: Çà äà ñå ðåøàò ïðèìåðèòå é) è ê) ìîæåòå äà ðàöèîíà-
ëèçèðàòå ÷èñëèòåëèòå, èëè äà ïîëîæèòå 1 + x = yn. Òîãàâà óñëîâèåòî
x→ 0 å åêâèâàëåíòíî íà óñëîâèåòî y → 1.

5.2.3 Íÿêîè ïðèëîæåíèÿ íà ðàâåíñòâîòî lim
x→0

sinx

x
= 1

Ùå îòáåëåæèì åäíà çàáåëåæèòåëíà ãðàíèöà, à èìåííî, ÷å

lim
x→0

sinx

x
= 1. (5.4)

Åäíî îáîáùåíèå íà ãîðíèÿ ðåçóëòàò å ñëåäíèÿò ôàêò: àêî lim
x→a

u(x) =

0, òî å â ñèëà ðàâåíñòâîòî

lim
x→a

sinu(x)

u(x)
= 1. (5.5)

Êàòî ñå èçïîëçâàò ðàâåíñòâàòà (5.4) è (5.5) äèðåêòíî ñå ïîëó÷àâà

lim
x→0

tgx

x
= 1,

è àêî lim
x→a

u(x) = 0, òî lim
x→a

tgu(x)

u(x)
= 1.

Çàäà÷à 5.27: Äà ñå íàìåðè ãðàíèöàòà lim
x→0

sin ax

x
(a 6= 0).

Ðåøåíèå: Ùå èçïîëçâàìå ðàâåíñòâîòî (5.5). Â ñëó÷àÿ u(x) = ax. Â
çíàìåíàòåëÿ ñúùî òðÿáâà äà ñå ïîëó÷è ax. Çà òàçè öåë ùå èçïîëçâàìå
ïðåäñòàâÿíåòî

sin ax

x
= a · sin ax

ax
.

Ñúãëàñíî (5.5) èìàìå, ÷å lim
x→0

sin ax

ax
= 1. Ïî òîçè íà÷èí ñå ïîëó÷àâà, ÷å

lim
x→0

sin ax

x
= a. lim

x→0

sin ax

ax
= a.

Çàäà÷à 5.28: Äà ñå íàìåðè ãðàíèöàòà lim
x→0

sin ax

sin bx
(a, b 6= 0).
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Ðåøåíèå: Ùå èçïîëçâàìå ïðåäñòàâÿíèÿòà

sin ax

sin bx
=

sin ax

x
· x

sin bx
= a · sin ax

ax
· 1

b
· bx

sin bx
,

çà äà ñå ïîëó÷è, ÷å ãðàíèöàòà å
a

b
.

Çàäà÷à 5.29: Äà ñå íàìåðÿò ãðàíèöèòå

à) lim
x→1

sinπx

x− 1
; á) lim

x→1

sin 2πx

x− 1
.

Ðåøåíèå: à) Ïîëàãàìå x − 1 = t, ò. å. x = 1 + t. Óñëîâèåòî x → 1 å
åêâèâàëåíòíî íà óñëîâèåòî t→ 0 è ñå ïîëó÷àâà

lim
x→1

sinπx

x− 1
= lim

t→0

sinπ(1 + t)

t
= lim

t→0

sin(π + πt)

t
= −π. lim

t→0

sinπt

πt
= −π;

Îòãîâîð: á) 2π.

Çàäà÷à 5.30: Äà ñå íàìåðÿò ãðàíèöèòå

à) lim
x→π

2

cosx

x− π
2

; á) lim
x→ 3π

2

cosx

x− 3π
2

;

â) lim
x→1

cos(2n+ 1)π2x

x− 1
(n ∈ N); ã) lim

x→1

cos(2m+ 1)π2x

cos(2n+ 1)π2x
(n,m ∈ N).

Îòãîâîðè: à) − 1; á) 1; â) (−1)n+1(2n+ 1)π2 ; ã) (−1)m+n 2m+1
2n+1 .

Çàäà÷à 5.31: Äà ñå íàìåðÿò ãðàíèöèòå:

à) lim
x→0

1− cosx

x2
; á) lim

x→0

sin2 x

1− cosx
; â) lim

x→0

tgx− sinx

sin3 x
;

ã) lim
x→0

1− cos3 x

x sin 2x
; ä) lim

x→0

1 + sinx− cosx

1− sinx− cosx
; å) lim

x→0

sin 5x− sin 3x

sinx
;

æ) lim
x→0

cosx− cos 3x

x2
; ç) lim

x→a

cosx− cos a

sinx− sin a
; è) lim

x→π
3

sin
(
x− π

3

)
1− 2 cosx

.

Îòãîâîðè: à) 1
2 ; á) 2; â) 1

2 ã) 3
4 ; ä) Ùå èçïîëçâàìå ñëåäíèòå

ïðåäñòàâÿíèÿ:

lim
x→0

1 + sinx− cosx

1− sinx− cosx
= lim

x→0

1− cosx+ sinx

1− cosx− sinx
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= lim
x→0

2 sin2 x
2 + 2 sin x

2 cos x2
2 sin2 x

2 − 2 sin x
2 cos x2

= lim
x→0

2 sin2 x
2

(
sin x

2 + cos x2
)

2 sin2 x
2

(
sin x

2 − cos x2
)

= lim
x→0

sin x
2 + cos x2

sin x
2 − cos x2

= −1.

å) 2; æ) 4; ç) −tga; è)
√

3
3 .

Çàäà÷à 5.32: Äà ñå íàìåðÿò ãðàíèöèòå:

à) lim
x→a

sinx− sin a

x− a
; á) lim

x→a

cosx− cos a

x− a
; â) lim

x→a

tgx− tga

x− a
;

ã) lim
x→a

cotgx− cotga

x− a
; ä) lim

x→0

sin ax− sin bx

x
; å) lim

x→0

cos ax− cos bx

x
;

æ) lim
x→0

tgax− tgbx

x
; ç) lim

x→0
x(cotgax− cotgbx) (a · b 6= 0).

Îòãîâîðè: à) cos a; á) − sin a; â) 1
cos2 a

; ã) − 1
sin2 a

; ä) a −
b; å) 0; æ) a− b; ç) b−a

ab .

Çàäà÷à 5.33: Äà ñå íàìåðÿò ãðàíèöèòå:

à) lim
x→0

x− sinx

x2
; á) lim

x→0

x− tgx

x2
.

Ðåøåíèå: à) Òúé êàòî çà x ∈
(
−π

2 ,
π
2

)
\ {0} ôóíêöèÿòà f(x) =

x− sinx

x2
å íå÷åòíà, òî äâàòà ñëó÷àÿ −π

2
< x < 0 è 0 < x < π

2 ñà åê-

âèâàëåíòíè. Ùå ñìÿòàìå, ÷å 0 < x < π
2 . Çà òåçè x ñà èçïúëíåíè íåðàâåí-

ñòâàòà
sinx < x < tgx. (5.6)

Â ñèëà å ðàâåíñòâîòî

x− sinx

x2
=

1

x

(
1− sinx

x

)
. (5.7)

Îò (5.6) è (5.7) ñå ïîëó÷àâà

x− sinx

x2
> 0. (5.8)

Ùå èçïîëçâàìå ïðåäñòàâÿíèÿòà

1− sinx

x
=
x− sinx

x
<

tgx− sinx

x
=

sinx
cosx − sinx

x
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=
sinx

x
· 1− cosx

cosx
=

sinx

x
· 1

cosx
· 2 sin2 x

2
<

sinx

x
· 1

cosx
· x

2

2
. (5.9)

Îò (5.7) è (5.9) ñå ïîëó÷àâà

x− sinx

x2
<

1

2
· sinx

x
· 1

cosx
· x. (5.10)

Îò (5.8) è (5.10) ñå ïîëó÷àâà

0 <
x− sinx

x2
<

1

2
· sinx

x
· 1

cosx
· x.

Èçâúðøâàìå ãðàíè÷åí ïðåõîä ïðè x→ 0 â ãîðíèòå íåðàâåíñòâà è ñå
ïîëó÷àâà

lim
x→0

x− sinx

x2
= 0.

á) Èçïîëçâàìå ïðåäñòàâÿíèÿòà

x− tgx

x2
=

1

cosx
· x cosx− sinx

x2
=

1

cosx
· x cosx− x+ (x− sinx)

x2

=
x cosx− x
x2 cosx

+
x− sinx

x2 cosx
= −1− cosx

x cosx
+
x− sinx

x2 cosx

= − 1

cosx
·

2 sin2 x
2

x
+

1

cosx
· x− sinx

x2
.

Â ãîðíîòî ðàâåíñòâî èçâúðøâàìå ãðàíè÷åí ïðåõîä ïðè x → 0 è èç-
ïîëçâàìå ðåçóëòàòà à) íà çàäà÷àòà, çà äà ñå ïîëó÷è

lim
x→0

x− tgx

x2
= 0.

5.2.4 Ñðàâíÿâàíå ðàñòåíåòî íà ôóíêöèèòå ax, xα, lnx

Îòáåëÿçâàìå ôàêòà, ÷å ñà â ñèëà ñëåäíèòå ðåçóëòàòè:

lim
x→∞

xn

ax
= 0 (a > 1, n ∈ N); (5.11)

lim
x→∞

xα

ax
= 0 (a > 1, α ∈ R); (5.12)

lim
x→∞

loga x

xα
= 0 (a > 1, α > 0); (5.13)

lim
x→∞

xα.ax − 0, α > 0, 0 < a < 1. (5.14)
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Ðàâåíñòâàòà (5.11)÷ (5.13) íè ïîêàçâàò, ÷å çà a > 1 ïðè íåîãðàíè÷åíî
ðàñòåíå íà àðãóìåíòà x (x → ∞), ïîêàçàòåëíàòà ôóíêöèÿ ax èìà ïî-
ãîëÿìà ñêîðîñò íà êëîíåíå êúì ∞ â ñðàâíåíèå ñúñ ñòåïåííàòà ôóíêöèÿ
xn (xα), ñëåä òîâà ôóíêöèÿòà xα (α > 0) èìà ïî-ãîëÿìà ñêîðîñò íà
êëîíåíå êúì ∞ â ñðàâíåíèå ñ ëîãàðèòìè÷íàòà ôóíêöèÿ loga x.

Ðàâåíñòâîòî (5.14) íè ïîêàçâà, ÷å çà 0 < a < 1, ïîêàçàòåëíàòà ôóíê-
öèÿ ax èìà ïî-áúðçà ñêîðîñò íà êëîíåíå êúì 0, â ñðàâíåíèå ñúñ ñêîðîñòòà
íà êëîíåíå êúì ∞ íà ñòåïåííàòà ôóíêöèÿ xα, çà α > 0.

Çàäà÷à 5.34: Äà ñå äîêàæàò ðàâåíñòâàòà:

à) lim
x→∞

f(x)

ax
= 0 (a > 1, f(x) å ïîëèíîì);

á) lim
x→∞

R(x)

ax
= 0 (a > 1, R(x) å ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ).

Ðåøåíèå: à) Íåêà äà ñìÿòàìå, ÷å f(x) = a0x
n+a1x

n−1+. . .+an−1x+
an, n ∈ N, ak ∈ R, çà k = 0, 1, 2, . . . , n. Òîãàâà ñå ïîëó÷àâà, ÷å

f(x)

ax
= a0

xn

ax
+ a1

xn−1

ax
+ . . .+ an

1

ax
.

Èçâúðøâàìå ãðàíè÷åí ïðåõîä ïðè x → ∞ â ãîðíîòî ðàâåíñòâî, èçïîëç-

âàìå ðàâåíñòâîòî (5.11), çà äà ñå ïîëó÷è, ÷å lim
x→∞

f(x)

ax
= 0.

á) Íåêà R(x) =
f(x)

g(x)
, êúäåòî f(x) è g(x) ñà ïîëèíîìè. Òîãàâà

R(x)

ax
=
f(x)

ax
1

g(x)
.

Èçïîëçâà ñå à) íà çàäà÷àòà è ôàêòà, ÷å lim
x→∞

g(x) = (±)∞.

Çàäà÷à 5.35: Äà ñå äîêàæàò ðàâåíñòâàòà:

à) lim
x→∞

lnx

xα
=∞ (α ≤ 0); á) lim

x→∞
x

1
x = 1.

Ðåøåíèå: à) Ïîëàãàìå lnx = u, ò. å. x = eu. Òîãàâà, óñëîâèåòî x→∞
å åêâèâàëåíòíî íà óñëîâèåòî u→∞. Ïîëó÷àâàìå ðàâåíñòâàòà

lim
x→∞

lnx

xα
= lim

u→∞

u

(eu)α
= lim

u→∞
(eu)−αu =∞.

Òóê ñìå èçïîëçâàëè, ÷å çà α ≤ 0 å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî e−α ≥ 1.
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á) Èçïîëçâàìå ïðåäñòàâÿíåòî

x
1
x = elnx

1
x = e

ln x
x → e0 = 1 ïðè x→∞.

Çà ïîëó÷àâàíå íà ïîñëåäíàòà ãðàíèöà ñìå ïðèëîæèëè ðàâåíñòâîòî (5.13).

Çàäà÷à 5.36: Äà ñå äîêàæàò ðàâåíñòâàòà:

à) lim
x→−∞

xn.ax = 0 (a > 1); á) lim
x→∞

xα.ax = 0 (0 < α < 1);

â) lim
x→−∞

xn

ax
= 0 (0 < a < 1).

Óïúòâàíå: à) Èçïîëçâàéòå ïðåäñòàâÿíåòî

xn.ax =
xn

a−x
=

(−1)n(−x)n

a−x

è ðàâåíñòâîòî (5.11); á) Èçïîëçâàéòå ïðåäñòàâÿíåòî

xα.ax = (−1)α(−x)α
(

1

a

)−x
= (−1)α(−x)αb−x, b =

1

a
> 1

è ðåçóëòàòà íà à); â) Èçïîëçâàéòå ïðåäñòàâÿíåòî

xn

ax
= (−1)n(−x)n.a−x.

Çàäà÷à 5.37: Äà ñå äîêàæàò ðàâåíñòâàòà:

à) lim
x→0

x lnx = 0; á) lim
x→∞

x(lnx)2 = 0; â) lim
x→0

xα lnx = 0 (α > 0);

ã) lim
x→0

xα lnx = −∞ (α ≤ 0); ä) lim
x→0

xx = 1;

å) lim
x→0

x
1
x = 0; æ) lim

x→0
x

1
x lnx = 0.

Ðåøåíèå: à) Â ñèëà ñà ðàâåíñòâàòà

lim
x→0

(x lnx) = − lim
x→0

− lnx
1
x

= − lim
x→0

ln 1
x

1
x

= − lim
u→∞

lnu

u
= 0;

á) Èçïîëçâàéòå ïðåäñòàâÿíåòî x(lnx)2 = (
√
x lnx)2; â) Èçïîëçâàéòå ïðåä-

ñòàâÿíèÿòà

xα lnx = − 1

α
· −α lnx(

1
x

)α = − 1

α
·

ln
(

1
x

)α(
1
x

)α ;
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ã) Çà α ≤ 0 èìàìå, ÷å −α ≥ 0. Â ñèëà å ðàâåíñòâîòî xα lnx =
(

1
x

)−α
lnx.

Èçïîëçâà ñå, ÷å
(

1
x

)−α →∞ ïðè x→ 0, è lnx→ −∞ ïðè x→ 0 (x > 0);
ä) Èìàìå, ÷å xx = ex lnx → e0 = 1 ïðè x→ 0, êàòî ñìå èçïîëçâàëè â) íà
ïðåäíàòà çàäà÷à; å) Èìàìå, ÷å x

1
x = ex lnx; æ) Ïðè 0 < x < 1 èìàìå, ÷å

x
1
x ≤ x. Ñëåäîâàòåëíî ñà â ñèëà íåðàâåíñòâàòà

x lnx ≤ x
1
x lnx ≤ x

1
x .

Äîêàçàõìå, ÷å lim
x→0

x lnx = 0 è îò å) limx→0 x
1
x = 0. Èçâúðøâàìå ãðàíè÷åí

ïðåõîä â ãîðíèòå íåðàâåíñòâà è ñå ïîëó÷àâà, ÷å lim
x→0

x
1
x lnx = 0.

Çàäà÷à 5.38: Äà ñå íàìåðÿò ãðàíèöèòå:

à) lim
x→∞

x+ (lnx)2

x+ 1
; á) lim

x→∞

x+ 2x + ln(3x2 − 1)

3x − 2x2 −
(

5
2

)x ;

â) lim
x→∞

1

x
ln(ex − 1); ã) lim

x→∞

1

x
ln(ex − x2); ä) lim

x→∞

ln(x+ 1)

lnx
;

å) lim
x→∞

ln[x+ (lnx)2]

lnx
; æ) lim

x→∞
(xα − lnx); ç) lim

x→∞

ln(x+ 2x)

ln(x− 3)
;

è) lim
x→∞

x2

2
√

3x
; é) lim

x→∞

ln(x3 + x2 + 1)

ln(x2 − 2x− 2)
;

ê) lim
x→∞

1√
x

ln
(
x+ 2

√
3x−1

)
.

Ðåøåíèå: à) Èçïîëçâàìå ïðåäñòàâÿíåòî

x+ (lnx)2

x+ 1
=

x

(
1 +

(
lnx√
x

)2
)

x
(
1 + 1

x

) =
1 +

(
lnx√
x

)2

1 + 1
x

,

çà äà ñå ïîëó÷è, ÷å ãðàíèöàòà å ðàâíà íà 1;
á) Èçïîëçâàìå ïðåäñòàâÿíåòî

x+ 2x + ln(3x2 − 1)

3x − 2x2 −
(

5
2

)x =

(
2

3

)x
·
x
2x + 1 + ln(3x2−1)

2x

1− 2 · x23x −
(

5
6

)x ,
îñíîâíàòà ãðàíèöà (11), ÷å àêî 0 < q < 1, òî lim

x→∞
qx = 0, çà äà ñå ïîëó÷è,

÷å ãðàíèöàòà å ðàâíà íà 0;
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â) Â ñèëà ñà ñëåäíèòå îöåíêè

1

x
ln(ex − 1) <

1

x
ln ex =

x

x
= 1,

1

x
ln(ex − 1) ≥ 1

x
ln
ex

2
=

ln ex − ln 2

x
= 1− ln 2

x
,

ò. å.

1− ln 2

x
≤ 1

x
ln(ex − 1) < 1.

Â ãîðíèòå íåðàâåíñòâà ñå èçâúðøâà ãðàíè÷åí ïðåõîä ïðè x → ∞, çà äà
ñå ïîëó÷è, ÷å ãðàíèöàòà å ðàâíà íà 1;

ã) Äîêàæåòå, ÷å ïðè λ < 1 íåðàâåíñòâàòà eλx < ex − x2 < ex ñà
èçïúëíåíè çà âñè÷êè äîñòàòú÷íî ãîëåìè x, ñëåä òîâà ñå ëîãàðèòìóâàò
ãîðíèòå íåðàâåíñòâà, çà äà ñå ïîëó÷è, ÷å ãðàíèöàòà å ðàâíà íà 1;

ä) Èçïîëçâàéòå îöåíêèòå

1 =
lnx

lnx
≤ ln(x+ 1)

lnx
<

ln 2x

lnx
=

ln 2 + lnx

lnx
= 1 +

ln 2

lnx
,

èçâúðøâà ñå ãðàíè÷åí ïðåõîä ïðè x→∞, çà äà ñå ïîëó÷è, ÷å ãðàíèöàòà
å ðàâíà íà 1;

å) Äîêàæåòå, ÷å çà äîñòàòú÷íî ãîëåìè x å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî
(lnx)2 < x. Ïîëó÷àâàò ñå îöåíêèòå

1 =
lnx

lnx
≤

ln
(
x+ (lnx)2

)
lnx

<
ln 2x

lnx
= 1 +

ln 2

lnx

è, ÷å ãðàíèöàòà ïðè x→∞ å ðàâíà íà 1;
æ) Àêî α > 0, òî ñå ïîëó÷àâà, ÷å

xα − lnx = xα
(

1− lnx

xα

)
→∞ ïðè x→∞.

Àêî α ≤ 0, òî ãðàíèöàòà ùå áúäå −∞. Èçïîëçâàéòå çàäà÷à 5.35 à);
ç) Èçïîëçâàéòå îöåíêèòå

ln(x+ 2x)

ln(x− 3)
≥ ln 2x

ln(x− 3)
=

x ln 2

ln(x− 3)
,

çà äà ñå ïîëó÷è, ÷å ãðàíèöàòà å +∞.
è) Ïîëîæåòå x = t2 è ñå ïîëó÷àâà

lim
x→∞

x2

2
√

3x
= lim

t→∞

t4(
2
√

3
)t = 0;
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é) Oòã: 3
2 ; ê) Äîêàæåòå, ÷å íåðàâåíñòâàòà

2
√

3x−1 ≤ 2
√

3x−1 ≤ x+ 2
√

3x−1 ≤ 2
√

3x+1

ñà â ñèëà çà äîñòàòú÷íî ãîëåìè x. Òúðñåíàòà ãðàíèöà å
√

3 ln 2.

Çàäà÷à 5.39: Äà ñå íàìåðÿò ãðàíèöèòå:

à) lim
x→0

ln(x2 + ex)

ln(x4 + e2x)
; á) lim

x→+∞

ln(x2 + ex)

ln(x4 + e2x)
; â) lim

x→0

ln(1 + xex)

ln(x+
√

1 + x2)
;

ã) lim
x→∞

[(x+ 2) ln(x+ 2)− 2(x+ 1) ln(x+ 1) + x lnx];

ä) lim
x→∞

(
ln
x+
√
x+ 1

x+
√
x− 1

· ln−2 x+ 1

x− 1

)
;

å) lim
x→0+0

[
ln(x ln a). ln

(
ln ax

ln x
a

)]
(a > 1).

Îòãîâîðè: à) 1
2 ; á) 1

2 ; â) 1; ã) 0; ä) 1
8 ; å) ln a2.

5.2.5 Íÿêîè ïðèëîæåíèÿ íà ðàâåíñòâîòî lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x
= e

Îòáåëÿçâàìå ôàêòà, ÷å ñà â ñèëà ñëåäíèòå ðàâåíñòâàòà:

lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x
= e;

lim
x→−∞

(
1 +

1

x

)x
= e;

lim
x→0

(1 + x)
1
x = e.

Çàäà÷à 5.40: Äà ñå äîêàæå, ÷å:

à) îò lim
x→∞

f(x) = a ñëåäâà lim
x→∞

(
1 +

f(x)

x

)x
= ea;

á) îò lim
x→∞

f(x) =∞ ñëåäâà lim
x→∞

(
1 +

f(x)

x

)x
=∞;

â) îò lim
x→∞

f(x) = −∞ è 1+
f(x)

x
≥ 0 ñëåäâà lim

x→∞

(
1 +

f(x)

x

)x
= 0.
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Ðåøåíèå: Ùå èçïîëçâàìå ðàâåíñòâîòî(
1 +

f(x)

x

)x
=

[(
1 +

f(x)

x

) x
f(x)

]f(x)

. (5.15)

à) Òúé êàòî lim
x→∞

f(x) = a, òî çà âñÿêî ε > 0 è äîñòàòú÷íî ãîëåìè x å

èçïúëíåíî a− ε < f(x) < a+ ε. Òîãàâà îò (5.15) ñå ïîëó÷àâà[(
1 +

f(x)

x

) x
f(x)

]a−ε
<

(
1 +

f(x)

x

)x
<

[(
1 +

f(x)

x

) x
f(x)

]a+ε

. (5.16)

Íåêà ñåãà äà ïîëîæèì x
f(x) = t, òàêà ÷å óñëîâèåòî x→∞ íè äàâà, ÷å

t→∞. Îò (5.16) ñå ïîëó÷àâà ñëåäíîòî[(
1 +

1

t

)t]a−ε
<

(
1 +

f(x)

x

)x
<

[(
1 +

1

t

)t]a+ε

.

Èçâúðøâàìå ãðàíè÷åí ïðåõîä â ãîðíèòå íåðàâåíñòâà ïðè t→∞ è ñå
ïîëó÷àâà

ea−ε < lim
x→∞

(
1 +

f(x)

x

)x
< ea+ε.

Òúé êàòî ïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî å èçïúëíåíî çà âñÿêî ïîëîæèòåëíî
ε, òî ñå ïîëó÷àâà, ÷å òî å âúçìîæíî òî÷íî êîãàòî

lim
x→∞

(
1 +

f(x)

x

)x
= ea.

á) Òúé êàòî lim
x→∞

f(x) = +∞, òî çà âñÿêî ïîëîæèòåëíî A íåðàâåíñò-

âîòî f(x) > A å èçïúëíåíî çà äîñòàòú÷íî ãîëåìè x. Òîãàâà îò (5.15) ñå
ïîëó÷àâà (

1 +
f(x)

x

)x
>

[(
1 +

f(x)

x

) x
f(x)

]A
. (5.17)

Ïîëàãàìå x
f(x) = t, êàòî t → ∞ ïðè x → ∞. Îò ðàâåíñòâîòî

lim
t→∞

(
1 +

1

t

)t
= e, çà âñÿêî äîñòàòú÷íî ìàëêî ε > 0 è äîñòàòú÷íî ãî-

ëåìè t å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî
(
1 + 1

t

)t
> e − ε > 1. Îò (5.17) ñå

ïîëó÷àâà, ÷å (
1 +

f(x)

x

)x
> (e− ε)A.
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Èçâúðøâàìå ãðàíè÷åí ïðåõîä ïðè x → ∞ â ïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî,
êîåòî å âÿðíî çà âñÿêî ïîëîæèòåëíî A, è ñå ïîëó÷àâà

lim
x→∞

(
1 +

f(x)

x

)x
=∞.

â) Òúé êàòî lim
x→∞

f(x) = −∞, òî çà âñÿêî ïîëîæèòåëíî A è äîñòàòú÷íî

ãîëåìè x å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî f(x) < −A. Óñëîâèåòî 1 + f(x)
x ≥ 0

è (5.15) íè äàâàò

0 ≤
(

1 +
f(x)

x

)x
<

[(
1 +

f(x)

x

) x
f(x)

]−A
.

Ïîñòúïâà ñå êàêòî â á) è ñå ïîëó÷àâà

0 ≤
(

1 +
f(x)

x

)x
< (e+ ε)−A =

1

(e+ ε)A
.

Îò ïîñëåäíèòå íåðàâåíñòâà ñå ïîëó÷àâà

lim
x→∞

(
1 +

f(x)

x

)x
= 0.

Çàäà÷à 5.41: Äà ñå íàìåðè ãðàíèöàòà

lim
x→∞

(
x− 3

x+ 4

)x
.

Ðåøåíèå: Ùå èçïîëçâàìå ïðåäñòàâÿíåòî(
x− 3

x+ 4

)x
=
xx
(
1− 3

x

)x
xx
(
1 + 4

x

)x =

(
1− 3

x

)x(
1 + 4

x

)x . (5.18)

Ùå èçïîëçâàìå à) íà ïðåäíàòà çàäà÷à. Òóê ôóíêöèèòå f1(x) = −3 è
f2(x) = 4, è îò (5.18) ñå ïîëó÷àâà

lim
x→∞

(
x− 3

x+ 4

)x
=

lim
x→∞

(
1− 3

x

)x
lim
x→∞

(
1 +

4

x

)x =
e−3

e4
= e−7.

Çàäà÷à 5.42: Äà ñå íàìåðè ãðàíèöàòà

lim
x→∞

(
a1x+ b1
a2x+ b2

)x
, (a1 > 0, a2 > 0).
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Îòãîâîð: 0, àêî a1 < a2; +∞ àêî a1 > a2; e
b1−b2
a1 , àêî a1 = a2.

Çàäà÷à 5.43: Äà ñå íàìåðÿò ãðàíèöèòå:

à) lim
x→∞

(
x+ 1

x− 3

)x
; á) lim

x→∞

(
x2 + x+ 1

x2 + 3x+ 1

)x
; â) lim

x→∞

(
x2 − 1

x2 − x− 6

)x
;

ã) lim
x→∞

(
x2 − 5x+ 6

x2 + 5x+ 6

)x
; ä) lim

x→∞

(
x2 − 4x+ 3

x2 + 3x+ 2

)x
;

å) lim
x→∞

(
x3 + x2 + 3x+ 1

x3 + x2 + 2x+ 1

)x
;

æ) lim
x→∞

(
xk + a1x

k−1 + a2x
k−2 + . . .+ ak

xk + b1xk−1 + b2xk−2 + . . .+ bk

)x
.

Îòãîâîðè: à) e4; á) e−2; â) e; ã) e−10; ä) e−7; å) 1; æ) ea1−b1 .

Çàäà÷à 5.44: Äà ñå äîêàæå, ÷å:
à) îò lim

x→0
f(x) = a ñëåäâà lim

x→0
(1 + xf(x))

1
x = ea;

á) îò lim
x→a

f(x) =∞ è 1 + xf(x) > 0 ñëåäâà lim
x→0

(1 + xf(x))
1
x =∞;

â) îò lim
x→a

f(x) = −∞ è 1 + xf(x) > 0 ñëåäâà lim
x→0

(1 + xf(x))
1
x = 0;

Óïúòâàíå: Ïîëîæåòå x = 1
t è èçïîëçâàéòå çàäà÷à 5.40.

Çàäà÷à 5.45: Äà ñå íàìåðÿò ãðàíèöèòå:

à) lim
x→0

(
1 + ax

1 + bx

) 1
(a+b)x

; á) lim
x→0

(
1 + x+ 3x2 + x3

1 + x+ 2x2 + x3

) 1
x

;

â) lim
x→∞

(
1 + a1x+ a2x

2 + . . .+ akx
k

1 + b1x+ b2x2 + . . .+ bkxk

) 1
x

.

Îòãîâîðè: à) e
a−b
a+b ; á) 1; â) ea1−b1 .

5.2.6 Íÿêîè ïðèëîæåíèÿ íà ðàâåíñòâîòî lim
x→0

ax − 1

x
= ln a

Îòáåëÿçâàìå ôàêòà, ÷å ñà â ñèëà ñëåäíèòå ðàâåíñòâà:

lim
x→0

ax − 1

x
= ln a, (a > 0)
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è, ÷å àêî lim
x→0

g(x) = a > 0, òî å èçïúëíåíî

lim
x→0

(g(x))x − 1

x
= ln a, (a > 0).

Çàäà÷à 5.46: Äà ñå íàìåðÿò ãðàíèöèòå:

à) lim
x→b

ax − ab

x− b
(a > 0); á) lim

x→ξ

ex − eξ

x− ξ
; â) lim

x→ξ

eλx − eλξ

x− ξ
.

Ðåøåíèå: à) Ùå èçïîëçâàìå ïðåäñòàâÿíåòî

lim
x→b

ax − ab

x− b
= lim

x→b

ab
(
ax−b − 1

)
x− b

= ab. lim
t→0

at − 1

t
= ab. ln a;

Îòãîâîðè: á) eξ; â) λeλξ.

Çàäà÷à 5.47: Äà ñå äîêàæå, ÷å:

à) îò lim
x→∞

f(x) = a > 0 ñëåäâà lim
x→∞

x
(
x
√
f(x)− 1

)
= ln a;

á) îò lim
x→−∞

f(x) = a > 0 ñëåäâà lim
x→−∞

x
(
x
√
f(x)− 1

)
= ln a.

Çàäà÷à 5.48: Äà ñå íàìåðÿò ãðàíèöèòå:

à) lim
x→∞

x2.
(
a

1
x + a−

1
x − 2

)
(a > 0); á) lim

x→∞
x2
(
a

1
x − a

1
x+1

)
(a > 0);

â) lim
x→∞

x
(
a

1
x+1 − a

1
x2−x+1

)
(a > 0).

Ðåøåíèå: à) Â ñèëà ñà ïðåäñòàâÿíèÿòà

lim
x→∞

x2
(
a

1
x + a−

1
x − 2

)
= lim

x→∞
x2

(
x
√
a+

1
x
√
a
− 2

)

= lim
x→∞

x2 · ( x
√
a)

2 − 2 x
√
a+ 1

a
1
x

= lim
x→∞

1

a
1
x

[
lim
x→∞

x
(
x
√
a− 1

)]2
= ln2 a.

á) Ùå èçïîëçâàìå ïðåäñòàâÿíèÿòà

lim
x→∞

x2.
(
a

1
x − a

1
x+1

)
= lim

x→∞
a

1
x+1 .x2.

(
a

1
x
− 1
x+1 − 1

)
= lim

x→∞
a

1
x+1 . lim

x→∞
x2
(
a

1
x(x+1) − 1

)
= lim

x→∞
x2
(
a

x
x2(x+1) − 1

)
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= lim
x→∞

x2

(
x2
√
a

x
x+1 − 1

)
,

êàòî çà ïîëó÷àâàíå íà ïîñëåäíèÿ ðåçóëòàò å èçïîëçâàíà çàäà÷à 5.47 à).
Îòíîâî ùå èçïîëçâàìå çàäà÷à 5.47 à). Òóê f(x) = a

x
x+1 , ñëåäîâàòåëíî

lim
x→∞

f(x) = a. Ïîëó÷àâà ñå, ÷å òúðñåíàòà ãðàíèöà å ln a; â) Ðàáîòåòå

êàêòî â á) çà äà ñå ïîëó÷è, ÷å òúðñåíàòà ãðàíèöà å ln a.

Çàäà÷à 5.49: Äà ñå íàìåðÿò ãðàíèöèòå:

à) lim
x→0

ex − etgx

x− tgx
; á) lim

x→0

2cosx − 2

x2
; â) lim

x→0

1

x

(
a
√

1+x − a
)

(a > 0);

ã) lim
x→0

a
√

1+x − a1+x
2

sin2 x
(a > 0); ä) lim

x→0

1

x3

(
a
√

1+x − a1+x
2
−x

2

8

)
(a > 0);

å) lim
x→0

1

x2

(
a

3√1+x − a1+x
3

)
(a > 0).

Îòãîâîðè: à) 1; á) − ln 2; â) a
2 ln a; ã) −a

8 ln a; ä) a
16 ln a; å) a

2 ln a.

5.2.7 Íÿêîè ïðèëîæåíèÿ íà ðàâåíñòâîòî lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1

Îòáåëÿçâàìå ôàêòà, ÷å å â ñèëà ðàâåíñòâîòî

lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1.

Çàäà÷à 5.50: Äà ñå íàìåðÿò ãðàíèöèòå:

à) lim
x→1

lnx

1− x
; á) lim

x→0

3
√
x3 + 2x4

ln(1 + 2x)
.

Ðåøåíèå: à) Ïîëàãàìå 1 − x = t, ò. å. x = 1 − t. Óñëîâèåòî x → 1 å
åêâèâàëåíòíî íà óñëîâèåòî t→ 0. Ïîëó÷àâàìå ñëåäíèòå ïðåäñòàâÿíèÿ

lim
x→1

lnx

1− x
= lim

t→0

ln(1− t)
t

= − lim
t→0

ln(1− t)
−t

= −1.

á) Â ñèëà ñà ðàâåíñòâàòà

3
√
x3 + 2x4

ln(1 + 2x)
=

3

√
8x3

(
1
8 + 2x4

8x3

)
ln(1 + 2x)

=
3

√
1

8
+

2x

8
·

3
√

8x3

ln(1 + 2x)
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=
1

2
· 3
√

1 + 2x · 2x

ln(1 + 2x)
.

Ïîëàãàìå 2x = u. Óñëîâèåòî x → 0 å åêâèâàëåíòíî íà óñëîâèåòî
u→ 0, è ñå ïîëó÷àâà

lim
x→0

3
√
x3 + 2x4

ln(1 + 2x)
=

1

2
. lim
x→0

3
√

1 + 2x. lim
u→0

u

ln(1 + u)
=

1

2
.

Çàäà÷à 5.51: Äà ñå íàìåðÿò ãðàíèöèòå:

à) lim
x→a

lnx− ln a

x− a
; á) lim

x→0

ln(1 + x)

sinx
; â) lim

x→0

ln(x+ a)− ln a
4
√
a4 + x− a

;

ã) lim
x→3

ex − e3

lnx− ln 3
; ä) lim

x→2

lnx− ln 2

x2 − 5x+ 6
;

å) lim
x→0

ln(1 + x)− x
x2

; æ) lim
x→0

ln(1 + x)− x+ x2

2

x3
.

Ðåøåíèå: à) Èçïîëçâàéòå ïðåäñòàâÿíåòî

lnx− ln a

x− a
=

ln x
a

x− a
=

ln
[
1 +

(
x
a − 1

)]
x− a

=
ln
(
1 + x−a

a

)
x− a

=
1

a
·

ln
(
1 + x−a

a

)
x−a
a

,

çà äà ñå ïîëó÷è, ÷å òúðñåíàòà ãðàíèöà å
1

a
; á) Îòã: 1; â) Ùå èçïîëçâàìå

ïðåäñòàâÿíèÿòà:
ln(x+ a)− ln a

4
√
a4 + x− a

=
ln x+a

a
4
√
a4 + x− a

=
ln
(
1 + x

a

)
x
a

·
x
a

4
√
a4 + x− a

.

Ñëåä òîâà ùå ðàöèîíàëèçèðàìå çíàìåíàòåëÿ êàòî èçïîëçâàìå ðàâåíñò-
âîòî u4 − v4 = (u− v)(u+ v)(u2 + v2). Ïî òîçè íà÷èí ñå ïîëó÷àâà

ln(x+ a)− ln a
4
√
a4 + x− a

=
ln
(
1 + x

a

)
x
a

·

x
a

(
4
√
a4 + x+ a

)[(
4
√
a4 + x

)2
+ a2

]
x

,

îòêúäåòî ïúê ñå ïîëó÷àâà

lim
x→0

ln(x+ a)− ln a
4
√
a4 + x− a

= 4a2.
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ã) Èçïîëçâàéòå ïðåäñòàâÿíèÿòà

ex − e3

lnx− ln 3
=
e3
(
ex−3 − 1

)
ln x

3

= e3 ·
x−3

3

ln
(
1 + x−3

3

) · ex−3 − 1
x−3

3

,

çà äà ñå ïîëó÷è, ÷å òúðñåíàòà ãðàíèöà å 3e3; ä) Èçïîëçâàéòå ðàâåíñòâîòî

lnx− ln 2

x2 − 5x+ 6
=

ln
(
1 + x−2

2

)
x−2

2

·
x−2

2

(x− 2)(x− 3)
,

çà äà ñå ïîëó÷è, ÷å ãðàíèöàòà å ðàâíà íà −1

2
; å) Îò ðàâåíñòâîòî x = ln ex

ñå ïîëó÷àâà

ln(1 + x)− x
x2

= −
ln ex

1+x

x2
= − 1

x2
· ln
(

1 +
ex − 1− x

1 + x

)

= −
ln
(

1 + ex−1−x
1+x

)
ex−1−x

1+x

· e
x − 1− x
x2

· 1

1 + x
. (5.19)

Â ñèëà ñà ñëåäíèòå ðàâåíñòâà

lim
x→0

ex − 1− x
1 + x

= 0; lim
x→0

ex − 1− x
x2

=
1

2
. (5.20)

Çà ïî-äîáðî ðàçáèðàíå íà ãðàíèöèòå (5.20) ïðåïîðú÷âàìå íà ÷èòàòåëÿ
äà ñå çàïîçíàå ïîäðîáíî ñ Ìàêëîðåíîâîòî ðàçâèòèå íà ôóíêöèÿòà ex

(âèæ ïàðàãðàô 6.1.7), à èìåííî

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+ . . .+

xn

n!
+ . . . , ∀x ∈ R. (5.21)

Îò (5.19) è (5.20) ñå ïîëó÷àâà, ÷å òúðñåíàòà ãðàíèöà å −1
2 . Ðàçáèðà ñå,

ïðè ïúðâîòî ðàçãëåæäàíå, ÷èòàòåëÿò áè ìîãúë äà ïðîïóñíå òàçè çàäà÷à.
æ) Ðàáîòè ñå êàêòî â å), èçïîëçâàéòå (5.21), çà äà ñå ïîëó÷è, ÷å òúð-

ñåíàòà ãðàíèöà å
1

3
.

5.2.8 Íÿêîè ïðèëîæåíèÿ íà ðàâåíñòâîòî lim
x→0

(1 + x)a − 1

x
= a

Çàäà÷à 5.52: Äà ñå äîêàæå, ÷å àêî lim
x→0

[1 + xf(x)]
1
x = a, êúäåòî a ≥ 0 è

ôóíêöèÿòà f óäîâëåòâîðÿâà íåðàâåíñòâîòî 1 + xf(x) > 0, òî

lim
x→0

f(x) =

{
ln a, ïðè a > 0
−∞, ïðè a = 0.
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Íåêà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà f(x) =
(1 + x)a − 1

x
. Òîãàâà å â ñèëà

ðàâåíñòâîòî

lim
x→0

[1 + xf(x)]
1
x = lim

x→0

[
(1 + x)

1
x

]a
= ea.

Êàòî ñå èçïîëçâà ðåçóëòàòà íà çàäà÷à 5.52 ñå ïîëó÷àâà, ÷å

lim
x→0

(1 + x)a − 1

x
= ln ea = a,

ò. å.

lim
x→0

(1 + x)a − 1

x
= a. (5.22)

Çàäà÷à 5.53: Äà ñå íàìåðè ãðàíèöàòà

lim
x→a

xb − ab

x− a
.

Ðåøåíèå: Íåêà äà ïîëîæèì x − a = t, òàêà ÷å óñëîâèåòî x → a å
åêâèâàëåíòíî íà óñëîâèåòî t→ 0. Ïîëó÷àâàìå ïðåäñòàâÿíèÿòà

xb − ab

x− a
=

(t+ a)b − ab

t
=
ab
[(

t+a
a

)b − 1
]

t

= ab ·
(
1 + t

a

)b − 1

t
= ab ·

(
1 + t

a

)b − 1

a · ta
,

îòêúäåòî ñå ïîëó÷àâà, ÷å

lim
x→a

xb − ab

x− a
= lim

x→0
ab ·

(
1 + t

a

)b − 1

a · ta
= b.ab−1.

Çà ïîëó÷àâàíå íà ïîñëåäíèÿ ðåçóëòàò èçïîëçâàõìå ðàâåíñòâîòî (5.22).

Çàäà÷à 5.54: Äà ñå íàìåðÿò ãðàíèöèòå:

à) lim
x→2

xπ − 2π

xe − 2e
; á) lim

x→3

xa − 3a

xb − 3b
; â) lim

x→a

xα − aα

xβ − aβ
(a > 0);

ã) lim
x→0

7
√

1 + x− 1

(1 + x)α − 1
(α 6= 0); ä) lim

x→0

1

sin 2x

(
6
√

1 + ln(1 + x)− 1
)
.
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Ðåøåíèå: à) Èçïîëçâàéòå ïðåäñòàâÿíåòî

xπ − 2π

xe − 2e
=
xπ − 2π

x− 2
· x− 2

xe − 2e
.

Ðàáîòè ñå êàêòî â çàäà÷à 5.53 è ñå ïîëó÷àâà, ÷å ãðàíèöàòà å ðàâíà íà
π
e ·2

π−e; á) Oòã: ab ·3
a−b; â) Oòã: αβ ·a

α−β; ã) Ùå èçïîëçâàìå ïðåäñòàâÿíåòî

7
√

1 + x− 1

(1 + x)α − 1
=

7
√

1 + x− 1

x
· x

(1 + x)α − 1
. (5.23)

Ñúãëàñíî (5.22) èìàìå, ÷å

lim
x→0

x

(1 + x)α − 1
=

1

α
. (5.24)

Ùå èçïîëçâàìå, ÷å çà âñåêè äâå ÷èñëà a è b å â ñèëà ðàâåíñòâîòî

an+1 − bn+1 = (a− b)
n∑
k=0

bk.an−k.

Ùå ðàöèîíàëèçèðàìå èçðàçà 7
√

1 + x− 1. Ñúãëàñíî ãîðíàòà ôîðìóëà

7
√

1 + x− 1

x
=

1

( 7
√

1 + x)6 + ( 7
√

1 + x)5 + . . .+ 7
√

1 + x+ 1
,

îòêúäåòî çà ãðàíèöàòà ñå ïîëó÷àâà, ÷å

lim
x→0

7
√

1 + x− 1

x
=

1

7
. (5.25)

Îò (5.23), (5.24) è (5.25) ñå ïîëó÷àâà, ÷å

lim
x→0

7
√

1 + x− 1

(1 + x)α − 1
=

1

7α
(α 6= 0).

ä) Ùå èçïîëçâàìå ïðåäñòàâÿíåòî

1

sin 2x

(
6
√

1 + ln(1 + x)− 1
)

=
ln(1 + x)

x
· 2x

2 sin 2x
· (1 + ln(1 + x))

1
6 − 1

ln(1 + x)
. (5.26)
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Â ñèëà ñà ñëåäíèòå ãðàíèöè

lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1; lim

x→0

2x

2 sin 2x
=

1

2
. (5.27)

Çà íàìèðàíå íà ãðàíèöàòà íà ôóíêöèÿòà
(1 + ln(1 + x))

1
6 − 1

ln(1 + x)
ïðè x→ 0

ïîëàãàìå ln(1 + x) = t, ò. å. t→ 0. Ïîëó÷àâàìå

lim
x→0

(1 + ln(1 + x))
1
6 − 1

ln(1 + x)
= lim

t→0

(1 + t)
1
6 − 1

t
=

1

6
. (5.28)

Îò (5.26), (5.27) è (5.28) ñå ïîëó÷àâà, ÷å òúðñåíàòà ãðàíèöà å
1

12
.

5.3 O-ñèìâîëèêà

5.3.1 O-ñèìâîëèêà

Çàïèñúò
ϕ(x) = O(ψ(x)), ïðè x ∈ X

îçíà÷àâà, ÷å ñúùåñòâóâà ïîëîæèòåëíà êîíñòàíòà A, ÷å

|ϕ(x)| ≤ A.|ψ(x)|, çà x ∈ X.

Ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí îçíà÷àâàìå

ϕ(x) = O(ψ(x)) ïðè x→ a,

àêî íåðàâåíñòâîòî |ϕ(x)| ≤ A.|ψ(x)| å èçïúëíåíî â íÿêîÿ îêîëíîñò Ua íà
òî÷êàòà a, (x 6= a).

Íåîáõîäèìî è äîñòàòú÷íî óñëîâèå äà áúäå èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî

ϕ(x) = O(ψ(x)), å äà ñúùåñòâóâà êðàéíàòà ãðàíèöà lim
x→a

ϕ(x)

ψ(x)
= k 6= 0.

Çàïèñúò
ϕ(x) = o(ψ(x)) ïðè x→ a,

îçíà÷àâà, ÷å
ϕ(x) = α(x).ψ(x) (x ∈ Ua, x 6= a),

êúäåòî α(x) → 0 ïðè x → a. Àêî ψ(x) 6= 0 ïðè x ∈ Ua, x 6= a, òî

ðàâåíñòâîòî ϕ(x) = o(ψ(x)) å åêâèâàëåíòíî íà ôàêòà, ÷å lim
x→a

ϕ(x)

ψ(x)
= 0.
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Ôóíêöèèòå ϕ(x) è ψ(x) ñå íàðè÷àò åêâèâàëåíòíè, è îçíà÷àâàìå
ϕ(x) ∼ ψ(x) ïðè x→ a, àêî ϕ(x) = g(x).ψ(x) è lim

x→a
g(x) = 1.

Ôóíêöèè, êîèòî ñà åêâèâàëåíòíè ïðè x → a ñå íàðè÷àò ñúùî òàêà
àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíè ïðè x→ a.

Ïðè x→ 0 ñà â ñèëà ñëåäíèòå åêâèâàëåíöèè:

sinx ∼ x; tgx ∼ x; ax − 1 ∼ x ln a, (a > 0);

ln(1 + x) ∼ x; n
√

1 + x− 1 ∼ x

n
, n ∈ N.

Çàäà÷à 5.55: Äà ñå äîêàæå, ÷å:

à) o(o(f(x))) = o(f(x)); á) O(o(f(x))) = o(f(x));

â) o(O(f(x))) = o(f(x)); ã) O(O(f(x))) = O(f(x));

ä) O(f(x) + o(f(x))) = O(f(x)).

Çàäà÷à 5.56: Íåêà x→ 0 è n,m > 0. Äà ñå äîêàæå, ÷å:

à) C.O(xn) = O(xn) (C 6= 0− êîíñòàíòà);

á) O(xn) +O(xm) = O(xn) (n < m);

â) O(xn).O(xm) = O(xn+m).

Çàäà÷à 5.57: Äà ñå äîêàæå, ÷å ñèìâîëúò ∼ èìà ñëåäíèòå ñâîéñòâà:
1) ðåôëåêñèâíîñò: ϕ(x) ∼ ϕ(x);

2) ñèìåòðè÷íîñò: àêî ϕ(x) ∼ ψ(x), òî ψ(x) ∼ ϕ(x);

3) òðàíçèòèâíîñò: àêî ϕ(x) ∼ ψ(x) è ψ(x) ∼ χ(x), òî ϕ(x) ∼ χ(x).

Çàäà÷à 5.58: Íåêà x→ 0. Äà ñå äîêàæàò ñëåäíèòå ðàâåíñòâà:

à) 3x− x2 = O(x); á) x sin
√
x = O(x

3
2 ); â) x sin

1

x
= O(|x|);

ã) lnx = o

(
1

xε

)
(ε > 0); ä)

√
x+

√
x+
√
x ∼ 8
√
x;

å) arcth
1

x
= O(1); æ) (1 + x)n = 1 + nx+ o(x).
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Ðåøåíèå: à) Çà äà ñå äîêàæå, ÷å 3x− x2 = O(x) (x→ 0), òðÿáâà äà
ñå ïîêàæå, ÷å ñúùåñòâóâà êðàéíàòà ãðàíèöà

lim
x→0

3x− x2

x
,

è òÿ òðÿáâà äà å ðàçëè÷íà îò íóëà. Äåéñòâèòåëíî,

lim
x→0

3x− x2

x
= lim

x→0
(3− x) = 3 6= 0;

ã) Òðÿáâà äà ñå äîêàæå, ÷å

lim
x→0

lnx
1
xε

= lim
x→0

xε lnx = 0.

Çàäà÷à 5.59: Íåêà x→∞. Äà ñå äîêàæàò ñëåäíèòå ðàâåíñòâà:

à) 2x3− 4x2 + 3 = O(x3); á)
x+ 1

x2 + 1
= O

(
1

x

)
; â) x+x2 sinx = O(x2);

ã)
arctgx

1 + x2
= O

(
1

x2

)
; ä) lnx = o(xε) (ε > 0); å) xpe−x = o

(
1

x2

)
;

æ)

√
x+

√
x+
√
x ∼
√
x; ç) x2 + x lnx ∼ x2.

Çàäà÷à 5.60: Äà ñå äîêàæå, ÷å:

à) x2 ∼ x2

1 + x4
, ïðè x→∞; á) x2 ∼ x6

1 + x4
, ïðè x→∞.

5.3.2 Ìåòîä íà îòäåëÿíå íà ãëàâíè ÷àñòè íà ôóíêöèèòå çà íàìèðàíå

íà ãðàíèöè

Òåîðåìà 5.1: Çà òîâà, ÷å äâå ôóíêöèè f(x) è g(x) äà áúäàò åêâèâàëåí-

òíè ïðè x→ a, å íåîáõîäèìî è äîñòàòú÷íî, ÷å ïðè x→ a äà å èçïúëíåíî
ïîíå åäíî îò óñëîâèÿòà

f(x) = g(x) + o(g(x)),

èëè

g(x) = f(x) + o(f(x)).
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Íåêà α(x) è β(x) ñà äâå ôóíêöèè, îïðåäåëåíè â îêîëíîñò íà òî÷êàòà
a. Àêî ïðè x→ a ôóíêöèÿòà β(x) ñå ïðåäñòàâÿ âúâ âèäà

β(x) = α(x) + o(α(x)),

òî ôóíêöèÿòà α(x) ñå íàðè÷à ãëàâíà ÷àñò çà ôóíêöèÿòà β(x).
Àêî å çàäàäåíà ôóíêöèÿòà β(x), òî ñàìî ïî íåÿ, åäíà íåéíà ãëàâíà

÷àñò íå ñå îïðåäåëÿ åäíîçíà÷íî. Ñúãëàñíî Òåîðåìà 5.1, âñÿêà ôóíêöèÿ
α(x), êîÿòî å åêâèâàëåíòíà íà β(x), ñå ÿâÿâà ãëàâíà ÷àñò çà ôóíêöèÿòà
β(x). Íàïðèìåð, ôóíêöèÿòà x å ãëàâíà ÷àñò çà ôóíêöèÿòà sinx ïðè x→
0, òúé êàòî sinx = x+ o(x).

Àêî Pn(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0 (an 6= 0), òî ôóíêöèÿòà
anx

n ñå ÿâÿâà ãëàâíà ÷àñò çà ïîëèíîìà Pn(x) ïðè x → ∞, ò. å. Pn(x) =
anx

n + o(anx
n) ïðè x→∞.

Çàäà÷à 5.61: Íåêà x → 1. Äà ñå îòäåëè ãëàâíà ÷àñò îò âèäà C(x − 1)n

îò ñëåäâàùèòå ôóíêöèè:

à) x3 − 3x+ 2; á)
3

√
1−
√
x; â) lnx; ã) ex − e; ä) xx − 1.

Ðåøåíèå: à) Â ñèëà å ïðåäñòàâÿíåòî

x3 − 3x+ 2 = (x− 1)3 + 3(x− 1)2 = 3(x− 1)2 + o((x− 1)2),

çàùîòî (x − 1)3 = 3(x − 1)2 · x− 1

3
. Àêî ñå ïîëîæè α(x) =

x− 1

3
, òî

lim
x→1

α(x) = 0, è ñëåäîâàòåëíî (x− 1)3 = o((x− 1)2) ïðè x→ 1;

á) Äîñòàòú÷íî å äà ñå ðàçãëåäà ñàìî ôóíêöèÿòà 1−
√
x.Ùå äîêàæåì,

÷å

1−
√
x ∼ 1− x

2
(x→ 1).

Äåéñòâèòåëíî, èìàìå ÷å

lim
x→1

1−
√
x

1−x
2

= lim
x→1

2(1−
√
x)(1 +

√
x)

(1− x)(1 +
√
x)

= lim
x→1

2

1 +
√
x

= 1.

Òîãàâà ñå ïîëó÷àâà, ÷å

3

√
1−
√
x ∼ (1− x)

1
3

3
√

2
;

â) Èçïîëçâàéòå, ÷å ln(1 + x) ∼ x ïðè x→ 0. Òîãàâà

lnx = ln(1 + (x− 1)) ∼ x− 1,
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ò. å.
lnx = x− 1 + o(x− 1);

ã) Èçïîëçâàéòå, ÷å ex − 1 ∼ x ïðè x→ 0. Ñëåäîâàòåëíî ñå ïîëó÷àâà,
÷å

ex − e = e(ex−1 − 1) ∼ e(x− 1),

ò. å.
ex − e = e(x− 1) + o(x− 1);

ä) Èçïîëçâàéòå ïðåäñòàâÿíåòî

xx − 1 = elnxx − 1 ∼ lnxx ln e = x lnx = (x− 1) lnx+ lnx

= (x− 1)[(x− 1) + o(x− 1)] + (x− 1) + o(x− 1)

= (x− 1)2 + o((x− 1)2) + (x− 1) + o(x− 1) = (x− 1) + o(x− 1),

è ðåçóëòàòà íà â).

Çàäà÷à 5.62: Íåêà x → ∞. Äà ñå îòäåëè ãëàâíà ÷àñò îò âèäà Cxn îò
ñëåäâàùèòå ôóíêöèè:

à) x2 + 10x+ 2; á)
2x5

x3 − 3x+ 1
;

â)
3
√
x2 − x+

√
x; ã) ä)

√
1 +

√
1 +
√
x.

Îòãîâîðè: à) x2; á) Ðàçäåëåòå ÷èñëèòåëÿ íà çíàìåíàòåëÿ ñ ÷àñòíî è
îñòàòúê, çà äà ñå ïîëó÷è, ÷å ãëàâíàòà ÷àñò å 2x2; â) èçïîëçâàéòå ïðåäñ-
òàâÿíåòî

3
√
x2 − x+

√
x = x

2
3

(
3

√
1− 1

x2
+ x−

1
6

)
,

çà äà ñå ïîëó÷è, ÷å ãëàâíàòà ÷àñò å x
2
3 ; ã) x

1
8 .

Â ñèëà å ñëåäíàòà òåîðåìà:

Òåîðåìà 5.2: Íåêà f(x) ∼ f1(x) è g(x) ∼ g1(x) ïðè x → a. Òîãàâà àêî

ñúùåñòâóâà ãðàíèöàòà lim
x→a

f1(x)

g1(x)
, òî ñúùåñòâóâà è ãðàíèöàòà lim

x→a

f(x)

g(x)
,

ïðè òîâà å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f1(x)

g1(x)
. (5.29)
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Òåîðåìà 5.2 å ìíîãî óäîáíà çà ïðèëîæåíèå â ïðàêòèêàòà. Çà äà ñå
íàìåðè ãðàíèöàòà â ëÿâàòà ñòðàíà íà ðàâåíñòâîòî (5.29) å äîñòàòú÷íî
ôóíêöèèòå f(x) è g(x) äà ñå çàìåíÿò ñ òåõíèòå åêâèâàëåíòíè ôóíêöèè,
ò. å. íà òÿõ äà ñå îòäåëÿò ãëàâíèòå èì ÷àñòè è äà ñå íàìåðè ãðàíèöàòà
íà äÿñíàòà ñòðàíà íà ðàâåíñòâîòî (5.29).

Çàäà÷à 5.63: Äà ñå íàìåðè ãðàíèöàòà

lim
x→0

ln(1 + x+ x4) + arcsin3x− 5x3

sin 2x+ tg2x+ (ex − 1)5
.

Ðåøåíèå: Ùå èçïîëçâàìå ñëåäíèòå åêâèâàëåíòíîñòè: Ïðè u → 0
ln(1 + u) ∼ u, ò. å. ln(1 + x+ x4) ∼ x+ x4 (x→ 0), îòêúäåòî

ln(1 + x+ x4) ∼ x+ x4 + o(x+ x4) ∼ x+ o(x),

ò. å.
ln(1 + x+ x4) = x+ o(x);

Ïðè u→ 0 arcsinu ∼ u, çàòîâà

arcsin3x = 3x+ o(x);

5x3 = o(x);

Ïðè u→ 0 sinu ∼ u, çàòîâà

sin 2x = 2x+ o(x);

tg2x ∼ x2, tg2x = o(x);

Îò (ex − 1)5 ∼ x5 ïîëó÷àâàìå

(ex − 1)5 = x5 + o(x5) = o(x).

Ïî òîçè íà÷èí çà ãðàíèöàòà ñå ïîëó÷àâà, ÷å

lim
x→0

ln(1 + x+ x4) + arcsin3x− 5x3

sin 2x+ tg2x+ (ex − 1)5
= lim

x→0

4x+ o(x)

2x+ o(x)
.

Íî 4x+ o(x) ∼ 4x, à 2x+ o(x) ∼ 2x (x→ 0) è ñúãëàñíî Òåîðåìà 5.2

lim
x→0

4x+ o(x)

2x+ o(x)
= lim

x→0

4x

2x
= 2.



5.3. O-ñèìâîëèêà 179

Çàäà÷à 5.64: Äà ñå íàìåðè ãðàíèöàòà

lim
x→0

cos
1
x2 2x.

Ðåøåíèå: Ùå èçïîëçâàìå ïðåäñòàâÿíåòî

cos
1
x2 2x = eln cos

1
x2 2x. (5.30)

Ïî òîçè íà÷èí, òðÿáâà äà ñå íàìåðè ãðàíèöàòà

lim
x→0

ln cos
1
x2 2x = lim

x→0

ln cos 2x

x2
=

1

2
· lim
x→0

ln(1− sin2 2x)

x2
.

Òúé êàòî ln(1 − sin2 2x) ∼ − sin2 2x, òî ñúãëàñíî Òåîðåìà 5.2 èìàìå,
÷å

1

2
· lim
x→0

ln(1− sin2 2x)

x2
= −1

2
· lim
x→0

− sin2 2x

x2
.

Íî sin2 2x ∼ (2x)2, îòêúäåòî ñå ïîëó÷àâà, ÷å

−1

2
· lim
x→0

− sin2 2x

x2
= −1

2
· lim
x→0

4x2

x2
= −2.

Ïî òîçè íà÷èí íàìèðàìå, ÷å

lim
x→0

ln cos
1
x2 2x = −2.

Îò òóê è (5.30) ñå ïîëó÷àâà, ÷å

lim
x→0

cos
1
x2 2x = e−2.

Çàäà÷à 5.65: Äà ñå íàìåðÿò ãðàíèöèòå:

à) lim
x→0

arcsin2x− sin2 x

x2 + ln(1 + 3x)
; á) lim

x→0

1− cosx

ln(1 + tg2x)
; â) lim

x→0

ax − bx

x
;

ã) lim
x→0

tgx− sinx

x3
; ä) lim

x→∞

ln(1 + eαx)

ln(1 + eβx)
, α > 0, β > 0;

å) lim
x→π

4

ln tgx

cos 2x
; æ) lim

x→0

( cosx

cos 2x

) 1
x2 ; ç) lim

x→∞

(
x+ 1

x− 1

)x
;

è) lim
x→0

(1 + 2tg 2x)cotg2x; é) lim
x→a

(
sinx

sin a

) 1
x−a

.
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5.4 Íåïðåêúñíàòîñò íà ôóíêöèÿ

Ôóíêöèÿòà f(x) å íåïðåêúñíàòà â òî÷êàòà a àêî:
1) f(x) å äåôèíèðàíà â òî÷êàòà a;

2) ñúùåñòâóâà ãðàíèöàòà lim
x→a

f(x);

3) â ñèëà å ðàâåíñòâîòî lim
x→a

f(x) = f(a).

Çàäà÷à 5.66: Äà ñå èçñëåäâàò çà íåïðåêúñíàòîñò ôóíêöèèòå:

à) f(x) =

{
x2−4
x−2 ïðè x 6= 2

a ïðè x = 2;

á) f(x) =

{
ex ïðè x < 0
a+ x ïðè x ≥ 0;

â) f(x) =

{
cos πx2 ïðè |x| ≤ 1
x− 1 ïðè |x| > 1;

ã) f(x) =

{
2x ïðè 0 ≤ x < 1
3− x ïðè 1 ≤ x ≤ 2;

ä) f(x) =
5

x2 − 9
; å) f(x) = e

1
x ;

æ) f(x) =

{
x. sin 1

x ïðè x 6= 0
0 ïðè x = 0.

Îòãîâîðè: à) àêî a = 4− íåïðåêúñíàòà, è àêî a 6= 4− ïðåêúñâà ïðè
x = 2. á) àêî a = 1− íåïðåêúñíàòà, è àêî a 6= 1− ïðåêúñâà ïðè x = 0; â)
ïðåêúñâà ïðè x = −1; ã) íåïðåêúñíàòà; ä) ïðåêúñâà ïðè x = −3 è x = 3;
å) ïðåêúñâà ïðè x = 0; æ) íåïðåêúñíàòà.

Çàäà÷à 5.67: Äà ñå îïðåäåëè ïàðàìåòúðà t, òàêà ÷å ôóíêöèÿòà

f(x) =

{
x3 ïðè x ≤ 2
x.t+ 1 ïðè x > 2

äà áúäå íåïðåêúñíàòà â äåôèíèöèîííàòà ñè îáëàñò.

Çàäà÷à 5.68: Äà ñå èçñëåäâà çà íåïðåêúñíàòîñò ôóíêöèÿòà

f(x) = x− [x].
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Ðåøåíèå: Ùå äîêàæåì, ÷å êîãàòî x å öÿëî ÷èñëî ôóíêöèÿòà ïðå-
êúñâà, çàùîòî ëÿâàòà è äÿñíàòà ãðàíèöà ñà ðàçëè÷íè. Íåêà x = k å öÿëî
÷èñëî è ε > 0. Òîãàâà, òúé êàòî k − ε < k è 0 < ε < 1, òî [k − ε] = k − 1
è [k + ε] = k. Òàêà ñå ïîëó÷àâà

lim
x→k−0

(x− [x]) = lim
ε→0

(k−ε− [k−ε]) = lim
ε→0

(k−ε− (k−1)) = lim
ε→0

(1−ε) = 1,

lim
x→k+0

(x− [x]) = lim
ε→0

(k + ε− [k + ε])) = lim
ε→0

(k + ε− k) = lim
ε→0

ε = 0.

Èëè ïîëó÷èõìå, ÷å lim
x→k−0

(x− [x]) = 1 6= lim
x→k+0

(x− [x]) = 0. Ñëåäîâàòåëíî

ôóíêöèÿòà ïðåêúñâà çà x = k, êúäåòî k å öÿëî ÷èñëî.

Çàäà÷à 5.69: Äà ñå äåôèíèðà ÷èñëîòî f(0), òàêà ÷å ôóíêöèÿòà f(x) äà
áúäå íåïðåêúñíàòà ïðè x = 0, àêî:

à) f(x) =

√
1 + x− 1

3
√

1 + x− 1
; á) f(x) = e−

1
x2 ; â) f(x) =

tg2x

x
;

ã) f(x) =
sinx

x
; ä) f(x) =

(
|x|
x

)2

.

Îòãîâîðè: à) f(0) = 1, 5; á) f(0) = 0; â) f(0) = 2; ã) f(0) = 1; ä)
f(0) = 1.

Çàäà÷à 5.70: Äà ñå äîêàæå, ÷å óðàâíåíèåòî x5 − 3x − 1 = 0 èìà ïîíå
åäèí ðåàëåí êîðåí â ñåãìåíòà [1, 2].

Óïúòâàíå: Àêî f(x) = x5 − 3x − 1, ïîêàæåòå, ÷å f(1).f(2) < 0 è
èçïîëçâàéòå íåïðåêúñíàòîñòòà íà f(x).

5.5 Ðàâíîìåðíà íåïðåêúñíàòîñò íà ôóíêöèÿ

Äåôèíèöèÿ 5.6: Ôóíêöèÿòà f(x) å ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòà â ìíî-
æåñòâîòî {x}, àêî çà âñÿêî ïîëîæèòåëíî ÷èñëî ε ñúùåñòâóâà òàêîâà
ïîëîæèòåëíî ÷èñëî δ = δ(ε), çàâèñåùî îò ε, ÷å çà âñåêè äâå òî÷êè

x1 è x2 îò ìíîæåñòâîòî {x}, çà êîèòî å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

|x1 − x2| < δ, äà å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

|f(x1)− f(x2)| < ε.

Òåîðåìà 5.3: (Òåîðåìà íà Êàíòîð) Àêî ôóíêöèÿòà f(x) å íåïðå-

êúñíàòà â ñåãìåíòà [a, b], òî òÿ å ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòà â òîçè

ñåãìåíò.
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Çàäà÷à 5.71: Äà ñå äîêàæå, ÷å ôóíêöèÿòà f(x) = 2x å ðàâíîìåðíî íåï-
ðåêúñíàòà âúðõó öÿëàòà ÷èñëîâà îñ.

Ðåøåíèå: Íåêà ôèêñèðàìå ïîëîæèòåëíîòî ÷èñëî ε è äà ïîñî÷èì

δ =
1

2
ε. Òîãàâà çà âñåêè äâå òî÷êè x1 è x2, çà êîèòî å èçïúëíåíî íåðà-

âåíñòâîòî |x1 − x2| < δ =
1

2
ε, ùå áúäå èçïúëíåíî è íåðàâåíñòâîòî

|f(x1)− f(x2)| = |2x1 − 2x2| = 2.|x1 − x2| < 2 · 1

2
· ε = ε.

Ñëåäîâàòåëíî ôóíêöèÿòà f(x) = 2x å ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòà âúðõó
öÿëàòà ÷èñëîâà îñ.

Çàäà÷à 5.72: Äà ñå äîêàæå, ÷å ôóíêöèÿòà f(x) = x2 íå å ðàâíîìåðíî
íåïðåêúñíàòà â èíòåðâàëà [1,∞).

Ðåøåíèå: Íåêà ε = 1.Ùå äîêàæåì, ÷å çà âñÿêî ïîëîæèòåëíî ÷èñëî δ
ñúùåñòâóâàò äâå ÷èñëà x1 è x2 îò èíòåðâàëà [1,∞), òàêèâà ÷å |x1−x2| < δ,
íî |f(x1)−f(x2)| ≥ ε = 1. Íåêà δ å íÿêîå ôèêñèðàíî ïîëîæèòåëíî ÷èñëî.
Íåêà x1 å ïðîèçâîëíî ÷èñëî, ïî-ãîëÿìî îò 1 è îò 2

δ , à x2 = x1 + δ
2 . Òîãàâà

|x1 − x2| = δ
2 < δ. Âúïðåêè òîâà

|f(x1)−f(x2) = |x2
1−x2

2| = |x1−x2|.|x1 +x2| > |x1−x2|.x2 >
δ

2
· 2
δ

= 1 = ε.

Ñëåäîâàòåëíî ôóíêöèÿòà f(x) = x2 íå å ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòà â
èíòåðâàëà [1,∞).

Çàäà÷à 5.73: Äà ñå äîêàæå, ÷å ôóíêöèÿòà f(x) = lnx íå å ðàâíîìåðíî
íåïðåêúñíàòà â èíòåðâàëà (0, 1).

Çàäà÷à 5.74: Äà ñå äîêàæå, ÷å ôóíêöèÿòà f(x) = x
4−x2 å ðàâíîìåðíî

íåïðåêúñíàòà â ñåãìåíòà [−1, 1].

Çàäà÷à 5.75: Äà ñå äîêàæå, ÷å ôóíêöèÿòà f(x) =
√
x å ðàâíîìåðíî

íåïðåêúñíàòà â èíòåðâàëà [1,∞).

Çàäà÷à 5.76: Äà ñå äîêàæå, ÷å ôóíêöèÿòà f(x) = x2 å ðàâíîìåðíî íåï-
ðåêúñíàòà â ñåãìåíòà [a, b], êúäåòî a è b ñà êîíñòàíòè.



6. ÄÈÔÅÐÅÍÖÈÀËÍÎ ÑÌßÒÀÍÅ ÍÀ ÔÓÍÊÖÈß ÍÀ ÅÄÍÀ
ÍÅÇÀÂÈÑÈÌÀ ÏÐÎÌÅÍËÈÂÀ

6.1 Ïðîèçâîäíà è äèôåðåíöèàë íà ôóíêöèÿ

6.1.1 Îïðåäåëåíèå çà ïðîèçâîäíà

Íåêà ôóíêöèÿòà f(x) å äåôèíèðàíà è íåïðåêúñíàòà â òî÷êàòà x0 è â
äîñòàòú÷íî ìàëêà îêîëíîñò íà òàçè òî÷êà.

Äåôèíèöèÿ 6.1: Ïðîèçâîäíà f ′(x0) íà ôóíêöèÿòà y = f(x) â òî÷êà-
òà x0 ñå íàðè÷à ãðàíèöàòà íà îòíîøåíèåòî íà íàðàñòâàíåòî íà ôóí-

êöèÿòà è íàðàñòâàíåòî íà àðãóìåíòà, àêî òàçè ãðàíèöà ñúùåñòâóâà,

êîãàòî íàðàñòâàíåòî íà àðãóìåíòà êëîíè êúì íóëà, ò. å.

f ′(x0) = lim
∆x→0

f(x+ ∆x)− f(x)

∆x
.

Îïåðàöèÿòà íàìèðàíå íà ïðîèçâîäíà íà ôóíêöèÿ ñå íàðè÷à äèôåðåí-
öèðàíå.

Äåôèíèöèÿ 6.2: Ôóíêöèÿòà f ñå íàðè÷à äèôåðåíöèðóåìà â òî÷êàòà

x0, àêî íàðàñòâàíåòî ∆f = f(x0 + ∆x) − f(x0) íà òàçè ôóíêöèÿ â

òî÷êàòà x0, îòãîâàðÿùî íà íàðàñòâàíåòî íà àðãóìåíòà ∆x, ìîæå äà

ñå ïðåäñòàâè âúâ âèäà

∆f = A.∆x+ α(∆x).∆x, (6.1)

êúäåòî A å êîíñòàíòà, íåçàâèñåùà îò ∆x, è lim
∆x→0

α(∆x) = 0.

Äâåòå ïîíÿòèÿ- ïðîèçâîäíà íà ôóíêöèÿ â òî÷êà è äèôåðåíöèðóåìîñò
íà ôóíêöèÿ â òàçè òî÷êà ñà ñâúðçàíè ñúñ ñëåäíèÿ âàæåí ðåçóëòàò:

Òåîðåìà 6.1: Åäíà ôóíêöèÿ å äèôåðåíöèðóåìà â äàäåíà òî÷êà òîãàâà

è ñàìî òîãàâà, êîãàòî òÿ èìà â òàçè òî÷êà êðàéíà ïðîèçâîäíà.
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Òåîðåìà 6.1 íè äàâà, ÷å çà ôóíêöèÿ íà åäèí àðãóìåíò äâåòå ïîíÿòèÿ
� ïðîèçâîäíà íà ôóíêöèÿ è äèôåðåíöèðóåìîñò íà ôóíêöèÿ ñà åêâèâà-
ëåíòíè ïîìåæäó ñè.

Íàðàñòâàíåòî (6.1) å ñóìà îò äâå ñúáèðàåìè, ïúðâîòî îò êîèòî A.∆x å
ëèíåéíî îòíîñíî ∆x, à âòîðîòî α(∆x).∆x â îêîëíîñò íà òî÷êàòà ∆x = 0
å áåçêðàéíî ìàëêà ôóíêöèÿ îò ïî-âèñîê ðåä, ñïðÿìî ∆x. Çíàå ñå, ÷å
A = f ′(x0), è àêî A å ðàçëè÷íî îò íóëà, òî ïúðâîòî ñúáèðàåìî A.∆x =
f ′(x0)∆x ïðåäñòàâëÿâà ãëàâíàòà ÷àñò íà íàðàñòâàíåòî ∆f. Òàçè ãëàâíà
÷àñò ñå íàðè÷à äèôåðåíöèàë íà ôóíêöèÿòà f è ñå îçíà÷àâà ñúñ ñèìâîëà
df, ò. å.

df = f ′(x0).∆x. (6.2)

Êîãàòî àðãóìåíòúò x å íåçàâèñèìà ïðîìåíëèâà, òî ïîä äèôåðåíöèàë
dx íà òîçè àðãóìåíò ùå ðàçáèðàìå íàðàñòâàíåòî ìó ∆x, ò. å. dx = ∆x.
Ïî òîçè íà÷èí ôîðìóëàòà (6.2) äîáèâà âèäà

df = f ′(x0).dx. (6.2′)

6.1.2 Ïðàâèëà çà äèôåðåíöèðàíå

Íåêà u(x), v(x) è w(x) ñà ôóíêöèè, êîèòî ñà äèôåðåíöèðóåìè â åäèí
è ñúùè èíòåðâàë. Â ñèëà ñà ñëåäíèòå ïðàâèëà çà äèôåðåíöèðàíå:

(I) (u± v ± w)′ = u′ ± v′ ± w′; d(u± v ± w) = du± dv ± dw;

(II) (u.v)′ = u′.v + u.v′; d(u.v) = v.du+ u.dv;

Ñëåäñòèÿ: 1) (C.u)′ = C.u′;
2) (C1.u+ C2.v)′ = C1.u

′ + C2.v
′;

3) (u.v.w)′ = u′.v.w + u.v′.w + u.v.w′.

(III)
(u
v

)′
=
u′.v − v′.u

v2
; d

(u
v

)
=
v.du− u.dv

v2
.

Ñëåäñòèÿ: 1)

(
1

v

)′
=
−v′

v2
;

2)
( u
C

)′
=

1

C
u′.

(IV) Äèôåðåíöèðàíå íà ñëîæíà ôóíêöèÿ:

Àêî y = f(u), u = u(x), òî y′x = y′u.u
′
x.
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Îáîáùåíèå: ïðè y = f(u), u = ϕ(v), v = ψ(x), òî

y′x = y′u.u
′
v.v
′
x.

(V) Äèôåðåíöèðàíå íà îáðàòíà ôóíêöèÿ: Àêî ôóíêöèèòå f(x) è ϕ(y)
ñà ïðàâà è îáðàòíà ôóíêöèÿ, òî

f ′x(x).ϕ′y(y) = 1; (y′x.x
′
y = 1).

(VI) Ëîãàðèòìè÷íà ïðîèçâîäíà: Çà íàìèðàíå íà ïðîèçâîäíàòà íà
ôóíêöèÿ îò âèäà y = [f(x)]g(x), êúäåòî îñíîâàòà f(x) > 0 è ôóíêöè-
èòå f(x) è g(x) ñà äèôåðåíöèðóåìè, ïðåäâàðèòåëíî ñå ëîãàðèòìóâà è ñå
ïîëó÷àâà

ln y = g(x). ln f(x).

Äèôåðåíöèðà ñå ëÿâàòà è äÿñíàòà ñòðàíà íà ãîðíîòî ðàâåíñòâî ïî x, è
ñå ïîëó÷àâà

1

y
· y′ = g′(x). ln f(x) + g(x) · f

′(x)

f(x)
,

îòêúäåòî íàìèðàìå, ÷å

y′(x) = [f(x)]g(x)

[
g′(x). ln f(x) + g(x) · f

′(x)

f(x)

]
. (6.3)

Êàòî ñëåäñòâèå îò ôîðìóëàòà (6.3) ñå ïîëó÷àâà, ÷å àêî u(x) å äèôå-
ðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ, òî(

eu(x)
)′

= eu(x).u′(x),
(
au(x)

)′
= au(x).u′(x). ln a. (6.4)

(VII) Ïðîèçâîäíà íà ôóíêöèÿ, çàäàäåíà ïàðàìåòðè÷íî: Àêî ôóíêöèÿ
å çàäàäåíà ïàðàìåòðè÷íî âúâ âèäà{

x = ϕ(t)
y = ψ(t),

êúäåòî ôóíêöèèòå ϕ(t) è ψ(t) ñà äèôåðåíöèðóåìè ôóíêöèè, òî ïðîèç-
âîäíàòà íà y ñïðÿìî x å

y′x =
ψ′(t)

ϕ′(t)

(
y′ =

ẏ

ẋ

)
, (6.5)

êúäåòî y′x å ïðîèçâîäíàòà íà y ñïðÿìî x, ϕ′(t) = x′t = ẋ è ψ′(t) = y′t =
ẏ ñà ïðîèçâîäíèòå íà x è y ñïðÿìî ïàðàìåòúðà t. Ïðîèçâîäíàòà (6.5)
ñúùåñòâóâà ñàìî â ñëó÷àèòå êîãàòî x2 + y2 6= 0.
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Òàáëèöà íà ïðîèçâîäíèòå íà îñíîâíèòå åëåìåíòàðíè ôóíêöèè

Ôóíêöèÿ Ïðîèçâîäíà Ôóíêöèÿ Ïðîèçâîäíà
f(x) f ′(x) f(x) f ′(x)

C = const 0 arcsinx, |x| < 1
1√

1− x2

xn nxn−1 arccosx, |x| < 1
−1√

1− x2

x 1 arctgx
1

1 + x2

√
x

1

2
√
x

arccotgx
−1

1 + x2

1

x

−1

x2
shx chx

ax, 1 6= a > 0 ax ln a chx shx

ex ex thx
1

ch 2x

loga x, 1 6= a > 0
1

x ln a
cthx

−1

sh2x

lnx,
1

x
arcshx

1√
x2 + 1

sinx cosx arcchx, |x| > 1
1√

x2 − 1

cosx − sinx arcthx
1

1− x2

tgx
1

cos2 x
arccthx

−1

x2 − 1

cotgx
−1

sin2 x

Çàäà÷à 6.1: Äà ñå íàìåðè ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿòà

y = x4 − 4x3 + 2x2 + 4x+ 2.

Ðåøåíèå: Êàòî ñå èçïîëçâà ïðàâèëîòî (I), çà íàìèðàíå íà ïðîèç-
âîäíà íà àëãåáðè÷íà ñóìà, ïðîèçâîäíàòà å ðàâíà íà

y′ = (x4)′ − (4x3)′ + (2x2)′ + (4x)′ + 2′. (6.6)

Ïðîèçâîäíàòà íà x4, êàòî ïðîèçâîäíà íà ñòåïåííàòà ôóíêöèÿ (xn)′ =
xn−1, å 4x3. Êàòî ñå èçïîëçâà, ÷å (C.u)′ = C.u′, ñå íàìèðà, ÷å (4x3)′ =
4.3x2 = 12x2, (2x2)′ = 2(x2)′ = 2.2x = 4x, (4x)′ = 4.x′ = 4.1 = 4, 2′ = 0.
Îêîí÷àòåëíî çà (6.6) ñå ïîëó÷àâà

y′ = 4x3 − 12x2 + 4x+ 4.
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Çàäà÷à 6.2: Äà ñå íàìåðè ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿòà

y =
1

3x2
+
x2

2
.

Ðåøåíèå: Çàïèñâàìå ôóíêöèÿòà âúâ âèäà y =
1

3
x−2 +

1

2
x2. Ñëåä

ïðèëàãàíå íà ïðàâèëàòà çà äèôåðåíöèðàíå, ñå ïîëó÷àâà y′ =
−2

3x3
+ x.

Çàäà÷à 6.3: Äà ñå íàìåðÿò ïðîèçâîäíèòå íà ôóíêöèèòå:

à) y =
1

6
x6 + 3x4 +

1

2
x2 + x− 2; á) y =

1

2
√
x

+
3
3
√
x
.

Îòãîâîðè: à) y′ = x5 + 12x3 + x+ 1; á) y′ = 1
4x
√
x
− 1

x 3√x .

Çàäà÷à 6.4: Äà ñå íàìåðÿò ïðîèçâîäíèòå íà ôóíêöèèòå:

à) y = ex. sinx; á) y = 2x. lnx; â) y =
x4

x+ 1
;

ã) y = (1 + x2).arctgx; ä) y =
lnx

x
.

Ðåøåíèå: à) Ïðèëàãàìå ïðàâèëîòî çà äèôåðåíöèðàíå íà ïðîèçâåäå-
íèå è ôîðìóëèòå îò òàáëèöàòà íà ïðîèçâîäíèòå íà îñíîâíèòå åëåìåíòàð-
íè ôóíêöèè, è ïîëó÷àâàìå

y′ = (ex)′ . sinx+ ex.(sinx)′ = ex. sinx+ ex. cosx;

á) y′ = 2x. ln 2. lnx + 2x

x ; â) Ïðèëàãàìå ïðàâèëîòî çà äèôåðåíöèðàíå íà
÷àñòíî è ïîëó÷àâàìå

y′ =

(
x4
)′
.(x+ 1)− x4.(x+ 1)′

(x+ 1)2
=

4x3.(x+ 1)− x4.1

(x+ 1)2
=
x3.(3x+ 4)

(x+ 1)2
.

ã) y′ = 2x.arctgx+ 1; ä) y′ =
1− lnx

x2
.

Çàäà÷à 6.5: Äà ñå íàìåðè ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿòà y =
√

sinx.
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Ðåøåíèå: Àêî ïîëîæèì u = sinx, òî ôóíêöèÿòà ìîæå äà ñå çàïèøå
âúâ âèäà

y =
√
u, u = sinx. (6.7)

Ñúãëàñíî ïðàâèëîòî (IV ) ïðîèçâîäíàòà íà ñúñòàâíàòà ôóíêöèÿ (6.7) å

y′x = y′u.u
′
x. Çà ðàçãëåæäàíèÿ ïðèìåð y

′
u = (

√
u)′ =

1

2
√
u
, à u′x = (sinx)′ =

cosx. Ñëåäîâàòåëíî ñå ïîëó÷àâà

y′x =
1

2
√
u

cosx =
cosx

2
√

sinx
.

Çà íàìèðàíå íà ïðîèçâîäíè íà ñúñòàâíè ôóíêöèè å çà ïðåäïî÷èòàíå
äà íå ñå âúâåæäà ìåæäèííàòà ïðîìåíëèâà u, êàêòî òîâà âå÷å íàïðàâèõ-
ìå, à äà ñå íàìèðà ïðîèçâîäíàòà íà âúíøíàòà ôóíêöèÿ ñïðÿìî âúòðåø-
íàòà ôóíêöèÿ (â ñëó÷àÿ u), è ïîëó÷åíàòà ïðîèçâîäíà äà ñå óìíîæè ñ
ïðîèçâîäíàòà u′ íà âúòðåøíàòà ôóíêöèÿ.

Â ñëó÷àé, ÷å âúòðåøíàòà ôóíêöèÿ å ñúùî ñúñòàâíà ôóíêöèÿ, îòíîâî
óìíîæàâàìå ñ ïðîèçâîäíàòà íà âúòðåøíàòà è̀ ôóíêöèÿ, è òîâà ïðîäúë-
æàâà äîêàòî äîñòèãíåì äî ïðîèçâîäíàòà íà àðãóìåíòà x, êîÿòî å 1, èëè
âñå åäíî, äîêàòî ïîñëåäíîòî äèôåðåíöèðàíå å äèôåðåíöèðàíå íà îñíîâíà
åëåìåíòàðíà ôóíêöèÿ.

Â íàøèÿ ïðèìåð, ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿòà y =
√

sinx ùå íàìå-
ðèì, êàòî íàìåðèì ïðîèçâîäíàòà íà

√
sinx (òîâà å âúíøíàòà ôóíêöèÿ)

ñïðÿìî sinx, êîÿòî å
1

2
√

sinx
, è ÿ óìíîæèì ñ ïðîèçâîäíàòà íà sinx (òîâà

å âúòðåøíàòà ôóíêöèÿ) ñïðÿìî x, êîÿòî å cosx. Ôóíêöèÿòà sinx å îñíîâ-
íà åëåìåíòàðíà ôóíêöèÿ è íåéíàòà âúòðåøíà ôóíêöèÿ å ñàìî x, ÷èÿòî
ïðîèçâîäíà å 1. Ïî òîçè íà÷èí ñå ñïèðà ïðîöåñúò íà ïîñëåäîâàòåëíîòî
äèôåðåíöèðàíå, çà äà ñå ïîëó÷è îêîí÷àòåëíî, ÷å ïðîèçâîäíàòà å

y′ =
1

2
√

sinx
· cosx =

cosx

2
√

sinx
.

Çà íàìèðàíå íà ïðîèçâîäíàòà íà ñúñòàâíà ôóíêöèÿ å îò ñúùåñ-
òâåíî çíà÷åíèå îïðåäåëÿíåòî òî÷íî ðåäà íà ôóíêöèèòå ò. å. êîÿ îò
îñíîâíèòå åëåìåíòàðíè ôóíêöèè å âúíøíà, êîÿ å âúòðåøíà è ò. í.
êîÿ å íàé-âúòðåøíàòà. Ïðè äàäåíà ñúñòàâíà ôóíêöèÿ ïúðâîòî äåéñò-
âèå, êîåòî òðÿáâà äà ñå èçâúðøè âúðõó àðãóìåíòà, íè îïðåäåëÿ íàé-
âúòðåøíàòà ôóíêöèÿ. Äåéñòâèåòî, êîåòî òðÿáâà äà ñå èçâúðøè âúðõó
íàé-âúòðåøíàòà ôóíêöèÿ, íè äåôèíèðà íåéíàòà âúíøíà ôóíêöèÿ è ò.
í. Äåéñòâèåòî, êîåòî òðÿáâà äà ñå èçâúðøè ïîñëåäíî â åäíà ôóíêöèÿ, çà
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äà ñå ïðåñìåòíå íåéíàòà ñòîéíîñò, íè äåôèíèðà âúíøíàòà ôóíêöèÿ, îò
êîÿòî ñå çàïî÷âà äèôåðåíöèðàíåòî.

Íàïðèìåð âúâ ôóíêöèÿòà y = cos(sin
√

lnx) íàé-âúòðåøíàòà ôóíê-
öèÿ å lnx, íåéíàòà âúíøíà å êîðåí êâàäðàòåí, íåéíàòà âúíøíà å ñèíóñ,
íåéíàòà âúíøíà å êîñèíóñ. Ïðè äèôåðåíöèðàíåòî íàé-íàïðåä ñå íàìè-
ðà ïðîèçâîäíàòà íà êîñèíóñà ñïðÿìî sin

√
lnx, êîÿòî å − sin(sin

√
lnx),

ñëåä òîâà ùå óìíîæèì ñ ïðîèçâîäíàòà íà ñèíóñ ñïðÿìî
√

lnx, êîÿòî å
cos
√

lnx, ñëåä òîâà ùå óìíîæèì ñ ïðîèçâîäíàòà íà
√

lnx ñïðÿìî lnx,

êîÿòî å
1

2
√

lnx
, ñëåä òîâà ùå óìíîæèì ñ ïðîèçâîäíàòà íà lnx ñïðÿìî x,

êîÿòî å
1

x
, ò. å.

y′ = − sin(sin
√

lnx). cos
√

lnx · 1

2
√

lnx
· 1

x
.

Çàäà÷à 6.6: Äà ñå íàìåðè ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿòà

y = sin2 x.

Ðåøåíèå: Ôóíêöèÿòà y = sin2 x = (sinx)2 å ñúñòàâíà ôóíêöèÿ, êàòî
ïîñëåäíîòî äåéñòâèå, êîåòî òðÿáâà äà ñå èçâúðøè å ïîâäèãàíå âúâ âòîðà
ñòåïåí. Ñåãà îáðàòíî, ïúðâî òðÿáâà äà ñå íàìåðè ïðîèçâîäíàòà íà ñòå-
ïåííàòà ôóíêöèÿ ñïðÿìî sinx, êîÿòî å 2 sinx, è ñëåä òîâà äà ñå óìíîæè
ñ ïðîèçâîäíàòà íà âúòðåøíàòà ôóíêöèÿ sinx ñïðÿìî x, êîÿòî å cosx, ò.
å.

y′ = 2 sinx cosx.

Çàäà÷à 6.7: Äà ñå íàìåðè ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿòà

y = arcsin
√
tgx.

Ðåøåíèå: Â ñëó÷àÿ âúíøíàòà ôóíêöèÿ å arcsin, âúòðåøíàòà å
√

tgx,
à íàé-âúòðåøíàòà å tgx. Ïúðâî ùå íàìåðèì ïðîèçâîäíàòà íà arcsin

√
tgx

ñïðÿìî
√

tgx, êîÿòî å
1√

1− (
√

tgx)2
, ùå óìíîæèì ñ ïðîèçâîäíàòà íà

√
tgx ñïðÿìî tgx, êîÿòî å

1

2
√

tgx
, è íàêðàÿ ùå óìíîæèì ñ ïðîèçâîäíàòà

íà tgx ñïðÿìî x, êîÿòî å
1

cos2 x
. Ñëåäîâàòåëíî ñå ïîëó÷àâà

y′ =
1√

1− (
√

tgx)2
· 1

2
√

tgx
· 1

cos2 x
.
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Çàäà÷à 6.8: Äà ñå íàìåðÿò ïðîèçâîäíèòå íà ôóíêöèèòå:

à) y = ln(x2 + 2
√
x); á) y =

√
1 + ln2.

Ðåøåíèå: à) Ïðèëàãàìå ïðàâèëîòî çà äèôåðåíöèðàíå íà ñëîæíà

ôóíêöèÿ è ïîëó÷àâàìå y′ =
1

x2 + 2
√
x
·
(

2x+ 2 · 1

2
√
x

)
=

2x
√
x+ 1

(x2 + 2
√
x)
√
x

;

á) y′ =
lnx

x
√

1 + ln2 x
.

Çàäà÷à 6.9: Äà ñå íàìåðÿò ïðîèçâîäíèòå íà ôóíêöèèòå:

à) y = x4ax; á) y = ex(x2 + 3x+ 4); â) y = x3.arctgx;

ã) y = x5 log4 x; ä) y = x2ex cosx; å) y = (1 + x2)arcotgx.

Îòãîâîðè: à) y′ = 4x3ax + x4ax ln a; á) y′ = ex(x2 + 5x + 7); â)
y′ = 3x2arctgx + x3

1+x2
; ã) y′ = 5x4 log4 x + x4

ln 4 ; ä) y′ = xex(2 cosx +
x cosx− x sinx); å) y′ = 2xarctgx− 1.

Çàäà÷à 6.10: Àêî f(x) = arcsin
x− 1

x
, äà ñå íàìåðè f ′(5).

Îòãîâîð: f ′(5) = 1
15 .

Çàäà÷à 6.11: Àêî f(x) = arctg
x

a
− ln

4
√
x4 − a4, äà ñå íàìåðè f ′(2a).

Îòãîâîð: f ′(2a) = − 1
3a .

Çàäà÷à 6.12: Äà ñå íàìåðè ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿòà y = xx.

Ðåøåíèå: Ùå ïðèëîæèì ïðàâèëîòî (6.3) çà ëîãàðèòìè÷íàòà ïðîèç-
âîäíà. Ëîãàðèòìóâàìå äâåòå ñòðàíè íà ðàâåíñòâîòî y = xx è ñå ïîëó÷àâà
ln y = x lnx. Íàìèðàìå ïðîèçâîäíèòå ïî x íà äâåòå ñòðàíè íà ïîñëåäíîòî
ðàâåíñòâî

y′

y
= lnx+ x · 1

x
.

Óìíîæàâàìå äâåòå ñòðàíè ïî y è ïîëó÷àâàìå y′ = xx(lnx+ 1).

Çàäà÷à 6.13: Äà ñå íàìåðè ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿòà y = (sinx)tgx.
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Ðåøåíèå: Ëîãàðèòìóâàìå äâåòå ñòðàíè íà ðàâåíñòâîòî y = (sinx)tgx

è ñå ïîëó÷àâà
ln y = tgx. ln sinx.

Íàìèðàìå ïðîèçâîäíèòå ïî x íà äâåòå ñòðàíè íà ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî

y′

y
=

1

cos2 x
ln sinx+ tgx · cosx

sinx
,

èëè
y′

y
=

1

cos2 x
ln sinx+ 1.

Îò òóê ñå ïîëó÷àâà, ÷å

y′ = (sinx)tgx

[
ln sinx

cos2 x
+ 1

]
.

Çàäà÷à 6.14: Äà ñå íàìåðè ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿòà y = ex
2+1.

Ðåøåíèå: Êàòî ñå èçïîëçâà ïúðâàòà îò ôîðìóëèòå (6.4) ñå ïîëó÷àâà

y′ = ex
2+1.(x2 + 1)′ = ex

2+1.2x = 2xex
2+1.

Çàäà÷à 6.15: Äà ñå íàìåðÿò ïðîèçâîäíèòå íà ôóíêöèèòå:

à) y = xsinx; á) y = xtgx; â) y = xa
x
;

ã) y = xx
x
; ä) y = (sinx)tg2x; å) y = 6

√
x;

æ) y = 3x−
√
x; ç) y = etg2 1

x ; è) y = earcsin 1
x ; é) y = 2arctg 1

3x .

Îòãîâîðè: à) y′ = xsinx
[
cosx lnx+ sinx

x

]
; á) y′ = xtgx

cosx

[
lnx
cosx + sinx

x

]
;

â) y′ = xa
x
ax · x2 ln a+1

x ; ã) y′ = xx
x
.xx.

[
lnx+ 1 + 1

x

]
; ä) y′ =

(sinx)tg2x
[

2
cos2 2x

ln sinx+ tg2xcotgx
]

; å) y′ = 6
√
x·ln 6

2
√
x

; æ) y′ =

3x−
√
x·ln 3·(2

√
x−1)

2
√
x

; ç) y′ = −etg2 1
x .2tg 1

x ·
1

cos2 1
x

· 1
x2

; è) y′ = −earcsin 1
x

1
x
√
x2−1

;

é) y′ = 2arctg 1
3x · −3 ln 2

9x2+1
.

Çàäà÷à 6.16: Äà ñå íàìåðÿò ïðîèçâîäíèòå íà ôóíêöèèòå:

à) y = sin3(2x+ lnx); á) y = 3
√

cosx; â) y = tg4(sin3 4x);

ã) y = arcsin
x2 − a2

x2 + a2
; ä) y = arctg

6x

1− x2
; å) y =

√
x

√
x
√
x;

æ) y = ln lnx; ç) y = ln
√

(3x2 − 4)3; è) y = log3

(
cos2 x+ 4sin 3x

)
.
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Îòãîâîðè: à) y′ = 3 sin2(2x+lnx) cos(2x+lnx)·2x+1
x ; á) y′ = − sinx

3
3√

cos2 x
;

â) y′ = 48tg3(sin3 4x) sin2 4x cos 4x

cos2(sin3 4x)
; ã) y′ = 2a

x2+a2
; ä) y′ = 6(1+x2)

x4+34x2+1
; å) y′ = 7

8. 8
√
x
;

æ) y′ = 1
x lnx ; ç) y′ = 9x

3x2−4
; è) y′ = 3.4sin 3x. cos 3x. ln 4−sin 2x

(cos2 x+4sin 3x) ln 3
.

Çàäà÷à 6.17: Äà ñå äîêàæå, ÷å ôóíêöèÿòà f(x) = e−
x
a . cos xa óäîâëåòâî-

ðÿâà ðàâåíñòâîòî f(0) + a.f ′(0) = 0.

Çàäà÷à 6.18: Äà ñå äîêàæå, ÷å ôóíêöèÿòà y =
1

x lnCx
óäîâëåòâîðÿâà

äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå x.y′ + x = −x.y2, êúäåòî C = const.

Çàäà÷à 6.19: Äà ñå äîêàæå, ÷å ôóíêöèÿòà y = x.e− sinx óäîâëåòâîðÿâà
äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå y′ + y cosx− e− sinx = 0.

Çàäà÷à 6.20: Äà ñå äîêàæå, ÷å ôóíêöèÿòà y = − sinx + 2tgx óäîâëåò-
âîðÿâà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå y′. sinx cosx− y − sin3 x = 0.

Çàäà÷à 6.21: Äà ñå äîêàæå, ÷å ôóíêöèÿòà y =
1 + lnx

x− x. lnx
óäîâëåòâîðÿ-

âà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå 2x2.y′ − x2.y2 − 1 = 0.

Çàäà÷à 6.22: Äà ñå íàìåðè ïðîèçâîäíàòà íà y ñïðÿìî x íà ôóíêöèÿòà,
çàäàäåíà ïàðàìåòðè÷íî x = 1− t2, y = t3.

Ðåøåíèå: Çà íàìèðàíå íà ïðîèçâîäíàòà ùå èçïîëçâàìå ôîðìóëàòà
y′x = y′(t)

x′(t) . Â ñëó÷àÿ x′(t) = −2t, y′(t) = 3t2, îòêúäåòî ïúê ñå íàìèðà, ÷å

y′x =
3t2

−2t
= −3

2
t.

Çàäà÷à 6.23: Äà ñå íàìåðÿò ïðîèçâîäíèòå íà y ñïðÿìî x íà ñëåäíèòå
ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíè ôóíêöèè:

à) x = 1− t2, y = t2; á) x = a cos t, y = b sin t, (a, b 6= 0);

â) x = a cos3 t, y = a sin3 t, (a 6= 0); ã) x =
3at2

1 + t3
, y =

3at3

1 + t3
, (a 6= 0);

ä) x = a(t− sin t), y = a(1− cos t), (a 6= 0).

Îòãîâîðè: à) y′x = −1; á) y′x = − b
acotgt; â) y′x = −tgt; ã) y′x = 3t

2−t3 ;

ä) y′x = sin t
1−cos t .



6.1. Ïðîèçâîäíà è äèôåðåíöèàë íà ôóíêöèÿ 193

Çàäà÷à 6.24: Äà ñå íàìåðÿò ïðîèçâîäíèòå íà y ñïðÿìî x íà ñëåäíèòå
ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíè ôóíêöèè:

à) x =
3
√

1−
√
t, y =

√
1− 3
√
t;

á) x = sin2 t, y = cos2 t;

â) x = e2t. cos2 t, y = e2t. sin2 t;

ã) x = a. cos5 t, y = b. sin5 t (a, b 6= 0);

ä) x = t2

1+t2
, y = 1

1+t2
;

å) x = a(sin t− t. cos t), y = a(cos t+ t. sin t), (a 6= 0);

æ) x = et. cos t, y = et. sin t;

ç) x = arctgt, y = ln(1 + t2);

è) x = arcsin
t√

1 + t2
, y = arccos

1√
1 + t2

.

Îòãîâîðè: à) y′x = 6

√
(1−
√
t)4

t(1−
√
t)3

; á) y′x = −1; â) y′x = tg t · tg
(
t+ π

4

)
;

ã) y′x = − b
a · tg

3t; ä) y′x = −1; å) y′x = cotg t; æ) y′x = sin t+cos t
cos t−sin t ; ç)

y′x = 2t; è) y′x = t
|t| = sgn t.

6.1.3 Ãåîìåòðè÷åí ñìèñúë íà ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿ

Àêî ôóíêöèÿòà y = f(x) å äèôåðåíöèðóåìà â òî÷êàòà x, òî ïðîèçâîä-
íàòà f ′(x) å ðàâíà íà úãëîâèÿ êîåôèöèåíò íà äîïèðàòåëíàòà, ïðåêàðàíà
êúì ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà â òî÷êàòà M0(x, f(x)), ò. å. tgα = f ′(x)
(âèæ ôèã. 6.1).

Ñúãëàñíî ôîðìóëà (6.2) äèôåðåíöèàëúò íà ôóíêöèÿòà f â òî÷êàòà
x å ðàâåí íà dy = f ′(x)∆x. Íà ôèã. 6.1 äúëæèíàòà íà îòñå÷êàòà QN å
ðàâíà íà äèôåðåíöèàëúò dy íà ôóíêöèÿòà f â òî÷êàòà x.

Ïðîèçâîäíèòå èìàò ðàçëè÷íè ôèçè÷åñêè òúëêîâàíèÿ. Àêî s = f(t) å
çàêîíúò íà äâèæåíèå íà åäíà ìàòåðèàëíà òî÷êà, êúäåòî t å âðåìåòî, à s
å èçìèíàòèÿ ïúò, òî ñêîðîñòòà v íà äâèæåíèåòî â äàäåí ìîìåíò t å ðàâíà
íà v(t) = s′(t) = f ′(t).

Çàäà÷à 6.25: Äà ñå íàïèøå óðàâíåíèåòî íà äîïèðàòåëíà êúì êðèâàòà
ñ óðàâíåíèå y = 1

4x
4 â òî÷êàòà ñ àáñöèñà x = −1.

Ðåøåíèå: Îðäèíàòàòà íà òî÷êàòà îò êðèâàòà ñ àáñöèñà x = −1 å
y = 1

4 . Óðàâíåíèåòî íà òúðñåíàòà äîïèðàòåëíà å y−
1
4 = k(x+ 1), êúäåòî

k = f ′(−1) = −1. Òîãàâà óðàâíåíèåòî íà äîïèðàòåëíàòà å 4x+4y+3 = 0.
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Ôèã. 6.1:

Çàäà÷à 6.26: Äà ñå íàìåðè óðàâíåíèåòî íà îíàçè äîïèðàòåëíà êúì êðè-
âàòà y = x3, êîÿòî å óñïîðåäíà íà õîðäàòà AB, êúäåòî A(−1,−1) è
B(2, 8).

Îòãîâîð: t1 : 3x− y + 2 = 0 è t2 : 3x− y − 2 = 0.

Çàäà÷à 6.27: Äà ñå íàìåðè óðàâíåíèåòî íà äîïèðàòåëíàòà êúì êðèâàòà
x = 2t− t2, y = 3t− t3, â òî÷êèòå çà êîèòî: à) t = 0; á) t = 1.

Ðåøåíèå: à) Èìàìå, ÷å y′t = 3−3t2, x′t = 2−2t, òîãàâà y′x = 3
2(1+ t).

Ïðè t = 0 èìàìå, ÷å y′x = 3
2 . Òî÷êàòà îò êðèâàòà, êîÿòî ñå ïîëó÷àâà ïðè

t = 0 å M(0, 0). Óðàâíåíèåòî íà äîïèðàòåëíàòà êúì êðèâàòà â òî÷êàòà
M(0, 0) å 3x− 2y = 0; á) 3x− y − 1 = 0.

Çàäà÷à 6.28: Äà ñå íàìåðè óðàâíåíèåòî íà äîïèðàòåëíàòà, ïðåêàðàíà
êúì àñòðîèäàòà ñ óðàâíåíèÿ x = a cos3 t, y = a sin3 t, a 6= 0, â òî÷êàòà,

êîÿòî ñúîòâåòñòâà íà t =
3

4
π, è äà ñå îïðåäåëè úãúëúò, êîéòî ñêëþ÷âà

òàçè äîïèðàòåëíà ñ îñòòà Ox.

Ðåøåíèå: Òúé êàòî cos
3

4
π = −

√
2

2
è sin

3

4
π =

√
2

2
, òî äîïèðíàòà

òî÷êà å M1

(
−
√

2a
4 ,

√
2a
4

)
è óðàâíåíèåòî íà äîïèðàòåëíàòà å

t : y −
√

2a

4
= k

(
x+

√
2a

4

)
,
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êúäåòî úãëîâèÿò êîåôèöèåíò å k = y′x

(
3

4
π

)
. Èìàìå, ÷å

y′x =
y′t
x′t

=
3a sin2 t cos t

3a cos2 t(− sin t)
= − sin t

cos t
= −tgt,

îòêúäåòî ñå ïîëó÷àâà, ÷å çà t =
3

4
π èìàìå k = y′x

(
3
4π
)

= −tg
(

3
4π
)

= 1.

Çà óðàâíåíèåòî íà äîïèðàòåëíàòà ñå ïîëó÷àâà, ÷å

t : y −
√

2a

4
= x+

√
2a

4
, t : y = x+

√
2a

2
.

Úãúëúò, êîéòî äîïèðàòåëíàòà ñêëþ÷âà ñ îñòòà Ox å α =
π

4
.

Çàäà÷à 6.29: Äà ñå íàìåðè óðàâíåíèåòî íà äîïèðàòåëíàòà êúì êðèâàòà

x =
2t+ t2

1 + t3
, y =

2t− t2

1 + t3
, â òî÷êèòå çà êîèòî: à) t = 0; á) t = 1.

Îòãîâîðè: à) y = x; á) 3x− y − 4 = 0.

6.1.4 Äèôåðåíöèàë íà ôóíêöèÿ

Íåêà y = f(x) å äàäåíà ôóíêöèÿ. Ñúãëàñíî ôîðìóëàòà (6.2′), äèôå-
ðåíöèàëúò íà ôóíêöèÿòà f â òî÷êàòà x0 ñå äàâà ÷ðåç ôîðìóëàòà

df = f ′(x0)dx.

Èçîáùî, çà ïðîèçâîëíà òî÷êà x îò îáùàòà äåôèíèöèîííà îáëàñò íà ôóí-
êöèÿòà è íåéíàòà ïðîèçâîäíà

df = f ′(x)dx,

ò. å. ïðîèçâåäåíèåòî îò ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿòà f(x) è äèôåðåíöèà-
ëúò íà àðãóìåíòà dx íè äàâà äèôåðåíöèàëúò íà òàçè ôóíêöèÿ.

Ãåîìåòðè÷íî, äèôåðåíöèàëúò íà ôóíêöèÿòà y = f(x) ñå èçðàçÿâà
÷ðåç äúëæèíàòà íà îòñå÷êàòà NQ (âèæ ôèã. 6.1).

Çàäà÷à 6.30: Äà ñå íàìåðÿò äèôåðåíöèàëèòå íà ñëåäíèòå ôóíêöèè:

à) y =
1

x
; á) y = lnx2; â) y =

1

a
arctg

x

a
;

ã) y = arcsin
x

a
; ä) y = x · ex; å) y =

1

x3
;

æ) y =
√
a2 + x2; ç) y = sinx− x. cosx; è) y = ln(1− x2).
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Îòãîâîðè: à) dy = − 1
x2
· dx; á) dy = 2

x · dx; â) dy = dx
a2+x2

; ã) dy =
sgna.dx√
a2−x2 ; ä) dy = (1 + x)ex.dx; å) dy = − 3

x4
· dx; æ) dy = xdx√

a2+x2
; ç) dy =

x. sinx.dx; è) y′ = 2xdx
x2−1

.

6.1.5 Ïðîèçâîäíè è äèôåðåíöèàëè îò ïî-âèñîê ðåä

Ïðîèçâîäíàòà íà âñÿêà ôóíêöèÿ y = f(x), â îáùèÿ ñëó÷àé ñúùî å
ôóíêöèÿ íà x. Àêî ïðîèçâîäíàòà f ′(x) å äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ, òî
íåéíàòà ïðîèçâîäíà (f ′(x))′ ñå íàðè÷à âòîðà ïðîèçâîäíà íà ôóíêöèÿòà
y = f(x) è ñå îçíà÷àâà ñ y′′ = f ′′(x), ò. å. ïî îïðåäåëåíèå

f ′′(x) = (f ′(x))′.

Ñëåä êàòî å âúâåäåíî ïîíÿòèåòî âòîðà ïðîèçâîäíà, ïîñëåäîâàòåëíî
ìîãàò äà ñå âúâåäàò ïîíÿòèÿòà òðåòà ïðîèçâîäíà, ÷åòâúðòà ïðîèçâîäíà
è ò. í. Íåêà âå÷å ñìå âúâåëè ïîíÿòèåòî (n− 1)−âà ïðîèçâîäíà f (n−1)(x)
íà ôóíêöèÿòà f(x). Äà ñìÿòàìå, ÷å (n− 1)−òà ïðîèçâîäíà å äèôåðåíöè-
ðóåìà ôóíêöèÿ â íÿêîÿ òî÷êà x, ò. å. èìà â òàçè òî÷êà ïðîèçâîäíà. Òàçè
ïðîèçâîäíà ñå íàðè÷à n−òà ïðîèçâîäíà íà ôóíêöèÿòà f â òî÷êàòà x è
ñå îçíà÷àâà ñúñ ñèìâîëà f (n)(x). Ïî îïðåäåëåíèå

f (n)(x) =
[
f (n−1)(x)

]′
.

Ôóíêöèÿ, êîÿòî èìà â äàäåíî ìíîæåñòâî ïðîèçâîäíà îò n−òè ðåä è
íÿìà ïðîèçâîäíè îò ïî-âèñîê ðåä, ñå íàðè÷à n ïúòè äèôåðåíöèðóåìà â
òîâà ìíîæåñòâî.

Ñòîéíîñòòà δ(df) íà äèôåðåíöèàëà íà ïúðâèÿ äèôåðåíöèàë df, âçåòà
ïðè óñëîâèå, ÷å δx = dx, ñå íàðè÷à âòîðè äèôåðåíöèàë íà ôóíêöèÿòà f
â äàäåíà òî÷êà x, è ñå îçíà÷àâà ñúñ ñèìâîëà d2f, ò. å. ïî îïðåäåëåíèå

d2f = δ(df)|δx=dx .

Äèôåðåíöèàëúò dnf îò ïðîèçâîëåí ðåä n ñå îïðåäåëÿ ïî èíäóêöèÿ.
Íåêà âå÷å å îïðåäåëåí äèôåðåíöèàëúò d(n−1)f îò ðåä n− 1 è íåêà ôóí-
êöèÿòà f å n ïúòè äèôåðåíöèðóåìà â äàäåíà òî÷êà x, à àðãóìåíòúò è̀ x
å èëè íåçàâèñèìà ïðîìåíëèâà, èëè n ïúòè äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ íà
íÿêîÿ äðóãà íåçàâèñèìà ïðîìåíëèâà.

Ñòîéíîñòòà δ(d(n−1)f) íà äèôåðåíöèàëà íà (n−1)−âèÿ äèôåðåíöèàë
d(n−1)f, âçåòà ïðè óñëîâèå, ÷å δx = dx, ñå íàðè÷à n−òè äèôåðåíöèàë íà
ôóíêöèÿòà f â äàäåíà òî÷êà x, è ñå îçíà÷àâà ñúñ ñèìâîëà dnf, ò. å. ïî
îïðåäåëåíèå

dnf = δ(d(n−1)f)
∣∣∣
δx=dx

.
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Êîãàòî àðãóìåíòúò x å íåçàâèñèìà ïðîìåíëèâà, çà âòîðèÿ äèôåðåí-
öèàë íà ôóíêöèÿòà â òî÷êàòà x èìàìå

d2f = f ′′(x)(dx)2,

èçîáùî çà n−òèÿ äèôåðåíöèàë íà n−ïúòè äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ f
èìàìå

dnf = f (n)(x)(dx)n.

Êîãàòî àðãóìåíòúò x å n−ïúòè äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ íà íÿêîÿ
íåçàâèñèìà ïðîìåíëèâà t, òî âòîðèÿò è ñëåäâàùèòå äèôåðåíöèàëè èìàò
ñúâñåì äðóãà ôîðìà. Ñïåöèàëíî, âòîðèÿò äèôåðåíöèàë â òîçè ñëó÷àé
èìà âèäà

d2f = f ′′(x)(dx)2 + f ′(x)d2x.

Çàäà÷à 6.31: Äà ñå íàìåðÿò âòîðàòà ïðîèçâîäíà è âòîðèÿò äèôåðåíöè-
àë íà ôóíêöèÿòà y = x3 + cosx.

Ðåøåíèå: Ïîñëåäîâàòåëíî íàìèðàìå ïúðâàòà è âòîðàòà ïðîèçâîäíà
íà ôóíêöèÿòà y′ = 3x2 − sinx, y′′ = (3x2 − sinx)′ = 6x− cosx. Òîãàâà çà
âòîðèÿ äèôåðåíöèàë ñå ïîëó÷àâà d2y = (6x− cosx)(dx)2.

Çàäà÷à 6.32: Äà ñå íàìåðÿò âòîðèòå ïðîèçâîäíè è âòîðèòå äèôåðåíöè-
àëè íà ñëåäíèòå ôóíêöèè:

à) y = x
√

1 + x2; á) y = ln(x+ 1); â) y =
√

1 + 2x2;

ã) y = e2arcsinx; ä) y = ln
1− x2

1 + x2
.

Îòãîâîðè: à) y′′ = x(3+2x2)√
(1+x2)3

, d2y = x(3+2x2)√
(1+x2)3

(dx)2; á) y′′ = −1
(x+1)2

,

d2y = −1
(x+1)2

(dx)2; â) y′′ = 2√
(1+x2)3

, d2y = 2√
(1+x2)3

(dx)2; ã) y′′ =

4
√

1−x2+2x√
(1−x2)3

· e2arcsinx, d2y = 4
√

1−x2+2x√
(1−x2)3

· e2arcsinx(dx)2; ä) y′′ = −4 · 1+3x4

(1−x4)2
,

d2y = −4 · 1+3x4

(1−x4)2
(dx)2;

Çàäà÷à 6.33: à) Çà ôóíêöèÿòà y = x(2x− 1)2(x+ 4)3 íàìåðåòå y(6);

á) Çà ôóíêöèÿòà y =
√
x íàìåðåòå y(10);

â) Çà ôóíêöèÿòà y = x lnx íàìåðåòå y(5);

ã) Çà ôóíêöèÿòà y = ex cosx íàìåðåòå y(4);

ä) Çà ôóíêöèÿòà y = n
xm íàìåðåòå y′′′;
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Îòãîâîðè: à) y(6) = 4.6!; á) y(10) = − 17!!
210.x9

√
x
; â) y(5) = − 6

x4
; ã)

y(4) = −4ex cosx; ä) y′′′ = −n.m.(m+1)(m+2)
xm+3 .

Çàäà÷à 6.34: Íåêà u = ϕ(x) è v = ψ(x) ñà äâà ïúòè äèôåðåíöèðóåìè
ôóíêöèè. Äà ñå íàìåðè y′′ àêî:

à) y = u2; á) y =
√
u2 + v2; â) y = ln

u

v
; ã) y = uv, (u > 0).

Îòãîâîðè: à) y′′ = 2(u′)2 + 2.u.u′′; á) y′′ = u′2+u.u′′+v′2+v.v′′√
u2+v2

+

(u.u′+v.v′)2√
u2+v2(u2+v2)

; â) y′′ = uv(u′′.v−v′′.u)−(u′2v2−v′2u2)
(uv)2

; ã) Çà íàìèðàíå íà ïúðâà-

òà ïðîèçâîäíà ùå èçïîëçâàìå ôîðìóëàòà (6.3) çà ëîãîðèòìè÷íàòà ïðî-
èçâîäíà. Â ñèëà å, ÷å

y′ = (uv)′ = uv
[
v′. lnu+

v.u′

u

]
.

Äèôåðåíöèðàìå ãîðíîòî ðàâåíñòâî è íàìèðàìå, ÷å

y′′ = (uv)′
[
v′. lnu+

v.u′

u

]
+ uv.

[
v′. lnu+

v.u′

u

]′
.

Çàìåñòâàìå âå÷å íàìåðåíèÿò ðåçóëòàò çà (uv)′ â ãîðíîòî ðàâåíñòâî è ñå
ïîëó÷àâà

y′′ = uv
[
v′ lnu+

v.u′

u

]2

+ uv

[
v′′ lnu+

2u′.v′ + v.u′

u
− v.u′2

u2

]
.

Íåêà îòíîâî äà ðàçãëåäàìå âúïðîñà çà ïðîèçâîäíàòà íà ïàðàìåòðè÷íî
çàäàäåíà ôóíêöèÿ x = x(t), y = y(t). Ñúãëàñíî ôîðìóëàòà (6.5) èìàìå,

÷å y′x =
ẏ

ẋ
. Ñåãà ùå íàìåðèì y′′xx. Â ñèëà ñà ïðåäñòàâÿíèÿòà

y′′xx =
dy′x
dx

=
d

dt

(
ẏ

ẋ

)
1
dx
dt

=
ÿẋ− ẏẍ
ẋ2

· 1

ẋ
=
ÿẋ− ẏẍ
ẋ3

,

ò. å. ïîëó÷èõìå ñëåäíàòà ôîðìóëà

y′′xx =
ÿẋ− ẏẍ
ẋ3

. (6.8)

Çàäà÷à 6.35: Íàìåðåòå ïðîèçâîäíèòå y′x è y
′′
xx íà ôóíêöèÿòà, çàäàäåíà

ïàðàìåòðè÷åñêè x = 2t− t2 è y = 3t− t3.
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Ðåøåíèå: Â ñèëà ñà ñëåäíèòå ðàâåíñòâà: ẋ = 2(1 − t), ẍ = −2, ẏ =
3(1− t2) è ÿ = −6t. Îò (6.5) è (6.8) ñå íàìèðà, ÷å

y′x =
3(1 + t)

2
è y′′xx =

−6t.2(1− t)− 3(1− t2)(−2)

8(1− t)3
=

3

4(1− t)
, (t 6= 1).

Çàäà÷à 6.36: Íàìåðåòå ïðîèçâîäíèòå y′x, y
′′
xx è y

′′′
xxx íà ôóíêöèÿòà y =

y(x), çàäàäåíè ïàðàìåòðè÷åñêè, àêî:

à) x = a cos t, y = a sin t; á) x = a(t− sin t), y = a(1− cos t);

â) x = et cos t, y = et sin t; ã) x = f ′(t), y = t.f ′(t)− f(t),

êúäåòî ôóíêöèÿòà f(t) å ïðîèçâîëíà, òðè ïúòè äèôåðåíöèðóåìà ôóíê-
öèÿ.

Îòãîâîðè: à) y′x = −cotgt, y′′xx = −1
a sin3 t

, y′′′xxx = −3 cos t
a2 sin5 t

, (t 6=
kπ, k−öÿëî);

á) y′x = 1−cos t
sin t = tg t2 , y

′′
xx = − 1

4a sin4 t
2

, y′′′xxx =
cos t

2

4a2 sin7 t
2

, (t 6=
2kπ, k−öÿëî);

â) y′x = sin t+cos t
sin t−cos t , y

′′
xx = e−t√

2 cos3(t+π
4 )
, y′′′xxx = e−2t(2 sin t+cos t)√

2 cos5(t+π
4 )

, (t 6= π
4 +

kπ, k−öÿëî);
ã) y′x = t, y′′xx = 1

f ′′(t) , y
′′′
xxx = − f ′′′(t)

f ′′3 (t)
(f ′′(t) 6= 0).

Çàäà÷à 6.37: Íåêà å äàäåíà ôóíêöèÿòà y = f(x), êîÿòî å äèôåðåíöèðó-
åìà äîñòàòú÷íî áðîé ïúòè. Äà ñå íàìåðÿò ïðîèçâîäíèòå x′, x′′, x′′′ è xIV

íà îáðàòíàòà ôóíêöèÿ x = f−1(y), ïðåäïîëàãàéêè, ÷å òåçè ïðîèçâîäíè
ñúùåñòâóâàò.

Ðåøåíèå: Ñúãëàñíî ïðàâèëîòî çà äèôåðåíöèðàíå íà îáðàòíà ôóíê-
öèÿ èìàìå, ÷å x′ = x′y = 1

f ′(x) . Ïîñëåäíàòà ôîðìóëà ìîæå äà ñå ïîëó÷è è
ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: Äèôåðåíöèðàìå ðàâåíñòâîòî y = f(x) è ñå ïîëó÷àâà

dy = f ′(x)dx, îòêúäåòî
dx

dy
=

1

f ′(x)
, ò. å. x′y =

1

f ′(x)
.

Çà íàìèðàíå íà ïðîèçâîäíàòà x′′ = x′′yy ïîñòúïâàìå òàêà:

x′′ =
dx′

dy
=

d

dy

(
1

f ′(x)

)
=

d

dx

(
1

f ′(x)

)
· 1
dy
dx

= − f
′′(x)

f ′2(x)
· 1

f ′(x)
= − f

′′(x)

f ′3(x)
,

ò. å.

x′′ = − f
′′(x)

f ′3(x)
.
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×ðåç àíàëîãè÷íà òåõíèêà íà ðàáîòà ñå ïîëó÷àâà, ÷å

x′′′ =
dx′′

dy
=

d

dy

(
− f

′′

f ′3

)
=

d

dx

(
− f

′′

f ′3

)
· 1
dy
dx

= −f
′′′f ′

3 − 3f ′′f ′
2
f ′′

f ′6
· 1

f ′
= −f

′′′f ′ − 3f ′′
2

f ′5
.

Â ñèëà å ñëåäíàòà ôîðìóëà:

xIV = −f
′2f IV − 10f ′f ′′f ′′′ + 15f ′′

3

f ′7
.

Íàâñÿêúäå â òàçè çàäà÷à ñìÿòàìå f ′ 6= 0.
Çà íàìèðàíå íà ïðîèçâîäíàòà íà íåÿâíî çàäàäåíà ôóíêöèÿ ùå èç-

ïîëçâàìå òåîðåìàòà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ. Íåêà ôóíêöèÿòà y = y(x) ñå
îïðåäåëÿ ÷ðåç ðàâåíñòâîòî F (x, y) = 0, (x, y) ∈ M ⊆ R2. Â ñèëà å ñëåä-
íàòà òåîðåìà:

Òåîðåìà 6.2: Íåêà ôóíêöèÿòà F å äèôåðåíöèðóåìà â íÿêîÿ îêîëíîñò

íà òî÷êàòà M0(x0, y0) è ÷àñòíàòà è̀ ïðîèçâîäíà ∂F
∂y å íåïðåêúñíàòà â

òî÷êàòà M0. Òîãàâà, àêî â òî÷êàòà M0 ôóíêöèÿòà F ñå àíóëèðà, à

÷àñòíàòà ïðîèçâîäíà ∂F
∂y íå ñå àíóëèðà, òî çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà

îêîëíîñò íà òî÷êàòà x0, â êîÿòî èìà åäèíñòâåíà ôóíêöèÿ y = y(x),
óäîâëåòâîðÿâàùà óñëîâèåòî |y − y0| < ε, è êîÿòî å ðåøåíèå íà óðàâíå-

íèåòî F (x, y) = 0, ïðè òîâà òàçè ôóíêöèÿ y = y(x) å íåïðåêúñíàòà è
äèôåðåíöèðóåìà â ïîñî÷åíàòà îêîëíîñò íà òî÷êàòà x0, è ïðîèçâîäíàòà
y′x ñå ïðåñìÿòà ïî ôîðìóëàòà

y′x = −
∂F
∂x
∂F
∂y

. (6.9)

Çàäà÷à 6.38: Íàìåðåòå ïðîèçâîäíèòå y′x, y
′′
x2 è y′′′x3 íà ôóíêöèÿòà y =

y(x), çàäàäåíà íåÿâíî ÷ðåç ðàâåíñòâîòî x2 + y2 = 25 â òî÷êàòà M(3, 4).

Ðåøåíèå: Ùå íàìåðèì íàé-íàïðåä y′x. Â íàøèÿ ñëó÷àé F (x, y) =

x2 +y2−25, ∂F∂x = 2x, ∂F∂y = 2y. Ïî ôîðìóëàòà (6.9) ñå íàìèðà, ÷å ′x = −x
y
.

Ïîñëåäíàòà ïðîèçâîäíà ìîæå äà ñå íàìåðè è ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: Äè-
ôåðåíöèðàìå ðàâåíñòâîòî x2 +y2 = 25 ïî ïðîìåíëèâàòà x, êàòî ñìÿòàìå,
÷å y = y(x), è ñå ïîëó÷àâà 2x+2y.y′ = 0. Îò ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ñå íà-

ìèðà y′x = −x
y
. Çà ïðåïîðú÷âàíå å ÷èòàòåëÿò äà èçïîëçâà âòîðèÿ íà÷èí

íà ðàáîòà.
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Íàìèðàìå âòîðàòà è òðåòàòà ïðîèçâîäíè:

y′′ = (y′)′ =

(
−x
y

)′
= −y − xy

′

y2
= −

y − x
(
−x
y

)
y2

= −x
2 + y2

y3
= −25

y3
.

y′′′ = (y′′)′ =

(
−25

y3

)′
= −25 · −3y2y′

y6
=

75y′

y4
=

75

y4

(
−x
y

)
= −75x

y5
.

Ñëåä òîâà ñå ïîëó÷àâà ñúîòâåòíî, ÷å y′(3) = −3

4
, y′′(3) = −25

64
,

y′′′(3) = − 225

1024
.

Çàäà÷à 6.39: Íàìåðåòå ïðîèçâîäíèòå y′x è y
′′
x2 íà ôóíêöèÿòà y = y(x),

çàäàäåíà íåÿâíî ÷ðåç ðàâåíñòâîòî:

à) y2 = 2px (p = const); á) x2 − xy + y2 = 1;

â) y2 + 2 ln y = x4 ã)
√
x2 + y2 = a.earctg y

x , a > 0.

Îòãîâîðè: à) y′ = p
y , y

′′
x2 = − p2

y3
; á) y′ = 2x−y

x−2y , y
′′
x2 = 6

(x−2y)3
; â)

y′ = 2x3y
1+y2

, y′′x2 = 2x2y
(1+y2)3

[3(1+y2)2+2x4(1−y2)]; ã) y′ = x+y
x−y , y

′′
x2 = 2(x2+y2)

(x−y)3
.

Çàäà÷à 6.40: Òî÷êà ñå äâèæè ïðàâîëèíåéíî ïî çàêîíà s(t) = 10 + 20t−
5t2. Íàìåðåòå ñêîðîñòòà è óñêîðåíèåòî íà äâèæåíèåòî. Íàìåðåòå ñêî-
ðîñòòà è óñêîðåíèåòî â ìîìåíòà t = 2.

Îòãîâîð: v(t) = 20− 10t, a(t) = −10, v(2) = 0, a(2) = −10.

Çàäà÷à 6.41: Äà ñå íàìåðè n−òàòà ïðîèçâîäíà íà ôóíêöèÿòà y = cosx.

Ðåøåíèå:Ùå èçïîëçâàìå ìåòîäà íà ïúëíàòà ìàòåìàòè÷åñêà èíäóê-
öèÿ.

y′ = − sinx = cos
(
x+

π

2

)
, y′′ = − sin

(
x+

π

2

)
= cos

(
x+ 2 · π

2

)
,

y′′′ = − sin
(
x+ 2 · π

2

)
= cos

(
x+ 3 · π

2

)
.

Äîïóñêàìå, ÷å k−òàòà ïðîèçâîäíà ñå ïîëó÷àâà ïî ïðàâèëîòî y(k) =
cos
(
x+ k · π2

)
. Íàìèðàìå (k + 1)−âàòà ïðîèçâîäíà

y(k+1) = − sin
(
x+ k · π

2

)
= cos

(
x+ (k + 1) · π

2

)
,

ò. å. (k + 1)−âàòà ïðîèçâîäíà ñå çàïèñâà ïî ñúùîòî ïðàâèëî. Òîãà-
âà ïî ìåòîäà íà ïúëíàòà ìàòåìàòè÷åñêà èíäóêöèÿ ñëåäâà, ÷å y(n) =
cos
(
x+ n · π2

)
.
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Çàäà÷à 6.42: Äà ñå íàìåðÿò n−òèòå ïðîèçâîäíè íà ôóíêöèèòå:

à) y = ln(1 + x); á) y = (1 + x)m; â) y =
x2

x− 1
.

Îòãîâîð: à) y(n) = (−1)n−1 · (n−1)!
(1+x)n . á) y(n) = m(m−1)(m−2) . . . (m−

n+ 1)(1 +x)m−n, ïðè m ≥ n è y(n) = 0 ïðè n > m; â) Ïðåäñòàâåòå ôóíê-

öèÿòà âúâ âèäà y = x+1+
1

x− 1
, çà äà ñå ïîëó÷è, ÷å y(n) = (−1)n n!

(x−1)n+1 .

Íåêà ôóíêöèèòå u(x) è v(x) ñà n ïúòè äèôåðåíöèðóåìè â íÿêîÿ òî÷êà
x. Òîãàâà ôóíêöèÿòà u(x)v(x) å n ïúòè äèôåðåíöèðóåìà â òàçè òî÷êà è

(u(x)v(x))(n) = u(n)v+C1
nu

(n−1)v′+C2
nu

(n−2)v′′+. . .+Cn−1
n u′v(n−1)+uv(n).

Òîâà ïðàâèëî ñå íàðè÷à ôîðìóëà íà Ëàéáíèö çà n−òàòà ïðîèçâîäíà.

Çàäà÷à 6.43: Äà ñå ïðåñìåòíå n−òàòà ïðîèçâîäíà íà ôóíêöèÿòà

y = x2.ex.

Ðåøåíèå: Ïîëàãàìå u(x) = x2, v(x) = ex. Èìàìå ñëåäíèòå ïîñëåäî-
âàòåëíè ïðîèçâîäíè u′ = 2x, u′′ = 2, u(3) = u(4) = · · · = 0, çà âñÿêî öÿëî
k ≥ 0 v(k) = ex. Ñëåäîâàòåëíî ñå ïîëó÷àâà

(x2.ex)(n) = exx2 + C1
ne
x2x+ C2

ne
x2 = (x2 + 2nx+ n(n− 1))ex.

Çàäà÷à 6.44: Äà ñå íàìåðè òðåòàòà ïðîèçâîäíà íà ôóíêöèÿòà

y = x.f ′(m− x) + 3f(m− x),

êúäåòî f(x) å ïðîèçâîëíà è ïîíå ÷åòèðè ïúòè äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ.

Îòãîâîð: y′′′ = −x.f (IV )(m− x).

Çàäà÷à 6.45: Äà ñå äîêàæå, ÷å ôóíêöèÿòà y = e2arcsinx óäîâëåòâîðÿâà
äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå (1− x2)y′′ − xy′ − 4y = 0.

Çàäà÷à 6.46: Äà ñå äîêàæå, ÷å ôóíêöèÿòà y = x. ln
x

x+ 1
óäîâëåòâîðÿâà

äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå x3y′′ − (xy′ − y)2 = 0.

Çàäà÷à 6.47: Äà ñå äîêàæå, ÷å ôóíêöèÿòà y = me2x+ 13e−x óäîâëåòâî-
ðÿâà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå y′′ − y − 2 = 0.
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6.1.6 Îñíîâíè òåîðåìè íà äèôåðåíöèàëíîòî ñìÿòàíå

Òåîðåìà 6.3: (Òåîðåìà íà Ðîë) Íåêà ôóíêöèÿòà f(x) óäîâëåòâîðÿâà
óñëîâèÿòà:

1) f(x) å äåôèíèðàíà è íåïðåêúñíàòà â ñåãìåíòà [a, b];

2) f(x) å äèôåðåíöèðóåìà ïîíå â îòâîðåíèÿ èíòåðâàë (a, b);

3) f(a) = f(b).

Òîãàâà ñúùåñòâóâà ïîíå åäíà òî÷êà ξ ∈ (a, b), çà êîÿòî å èçïúëíåíî
ðàâåíñòâîòî f ′(ξ) = 0.

Òåîðåìà 6.4: (Òåîðåìà íà Ëàãðàíæ). Íåêà ôóíêöèÿòà f(x) óäîâ-

ëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà:

1) f(x) å äåôèíèðàíà è íåïðåêúñíàòà â ñåãìåíòà [a, b];

2) f(x) å äèôåðåíöèðóåìà ïîíå â îòâîðåíèÿ èíòåðâàë (a, b);

Òîãàâà ñúùåñòâóâà ïîíå åäíà òî÷êà ξ ∈ (a, b), çà êîÿòî å èçïúëíåíî
ðàâåíñòâîòî

f(b)− f(a) = f ′(ξ)(b− a).

Òåîðåìà 6.5: (Òåîðåìà íà Êîøè) Íåêà ôóíêöèèòå f(x) è ϕ(x) óäîâ-
ëåòâîðÿâàò óñëîâèÿòà:

1) f(x) è ϕ(x) ñà äåôèíèðàíè è íåïðåêúñíàòè â ñåãìåíòà [a, b];

2) f(x) è ñà ϕ(x) äèôåðåíöèðóåìè ïîíå â îòâîðåíèÿ èíòåðâàë (a, b);

3) Ïðîèçâîäíàòà ϕ′(x) å ðàçëè÷íà îò íóëà íàâñÿêúäå â îòâîðåíèÿ

èíòåðâàë (a, b);

Òîãàâà ñúùåñòâóâà ïîíå åäíà òî÷êà ξ ∈ (a, b), çà êîÿòî å èçïúëíåíî
ðàâåíñòâîòî

f ′(ξ)

ϕ′(ξ)
=
f(a)− f(b)

ϕ(b)− ϕ(a)
.

Çàäà÷à 6.48: Äà ñå ïîêàæå, ÷å ôóíêöèÿòà f(x) = sinx óäîâëåòâîðÿâà
óñëîâèÿòà íà òåîðåìàòà íà Ðîë çà ñåãìåíòà [0, π] è äà ñå íàìåðè ñòîé-
íîñòòà íà ξ îò òîçè ñåãìåíò, çà êîÿòî f ′(ξ) = 0.

Ðåøåíèå: Ôóíêöèÿòà f(x) = sinx å äåôèíèðàíà è íåïðåêúñíàòà â
ñåãìåíòà [0, π] è äèôåðåíöèðóåìà â èíòåðâàëà (0, π), f(0) = f(π) = 0.
Óñëîâèÿòà íà òåîðåìàòà íà Ðîë ñà èçïúëíåíè çà ñåãìåíòà [0, π]. Òîãàâà
óðàâíåíèåòî f ′(x) = cosx = 0 å èçïúëíåíî çà ξ = π

2 .

Çàäà÷à 6.49: Äà ñå ïîêàæå, ÷å ôóíêöèÿòà f(x) = x3 − x2 + 11x + 4
óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà íà òåîðåìàòà íà Ðîë çà ñåãìåíòà [1, 2] è äà ñå
íàìåðè ñòîéíîñòòà íà ξ îò òîçè ñåãìåíò, çà êîÿòî f ′(ξ) = 0.
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Îòãîâîð: ξ = 2−
√

3
3 .

Çàäà÷à 6.50: Äà ñå äîêàæå, ÷å ìåæäó äâà ïîñëåäîâàòåëíè ðåàëíè êî-
ðåíà íà óðàâíåíèåòî f ′(x) = 0 ìîæå äà èìà íàé-ìíîãî åäèí êîðåí íà
óðàâíåíèåòî f(x) = 0.

Çàäà÷à 6.51: Çà ôóíêöèÿòà f(x) = lnx è ñåãìåíòà [1, 2] äà ñå íàïèøå
ôîðìóëàòà íà Ëàãðàíæ è äà ñå íàìåðè ñòîéíîñòòà íà ξ.

Ðåøåíèå: Ôóíêöèÿòàf(x) = lnx å íåïðåêúñíàòà â ñåãìåíòà [1, 2] è
äèôåðåíöèðóåìà â èíòåðâàëà (1, 2). Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà ïîíå åäíà
òî÷à ξ îò èíòåðâàëà (1, 2), çà êîÿòî å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî

f ′(ξ) =
f(2)− f(1)

2− 1
.

Íî f ′(x) =
1

x
, ò. å.

1

ξ
=

ln 2− ln 1

2− 1
. Îò òóê ñå ïîëó÷àâà, ÷å ξ =

1

ln 2
.

Çàäà÷à 6.52: Çà ôóíêöèÿòà f(x) äà ñå íàïèøå ôîðìóëàòà íà Ëàãðàíæ
çà ñúîòâåòíèÿ ñåãìåíò è äà ñå íàìåðè ñòîéíîñòòà íà ξ àêî:

à) f(x) = px2 + qx+ r, çà x ∈ [a, b];

á) f(x) = 1
x−2 , çà x ∈ [1, 3].

Ðåøåíèå: à) Ïî ôîðìóëàòà íà Ëàãðàíæ èìàìå

pb2 + qb+ r − (pa2 + qa+ r)

b− a
= 2pξ + q,

èëè ξ =
a+ b

2
. Ðåøåíèåòî ãåîìåòðè÷íî å ïðåäñòàâåíî íà ôèã. 6.2;

á) Òúé êàòî ôóíêöèÿòà å ïðåêúñíàòà â òî÷êàòà x = 2, òåîðåìàòà íà
Ëàãðàíæ íå å â ñèëà çà âñåêè èíòåðâàë, ñúäúðæàù òî÷êàòà x = 2.

Çàäà÷à 6.53: Êàòî ñå èçïîëçâà òåîðåìàòà íà Ëàãðàíæ äà ñå äîêàæå
íåðàâåíñòâîòî

β − α
cos2 α

< tgβ − tgα <
β − α
cos2 β

, ïðè 0 < α < β <
π

2
.

Ðåøåíèå: Ôóíêöèÿòà tgx â ñåãìåíòà [α, β], êúäåòî 0 < α < β < π
2

å íåïðåêúñíàòà è äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ, ñëåäîâàòåëíî ïî òåîðåìàòà
íà Ëàãðàíæ èìàìå

tgβ − tgα = (β − α)
1

cos2 ξ
, êúäåòî ξ ∈ (α, β). (6.10)
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Ôèã. 6.2:

Êàòî ñå âçåìå ïðåäâèä, ÷å 0 < α < ξ < β < π
2 , òî 1 > cosα >

cos ξ > cosβ > 0. Àêî â ðàâåíñòâîòî (6.10) ïîñòàâèì cosα âìåñòî cos ξ ùå
óâåëè÷èì çíàìåíàòåëÿ, ò. å. ùå íàìàëèì äÿñíàòà ñòðàíà è ùå ñå ïîëó÷è

tgβ − tgα >
β − α
cos2 α

.

Àíàëîãè÷íî, àêî âìåñòî cos ξ ïîñòàâèì cosβ, òî ùå ñå ïîëó÷è íåðàâåíñ-
òâîòî

tgβ − tgα <
β − α
cos2 β

.

Çàäà÷à 6.54: Êàòî ñå èçïîëçâà òåîðåìàòà íà Ëàãðàíæ äà ñå äîêàæå
íåðàâåíñòâîòî

x

2 + x
< ln(1 + x) <

x

2
, ïðè x > 0.

Ðåøåíèå: Òúé êàòî ôóíêöèÿòà ln(1 +x) å íåïðåêúñíàòà è äèôåðåí-
öèðóåìà â ñåãìåíòà [1, 1 + x], x > 0, òî ïî ôîðìóëàòà íà Ëàãðàíæ ñå
ïîëó÷àâà

ln(1 + x)− ln 1

1 + x− 1
=

1

1 + ξ
, 1 < ξ < 1 + x,

èëè
ln(1 + x) =

x

1 + ξ
. (6.11)

Àêî â ðàâåíñòâîòî (6.11) âìåñòî ξ ïîñòàâèì 1 ñå ïîëó÷àâà

ln(1 + x) <
x

2
.



206 6. Äèôåðåíöèàëíî ñìÿòàíå íà ôóíêöèÿ íà åäíà íåçàâèñèìà ïðîìåíëèâà

Àêî â ðàâåíñòâîòî (6.11) âìåñòî ξ ïîñòàâèì 1 + x ñå ïîëó÷àâà

ln(1 + x) >
x

2 + x
.

Çàäà÷à 6.55: Äà ñå äîêàæàò íåðàâåíñòâàòà:

à) | sinx− sin y| ≤ |x− y|;

á) pyp−1(x− y) ≤ xp − yp ≤ pxp−1(x− y), àêî 0 < y < x è p > 1;

â) |arctga− arctgb| ≤ |a− b|;

ã)
a− b
a

< ln
a

b
<
a− b
b

, àêî 0 < b < a.

Çàäà÷à 6.56: Äà ñå ïðîâåðè èçïúëíåíè ëè ñà óñëîâèÿòà íà òåîðåìàòà
íà Êîøè çà ôóíêöèèòå f(x) è ϕ(x) â ïîñî÷åíèòå ñåãìåíòè è äà ñå íàìåðè
ñòîéíîñòòà íà ξ, àêî:

à) f(x) = x2 + 5, ϕ(x) = x3 − 3 â [1, 2];

á) f(x) = lnx, ϕ(x) =
1

x
â [a, a2], a > 0.

Ðåøåíèå: à) Òúé êàòî ôóíêöèèòå ñà äåôèíèðàíè, íåïðåêúñíàòè è
äèôåðåíöèðóåìè çà âñÿêî x è ϕ′(x) = 3x2 > 0 çà 1 ≤ x ≤ 2, ïî òåîðåìàòà
íà Êîøè ñëåäâà, ÷å èìà òàêîâà ξ, çà êîåòî

f(2)− f(1)

ϕ(2)− ϕ(1)
=
f ′(ξ)

ϕ′(ξ)
, 1 < ξ < 2.

Ïîëó÷àâà ñå, ÷å
9− 6

5 + 2
=

2ξ

3ξ2
, îòêúäåòî ñå îïðåäåëÿ, ÷å ξ =

14

9
.

á ) Ïî òåîðåìàòà íà Êîøè èìàìå

ln a2 − ln a
1
a2
− 1

a

=

1
ξ

− 1
ξ2

,

èëè ξ =
a2

a− 1
ln a (a 6= 1).

Çàäà÷à 6.57: Çà ôóíêöèèòå f(x) = x2 +5, ϕ(x) = x3−3 è ñåãìåíòà [1, 2]
äà ñå íàïèøå ôîðìóëàòà íà Êîøè è äà ñå íàìåðè ñòîéíîñòòà íà ξ.

Îòãîâîð: ξ =
14

9
.
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Çàäà÷à 6.58: Äà ñå îáÿñíè, çàùî íå å âÿðíà ôîðìóëàòà íà Êîøè çà
ôóíêöèèòå f(x) = x2 è ϕ(x) = x3 â ñåãìåíò [−1, 1].

Çàäà÷à 6.59: Íåêà ôóíêöèÿòà f(x) å äèôåðåíöèðóåìà â ñåãìåíòà
[x1, x2], êúäåòî x1.x2 > 0. Äà ñå äîêàæå, ÷å

1

x1 − x2

∣∣∣∣ x1 x2

f(x1) f(x2)

∣∣∣∣ = f(ξ)− ξ.f ′(ξ),

êúäåòî x1 < ξ < x2.

Çàäà÷à 6.60: Äà ñå äîêàæå, ÷å àêî ôóíêöèÿòà f(x) å äèôåðåíöèðóåìà
â îãðàíè÷åíèÿ èíòåðâàë ∆ è f ′(x) å îãðàíè÷åíà â ∆, òî è ôóíêöèÿòà
f(x) ñúùî å îãðàíè÷åíà â ∆.

Çàäà÷à 6.61: à) Äà ñå äîêàæå, ÷å àêî ôóíêöèÿòà f(x) å äèôåðåíöèðó-
åìà è èìà îãðàíè÷åíà ïðîèçâîäíà â èíòåðâàëà ∆, òî òÿ å ðàâíîìåðíî
íåïðåêúñíàòà â èíòåðâàëà ∆.

á) Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè ðåàëíè ÷èñëà a, çà êîèòî ôóíêöèÿòà xa å
ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòà â èíòåðâàëà (0,∞).

6.1.7 Ôîðìóëà íà Òåéëîð

Ñåãà ùå ïðåäñòàâèì åäíà îò íàé-âàæíèòå ôîðìóëè â ìàòåìàòè÷åñêèÿ
àíàëèç, êîÿòî èìà ïðèëîæåíèÿ â ìíîãî íàó÷íè îáëàñòè

Òåîðåìà 6.6: (Òåîðåìà íà Òåéëîð) Íåêà ôóíêöèÿòà f èìà â íÿêîÿ

îêîëíîñò íà òî÷êàòà a ïðîèçâîäíè äî (n + 1)-âè ðåä (n å ïðîèçâîëíî

åñòåñòâåíî ÷èñëî) âêëþ÷èòåëíî. Íåêà x å ïðîèçâîëíà òî÷êà îò òàçè

îêîëíîñò, à p å ïðîèçâîëíî ïîëîæèòåëíî ÷èñëî. Òîãàâà ìåæäó òî÷êèòå

a è x ñúùåñòâóâà òàêàâà òî÷êà ξ, ÷å å â ñèëà ôîðìóëàòà

f(x) = f(a) +
f ′(a)

1!
(x−a) +

f ′′(a)

2!
(x−a)2 + . . .+

fn(a)

n!
(x−a)n+Rn+1(x),

(6.12)
êúäåòî

Rn+1(x) =

(
x− a
x− ξ

)p (x− a)n+1

n!p
f (n+1)(ξ). (6.13)

Ôîðìóëàòà (6.12) ñå íàðè÷à ôîðìóëà íà Òåéëîð ñ öåíòúð â òî÷êàòà
a, à èçðàçúòRn+1(x) ñå íàðè÷à îñòàòú÷åí ÷ëåí â îáùà ôîðìà, èëè ôîðìà
íà Øëüîìèëõ-Ðîø.
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Òúé êàòî òî÷êàòà ξ ëåæè ìåæäó òî÷êèòå a è ξ, òî ñúùåñòâóâà ÷èñëî
θ, 0 < θ < 1, ÷å ξ−a = θ(x−a) ò. å. ξ = a+θ(x−a), x−ξ = (x−a)(1−θ).
Îò (6.13) ñå ïîëó÷àâà

Rn+1(x) =
(x− a)n+1(1− θ)n−p+1

n!p
f (n+1)[a+ θ(x− a)]. (6.14)

Àêî âúâ ôîðìóëàòà (6.14) ñå ïîëîæè p = n+ 1 ñå ïîëó÷àâà

Rn+1(x) =
(x− a)n+1

(n+ 1)!
f (n+1)[a+ θ(x− a)],

êîÿòî ñå íàðè÷à îñòàòú÷åí ÷ëåí âúâ ôîðìà íà Ëàãðàíæ.

Àêî âúâ ôîðìóëàòà (6.14) ñå ïîëîæè p = 1 ñå ïîëó÷àâà

Rn+1(x) =
(x− a)n+1(1− θ)n

n!
f (n+1)[a+ θ(x− a)],

êîÿòî ñå íàðè÷à îñòàòú÷åí ÷ëåí âúâ ôîðìà íà Êîøè.

Ôîðìóëàòà íà Òåéëîð (6.12) ìîæå äà ñå çàïèøå è âúâ âèäà

f(x) =
n∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k + o((x− a)n), x→ a,

êúäåòî o((x− a)n) ñå íàðè÷à îñòàòú÷åí ÷ëåí âúâ ôîðìà íà Ïåàíî.

Ôîðìóëàòà íà Òåéëîð (6.12) ñ öåíòúð â òî÷êàòà a = 0 ñå íàðè÷à
ôîðìóëà íà Ìàêëîðåí, ò. å.

f(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
· x+

f ′′(0)

2!
· x2 + . . .+

fn(0)

n!
· xn +Rn+1(x), (6.15)

êúäåòî îñòàòú÷íèÿò ÷ëåí èìà âèäà:
1) âúâ ôîðìà íà Ëàãðàíæ

Rn+1(x) =
xn+1

(n+ 1)!
f (n+1)(θ.x), (0 < θ < 1);

2) âúâ ôîðìà íà Êîøè

Rn+1(x) =
xn+1(1− θ)n

n!
f (n+1)(θ.x), (0 < θ < 1);

3) âúâ ôîðìà íà Ïåàíî

Rn+1(x) = o(xn).
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Ùå ïîêàæåì Ìàêëîðåíîâèòå ðàçâèòèÿ íà íÿêîè åëåìåíòàðíè ôóíê-
öèè:

1) Çà ∀ n ∈ N è ∀ x ∈ R

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
+ . . .+

xn

n!
+Rn+1(x);

ax = ex ln a = 1 +
x ln a

1!
+
x2(ln a)2

2!
+
x3(ln a)3

3!
+ . . .+

xn(ln a)n

n!
+Rn+1(x);

2) Çà ∀ n ∈ N è ∀ x ∈ R

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
+ . . .+ (−1)n

x2n+1

(2n+ 1)!
+Rn+2(x);

3) Çà ∀ n ∈ N è ∀ x ∈ R

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
− x6

6!
+ . . .+ (−1)n

x2n

(2n)!
+Rn+2(x);

4) Çà ∀ n ∈ N è x > −1

ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
+ . . .+ (−1)n−1x

n

n
+Rn+1(x);

5) Íåêà çà α ∈ R è n ≥ 0 äà ïîëîæèì Cnα = α(α−1)(α−2)...(α−n+1)
n! .

Òîãàâà çà x > −1

(1 + x)α = 1 + C1
αx+ C2

αx
2 + . . .+ Cnαx

n +Rn+1(x);

6) Çà ∀ n ∈ N è ∀ x ∈ R

chx = 1 +
x2

2!
+
x4

4!
+
x6

6!
+ . . .+

x2n

(2n)!
+Rn+2(x);

7) Çà ∀ n ∈ N è ∀ x ∈ R

shx = x+
x3

3!
+
x5

5!
+ . . .+

x2n+1

(2n+ 1)!
+Rn+2(x);

8) Çà ∀ n ∈ N è |x| < 1

1

1 + x
= 1− x+ x2 − x3 + . . .+ (−1)nxn +Rn+1(x);
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9) Çà |x| < 1

√
1 + x = 1 +

1

2
x− 1

2.4
x2 +

1.3

2.4.6
x3 − 1.3.5

2.4.6.8
x4 + . . . ;

10) Çà |x| < π
2

tgx = x+
1

3
x3 +

2

15
x5 + . . . .

Çàäà÷à 6.62: Äà ñå ðàçëîæè ïî ñòåïåíèòå íà x ìíîãî÷ëåíúò

f(x) = (x2 − 2x+ 3)3.

Ðåøåíèå: Íàìèðàìå ïðîèçâîäíèòå íà ïîëèíîìà, èç÷èñëÿâàìå ãè çà
x = 0 è çàìåñòâàìå âúâ ôîðìóëàòà (6.15). Èìàìå f(0) = 27. Çà ïðîèç-
âîäíèòå ñå ïîëó÷àâà

f ′(x) = 6(x2 − 2x+ 3)2(x− 1), f ′(0) = −54,

f ′′(x) = 6(x2 − 2x+ 3)(5x2 − 10x+ 7), f ′′(0) = 126,

f ′′′(x) = 24(x− 1)(5x2 − 10x+ 11), f ′′′(0) = −264,

f IV (x) = 24(15x2 − 30x+ 21), f IV (0) = 504,

fV (x) = 720(x− 1), fV (0) = −720,

fV I(x) = 720, fV II = 0 è ò. í.

Çàìåñòâàìå âúâ ôîðìóëàòà íà Ìàêëîðåí

f(x) = f(0) +
x

1!
f ′(0) +

x2

2!
f ′′(0) + . . .+

x6

6!
fV I(0)

è ñå ïîëó÷àâà

(x2 − 2x+ 3)3 = 27− 54x+
126

2!
x2 − 264

3!
x3 +

504

4!
x4 − 720

5!
x5 +

720

6!
x6,

èëè

(x2 − 2x+ 3)3 = 27− 54x+ 63x2 − 44x3 + 21x4 − 6x5 + x6.

Çàäà÷à 6.63: Äà ñå ðàçëîæè ïî ñòåïåíèòå íà x− 2 ìíîãî÷ëåíúò

f(x) = x8 − 2x7 + 5x6 − x+ 3.



6.1. Ïðîèçâîäíà è äèôåðåíöèàë íà ôóíêöèÿ 211

Ðåøåíèå: Ñúãëàñíî ôîðìóëàòà íà Òåéëîð ðàçâèòèåòî íà ïîëèíîìà
ïî ñòåïåíèòå íà x− 2 ùå áúäå

f(x) = f(2) +
x− 2

1!
f ′(2) +

(x− 2)2

2!
f ′′(2) + . . .+

(x− 2)8

8!
f (8)(2).

Ñòîéíîñòèòå íà ôóíêöèÿòà è ïðîèçâîäíèòå è̀ çà x = 2 ñà:

f(2) = 321, f ′(2) = 1087, f ′′(2) = 3424, f ′′′(2) = 8832, f (4)(2) = 20640,

f (5)(2) = 36720, f (6)(2) = 64080, f (7)(2) = 70560, è f (8)(2) = 40320.

Ñëåäîâàòåëíî Òåéëîðîâîòî ðàçâèòèå íà ïîëèíîìà å

f(x) = 321 + 1087(x− 2) + 1712(x− 2)2 + 1972(x− 2)3 + 860(x− 2)4

+301(x− 2)5 + 89(x− 2)6 + 14(x− 2)7 + (x− 2)8.

Çàäà÷à 6.64: Äà ñå ðàçâèå ïî ñòåïåíèòå íà x− 1 ôóíêöèÿòà

f(x) = x3 lnx.

Ðåøåíèå: Ïðîèçâîäíèòå íà ôóíêöèÿòà f(x) = x3 lnx ñà:

f ′(x) = x2(3 lnx+ 1), f ′′(x) = x(6 lnx+ 5), f ′′′(x) = 6 lnx+ 11,

f (4)(x) =
6

x
, f (5)(x) = − 6

x2
, f (6) = 6.(−1)2 2!

x3
, è ò. í.

f (n)(x) = 6.(−1)n−4 (n− 4)!

xn−3
, ïðè n ≥ 4.

Ñòîéíîñòèòå íà ôóíêöèÿòà è íà ïðîèçâîäíèòå è̀ çà x = 1 ñà:

f(1) = 0, f ′(1) = 1, f ′′(1) = 5, f ′′′(1) = 11, f (4)(x) = 6,

f (5)(x) = −6, f (6) = 6.2!, . . . , f (n)(1) = 6.(−1)n−4.(n− 4)!.

Çà ôîðìóëàòà íà Òåéëîð ñå ïîëó÷àâà

x3 lnx = (x− 1) +
5

2
(x− 1)2 +

11

6
(x− 1)3

+6

[
(x− 1)4

4!
− (x− 1)5

5!
+

(x− 1)6

6.5.4.3
+ . . .+ (−1)n

(x− 1)n

n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

]
+Rn(x).
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Çàäà÷à 6.65: Ôóíêöèÿòà f(x) =
1√
x
äà ñå ðàçâèå ïî ñòåïåíèòå íà x− 4

äî ÷ëåí, ñúäúðæàù (x− 4)3.

Ðåøåíèå: Ôîðìóëàòà íà Òåéëîð â ñëó÷àÿ å

1√
x

= f(4) +
x− 4

1!
f ′(4) +

(x− 4)2

2!
f ′′(4) +

(x− 4)3

3!
f ′′′(4) +R3.

Ïðîèçâîäíèòå íà ôóíêöèÿòà f(x) =
1√
x

= x−
1
2 ñà:

f ′(x) = −1

2
· x−

3
2 , f ′′(x) =

3

4
· x−

5
2 ,

f ′′′(x) = −15

8
· x−

7
2 , f (4)(x) =

105

16
· x−

9
2 .

Ñòîéíîñòèòå èì çà x = 4 ñà f(4) =
1

2
, f ′(4) = − 1

16
, f ′′(4) =

3

128
,

f ′′′(4) = − 15

1024
, ñòîéíîñòòà íà ÷åòâúðòàòà ïðîèçâîäíà çà x = 4 + θ.h å

f (4)(4 + θ.h) =
105

16
√

(4 + θ.h)9
, 0 < θ < 1.

Çàìåñòâàìå ïîëó÷åíèòå ñòîéíîñòè íà ôóíêöèÿòà è íåéíèòå ïðîèçâîä-
íè â Òåéëîðîâîòî ðàçâèòèå íà ôóíêöèÿòà è ñå ïîëó÷àâà, ÷å

1√
x

=
1

2
− 1

16
(x− 4) +

3

256
(x− 4)2 − 5

2048
(x− 4)3 +R3,

êúäåòî

R3 =
35

128

1√
(4 + θh)9

, h = x− 4, ïðè 0 < θ < 1.

Çàäà÷à 6.66: Íåêà a å ïðîèçâîëíî ðåàëíî ÷èñëî. Äà ñå ðàçëîæàò ïî
ñòåïåíèòå íà x ôóíêöèèòå:

à) y = eax; á) y = sin ax; â) y = cos ax.

Ðåøåíèå: à) Çà âñÿêî öÿëî n ≥ 0 èìàìå, ÷å y(n)(x) = an.eax, îòêú-
äåòî ñå ïîëó÷àâà, ÷å y(n)(0) = an. Òîãàâà, ðàçâèòèåòî íà ôóíêöèÿòà ïî
ñòåïåíèòå íà x ùå áúäå

eax =

∞∑
n=0

an

n!
xn;



6.1. Ïðîèçâîäíà è äèôåðåíöèàë íà ôóíêöèÿ 213

á)
∞∑
n=0

(−1)na2n+1

(2n+ 1)!
· x2n+1; â)

∞∑
n=0

(−1)na2n

(2n)!
· x2n.

Ïîíÿêîãà Òåéëîðîâèòå ðàçâèòèÿ íà íÿêîé ôóíêöèè ìîãàò äà ñå ïîëó-
÷àò áåç äà ñå íàìèðàò ïîñëåäîâàòåëíèòå ïðîèçâîäíè. Çà òàçè öåë, ìîæå
äà ñå èçïîëçâà, ÷å çà |x| < 1

1

1− x
=

∞∑
n=0

xn. (6.16)

Çàäà÷à 6.67: Äà ñå ðàçëîæàò ïî ñòåïåíèòå íà x ôóíêöèèòå:

à) f(x) =
1

x2 + 3x+ 2
; á) f(x) =

x

x2 − 2x− 3
;

â) f(x) =
2x− 5

x2 − 5x+ 6
; ã) f(x) =

x

(x2 − 4)(x2 + 1)
.

Ðåøåíèå: à) Ùå èçïîëçâàìå ïðåäñòàâÿíåòî

f(x) =
1

x2 + 3x+ 2
=

1

(x+ 1)(x+ 2)
=

A

x+ 1
+

B

x+ 2
. (6.17)

Îò ãîðíîòî ðàâåíñòâî ñå ïîëó÷àâà A(x + 2) + B(x + 1) = 1, ò. å.
(A+ B)x+ (2A+ B) = 1. Òîâà ðàâåíñòâî å èçïúëíåíî çà âñÿêî x, êîåòî
å âúçìîæíî êîãàòî ∣∣∣∣ A+B = 0

2A+B = 1.

Ðåøàâàìå òàçè ñèñòåìà è ñå íàìèðà, ÷å A = 1 è B = −1. Òîãàâà îò (6.17)
ñå ïîëó÷àâà ñëåäíîòî ïðåäñòàâÿíå íà ôóíêöèÿòà

f(x) =
1

x+ 1
− 1

x+ 2
. (6.18)

Ùå èçïîëçâàìå ðàâåíñòâîòî (6.16) çà äà ñå ïîëó÷è

1

x+ 1
=

1

1− (−x)
=

∞∑
n=0

(−1)nxn, |x| < 1; (6.19)

1

x+ 2
=

1

2
· 1

1 + x
2

=
1

2
· 1

1−
(
−x

2

)
=

1

2

∞∑
n=0

(
−x

2

)n
=

∞∑
n=0

(−1)n

2n+1
· xn, |x| < 2. (6.20)
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Îò (6.18), (6.19) è (6.20) ñå ïîëó÷àâà

f(x) =
∞∑
n=0

[
(−1)n − (−1)n

2n+1

]
xn, |x| < 1;

á) f(x) =
∞∑
n=0

[
(−1)n

4
− 1

4.3n

]
xn, |x| < 1;

â) f(x) = −
∞∑
n=0

[
1

2n+1
+

1

3n+1

]
xn, |x| < 2;

ã) Çà ôóíêöèÿòà f(x) =
x

(x2 − 4)(x2 + 1)
ùå èçïîëçâàìå ïðåäñòàâÿ-

íåòî

x

(x2 − 4)(x2 + 1)
=

x

(x− 2)(x+ 2)(x2 + 1)
=

A

x− 2
+

B

x+ 2
+
Cx+D

x2 + 1
,

îòêúäåòî ñå ïîëó÷àâà

A(x+ 2)(x2 + 1) +B(x− 2)(x2 + 1) + (Cx+D)(x2 − 4) = x.

Ñëåä ïðèðàâíÿâàíå íà êîåôèöèåíòèòå ïðåä ðàâíèòå ñòåïåíè íà x â ëÿ-
âàòà è äÿñíàòà ñòðàíà íà ãîðíîòî ðàâåíñòâî, ñå ïîëó÷àâà ñèñòåìàòà∣∣∣∣∣∣∣∣

A+B + C = 0
2A− 2B +D = 0
A+B − 4C = 1
2A− 2B − 4D = 0,

êîÿòî èìà ðåøåíèå A = 1
10 , B = 1

10 , C = −1
5 , D = 0. Ñëåäîâàòåëíî, çà

ôóíêöèÿòà å â ñèëà ïðåäñòàâÿíåòî

f(x) =
1

10
· 1

x− 2
+

1

10
· 1

x+ 2
− 1

5
· x

x2 + 1
. (6.21)

Êàòî ñå èçïîëçâà ðàâåíñòâîòî (6.16) ïîñëåäîâàòåëíî ñå ïîëó÷àâà:

1

x− 2
= −1

2
· 1

1− x
2

= −1

2
·
∞∑
n=0

1

2n
xn, |x| < 2;

1

x+ 2
=

1

2
· 1

1−
(
−x

2

) =
1

2
·
∞∑
n=0

(−1)n

2n
xn, |x| < 2;
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x

x2 + 1
= x · 1

1− (−x2)
= x

∞∑
n=0

(−1)nx2n =
∞∑
n=0

(−1)nx2n+1, |x| < 1.

Êàòî ñå èçïîëçâàò ðàâåíñòâîòî (6.21) è ïîñëåäíèòå òðè ïðåäñòàâÿíèÿ
ñå ïîëó÷àâà

f(x) =
1

20

∞∑
n=0

(−1)n − 1

2n
xn − 1

5

∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

= −1

5

∞∑
n=0

[
(−1)n +

1

22n+2

]
x2n+1, |x| < 1.

êîåòî å åäèí î÷àêâàí ðåçóëòàò, òúé êàòî ôóíêöèÿòà å íå÷åòíà ôóíêöèÿ.

Çàäà÷à 6.68: Äà ñå íàïèøå Ìàêëîðåíîâîòî ðàçâèòèå íà ôóíêöèÿòà
f(x) = m

√
am + x, a > 0 äî ÷ëåí ñ x2.

Îòãîâîð: f(x) = a
[
1 + x

m.am + (1−m).x2

2m2.a2m

]
+O(x2).

Çàäà÷à 6.69: Äà ñå íàïèøå Ìàêëîðåíîâîòî ðàçâèòèå íà ôóíêöèÿòà

f(x) =
x

ex − 1
äî ÷ëåí ñ x4.

Îòãîâîð: f(x) = 1− x
2 + x2

12 −
x4

720 +O(x4).

Çàäà÷à 6.70: Äà ñå íàïèøå Ìàêëîðåíîâîòî ðàçâèòèå íà ôóíêöèÿòà
f(x) = ln(a+ x), a > 0 äî ÷ëåí ñ xn.

Îòãîâîð: f(x) = ln a+ x
a −

x2

2a2
+ . . .+ (−1)n xn

n.an +O(xn).

6.1.8 Ðàçêðèâàíå íà íåîïðåäåëåíîñòè (ïðàâèëà íà Ëîïèòàë)

Ñëåäâàùèòå òåîðåìè íà Ëîïèòàë ñà ïîëåçíè ïðàâèëà è â èçâåñòåí
ñìèñúë àëãîðèòìèçèðàò íàìèðàíåòî íà ãðàíèöè íà ôóíêöèè îò âèäà:

à)
f(x)

g(x)
, á) f(x)g(x), â) f(x)g(x), ã) f(x)− g(x),

â ñëó÷àèòå, êîãàòî íå ìîæå äà ñå ðåøè âúïðîñúò ñ äèðåêòíî èçïîëçâàíå
íà ñúîáðàæåíèÿ çà íåïðåêúñíàòîñò.

Òèïè÷íè ïðèìåðè çà ñëó÷àÿ à) ñå ïîëó÷àâàò, êîãàòî ÷èñëèòåëÿò è
çíàìåíàòåëÿò åäíîâðåìåííî êëîíÿò êúì 0, èëè ∞. Òîâà îáñòîÿòåëñòâî

çàïèñâàìå ñúñ ñèìâîëà
0

0
, èëè

∞
∞
. Ïðèìåð çà ñëó÷àÿ á) èìàìå, êîãàòî
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åäèíèÿò îò ìíîæèòåëèòå êëîíè êúì 0, à äðóãèÿò ðàñòå íåîãðàíè÷åíî,
êîeòî ãî çàïèñâàìå êàòî 0.∞. Çà ñëó÷àÿ â), ìîæå îñíîâàòà äà êëîíè êúì
1, à ñòåïåííèÿò ïîêàçàòåë êúì∞, îñíîâàòà äà êëîíè êúì∞, à ñòåïåííè-
ÿò ïîêàçàòåë êúì 0, îñíîâàòà è ñòåïåííèÿò ïîêàçàòåë äà êëîíÿò åäíîâ-
ðåìåííî êúì 0. Çà ñëó÷àÿ ã) ùå ñå ñòèãíå äî íåîïðåäåëåíîñò, êîãàòî è
äâåòå ôóíêöèè êëîíÿò êúì∞. Òàêà ñå ñòèãà äî ñëåäíèòå 7 íåîïðåäåëåíè
ôîðìè

0

0
,
∞
∞
, 0.∞, 1∞, ∞0, 00,∞−∞.

Ïðàâèëî íà Ëîïèòàë: Àêî ôóíêöèèòå f(x) è g(x) ñà äèôåðåíöè-
ðóåìè â íÿêàêâà îêîëíîñò íà òî÷êàòà a (êàòî ïðè x = a òîâà íå å

çàäúëæèòåëíî), êàòî g′(x) 6= 0, çà âñÿêî x îò òàçè îêîëíîñò, è àêî

lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = 0, èëè lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) =∞, òî

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)

g′(x)
,

ïðè óñëîâèå, ÷å ãðàíèöàòà lim
x→a

f ′(x)

g′(x)
(êðàéíà èëè áåçêðàéíà) ñúùåñòâó-

âà.

Òîâà ïðàâèëî å ïðèëîæèìî è êîãàòî a = ±∞. Àêî ñëåä ïðèëàãàíå íà

ïðàâèëîòî çà lim
x→a

f ′(x)

g′(x)
îòíîâî ñå ïîëó÷è íåîïðåäåëåíîñò îò ñúùèÿ âèä,

òî ïðàâèëîòî ìîæå äà ñå ïðèëîæè íÿêîëêîêðàòíî.

Â íÿêîè ñëó÷àè å âúçìîæíî ãðàíèöàòà lim
x→a

f ′(x)

g′(x)
äà íå ñúùåñòâóâà,

íî ãðàíèöàòà lim
x→a

f(x)

g(x)
äà ñúùåñòâóâà.

Íåîïðåäåëåíîñòèòå [0.∞], [∞−∞], [00], [∞0], [1∞] ìîãàò äà ñå ñâåäàò
êúì

[
0
0

]
èëè

[∞
∞
]
ïî ñëåäíèòå íà÷èíè:

Íåîïðåäåëåíîñòòà [0.∞] ìîæå äà ñå ñâåäå êúì

[
0

0

]
èëè

[∞
∞

]
÷ðåç

ñëåäíèòå àëãåáðè÷íè ïðåîáðàçîâàíèÿ: Àêî lim
x→a

f(x) = 0, à lim
x→a

g(x) =∞,

òî f(x).g(x) = f(x) · 1
1

g(x)

, ò. å. ñâåæäà ñå êúì

[
0

0

]
. Ìîæå äà ñå ïîñòúïè

è òàêà: f(x).g(x) =
1
1

f(x)

· g(x), ò. å. ñâåæäà ñå êúì
[∞
∞

]
.

Íåîïðåäåëåíîñòòà îò âèäà [∞ − ∞] ìîæå äà ñå ñâåäå êúì

[
0

0

]
ïî
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ñëåäíèÿ íà÷èí:

f(x)− g(x) =
1
1

f(x)

− 1
1

g(x)

=

1
g(x) −

1
f(x)

1
g(x) ·

1
f(x)

.

Äî íåîïðåäåëåíîñòè îò âèäà [00], [∞0] è [1∞] ìîæå äà ñå äîñòèãíå ïðè
îïðåäåëÿíå ñòîéíîñòòà íà ôóíêöèÿòà y = [f(x)]g(x) çà x = a. Â ñëó÷àÿ
÷ðåç ïðåäâàðèòåëíî ëîãàðèòìóâàíå èìàìå

ln y = ϕ(x). ln f(x).

Îò òóê çà ln y ïðè x = a ñå ïîëó÷àâàò ñëåäíîòî: Íåîïðåäåëåíîñòèòå [00]
è [∞0] ñå òðàíñôîðìèðàò äî [0.∞] à íåîïðåäåëåíîñòòà [1∞] ñå òðàíñôîð-
ìèðà äî [∞.0].

Çàäà÷à 6.71: Äà ñå íàìåðè ãðàíèöàòà

lim
x→0

sin ax

sin bx
.

Ðåøåíèå: Òúé êàòî lim
x→0

sin ax = 0 è lim
x→0

sin bx = 0, òî ñå ïîëó÷àâà

íåîïðåäåëåíîñò îò âèäà

[
0

0

]
. Ïðîâåðÿâàìå äàëè ñà èçïúëíåíè óñëîâèÿòà

íà ïðàâèëîòî íà Ëîïèòàë. Ôóíêöèèòå sin ax è sin bx ñà äèôåðåíöèðóåìè
âúâ âñÿêà îêîëíîñò íà òî÷êàòà 0. Òîãàâà ñà â ñèëà ðàâåíñòâàòà

lim
x→0

sin ax

sin bx
= lim

x→0

(sin ax)′

(sin bx)′
= lim

x→0

a. cos ax

b. cos bx
=
a

b
.

Çàäà÷à 6.72: Äà ñå íàìåðè ãðàíèöàòà

lim
x→∞

(π − 2arctgx). lnx.

Ðåøåíèå: Èìàìå íåîïðåäåëåíîñò îò âèäà [0.∞]. Çà íàñ ùå áúäå óäîá-

íî lnx îò ÷èñëèòåëÿ äà çàïèøåì êàòî
1

lnx
â çíàìåíàòåëÿ, ò. å.

lim
x→∞

(π − 2arctgx). lnx = lim
x→∞

π − 2arctgx
1

lnx

.

Çà x = ∞ ïîñëåäíèÿò èçðàç ïðèåìà âèäà
[

0
0

]
. Ñúãëàñíî ïðàâèëîòî íà

Ëîïèòàë ñå ïîëó÷àâà

lim
x→∞

π − 2arctgx
1

lnx

= lim
x→∞

−2
1+x2

−1
ln2 x
· 1
x

= 2 lim
x→∞

x ln2 x

1 + x2
.
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Ïîñëåäíèÿò èçðàç çà x = ∞ ïðèåìà âèäà ñòîéíîñò
[∞
∞

]
. Îòíîâî

ïðèëàãàìå ïðàâèëîòî íà Ëîïèòàë, èëè

2 lim
x→∞

x ln2 x

1 + x2
= 2 lim

x→∞

ln2 x+ 2x lnx · 1
x

2x
= lim

x→∞

ln2 x+ 2 lnx

x
.

Ïîñëåäíèÿò èçðàç çà x =∞ ïðèåìà âèäà ñòîéíîñò ∞∞ . Îòíîâî ïðèëà-
ãàìå ïðàâèëîòî íà Ëîïèòàë, èëè

lim
x→∞

ln2 x+ 2 lnx

x
= lim

x→∞

(
2 lnx

x
+

1

x

)
= 2 lim

x→∞

lnx

x
= 2 lim

x→∞

1

x
= 0.

Çàäà÷à 6.73: Äà ñå íàìåðè ãðàíèöàòà

lim
x→π

4

(tgx)tg 2x.

Ðåøåíèå: Íåêà äà ïîëîæèì L = lim
x→π

4

(tgx)tg2x è äà ëîãàðèòìóâàìå

äâåòå ñòðàíè íà òîâà ðàâåíñòâî

lnL = ln

(
lim
x→π

4

(tgx)tg2x

)
= lim

x→π
4

tg2x ln tgx.

Ïîñëåäíèÿò èçðàç çà x =
π

4
ïðèåìà ñòîéíîñò [∞.0], çà òîâà tg2x ùå ãî

ïîñòàâèì â çíàìåíàòåëÿ, è ïîëó÷àâàìå

lim
x→π

4

tg2x ln tgx = lim
x→π

4

ln tgx
1

tg2x

= lim
x→π

4

ln tgx

cotg 2x
=

[
0

0

]

= lim
x→π

4

1
tgx ·

1
cos2 x
−2

sin2 2x

= − lim
x→π

4

sin2 2x

2tgx cos2 x
= − lim

x→π
4

sin2 2x

2 sinx
cosx cos2 x

= − lim
x→π

4

sin2 2x

2 sinx cosx
= − lim

x→π
4

sin 2x = −1.

Ïîëó÷èõìå, ÷å lnL = −1, îòêúäåòî ñå íàìèðà, ÷å òúðñåíàòà ãðàíèöà
L å L = e−1.

Çàäà÷à 6.74: Äà ñå íàìåðè ãðàíèöàòà

lim
x→π

2

(
tgx− 1

1− sinx

)
.
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Ðåøåíèå: Èçðàçúò tgx− 1

1− sinx
çà x = π

2 ïðèåìà ñòîéíîñò [∞−∞].

Çà äà ðàçêðèåì òàçè íåîïðåäåëåíîñò ùå èçïîëçâàìå ñëåäíîòî ïðåäñòà-
âÿíå

lim
x→π

2

(
tgx− 1

1− sinx

)
= lim

x→π
2

(
sinx

cosx
− 1

1− sinx

)

= lim
x→π

2

sinx(1− sinx)− cosx

cosx(1− sinx)
= lim

x→π
2

sinx− sin2 x− cosx

cosx− sinx cosx
.

Ïîñëåäíèÿò èçðàç çà x =
π

2
ïðèåìà ñòîéíîñò

[
0
0

]
, ïðèëàãàìå ïðàâè-

ëîòî íà Ëîïèòàë è ïîëó÷àâàìå

lim
x→π

2

sinx− sin2 x− cosx

cosx− sinx cosx
= lim

x→π
2

cosx− 2 sinx cosx+ sinx

− sinx− cos2 x+ sin2 x

= − lim
x→π

2

cosx+ sinx− sin 2x

sinx+ cos 2x
= −∞.

Çàäà÷à 6.75: Äà ñå íàìåðÿò ãðàíèöèòå
[

0
0

]
:

à) lim
x→0

1− cosx

x2
; á) lim

x→0

x− sinx

x3
; â) lim

x→0

x4

x2 + 2 cosx− 2
;

ã) lim
x→0

sinx− x
x− tgx

; ä) lim
x→0

x2

ex + e−x − 2
; å) lim

x→0

x− sinx

x2
;

æ) lim
x→a

ax − xa

x− a
(a > 0); ç) lim

x→0

ex − e−x

ln(1 + x)
; è) lim

x→0

x(ex + 1)− 2(ex − 1)

x3
;

é) lim
x→0

sinx− x cosx

sin3 x
; ê) lim

x→2

arcsin(2− x)√
x2 − 3x+ 2

; ë) lim
x→π

4

1− tgx

cos 2x.

Îòãîâîðè: à) 1
2 ; á) 1

6 ; â) 12; ã) 1
2 ; ä) 1; å) 0; æ) aa(ln a− 1); ç) 2; è) 1

6 ;
é) 1

3 ; ê) 0; ë) 1.

Çàäà÷à 6.76: Äà ñå íàìåðÿò ãðàíèöèòå
[∞
∞
]

:

à) lim
x→∞

x+ 2 lnx

x
; á) lim

x→0

cotgax

cotgbx
; â) lim

x→−1

ln(1 + x)

tgπx2
;

ã) lim
x→∞

ln(2 + e5x)

ln(6 + e2x)
; ä) lim

x→∞

lnx

xm
(m > 0); å) lim

x→∞

ln(1 + ex)

a+ bx
(b 6= 0).
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Îòãîâîðè: à) 1; á) b
a ; â) 0; ã) 5

2 ; ä) 0; å) 1
b .

Çàäà÷à 6.77: Äà ñå íàìåðÿò ãðàíèöèòå [0.∞] :

à) lim
x→1

(1− x)tg
πx

2
; á) lim

x→∞
x
(
e

1
x − 1

)
; â) lim

x→1−0
ln(1− x) · lnx;

ã) lim
x→π

2

(sinx− 1)etgx; ä) lim
x→0

x3cotgx; å) lim
x→π

2

(
x− π

2

)
tgx.

Îòãîâîðè: à) 2
π ; á) 1; â) 0; ã) ∞; ä) 0; å) −1.

Çàäà÷à 6.78: Äà ñå íàìåðÿò ãðàíèöèòå [1∞] :

à) lim
x→a

(
2− x

a

)tg πx
2a

; á) lim
x→0

(cos ax)
1

sin2 bx ; â) lim
x→0

(
tgx

x

) 1
x2

;

ã) lim
x→0

(cos ax)
1
x2 ; ä) lim

x→∞

(
2

π
arctgx

)x
.

Îòãîâîðè: à) e
2
π ; á) e−

a2

2b2 ; â) 3
√
e; ã) e−

a2

2 ; ä) e−
2
π .

Çàäà÷à 6.79: Äà ñå íàìåðÿò ãðàíèöèòå [∞0] :

à) lim
x→∞

x
2
x ; á) lim

x→0

(
1

x

)tgx

(x > 0); â) lim
x→π

2

(tgx)sin 2x;

ã) lim
x→0

(cotgx)sinx; ä) lim
x→∞

(
tg

πx

2x+ 1

) 1
x

.

Îòãîâîðè: à) 1; á) 1; â) 1; ã) 1; ä) 1.

Çàäà÷à 6.80: Äà ñå íàìåðÿò ãðàíèöèòå [00] :

à) lim
x→0

xx; á) lim
x→0

xtgx; â) lim
x→0

(sinx)tgx;

ã) lim
x→0

x
1

ln(ex−1) ; ä) lim
x→π

2

(cosx)cosx .

Îòãîâîðè: à) 1; á) 1; â) 1; ã) ∞; ä) 1.

Çàäà÷à 6.81: Äà ñå íàìåðÿò ãðàíèöèòå [∞−∞] :

à) lim
x→1

(
x

x− 1
− 1

lnx

)
; á) lim

x→0

(
cotgx− 1

x

)
; â) lim

x→1

(
1

lnx
− x

lnx

)
;

ã) lim
x→0

(
1

x2
− cotg2x

)
; ä) lim

x→0

(
1

x(1 + x)
− ln(1 + x)

x2

)
;

å) lim
x→π

2

(
x

cotgx
− π

2 cosx

)
.

Îòãîâîðè: à) 1
2 ; á) 0; â) −1; ã) 1

3 ; ä) −1
2 ; å) −1.
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6.2 Èçñëåäâàíå íà ôóíêöèÿ íà åäíà ðåàëíà ïðîìåíëèâà

Ðàçðàáîòåíèÿò àïàðàò íà äèôåðåíöèàëíîòî ñìÿòàíå ùå ïðèëîæèì çà
èçñëåäâàíå ïîâåäåíèåòî íà ôóíêöèÿ è ïîñòðîÿâàíå íà íåéíàòà ãðàôèêà.
Ñúùî òàêà ùå áúäàò ðàçãëåäàíè è âúïðîñèòå çà íàìèðàíå íà ëîêàëíèòå
è ãëîáàëíè åêñòðåìàëíè ñòîéíîñòè íà ôóíêöèÿòà.

6.2.1 Ïðèçíàöè çà ìîíîòîííîñò íà ôóíêöèÿ

Êàçâà ñå, ÷å ôóíêöèÿòà f å íåíàìàëÿâàùà (íåðàñòÿùà) â èíòåðâàëà
(a, b), àêî çà âñåêè äâå òî÷êè x1 è x2 îò òîçè èíòåðâàë, çà êîèòî x1 < x2,
å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî f(x1) ≤ f(x2) (f(x1) ≥ f(x2)).

Êàçâà ñå, ÷å ôóíêöèÿòà f å ñòðîãî ðàñòÿùà (ñòðîãî íàìàëÿâàùà) â
èíòåðâàëà (a, b), àêî çà âñåêè äâå òî÷êè x1 è x2 îò òîçè èíòåðâàë, çà
êîèòî x1 < x2, å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî f(x1) < f(x2) (f(x1) > f(x2)).

Òåîðåìà 6.7: Íåîáõîäèìî è äîñòàòú÷íî óñëîâèå ôóíêöèÿòà f, äèôå-
ðåíöèðóåìà â èíòåðâàëà (a, b), äà áúäå íåíàìàëÿâàùà (íåðàñòÿùà) â

òîçè èíòåðâàë, å âúâ âñè÷êè íåãîâè òî÷êè f ′(x) ≥ 0 (f ′(x) ≤ 0).

Òåîðåìà 6.8: Çà äà áúäå ôóíêöèÿòà f ñòðîãî ðàñòÿùà (ñòðîãî íàìà-

ëÿâàùà) â èíòåðâàëà (a, b), å äîñòàòú÷íî ïðîèçâîäíàòà è̀ äà áúäå ïîëî-
æèòåëíà (îòðèöàòåëíà) â òîçè èíòåðâàë.

6.2.2 Åêñòðåìóìè íà ôóíêöèè

Êàçâà ñå, ÷å ôóíêöèÿòà f(x) èìà â òî÷êàòà x0 ëîêàëåí ìàêñèìóì
(ìèíèìóì), àêî ôóíêöèÿòà å îïðåäåëåíà â äâóñòðàííà îêîëíîñò íà òî÷-
êàòà x0 è çà âñÿêî x, òàêîâà ÷å 0 < |x−x0| < δ, å èçïúëíåíî ñúîòâåòíîòî
íåðàâåíñòâî f(x) < f(x0), èëè f(x) > f(x0). Ëîêàëíèÿò ìàêñèìóì è
ëîêàëíèÿò ìèíèìóì èìàò îáùîòî íàçâàíèå ëîêàëåí åêñòðåìóì.

Òåîðåìà 6.9: (íåîáõîäèìî óñëîâèå çà ëîêàëåí åêñòðåìóì íà äè-

ôåðåíöèðóåìà â äàäåíà òî÷êà ôóíêöèÿ) Àêî ôóíêöèÿòà f å äèôå-
ðåíöèðóåìà â äàäåíà òî÷êà x0 è èìà â òàçè òî÷êà ëîêàëåí åêñòðeìóì,

òî f ′(x0) = 0.

Òî÷êèòå, â êîèòî ïðîèçâîäíàòà f ′ íà ôóíêöèÿòà f, ñå àíóëèðà ñå íà-
ðè÷àò ñòàöèîíàðíè òî÷êè çà ôóíêöèÿòà f. Âñÿêà ñòàöèîíàðíà òî÷êà
å òî÷êà íà âúçìîæåí åêñòðåìóì íà ôóíêöèÿòà. Çà äà ñå íàïðàâè çàê-
ëþ÷åíèåòî, ÷å â äàäåíà ñòàöèîíàðíà òî÷êà ôóíêöèÿòà èìà åêñòðåìóì,
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ñà íåîáõîäèìè äîïúëíèòåëíè èçñëåäâàíèÿ, ò. å. òðÿáâà äà ðàçïîëàãàìå ñ
äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ çà åêñòðåìóì.

Äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ çà åêñòðåìóì

Ïúðâî ïðàâèëî: Íåêà ôóíêöèÿòà f å äèôåðåíöèðóåìà â íÿêîÿ
îêîëíîñò íà òî÷êàòà x0, ñ èçêëþ÷åíèå ìoæå áè â ñàìàòà òî÷êà x0, êîÿòî
ñå ÿâÿâà ñòàöèîíàðíà òî÷êà, ò. å. f ′(x0) = 0, èëè ïðîèçâîäíàòà f ′(x0) íå
ñúùåñòâóâà, è å íåïðåêúñíàòà â òàçè òî÷êà. Àêî ïðîèçâîäíàòà f ′(x0) ñè
ñìåíÿ çíàêà ïðè ïðåìèíàâàíå íà x ïðåç x0, ò. å. ñúùåñòâóâà òàêîâà ÷èñëî
δ > 0, ÷å ïðîèçâîäíàòà f ′ âúâ âñåêè èíòåðâàë (x0 − δ, x0) è (x0, x0 + δ)
èìà ïîñòîÿíåí çíàê è ïðîòèâîïîëîæåí çíàê â ðàçëè÷íèòå èíòåðâàëè, òî
òî÷êàòà x0 å òî÷êà íà ëîêàëåí åêñòðåìóì.

Ïðè òîâà, àêî çà x ∈ (x0 − δ, x0) f ′(x) > 0, à çà x ∈ (x0, x0 + δ)
f ′(x) < 0, òî â òî÷êàòà x0 ôóíêöèÿòà èìà ëîêàëåí ìàêñèìóì, à àêî çà
x ∈ (x0 − δ, x0) f ′(x) < 0, à çà x ∈ (x0, x0 + δ) f ′(x) > 0, òî â òî÷êàòà
x0 ôóíêöèÿòà èìà ëîêàëåí ìèíèìóì. Ïúðâî ïðàâèëî çà íàìèðàíå íà
åêñòðåìóì íà ôóíêöèÿ å îáîáùåíî â òàáëèöà 6.1.

Çíàê íà ïðîèçâîäíàòà Èçâîä
x < x0 x > x0

+ + íÿìà åêñòðåìóì
+ � ìàêñèìóì
� + ìèíèìóì
� � íÿìà åêñòðåìóì

Òàáë. 6.1: Ïúðâî ïðàâèëî çà íàìèðàíå íà åêñòðåìóì íà ôóíêöèÿ

Âòîðî ïðàâèëî: Àêî ôóíêöèÿòà f(x) èìà â íÿêîÿ îêîëíîñò |x −
x0| < δ ïúðâà ïðîèçâîäíà f ′(x) è â òî÷êàòà x0 âòîðà ïðîèçâîäíà f ′′(x0)
è ñà èçïúëíåíè óñëîâèÿòà

f ′(x0) = 0 è f ′′(x0) 6= 0,

òî â òàçè òî÷êà ôóíêöèÿòà f(x) èìà åêñòðåìóì, à èìåííî:
1) àêî f ′′(x0) < 0, òî â òî÷êàòà x0 ôóíêöèÿòà èìà ëîêàëåí ìàêñèìóì;
2) àêî f ′′(x0) > 0, òî â òî÷êàòà x0 ôóíêöèÿòà èìà ëîêàëåí ìèíèìóì.
Òðåòî ïðàâèëî: Íåêà ôóíêöèÿòà f(x) èìà â íÿêîÿ îêîëíîñò |x −

x0| < δ ïðîèçâîäíè f ′(x), f ′′(x), . . . , f (n−1)(x) è â òî÷êàòà x0 ïðîèçâîäíà
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f (n)(x0), ïðè òîâà

f (k)(x0) = 0, (k = 1, 2, . . . , n− 1), f (n)(x0) 6= 0.

Â òîçè ñëó÷àé:
1) àêî n å ÷åòíî ÷èñëî, òî â òî÷êàòà x0 ôóíêöèÿòà èìà åêñòðåìóì,

à èìåííî: ìàêñèìóì ïðè f (n)(x0) < 0 è ìèíèìóì ïðè f (n)(x0) > 0;
2) àêî n å íå÷åòíî ÷èñëî, òî â òî÷êàòà x0 ôóíêöèÿòà íÿìà åêñòðåìóì.
Äî ñåãà ðàçãëåäàõìå âúïðîñà çà ñúùåñòâóâàíå íà åêñòðåìóì íà ôóíê-

öèÿ f â òî÷êà x0, â êîÿòî ôóíêöèÿòà å äèôåðåíöèðóåìà. Ùå ïðåäñòàâèì
åäíî äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà ñúùåñòâóâàíå íà åêñòðåìóì â òî÷êà x0, â
êîÿòî ôóíêöèÿòà íå å äèôåðåíöèðóåìà, íî å äèôåðåíöèðóåìà âúâ âñÿêà
äðóãà òî÷êà íà íÿêîÿ îêîëíîñò íà òî÷êàòà x0, è îñâåí òîâà å íåïðåêúñ-
íàòà â òàçè òî÷êà.

Òåîðåìà 6.10: Íåêà ôóíêöèÿòà f å äèôåðåíöèðóåìà íàâñÿêúäå â íÿ-

êîÿ îêîëíîñò íà òî÷êàòà x0, ñ èçêëþ÷åíèå åâåíòóàëíî íà òî÷êàòà x0,
è å íåïðåêúñíàòà â òàçè òî÷êà. Òîãàâà, àêî â òàçè îêîëíîñò ïðîèç-

âîäíàòà f ′ å ïîëîæèòåëíà (îòðèöàòåëíà) îòëÿâî íà òî÷êàòà x0 è

îòðèöàòåëíà (ïîëîæèòåëíà) îòäÿñíî íà òî÷êàòà x0, òî ôóíêöèÿòà
èìà â òî÷êàòà x0 ëîêàëåí ìàêñèìóì (ìèíèìóì). Àêî ïðîèçâîäíàòà

f ′ èìà åäèí è ñúù çíàê îòëÿâî è îòäÿñíî íà òî÷êàòà x0, ôóíêöèÿòà
íÿìà åêñòðåìóì â òàçè òî÷êà.

Àáñîëþòåí åêñòðåìóì : Íàé-ãîëÿìàòà (íàé-ìàëêàòà) ñòîéíîñò íà
íåïðåêúñíàòàòà ôóíêöèÿ f(x) â ñåãìåíòà [a, b] ñå äîñòèãà èëè â ñòàöèî-
íàðíà òî÷êà íà òàçè ôóíêöèÿ, (ò. å. òàì êúäåòî ïðîèçâîäíàòà f ′(x) èëè å
ðàâíà íà íóëà, èëè íå ñúùåñòâóâà), èëè â êðàèùàòà a è b íà òîçè ñåãìåíò.

6.2.3 Èçïúêíàëîñò è âäëúáíàòîñò íà ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿ

Íåêà ôóíêöèÿòà f å äåôèíèðàíà â èíòåðâàëà (a, b) è íåêà a < x1 <
x2 < b. Ïðàâàòà ìèíàâàùà ïðåç òî÷êèòå A(x1, f(x1)) è B(x2, f(x2)) îò
ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà, èìà óðàâíåíèå

y =
f(x2)(x− x1) + f(x1)(x2 − x)

x2 − x1
.

Äà îçíà÷èì

l(x) =
f(x2)(x− x1) + f(x1)(x2 − x)

x2 − x1
.

Êàçâà ñå, ÷å ôóíêöèÿòà f å èçïúêíàëà (âäëúáíàòà) â èíòåðâàëà (a, b)
(âèæ ôèã. 6.3 è ôèã. 6.4), àêî çà âñåêè äâå òî÷êè x1 è x2, òàêèâà ÷å
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a < x1 < x2 < b è çà âñÿêà òî÷êà x0 ∈ (x1, x2), å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî
l(x0) ≤ f(x0) (ñúîòâåòíî l(x0) ≥ f(x0)).

Ôèã. 6.3: Ãðàôèêà íà èçïúêíàëà â èíòåðâàëà (x1, x2) ôóíêöèÿ f(x)

Ôèã. 6.4: Ãðàôèêà íà âäëúáíàòà â èíòåðâàëà (x1, x2) ôóíêöèÿ f(x)

Ãåîìåòðè÷íî òîâà îçíà÷àâà, ÷å âñÿêà òî÷êà îò õîðäàòà AB ëåæè íå
íàä (íå ïîä) òî÷êàòà îò ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà, ñúîòâåòñòâàùà íà ñú-
ùàòà ñòîéíîñò íà àðãóìåíòà.

Âñåêè èíòåðâàë â êîéòî ôóíêöèÿòà å èçïúêíàëà (âäëúáíàòà) ñå íà-
ðè÷à èíòåðâàë íà èçïúêíàëîñò (âäëúáíàòîñò) íà òàçè ôóíêöèÿ.

Òåîðåìà 6.11: Íåêà ôóíêöèÿòà f å äâà ïúòè äèôåðåíöèðóåìà â èí-

òåðâàëà (a, b). Òîãàâà, àêî f ′′(x) < 0 â (a, b), òî ôóíêöèÿòà å èçïúêíàëà
â òîçè èíòåðâàë, è àêî f ′′(x) > 0 â (a, b), òî ôóíêöèÿòà å âäëúáíàòà â
òîçè èíòåðâàë.
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Íåêà ôóíêöèÿòà f å íåïðåêúñíàòà â òî÷êàòà x0. Òî÷êàòà x0 ñå íàðè÷à
èíôëåêñíà òî÷êà çà ôóíêöèÿòà f, àêî òÿ ñå ÿâÿâà åäíîâðåìåííî êðàé íà
èíòåðâàë íà èçïúêíàëîñò è êðàé íà èíòåðâàë íà âäëúáíàòîñò. Â òîçè
ñëó÷àé òî÷êàòà (x0, f(x0)) ñå íàðè÷à èíôëåêñíà òî÷êà çà ãðàôèêàòà íà
ôóíêöèÿòà (ôèã. 6.5).

Ôèã. 6.5: Èíôëåêñèÿ íà ôóíêöèÿòà f(x) â òî÷êàòà x0

Òåîðåìà 6.12: (íåîáõîäèìî óñëîâèå çà èíôëåêñèÿ) Íåêà ôóíêöè-
ÿòà f å äâà ïúòè íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìà â èíòåðâàëà (a, b) è

ãðàôèêàòà è̀ èìà èíôëåêñèÿ â òî÷êàòà (x0, f(x0)), x0 ∈ (a, b). Òîãàâà å
â ñèëà ðàâåíñòâîòî f ′′(x0) = 0.

Ñïîðåä Òåîðåìà 6.12, çà äà ñå íàìåðÿò èíôëåêñíèòå òî÷êè íà ãðàôè-
êàòà íà äâà ïúòè äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ f, òðÿáâà äà ñå ðàçãëåäàò
âñè÷êè êîðåíè íà óðàâíåíèåòî f ′′(x) = 0.

Òåîðåìà 6.13: (ïúðâî äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà èíôëåêñèÿ) Àêî

ôóíêöèÿòà f å äâà ïúòè äèôåðåíöèðóåìà â íÿêîÿ îêîëíîñò íà òî÷-

êàòà x0, ñ èçêëþ÷åíèå ìîæå áè íà ñàìàòà òî÷êà x0 ∈ (a, b), â êîÿòî
òÿ å íåïðåêúñíàòà, è íåéíàòà âòîðà ïðîèçâîäíà ñìåíÿ çíàêà ñè ïðè

ïðåìèíàâàíå íà x ïðåç x0 (ò. å. ñúùåñòâóâà δ > 0, ÷å èëè f ′′(x) < 0
ïðè x0 − δ < x < x0 è f

′′(x) > 0 ïðè x0 < x < x0 + δ, èëè f ′′(x) > 0 ïðè

x0− δ < x < x0 è f
′′(x) < 0 ïðè x0 < x < x0 + δ), òî òî÷êàòà (x0, f(x0))

ñå ÿâÿâà èíôëåêñíà òî÷êà çà ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà f(x).

Òåîðåìà 6.14: (âòîðî äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà èíôëåêñèÿ) Àêî

ôóíêöèÿòà f èìà â òî÷êàòà x0 êðàéíà òðåòà ïðîèçâîäíà è óäîâëåò-

âîðÿâà â òàçè òî÷êà óñëîâèÿòà f ′′(x0) = 0, f ′′′(x0) 6= 0, òî òî÷êàòà
(x0, f(x0)) ñå ÿâÿâà èíôëåêñíà òî÷êà çà ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà f(x).

Òåîðåìà 6.15: (òðåòî äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà èíôëåêñèÿ) Íåêà

n ≥ 3 å ÷åòíî ÷èñëî è íåêà ôóíêöèÿòà f èìà ïðîèçâîäíè äî n−òè
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ðåä â íÿêîÿ îêîëíîñò íà òî÷êàòà x0, è ïðîèçâîäíà îò (n+ 1)−âè ðåä â
ñàìàòà òî÷êà x0. Òîãàâà, àêî ñà èçïúëíåíè óñëîâèÿòà

f ′′(x0) = f ′′′(x0) = . . . = f (n)(x0) = 0, f (n+1)(x0) 6= 0,

òî òî÷êàòà (x0, f(x0)) ñå ÿâÿâà èíôëåêñíà òî÷êà çà ãðàôèêàòà íà ôóí-
êöèÿòà f(x).

6.2.4 Àñèìïòîòè íà ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿ

Ïðàâàòà ñ óðàâíåíèå x = a ñå íàðè÷à âåðòèêàëíà àñèìïòîòà íà
ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà f(x), àêî ïîíå åäíà îò åäíîñòðàííèòå ãðàíèöè

lim
x→a+0

f(x) èëè lim
x→a−0

f(x) å ðàâíà íà +∞, èëè −∞.
Ïðàâàòà ñ óðàâíåíèå y = b ñå íàðè÷à õîðèçîíòàëíà àñèìïòîòà íà

ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà f(x), àêî lim
x→∞

f(x) = b.

Ïðàâàòà ñ óðàâíåíèå y = kx+ n ñå íàðè÷à íàêëîíåíà àñèìïòîòà íà
ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà f(x) ïðè x → ∞ (x → −∞), àêî ñúùåñòâóâàò

êðàéíèòå ãðàíèöè lim
x→∞

f(x)

x
= k è lim

x→∞
(f(x)− kx) = n.

Ïðè èçñëåäâàíå èçìåíåíèåòî íà åäíà ôóíêöèÿ ùå èçïîëçâàìå ñëåä-
íèÿ àëãîðèòúì:

1. Îïðåäåëÿíå íà äåôèíèöèîííàòà îáëàñò íà ôóíêöèÿòà.
2. Èçñëåäâàíå íà ôóíêöèÿòà ïî îòíîøåíèå íà ÷åòíîñò, íå÷åòíîñò, ïå-

ðèîäè÷íîñò.
3. Îïðåäåëÿíå íà òî÷êèòå íà ïðåêúñâàíå è ïîâåäåíèåòî íà ôóíêöèÿòà

â îêîëíîñò íà êðàèùàòà íà äåôèíèöèîííèòå èíòåðâàëè.
4. Îïðåäåëÿíå èíòåðâàëèòå íà ìîíîòîííîñò è åêñòðåìóìèòå íà ôóí-

êöèÿòà.
5. Îïðåäåëÿíå èíòåðâàëèòå íà èçïúêíàëîñò, âäëúáíàòîñò è èíôëåê-

ñíèòå òî÷êè íà ôóíêöèÿòà.
6. Íàìèðàíå íà óðàâíåíèÿòà íà àñèìïòîòèòå.
7. Ïîïúëâàíå íà òàáëèöà çà èçìåíåíèåòî íà ôóíêöèÿòà.
8. Ïîñòðîÿâàíå ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà.

6.2.5 Çàäà÷è îò èçñëåäâàíå íà ôóíêöèè

Çàäà÷à 6.82: Äà ñå îïðåäåëÿò èíòåðâàëèòå íà ìîíîòîííîñò è ëîêàëíèòå
åêñòðåìóìè íà ôóíêöèÿòà y = x.

√
1− x2.

Ðåøåíèå: Ôóíêöèÿòà å äåôèíèðàíà â ñåãìåíòà [−1, 1]. Íàìèðàìå

ïúðâàòà ïðîèçâîäíà f ′(x) =
1− 2x2

√
1− x2

. Òàçè ïðîèçâîäíà å ðàâíà íà íóëà
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ïðè x1 = − 1√
2
è x2 = 1√

2
, è íå ñúùåñòâóâà ïðè x3 = −1 è x4 = 1.

Èìàìå, ÷å f ′(x) > 0 ïðè x ∈
(
− 1√

2
, 1√

2

)
, ñëåäîâàòåëíî â òîçè èíòåðâàë

ôóíêöèÿòà å ðàñòÿùà, à â èíòåðâàëèòå
(
−1,− 1√

2

)
è
(

1√
2
, 1
)
ôóíêöèÿòà

e íàìàëÿâàùà. Èìàìå, ÷å f ′′(x) = x(2x2−3)√
(1−x2)3

, è òúé êàòî f ′′
(
− 1√

2

)
> 0,

òî ïðè x1 = − 1√
2
ôóíêöèÿòà èìà ëîêàëåí ìèíèìóì è fmin = f

(
− 1√

2

)
=

−1
2 . Òúé êàòî f ′′

(
− 1√

2

)
< 0, òî â òî÷êàòà x2 = 1√

2
ôóíêöèÿòà èìà

ëîêàëåí ìàêñèìóì è fmax = f
(

1√
2

)
= 1

2 .

Çàäà÷à 6.83: Äà ñå îïðåäåëÿò èíòåðâàëèòå íà ìîíîòîííîñò è ëîêàëíèòå
åêñòðåìóìè íà ôóíêöèèòå: à) f(x) = x3−6x2 +9x+5; á ) f(x) = x2.e−x;
â) f(x) = 2x2 − lnx; ã) f(x) = x3 − 6x2 + 12x.

Îòãîâîðè: à) Ðàñòÿùà â (−∞, 1) ∪ (3,∞) è íàìàëÿâàùà â (1, 3).
fmax = f(1) = 9 è fmin = f(3) = 5; á) Ðàñòÿùà â (0, 2) è íàìàëÿ-
âàùà â (−∞, 0) ∪ (2,∞), fmin = f(0) = 0 è fmax = f(2) = 4.e−2; â)
x ∈ (0,∞), f ′ = 4x − 1

x , íàìàëÿâàùà â
(
0, 1

2

)
è ðàñòÿùà â

(
1
2 ,+∞

)
,

fmin = f
(

1
2

)
= 1

2 − ln 1
2 ; ã) ïðîèçâîäíàòà f ′ = 3(x− 2)2 å âèíàãè íåîòðè-

öàòåëíà, ñëåäîâàòåëíî ôóíêöèÿòà å ðàñòÿùà çà âñÿêî x è íÿìà ëîêàëíè
åêñòðåìóìè.

Çàäà÷à 6.84: Äà ñå íàìåðÿò óðàâíåíèÿòà íà àñèìïòîòèòå íà ãðàôèêàòà
íà ôóíêöèÿòà

y =
(x− 1)3

(x+ 1)2
.

Ðåøåíèå: Äåôèíèöèîííàòà îáëàñò íà ôóíêöèÿòà å x ∈ (−∞,−1) ∪
(−1,+∞). Íàìèðàìå ãðàíèöèòå íà ôóíêöèÿòà ïðè x êëîíÿùî êúì

êðàèùàòà íà äåôèíèöèîííèòå èíòåðâàëè: lim
x→−∞

(x− 1)3

(x+ 1)2
= −∞,

lim
x→+∞

(x− 1)3

(x+ 1)2
= +∞. Ñëåäîâàòåëíî ôóíêöèÿòà íÿìà õîðèçîíòàë-

íè àñèìïòîòè. Íåêà ε > 0 å áåçêðàéíî ìàëêà âåëè÷èíà. Èìà-

ìå, ÷å lim
x→−1−ε

y = lim
ε→0

(−1− ε− 1)3

(−1− ε+ 1)2
= − lim

ε→0

(2 + ε)3

ε2
= −∞,

lim
x→−1+ε

(−1 + ε− 1)3

(−1 + ε+ 1)2
= − lim

ε→0

(2− ε)3

ε2
= −∞. Ñëåäîâàòåëíî ïðàâàòà

x = −1 å âåðòèêàëíà àñèìïòîòà. Ïðîâåðÿâàìå äàëè ôóíêöèÿòà èìà íàê-

ëîíåíà àñèìïòîòà. Èìàìå, ÷å k = lim
x→±∞

f(x)

x
= lim

x→±∞

(x− 1)3

x.(x+ 1)2
= 1,
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n = lim
x→±∞

[f(x)− kx] = lim
x→±∞

[
(x− 1)3

(x+ 1)2
− x
]

= −5. Ñëåäîâàòåëíî ïðàâà-

òà y = x− 5 å íàêëîíåíà àñèìïòîòà.

Çàäà÷à 6.85: Äà ñå íàìåðÿò óðàâíåíèÿòà íà àñèìïòîòèòå íà ãðàôèêàòà
íà ôóíêöèèòå:

à) y =
x2 − 3

x− 2
; á) y = xe−

1
x ; â) y =

√
x2 + 1; ã) y =

x3

x2 − 1
.

Îòãîâîðè: à) Íÿìà õîðèçîíòàëíà àñèìïòîòà, ïðàâàòà x = 2 å âåðòè-
êàëíà àñèìïòîòà, ïðàâàòà y = x + 2 å íàêëîíåíà àñèìïòîòà; á) Ïðàâàòà
x = 0 å âåðòèêàëíà àñèìïòîòà, à ïðàâàòà y = x − 1 å íàêëîíåíà àñèìï-
òîòà; â) Ïðàâèòå y = x è y = −x ñà íàêëîíåíè àñèìïòîòè; ã) Ïðàâèòå
x = 1 è x = −1 ñà âåðòèêàëíè àñèìïòîòè, à ïðàâàòà y = x å íàêëîíåíà
àñèìïòîòà.

Çàäà÷à 6.86: Äà ñå èçñëåäâà èçìåíåíèåòî è ïîñòðîè ãðàôèêàòà íà ôóí-
êöèÿòà

y =
(x− 1)3

(x+ 1)2
.

Ðåøåíèå: Äåôèíèöèîííàòà îáëàñò íà ôóíêöèÿòà å (−∞,−1) ∪
(−1,+∞). Â òî÷êàòà x = −1 ôóíêöèÿòà å ïðåêúñíàòà. Ôóíêöèÿòà å íèòî

÷åòíà, íèòî íå÷åòíà, çàùîòî y(−x) =
(−x− 1)3

(−x+ 1)2
= − (x+ 1)3

(−x+ 1)2
6= ±y(x).

Ñëåäîâàòåëíî ãðàôèêàòà è̀ íå å ñèìåòðè÷íà íèòî ñïðÿìî îñòòà oy, íèòî
ñïðÿìî íà÷àëîòî íà êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà. Ôóíêöèÿòà íå å ïåðèîäè÷-
íà. Ãðàíèöèòå íà ôóíêöèÿòà, êàêòî è íåéíèòå àñèìïòîòè áÿõà íàìåðåíè
â çàäà÷à 6.84.

Ïðîèçâîäíèòå íà ôóíêöèÿòà ñà y′ =
(x− 1)2(x+ 5)

(x+ 1)3
è y′′ =

24(x− 1)

(x+ 1)4
.

Óðàâíåíèåòî y′ = 0 èìà äâóêðàòåí êîðåí x = 1 è åäíîêðàòåí êîðåí x =
−5. Èìàìå, ÷å y′′(1) = 0 è y′′′(1) 6= 0, à y′′(−5) = − 9

16 < 0. Ñëåäîâàòåëíî
x = 1 å èíôëåêñíà òî÷êà, à â òî÷êàòà x = −5 ôóíêöèÿòà èìà ìàêñèìóì
è ymax = y(−5) = −27

2 . Òúé êàòî y′ > 0 ïðè x ∈ (−∞,−5) ∪ (−1,+∞),
òî â òåçè èíòåðâàëè ôóíêöèÿòà å ðàñòÿùà, à â èíòåðâàëà (−5,−1) å
íàìàëÿâàùà. Îò y′′ > 0 â èíòåðâàëà (−∞, 1) ñëåäâà, ÷å â òîçè èíòåðâàë
ôóíêöèÿòà å âäëúáíàòà, à â èíòåðâàëà (1,+∞) ôóíêöèÿòà å èçïúêíàëà.

Ñèñòåìàòèçèðàìå ðåçóëòàòèòå â òàáëèöà 6.2.
Ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà å ïðåäñòàâåíà íà ôèãóðà 6.6.
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x −∞ −5 −1− ε −1 + ε 1 +∞
y′ + 0 − + 0 +
y′′ − − − � 0 +

max inf

y −∞ ↗ −27

2
↘ −∞ −∞ ↗ 0 ↗ +∞

Òàáë. 6.2: Ïîâåäåíèå íà ôóíêöèÿòà f(x) =
(x− 1)3

(x+ 1)2

Ôèã. 6.6: Ãðàôèêà íà ôóíêöèÿòà f(x) =
(x− 1)3

(x+ 1)2

Çàäà÷à 6.87: Äà ñå èçñëåäâà èçìåíåíèåòî è ïîñòðîè ãðàôèêàòà íà ôóí-
êöèÿòà

y =
3
√
x3 − 3x.

Ðåøåíèå: Äåôèíèöèîííàòà îáëàñò íà ôóíêöèÿòà å (−∞,+∞), ôóí-
êöèÿòà å íå÷åòíà. Ôóíêöèÿòà å ðàñòÿùà ïðè x ∈ (−∞,−1) ∪ (1,+∞) è
íàìàëÿâàùà ïðè x ∈ (−1, 1). Ëîêàëíèòå åêñòðåìóìè íà ôóíêöèÿòà ñà
ymax = f(−1) = 3

√
2 è ymin = f(1) = − 3

√
2. Ôóíêöèÿòà å èçïúêíàëà ïðè
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x ∈ (−∞,−
√

3) ∪ (0,
√

3) è âäëúáíàòà ïðè x ∈ (−
√

3, 0) ∪ (
√

3,+∞). Ãðà-
ôèêàòà íà ôóíêöèÿòà èìà òðè èíôëåêñíè òî÷êè çà x = −

√
3, x = 0 è

x =
√

3. Ïðàâàòà y = x å íàêëîíåíà àñèìïòîòà çà ãðàôèêàòà íà ôóíêöè-
ÿòà.

Çàäà÷à 6.88: Äà ñå èçñëåäâà èçìåíåíèåòî è ïîñòðîè ãðàôèêàòà íà ôóí-
êöèÿòà

y =
x3

2(x+ 1)2
.

Ðåøåíèå: Äåôèíèöèîííàòà îáëàñò íà ôóíêöèÿòà å (−∞,−1) ∪
(−1,+∞). Ôóíêöèÿòà å ðàñòÿùà ïðè x ∈ (−∞,−3)∪(−1,+∞) è íàìàëÿ-
âàùà ïðè x ∈ (−3,−1). Ôóíêöèÿòà èìà ñàìî åäèí ëîêàëåí åêñòðåìóìè
ymax = f(−3) = −27

8 . Ôóíêöèÿòà å èçïúêíàëà ïðè x ∈ (0,+∞) è âäëúá-
íàòà ïðè x ∈ (−∞,−1) ∪ (−1, 0). Òî÷êàòà O(0, 0) å èíôëåêñíà òî÷êà çà
ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà. Ïðàâàòà x = −1 å âåðòèêàëíà àñèìïòîòà, à
ïðàâàòà y = 1

2x − 1 å íàêëîíåíà àñèìïòîòà. Ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà å
èçîáðàçåíà íà ôèãóðà 6.7.

Ôèã. 6.7: Ãðàôèêà íà ôóíêöèÿòà f(x) =
x3

2(x+ 1)2
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Çàäà÷à 6.89: Äà ñå èçñëåäâà èçìåíåíèåòî è ïîñòðîè ãðàôèêàòà íà ôóí-
êöèèòå:

à) y =
x2

2
+

1

x
; á) y = x lnx;

â) y = ln(x2 − 1); ã) y = x. sinx.

Ãðàôèêèòå íà ôóíêöèèòå ñà ïðåäñòàâåíè íà ôèãóðè 6.8, 6.9, 6.10 è
6.11.

Ôèã. 6.8: Ãðàôèêà íà ôóíêöèÿòà f(x) =
x2

2
+

1

x

Ôèã. 6.9: Ãðàôèêà íà ôóíêöèÿòà f(x) = x lnx
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Ôèã. 6.10: Ãðàôèêà íà ôóíêöèÿòà f(x) = ln(x2 − 1)

Ôèã. 6.11: Ãðàôèêà íà ôóíêöèÿòà f(x) = x sinx

6.2.6 Èçñëåäâàíå íà êðèâè â ïîëÿðíè êîîðäèíàòè

×åñòî óïîòðåáÿâàíà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà å ïîëÿðíàòà. Òî÷êà M â

Ôèã. 6.12: Ïîëÿðíè êîîðäèíàòè
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ðàâíèíàòà ñïðÿìî ïîëÿðíàòà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà Oρ, èìà ïîëÿðíè êî-
îðäèíàòè ρ è θ, êúäåòî ρ ñå íàðè÷à ïîëÿðíî ðàçñòîÿíèå, à θ ñå íàðè÷à
ïîëÿðåí úãúë. Òóê θ ìîæå äà ïðèåìà ïðîèçâîëíè ðåàëíè ñòîéíîñòè, à ρ �
ïðîèçâîëíè íåîòðèöàòåëíè ðåàëíè ñòîéíîñòè. Àêî äåêàðòîâàòà êîîðäè-
íàòíà ñèñòåìà Oxy å êàêòî íà ôèãóðà 6.12, òî âðúçêàòà ìåæäó ïîëÿðíèòå
è äåêàðòîâèòå êîîðäèíàòè ñå äàâà ÷ðåç ðàâåíñòâàòà

x = ρ cos θ, y = ρ sin θ.

Â ïîëÿðíè êîîðäèíàòè êðèâà ñå çàäàâà ñ óðàâíåíèå îò âèäà F (ρ, θ) =
0, êúäåòî F å ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè. Êîãàòî òîâà óðàâíåíèå ìîæå
äà ñå ðàçðåøè ñïðÿìî ρ, ñå ïîëó÷àâà ôóíêöèÿ îò âèäà

ρ = f(θ).

Âàæíà îñîáåíîñò íà òîâà çàäàâàíå íà êðèâè â ïîëÿðíè êîîðäèíàòè
å, ÷å θ íå ñå èçìåíÿ â åñòåñòâåíàòà äåôèíèöèîííà îáëàñò íà ôóíêöèÿòà
f, à ñàìî â îíåçè íåéíè ÷àñòè, çà êîèòî f(θ) ≥ 0.

Àñèìïòîòè ìîãàò äà ñå î÷àêâàò çà îíåçè ñòîéíîñòè α íà θ, çà êîèòî

lim
θ→α

f(θ) =∞.

Ïðè α = π
2 +kπ, k ∈ Z, òî àñèìïòîòàòà å âåðòèêàëíà. Òÿ ñúùåñòâóâà,

òî÷íî êîãàòî, ñúùåñòâóâà ãðàíèöàòà lim
θ→α

f(θ) cos θ = ξ, è äåêàðòîâîòî

óðàâíåíèå íà àñèìïòîòàòà å x = ξ. Àêî α 6= π
2 + kπ, k ∈ Z, òî àñèìïòîòà

ñúùåñòâóâà, òî÷íî êîãàòî, ñúùåñòâóâà ãðàíèöàòà lim
θ→α

(θ − α)f(θ) = l è
èìà äåêàðòîâî óðàâíåíèå

y = x.tgα+
l

cosα
. (6.16)

Ïðè lim
θ→∞

f(θ) = r, òî îêðúæíîñò ñ öåíòúð â òî÷êàòà O è ðàäèóñ r

å àñèìïòîòè÷íà îêðúæíîñò çà êðèâàòà. Ïðè r = 0 òàçè îêðúæíîñò ñå
èçðàæäà â ïîëþñà, êîéòî å àñèìïòîòè÷íà òî÷êà çà êðèâàòà.

Çàäà÷à 6.90: Äà ñå èçñëåäâà èçìåíåíèåòî è ïîñòðîè ãðàôèêàòà íà ðî-
çàòà ρ = sin 3θ.

Ðåøåíèå: Ùå íàìåðèì ïåðèîäà íà ôóíêöèÿòà. Îò ñúîòíîøåíèåòî
sin 3(θ+ l) = sin(3θ+ 2kπ) íàìèðàìå, ÷å 3θ+ 3l = 3θ+ 2kπ, l = 2

3kπ. Ïðè
k = 1 ñå ïîëó÷àâà íàé-ìàëêèÿò ïåðèîä L = 2

3π.
Óñëîâèåòî sin 3θ ≥ 0 íè äàâà, ÷å 3θ ∈ [0, π], ò. å. θ ∈

[
0, π3

]
. Ñåãìåíòúò[

0, π3
]
å äåôèíèöèîííàòà îáëàñò íà ôóíêöèÿòà. Íàìèðàìå ρ′ = 3 cos 3θ,
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è ñå ïîëó÷àâà, ÷å ρ′ = 0, cos 3θ = 0 çà 3θ = π
2 , θ = π

6 . Çà θ ∈
[
0, π6

]
ρ′ ≥ 0

è çà θ ∈
[
π
6 ,

π
3

]
ρ′ ≤ 0. Ñëåäîâàòåëíî çà θ = π

6 ôóíêöèÿòà èìà ëîêàëåí
ìàêñèìóì è ρmax = ρ

(
π
6

)
= sin π

2 = 1. Îò ïåðèîäè÷íîñòòà íà ôóíêöèÿòà
L = 2π

3 îñèòå íà ñèìåòðèÿ íà ãðàôèêàòà ñå ïîëó÷àâàò çà ñòîéíîñòè íà θ
θ1 = π

6 , θ2 = π
6 + 2π

3 = 5π
6 è θ3 = 5π

6 + 2π
3 = 3π

2 . Ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà
å ïîêàçàíà íà ôèãóðà 6.13.

Ôèã. 6.13: Ãðàôèêà íà ôóíêöèÿòà ρ = sin 3θ

Çàäà÷à 6.91: Äà ñå èçñëåäâà èçìåíåíèåòî è ïîñòðîè ãðàôèêàòà íà ôóí-
êöèÿòà ρ = 1

θ (õèïåðáîëè÷íà ñïèðàëà).

Ðåøåíèå: Äåôèíèöèîííàòà îáëàñò íà ôóíêöèÿòà å (0,+∞). Îò

lim
θ→∞

1

θ
= 0 ñå ïîëó÷àâà, ÷å r = 0 å àñèìïòîòè÷íà òî÷êà çà ãðàôèêàòà.

Òúé êàòî lim
θ→0

1

θ
= ∞, òî î÷àêâàìå ôóíêöèÿòà äà èìà àñèìïòîòà. Îïðå-

äåëÿìå lim
θ→0

θ.f(θ) = lim
θ→0

θ

θ
= 1. Â ñëó÷àÿ α = 0 è îò (6.16) íàìèðàìå,

÷å y = 1 å óðàâíåíèåòî íà àñèìïòîòàòà êúì ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà.

Íàìèðàìå y′ = − 1

θ2
è ïîëó÷àâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà íÿìà åêñòðåìóì è å

íàìàëÿâàùà â öÿëàòà ñè äåôèíèöèîííà îáëàñò. Ãðàôèêàòà å íà÷åðòàíà
íà ôèãóðà 6.14.
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Ôèã. 6.14: Ãðàôèêà íà ôóíêöèÿòà ρ =
1

θ

Çàäà÷à 6.92: Äà ñå èçñëåäâàò è íà÷åðòàÿ ãðàôèêèòå íà ðîçèòå:

à) ρ = sin 2θ; á) ρ = sin
5

3
θ.

Çàäà÷à 6.93: Äà ñå èçñëåäâàò è íà÷åðòàÿò ãðàôèêèòå íà êðèâèòå:
à) ρ = θ (àðõèìåäîâà ñïèðàëà) (ôèã. 6.15);
á) ρ = e2θ (ëîãàðèòìè÷íà ñïèðàëà) (ôèã. 6.16);

â) ρ =
1√
θ
(æåçúë) (ôèã. 6.17).

Ôèã. 6.15: Àðõèìåäîâà ñïèðàëà ρ = θ

Çàäà÷à 6.94: Äà ñå èçñëåäâàò è íà÷åðòàÿò ãðàôèêèòå íà ìàéñêèòå
áðúìáàðè:
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Ôèã. 6.16: Ëîãàðèòìè÷íà ñïèðàëà ρ = e2θ

Ôèã. 6.17: Æåçúë ρ =
1√
θ

à) (ρ− cos θ)2 − 36 cos2 2θ = 0;
á) (ρ− cos θ)2 − cos2 2θ = 0;
â) (ρ− cos θ)2 − 4

81 cos2 2θ = 0.

Ïîíÿêîãà å çà ïðåäïî÷èòàíå êðèâèòå ñ äåêàðòîâè óðàâíåíèÿ îò âèäà
f(x, y) = 0 äà ñå èçñëåäâàò â ïîëÿðíè êîîðäèíàòè. Ïîëÿðíîòî óðàâíåíèå
ñå ïîëó÷àâà, êàòî ñå çàìåíÿò x è y ñúîòâåòíî ñ x = ρ cos θ è y = ρ sin θ.
Òîçè ïðåõîä å îñîáåíî óäîáåí, êîãàòî â f ñå ñðåùà ãðóïàòà x2 + y2. Íî
x2 + y2 = ρ2, êîåòî âîäè äî çíà÷èòåëíî îïðîñòÿâàíå íà àíàëèòè÷íèÿ
èçðàç íà ôóíêöèÿòà.

Çàäà÷à 6.95: Äà ñå èçñëåäâà èçìåíåíèåòî è íà÷åðòàå ãðàôèêàòà íà êàð-
äèîèäàòà

(x2 + y2 − ax)2 = a2(x2 + y2), a > 0.

Ðåøåíèå: Ùå ïðåìèíåì êúì ïîëÿðíè êîîðäèíàòè, êàòî ïîëîæèì
x = ρ cos θ è y = ρ sin θ. Çàìåñòâàìå x è y âúâ ôîðìóëàòà (x2 +y2−ax)2 =
a2(x2 + y2) è ïîëó÷àâàìå

(ρ2 − aρ cos θ)2 = a2ρ2, ρ− a cos θ = ±a,
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Ôèã. 6.18: Ãðàôèêà íà êðèâàòà ñ óðàâíåíèå (x2 + y2− ax)2 = a2(x2 + y2), a > 0
(êàðäèîèäà)

ρ1 = a+ a cos θ, ρ2 = −a+ a cos θ.

Íî çà âñÿêà ðåàëíà ñòîéíîñò íà θ èìàìå, ÷å ρ2 ≤ 0, çàòîâà ùå ðàçãëåäàìå
ñàìî ôóíêöèÿòà

ρ = a+ a cos θ.

Ôóíêöèÿòà å ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîä l = 2π, çàòîâà ùå ñìÿòàìå, ÷å
θ ∈ [0, 2π]. Íàìèðàìå ïúðâàòà ïðîèçâîäíà ρ′ = −a sin θ. Óðàâíåíèåòî
ρ′ = 0 èìà êîðåíè θ1 = 0, θ2 = π, è θ3 = 2π. Èìàìå, ÷å çà θ ∈ [0, π]
ρ′ < 0 è çà θ ∈ [π, 2π] ρ′ > 0. Ñëåäîâàòåëíî ρmin = ρ(π) = 0. Èìàìå, ÷å
ρ(0) = ρ(2π) = 2a. Íà ôèã. 6.18 å ïîñòðîåíà ãðàôèêàòà íà êðèâàòà.

Çàäà÷à 6.96: Äà ñå èçñëåäâà èçìåíåíèåòî è íà÷åðòàå ãðàôèêàòà íà ëåì-
íèñêàòàòà íà Áåðíóëè (ïàíäåëêà)

(x2 + y2)2 = a2(x2 − y2), a > 0.

Ðåøåíèå: Ùå ïðåìèíåì êúì ïîëÿðíè êîîðäèíàòè, êàòî ïîëîæèì
x = ρ cos θ è y = ρ sin θ. Çàìåñòâàìå x è y â äåêàðòîâîòî óðàâíåíèå íà
ëåìíèñêàòà, è ñå ïîëó÷àâà, ÷å òÿ èìà óðàâíåíèå â ïîëÿðíè êîîðäèíàòè
îò âèäà

y = a
√

cos 2θ.

Äåôèíèöèîííàòà îáëàñò å
[
−π

4 ,
π
4

]
, ôóíêöèÿòà å ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîä

l = π. Íàìèðàìå ïúðâàòà ïðîèçâîäíà

ρ′ =
−a sin 2θ√

cos 2θ
.

Óðàâíåíèåòî ρ′ = 0 èìà êîðåí θ1 = 0, çà θ ∈
[
−π

4 , 0
]
èìàìå, ÷å ρ′ ≥ 0, çà

θ ∈
[
0, π4

]
èìàìå, ÷å ρ′ ≤ 0, ñëåäîâàòåëíî ρmax = ρ(0) = a. Îñâåí òîâà â

äâàòà êðàÿ íà äåôèíèöèîííàòà îáëàñò å èçïúëíåíî, ÷å ρ
(
−π

4

)
= ρ

(
π
4

)
=
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Ôèã. 6.19: Ëåìíèñêàòà íà Áåðíóëè (x2 + y2)2 = a2(x2 − y2), a > 0

0. Â ñåãìåíòà
[
−π

4 ,
π
4

]
ñå ïîëó÷àâà ïúðâèÿò ëèñò íà ëåìíèñêàòà, êîéòî

ïåðèîäè÷íî ñ ïåðèîä l = π ñå ðàçìíîæàâà è ñå ïîëó÷àâà îùå åäèí ëèñò
â ñåãìåíòà

[
3π
4 ,

5π
4

]
. Íà ôèã. 6.19 å ïîñòðîåíà ãðàôèêàòà íà êðèâàòà.

Çàäà÷à 6.97: Äà ñå èçñëåäâà èçìåíåíèåòî è íà÷åðòàÿò ãðàôèêèòå íà
ôóíêöèèòå:

à) ñòðîôîèäà: y2 = x2 · 1 + x

1− x
;

á) öèñîèäà íà Äèîêëåñ: y2(4− x) = x3;
â) äåêàðòîâ ëèñò: x3 + y3 − 3xy = 0.

6.2.7 Èçñëåäâàíå íà êðèâè, çàäàäåíè ïàðàìåòðè÷íî

Êðèâèòå ñå çàäàâàò ïàðàìåòðè÷íî ñ äâîéêà óðàâíåíèÿ îò âèäà

x = f(t), y = g(t). (6.19)

Êðèâèòå îò âèäà (6.19) ñå èçñëåäâàò, êàòî ñå èçñëåäâà ïîîòäåëíî âñÿêà
åäíà îò ôóíêöèèòå x = f(t) è y = g(t), ñëåä êîåòî ïîëó÷åíàòà èíôîðìà-
öèÿ ñå îáåäèíè.

Ïðè lim
t→τ

f(t) = ∞ è lim
t→τ

g(t) = η, êðèâàòà y = η å õîðèçîíòàëíà

àñèìïòîòà íà êðèâàòà (6.19).
Ïðè lim

t→τ
f(t) = ξ è lim

t→τ
g(t) =∞, ïðàâàòà x = ξ å âåðòèêàëíà àñèìï-

òîòà íà êðèâàòà (6.19).
Êîãàòî lim

t→τ
f(t) = lim

t→τ
g(t) = ∞, îêîëî τ ìîæå äà ñúùåñòâóâà íàêëî-

íåíà àñèìïòîòà. Êîãàòî ãðàíèöèòå

lim
t→τ

f(t)

g(t)
= k, lim

t→τ
(g(t)− kf(t)) = n

ñúùåñòâóâàò, òî íàêëîíåíàòà àñèìïòîòà èìà óðàâíåíèå y = kx+ n.
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Åäíà õàðàêòåðíà îñîáåíîñò íà ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíà êðèâà å âúç-
ìîæíîñòòà äà ñúùåñòâóâàò äâîéíè òî÷êè. Åäíà òî÷êà (ξ, η) îò êðèâàòà
(6.19) ñå íàðè÷à äâîéíà òî÷êà êîãàòî ñå ïîëó÷àâà çà äâå ðàçëè÷íè ñòîé-
íîñòè íà ïàðàìåòúðà t, ò. å. òå ñå íàìèðàò êàòî ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà

f(t1) = f(t2), g(t1) = g(t2), t1 6= t2.

Çàäà÷à 6.98: Äà ñå ïîñòðîè ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà

x =
t2 + 1

4(1− t)
, y =

t

1 + t
. (6.20)

Ðåøåíèå: Ôóíêöèèòå (6.20) ñà îïðåäåëåíè çà t ∈ (−∞,−1)∪(−1, 1)∪
(1,+∞). Ùå ïîêàæåì ïîâåäåíèåòî íà x è y â êðàèùàòà íà èíòåðâà-
ëèòå, â êîèòî ñå èçìåíÿ ïàðàìåòúðúò t. Èìàìå, ÷å lim

t→−∞
x(t) = +∞,

lim
t→+∞

x(t) = −∞ è lim
t→±∞

y(t) = 1, îòêúäåòî ñå ïîëó÷àâà, ÷å y = 1

å õîðèçîíòàëíà àñèìïòîòà êúì ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà. Èìàìå, ÷å

lim
t→1−0

x(t) = +∞, lim
t→1+0

x(t) = −∞ è lim
t→1

y(t) =
1

2
, îòêúäåòî ñå ïîëó÷àâà,

÷å y = 1
2 å õîðèçîíòàëíà àñèìïòîòà êúì ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà.

Ùå íè áúäå óäîáíî äà ñúñòàâèì òàáëèöà íà èçìåíåíèå íà âåëè÷èíèòå
x è y â çàâèñèìîñò îò èçìåíåíèåòî íà t, è íÿêîè õàðàêòåðíè ñòîéíîñòè
íà x è y. Ïîëó÷àâàìå òàáëèöà 6.3

t −∞ −1 0 1 +∞

x +∞ �
1

4
+

1

4
+ ∞ � −∞

y 1 + ∞ � 0 +
1

2
+ 1

Òàáë. 6.3:

Â ñèëà ñà ðàâåíñòâàòà

x′t =
1 + 2t− t2

4(1− t)2
, y′t =

1

(1 + t)2
, x′y =

x′t
y′t

=
(1 + t)2(1 + 2t− t2)

4(1− t)2
.

Â íàøèÿò ñëó÷àé å ïî-äîáðå äà ñå ðàçãëåäà x êàòî ôóíêöèÿ íà y,
y 6= 1

2 , y 6= 1.

Èìàìå, ÷å x′y = 0 ïðè t = −1 è êîãàòî 1 + 2t − t2 = 0, ò. å. ïðè
t = 1 +

√
2 è t = 1 −

√
2. Ñòîéíîñòòà t = −1 íå å îò äåôèíèöèîííàòà
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îáëàñò íà t, à ïðè t = 1 +
√

2 è t = 1 −
√

2 èìàìå, ÷å y = 1+
√

2
2+
√

2
=
√

2
2 è

y = 1−
√

2
2−
√

2
= −

√
2

2 .

Ñúñòàâÿìå òàáëèöà íà èçìåíåíèå íà ïðîèçâîäíàòà x′y è åêñòðåìàëíè-
òå òî÷êè (òàáë. 6.4)

t −∞ −1 1−
√

2 1 1 +
√

2 +∞

y 1 ∞ −
√

2

2

1

2

√
2

2
1

x′y ∞ � 0 � 0 + ∞ + 0 � ∞
Åêñòðåìóìè min max

Òàáë. 6.4:

Îò òàáëèöàòà å âèäíî, ÷å â òî÷êàòà y =
√

2
2 ôóíêöèÿòà x = x(y)

èìà ìàêñèìóì, â òî÷êàòà y = −
√

2
2 −ìèíèìóì è å ñòðîãî ìîíîòîííà â

èíòåðâàëèòå
(
−∞,−

√
2

2

)
,
(
−
√

2
2 ,

1
2

)
,
(

1
2 ,
√

2
2

)
,
(√

2
2 , 1

)
, (1,+∞).

Çà èçñëåäâàíå íà èçïúêíàëîñòòà, âäëúáíàòîñòòà è èíôëåêñíèòå òî÷-
êè íà ôóíêöèÿòà íàìèðàìå x′′yy :

x′′yy =
x′y
t′y

=
(1 + t)3(3 + 3t− 3t2 + t3)

2(1− t)3
.

Ïðîèçâîäíàòà x′′yy å ðàâíà íà íóëà ïðè t = −1 è êîãàòî p(t) = 3 + 3t −
3t2 + t3 = 0.

Èìàìå, ÷å p′(t) = 3(t− 1)2 ≥ 0, p′ = 0 êîãàòî t = 1, ñëåäîâàòåëíî p(t)
å ñòðîãî ìîíîòîííî ðàñòÿùà íàä öÿëàòà ðåàëíà îñ. Ñëåäîâàòåëíî èìà

åäèíñòâåíî t0, ÷å p(t0) = 0. Àêî y0 =
t0

1 + t0
, òî î÷åâèäíî −∞ < y0 < 0.

Ñúñòàâÿìå òàáëèöà íà èçìåíåíèå íà ïðîèçâîäíàòà x′′yy è îïðåäåëÿìå
èíòåðâàëèòå íà âäëúáíàòîñò è èçïúêíàëîñò íà ôóíêöèÿòà, à ñúùî è
èíôëåêñíèòå òî÷êè (òàáë. 6.5).

Ïîñòðîÿâàìå ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà (ôèã. 6.20).
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t −∞ (−∞,−1) −1 (−1, t0) t0 (t0, 1) 1 (1,+∞) +∞

y 1 (1,+∞) ∞ (−∞, y0) y0

(
y0,

1

2

)
1

2

(
1

2
, 1

)
1

x′′yy + � 0 + �
âäëúáíàòà èçïúêíàëà âäëúáíàòà èçïúêíàëà

Òàáë. 6.5:

Ôèã. 6.20: Ãðàôèêà íà ôóíêöèÿòà x =
t2 + 1

4(1− t)
, y =

t

1 + t

Çàäà÷à 6.99: Äà ñå èçñëåäâà è ïîñòðîè ãðàôèêàòà íà öèêëîèäàòà

x = t− sin t, y = 1− cos t.
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Ðåøåíèå: Îòáåëÿçâàìå ñëåäíàòà ïåðèîäè÷íîñò íà ôóíêöèÿòà y(t+
2π) = y(t) è x(t + 2π) = 2π + x(t). Çàòîâà ùå ñìÿòàìå, ÷å t ∈ [0, 2π].
Èìàìå, ÷å x(0) = 0, y(0) = 0, x(2π) = 2π è y(2π) = 0. Çà íàìèðàíå íà
ïðîèçâîäíàòà y′x ùå èçïîëçâàìå ôîðìóëàòà

y′x =
y′t
x′t

=
sin t

1− cos t
.

Ñëåä òîâà, ðàâåíñòâîòî y′x = 0 å âúçìîæíî êîãàòî t = 0, t = π è
t = 2π. Çà t ∈ (0, π) y′x ≥ 0 è ôóíêöèÿòà ðàñòå, çà t ∈ (π, 2π) y′x ≤ 0 è
ôóíêöèÿòà íàìàëÿâà. Ëîêàëíèÿò åêñòðåìóì ñå äîñòèãà êîãàòî t = π, íî
òîãàâà x(π) = π, ymax = y(π) = 2. Íà÷åðòàâàìå ãðàôèêàòà íà öèêëîèäàòà
(ôèã. 6.21).

Ôèã. 6.21: Ãðàôèêà íà öèêëîèäàòà x = t− sin t, y = 1− cos t

Çàäà÷à 6.100: Äà ñå èçñëåäâà è ïîñòðîè ãðàôèêàòà íà äåêàðòîâèÿ ëèñò

x =
t

1 + t3
, y =

t2

1 + t3
. (6.24)

Ðåøåíèå: Äåôèíèöèîííàòà îáëàñò çà ïðîìåíëèâàòà t å (−∞,−1) ∪
(−1,∞). Èìàìå, ÷å x → ∞ è y → ∞ ïðè t → −1, ñëåäîâàòåëíî å âúç-
ìîæíî äà ñúùåñòâóâà íàêëîíåíà àñèìïòîòà. Çà íåéíîòî íàìèðàíå èç-

÷èñëÿâàìå ãðàíèöèòå lim
t→−1

y

x
= lim

t→−1
t = −1, ò. å. k = −1, lim

t→−1
(y − kx) =

lim
t→−1

(
t2

1 + t3
+

t

1 + t3

)
= lim

t→−1

t

1− t+ t2
= −1

3
. Ïîëó÷àâàìå, ÷å íàêëî-

íåíà àñèìïòîòà ñúùåñòâóâà è íåéíîòî óðàâíåíèå å y = −x− 1
3 .

Íàìèðàìå ïðîèçâîäíèòå

x′t =
1− 2t3

(1 + t3)2
, y′t =

t(2− t3)

(1 + t3)2
.
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Ïðîèçâîäíàòà x′t ñå àíóëèðà çà t = 1
3√2

è ñè èçìåíÿ çíàêà îò + íà −, çíà÷è
òîâà å òî÷êà íà ëîêàëåí ìàêñèìóì. Ïðîèçâîäíàòà y′t ñå àíóëèðà ïðè t = 0
è ñè èçìåíÿ çíàêà îò − íà +, çíà÷è òîâà å òî÷êà íà ëîêàëåí ìèíèìóì,
è ïðè t = 1

3√2
ñè èçìåíÿ çíàêà îò + íà −, çíà÷è òîâà å òî÷êà íà ëîêàëåí

ìàêñèìóì. Îò òåçè çàáåëåæêè ñëåäâà, ÷å ãðàôèêèòå íà ôóíêöèèòå x(t)
è y(t) èìàò âèäà, ïîêàçàí ñúîòâåòíî íà ôèã. 6.22 è ôèã. 6.23.

Ôèã. 6.22: Ãðàôèêà íà ôóíêöèÿòà x =
t

1 + t3

Ôèã. 6.23: Ãðàôèêà íà ôóíêöèÿòà y =
t2

1 + t3

Èìàìå ðàâåíñòâîòî

y′x =
y′t
x′t

=
t(2− t3)

1− 2t3
.

Ïîëó÷àâàìå ñëåäíèòå ðåçóëòàòè: y′x = 0 çà t = 0 è t = 3
√

2, ò. å. â
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òî÷êèòå (0, 0) è
(

3√2
3 ,

3√4
3

)
äîïèðàòåëíàòà êúì ãðàôèêàòà å óñïîðåäíà íà

îñòòà Ox; y′t =∞ ïðè t = 1
3√2

è t = +∞, ò. å. â òî÷êèòå
(

3√4
3 ,

3√2
3

)
è (0, 0)

äîïèðàòåëíàòà êúì ãðàôèêàòà å óñïîðåäíà íà îñòòà Oy. Òî÷êàòà (0, 0) ñå
ÿâÿâà òî÷êà íà ñàìîïðåñè÷àíå è ñúîòâåòñòâà íà ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòúðà
t = 0 è t =∞. Ïîëó÷àâàìå ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà, èçîáðàçåíà íà ôèã.
6.24. Ãðàôèêàòà íà òàçè ôóíêöèÿ ñå íàðè÷à äåêàðòîâ ëèñò.

Ôèã. 6.24: Ãðàôèêà íà äåêàðòîâèÿ ëèñò x =
t

1 + t3
, y =

t2

1 + t3

Ôóíêöèèòå (6.24) óäîâëåòâîðÿâàò ðàâåíñòâîòî x3 +y3−xy = 0, êîåòî
å íåÿâíîòî çàäàâàíå íà äåêàðòîâèÿ ëèñò.

Çàäà÷à 6.101: Äà ñå èçñëåäâàò è íà÷åðòàÿò ãðàôèêèòå íà êðèâèòå:
à) x = 2t− sin t, y = 2− cos t (ñêúñåíà öèêëîèäà);
á) x = t− sin t, y = 1− 2 cos t (óäúëæåíà öèêëîèäà);
â) x = 2t− t2, y = 3t− t3;
ã) x = t− e−t, y = 2t− e−2t;

ä) x =
t2 + 1

t2 − 1
, y =

t

t4 + 1
;

å) x = 2 cos t+ cos 2t, y = 2 sin t− sin 2t (õèïîöèêëîèäà);
æ) x = 4 cos t− cos 4t, y = 4 sin t+ sin 4t (åïèöèêëîèäà).



7. ÈÍÒÅÃÐÀËÍÎ ÑÌßÒÀÍÅ ÍÀ ÔÓÍÊÖÈÈ ÍÀ ÅÄÍÀ
ÍÅÇÀÂÈÑÈÌÀ ÏÐÎÌÅÍËÈÂÀ

7.1 Íåîïðåäåëåí èíòåãðàë. Íåïîñðåäñòâåíî èíòåãðèðàíå

Äåôèíèöèÿ 7.1: Íåêà ôóíêöèÿòà f å îïðåäåëåíà íàä íÿêîé êðàåí èëè

áåçêðàåí èíòåðâàë ∆, ò. å. èíòåðâàë (a, b), ïîëóèíòåðâàë (a,∞), èëè
(−∞, b), èëè áåçêðàéíàòà ïðàâà (−∞,+∞). Ôóíêöèÿòà F, îïðåäåëåíà
íàä ∆ ñå íàðè÷à ïðèìèòèâíà ôóíêöèÿ (èëè ïðîñòî ïðèìèòèâíà) çà

ôóíêöèÿòà f, àêî òÿ å äèôåðåíöèðóåìà âúâ âñÿêà òî÷êà x îò òîçè

èíòåðâàë è F ′(x) = f(x), çà âñÿêî x ∈ ∆.

Çàáåëåæêà: Ìîæå äà ñå âúâåäå ïîíÿòèåòî ïðèìèòèâíà ôóíêöèÿ çà
ôóíêöèÿòà f è â ñåãìåíòà [a, b], êàòî òàêàâà ôóíêöèÿ F, êîÿòî èìà ïðî-
èçâîäíà F ′ âúâ âñÿêà âúòðåøíà òî÷êà íà ñåãìåíòà [a, b], ðàâíà íà f, è
îùå, ÷å èìà äÿñíà ïðîèçâîäíà F ′(a+0), ðàâíà íà f(a), è ëÿâà ïðîèçâîäíà
F ′(b− 0), ðàâíà íà f(b).

Ïðèìåðè:

1) Ôóíêöèÿòà F (x) =
√

1− x2 å ïðèìèòèâíà ôóíêöèÿ çà ôóíêöèÿòà

f(x) =
−x√
1− x2

â èíòåðâàëà (−1, 1), òúé êàòî çà âñÿêî x ∈ (−1, 1)

(√
1− x2

)′
=

−x√
1− x2

.

2) Ôóíêöèÿòà F (x) = lnx å ïðèìèòèâíà ôóíêöèÿ çà ôóíêöèÿòà

f(x) =
1

x
â ïîëóèíòåðâàëà (0,∞), òúé êàòî çà âñÿêî x ∈ (0,∞)

(lnx)′ =
1

x
.

3) Ôóíêöèÿòà F (x) =
x3

3
å ïðèìèòèâíà ôóíêöèÿ çà ôóíêöèÿòà f(x) =

x2 â èíòåðâàëà (−∞,+∞), òúé êàòî çà âñÿêî x ∈ (−∞,+∞)(
x3

3

)′
= x2.
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Êîãàòî åäíà ôóíêöèÿ f(x) èìà ïîíå åäíà ïðèìèòèâíà F (x) â íÿêîé
èíòåðâàë, òî òÿ èìà è áåçáðîéíî ìíîãî ïðèìèòèâíè â òîçè èíòåðâàë, òúé
êàòî âñÿêà ôóíêöèÿ îò âèäà F (x) + C, êúäåòî C å êîíñòàíòà, ùå áúäå
ñúùî ïðèìèòèâíà íà f(x).

Äåôèíèöèÿ 7.2: Ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ïðèìèòèâíè ôóíêöèè íà

äàäåíà ôóíêöèÿ â èíòåðâàëà ∆ ñå íàðè÷à íåîïðåäåëåí èíòåãðàë îò

ôóíêöèÿòà f â òîçè èíòåðâàë è ïðîèçâîëåí åëåìåíò íà òîâà ìíîæåñ-

òâî ñå îçíà÷àâà ñúñ ñèìâîëà ∫
f(x)dx.

Îò îïðåäåëåíèåòî çà íåîïðåäåëåí èíòåãðàë íåïîñðåäñòâåíî ñëåäâàò
ñëåäíèòå ñâîéñòâà:

I. Îïåðàöèèòå äèôåðåíöèðàíå è èíòåãðèðàíå ñà îáðàòíè îïåðàöèè â
ñëåäíèÿ ñìèñúë

(1)

(∫
f(x)dx

)′
= f(x);

(2) d

(∫
f(x)dx

)
= f(x)dx;

(3)

∫
df(x) = f(x) + C;

∫
f ′(x)dx = f(x) + C;

II. Èíòåãðàëúò îò àëãåáðè÷íà ñóìà íà íÿêîëêî ôóíêöèè å ðàâåí íà
àëãåáðè÷íàòà ñóìà íà èíòåãðàëèòå îò îòäåëíèòå ñúáèðàåìè

(4)

∫
[f(x) + ϕ(x)− ψ(x)]dx =

∫
f(x)dx+

∫
ϕ(x)dx−

∫
ψ(x)dx;

III. Êîíñòàíòèòå ìîãàò äà ñå èçíàñÿò ïðåä çíàêà çà èíòåãðàë

(5)

∫
Cf(x)dx = C

∫
f(x)dx.

IV. Âèäúò íà èíòåãðàëà íå ñå èçìåíÿ, àêî íåçàâèñèìàòà ïðîìåíëèâà
x ñå çàìåíè ñ ïðîèçâîëíà äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ íà x. Òîâà ïðàâèëî
îçíà÷àâà ñëåäíîòî: Íåêà äà èìàìå èíòåãðàëúò∫

f(x)dx = F (x) + C



7.1. Íåîïðåäåëåí èíòåãðàë. Íåïîñðåäñòâåíî èíòåãðèðàíå 247

è íåêà u = u(x) å äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ íà x. Òîãàâà å â ñèëà ôîð-
ìóëàòà ∫

f [u(x)]du(x) = F [u(x)] + c.

Òîâà ñâîéñòâî ñå íàðè÷à èíâàðèàíòíà ôîðìà íà èíòåãðèðàíåòî.
Íàìèðàíåòî íà ïðèìèòèâíà ôóíêöèÿ íà äàäåíà ôóíêöèÿ f(x) ñå íà-

ðè÷à èíòåãðèðàíå íà f(x). Â îñíîâàòà íà èíòåãðèðàíåòî íà ôóíêöèè, èëè
êàêòî ñå êàçâà ïðåñìÿòàíåòî íà íåîïðåäåëåíèòå èíòåãðàëè ëåæè ñëåäíà-
òà òàáëèöà:

Îñíîâíè (òàáëè÷íè) èíòåãðàëè

(1)

∫
0dx = C.

(2)

∫
1dx = x+ C.

(3)

∫
xαdx =

xα+1

α+ 1
+ C, x > 0, α 6= −1.

(4)

∫
dx

x
= ln |x|+ C, x 6= 0.

(5)

∫
axdx =

ax

ln a
+ C, 1 6= a > 0,

∫
exdx = ex + C.

(6)

∫
sinxdx = − cosx+ C.

(7)

∫
cosxdx = sinx+ C.

(8)

∫
dx

cos2 x
= tgx+ C, x 6= π

2
+ nπ, n = 0,±1,±2, . . . .

(9)

∫
dx

sin2 x
= −cotgx+ C, x 6= nπ, n = 0,±1,±2, . . . .
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(10)

∫
shdx = chx+ C.

(11)

∫
chdx = shx+ C.

(12)

∫
dx

ch2x
= thx+ C.

(13)

∫
dx

sh2x
= −cothx+ C.

(14)

∫
dx

x2 + a2
=

1

a
arctg

x

a
+ C.

(15)

∫
dx

x2 − a2
=

1

2a
ln

∣∣∣∣x− ax+ a

∣∣∣∣+ C =
1

a
Arcth

x

a
+ C, |x| > a.

(16)

∫
dx

a2 − x2
=

1

2a
ln

∣∣∣∣a+ x

a− x

∣∣∣∣+ C =
1

a
Arth

x

a
+ C, |x| < a.

(17)

∫
dx√
a2 − x2

= arcsin
x

a
+ C = −arccos

x

a
+ C, |x| < |a|.

(18)

∫
dx√
x2 ± a2

= ln |x+
√
x2 ± a2|, |x| > |a|.

Ôîðìóëèòå (1)÷ (18) îò òàáëè÷íèòå èíòåãðàëè ìîãàò äà ñå äîêàæàò,
êàòî ñå ïîêàæå, ÷å ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿòà â äÿñíàòà ñòðàíà, å ðàâ-
íà íà ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ íà èíòåãðàëà â ëÿâàòà ñòðàíà íà òåçè
ðàâåíñòâà.

Íàâÿðíî ôîðìóëàòà (4) ùå ïðåäèçâèêà óäèâëåíèå îò ôàêòà, ÷å âìåñòî
lnx ñå ïîñòàâÿ ln |x|. Òîâà ðàçøèðÿâà ïðèëàãàíåòî íà ôîðìóëàòà (4) è
çà îòðèöàòåëíè ñòîéíîñòè íà x. Àêî x > 0, òî ôîðìóëàòà (4) å î÷åâèäíà.
Àêî x < 0, òî |x| = −x è

(ln |x|)′ = [ln(−x)]′ =
1

−x
· (−1) =

1

x
,
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è ñëåäîâàòåëíî, è â òîçè ñëó÷àé ln |x| ñëóæè çà ïðèìèòèâíà ôóíêöèÿ íà
ôóíêöèÿòà

1

x
. Ìíîãî ÷åñòî ôîðìóëàòà (4) ñå ïðèëàãà áåç ìîäóë ïîä çíàê

çà ëîãàðèòúì. Àêî ïðè ïðèëàãàíåòî íà ôîðìóëàòà (4) èìàìå îòðèöàòåë-
íè âåëè÷èíè, òî ëîãàðèòúìúò âèíàãè òðÿáâà äà ñå âçåìà îò ìîäóëúò íà
òåçè âåëè÷èíè. Àíàëîãè÷íà çàáåëåæêà âàæè è çà ôîðìóëèòå (15), (16) è
(18).

Ñúãëàñíî ñâîéñòâîòî èíâàðèàíòíîñò íà èíòåãðèðàíåòî, èìàìå, ÷å àêî∫
f(x)dx = F (x) + C, òî

∫
f(u)du = F (u) + C,

êúäåòî u = u(x) å ïðîèçâîëíà äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ íà x. Ñëåäî-
âàòåëíî òàáëè÷íèòå èíòåãðàëè îñòàâàò â ñèëà, àêî íà ìÿñòîòî íà x ñå
ïîñòàâè ïðîèçâîëíà äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ u íà x.

Çàäà÷à 7.1: Äà ñå ðåøè èíòåãðàëúò∫
(5x2 + 3x+ 1)dx.

Ðåøåíèå: Êàòî ñå èçïîëçâàò ñâîéñòâàòà íà èíòåãðàëèòå è òàáëè÷-
íèòå èíòåãðàëè ïîñëåäîâàòåëíî ñå ïîëó÷àâà∫

(5x2 + 3x+ 1)dx = 5

∫
x2dx+ 3

∫
xdx+

∫
1dx =

5

3
x3 +

3

2
x2 + x+ C.

Çàäà÷à 7.2: Äà ñå ðåøè èíòåãðàëúò∫ (
5 cosx+ 2− 3x2 +

1

x
− 4

x2 + 1

)
dx.

Ðåøåíèå: Â ñèëà ñà ðàâåíñòâàòà∫ (
5 cosx+ 2− 3x2 +

1

x
− 4

x2 + 1

)
dx

= 5

∫
cosxdx+ 2

∫
dx− 3

∫
x2dx+

∫
dx

x
− 4

∫
dx

x2 + 1

= 5 sinx+ 2x− x3 + ln |x| − 4arctgx+ C.

Çàäà÷à 7.3: Äà ñå ðåøè èíòåãðàëúò∫ (
1− x
x

)2

dx.
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Ðåøåíèå: Ïðåîáðàçóâàìå ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ ïî ñëåäíèÿ íà-
÷èí: ∫ (

1− x
x

)2

dx =

∫
(x−1 − 1)2dx

=

∫
x−2dx− 2

∫
dx

x
+

∫
dx = −1

x
− 2 ln |x|+ x+ C.

Çàäà÷à 7.4: Äà ñå ðåøè èíòåãðàëúò∫
x2

1 + x2
dx.

Ðåøåíèå: Â ÷èñëèòåëÿ íà ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ ùå ïðèáàâèì
è èçâàäèì 1, è ñå ïîëó÷àâà∫

x2

1 + x2
dx =

∫
1 + x2 − 1

1 + x2
dx =

∫
dx−

∫
dx

1 + x2
= x− arctgx+ C.

Çàäà÷à 7.5: Äà ñå ïðåñìåòíàò èíòåãðàëèòå:

à)
∫

(2x+ 1)dx; á)

∫
(3x2 + 2x− 1)dx; â)

∫ (√
x+

1

2x

)
dx;

ã)
∫ (

1

x
√
x
− 1

x2

)
dx; ä)

∫
x2(x2 − 1)dx; å)

∫
(3ex − 3

√
x2)dx;

æ)
∫ (
− sinx+

3√
4− 4x2

)
dx; ç)

∫ (
4 cosx− 1√

9− 9x2

)
dx;

è)
∫ (

2x +

√
1

x

)
dx; é)

∫
dx

x2(1− x2)
; ê)

∫
x2

x2 − 1
dx;

ë)

∫
x4

x2 + 1
dx; ì)

∫
2x4 − 3x3 − x2 + 1

x2 + 1
dx; í)

∫
x5 − x+ 3

x2 − 1
dx;

î)
∫

cos 2x

sin2 x cos2 x
dx; ï)

∫
1

sin2 x cos2 x
dx;

ð)

∫ √
1− sin 2xdx; ñ)

∫ √
1 + x2 +

√
1− x2

√
1− x4

dx.
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Îòãîâîðè: à) x2 +x+C; á) x3 +x2−x+C; â) 2
3x
√
x+ 1

2 ln |x|+C; ã)

− 2√
x

+ 1
x +C; ä) x5

5 −
x3

3 +C; å) 3ex− 3
5x

3
√
x2 +C; æ) cosx+ 3

2arcsinx+C;

ç) 4 sinx − 1
3arcsinx + C; è) 2x

ln 2 + 2
√
x + C; é) − 1

x + 1
2 ln

∣∣∣1+x
1−x

∣∣∣ + C; ê)

x − 1
2 ln

∣∣∣1+x
1−x

∣∣∣ + C; ë) x3

3 − x + arctgx + C; ì) x4

2 −
3
2x

2 − 3x + 3
2 ln(x2 +

1) + 4arctgx+C; í) Çà äà ðåøèì òîçè èíòåãðàë òðÿáâà ÷èñëèòåëÿò äà ñå

ðàçäåëè íà çíàìåíàòåëÿ, ò. å.
x5 − x+ 3

x2 − 1
= x3+x+

3

x2 − 1
. ×ðåç ïî÷ëåííî

èíòåãðèðàíå íà òîâà ðàâåíñòâî ñå ïîëó÷àâà
x4

4
+
x2

2
+

3

2
ln

∣∣∣∣1 + x

1− x

∣∣∣∣ + C;

î)−cotgx − tgx + C; ï) ×èñëèòåëÿò íà ïîäèíòåãðàëíèÿ èçðàç ìîæå äà
ñå ïðåäñòàâè âúâ âèäà dx = 1.dx = (cos2 x + sin2 x).dx. ×ðåç äåëåíèå
÷èñëèòåëÿ íà çíàìåíàòåëÿ ïîñëåäîâàòåëíî ñå ïîëó÷àâà∫

dx

sin2 x cos2 x
=

∫
(cos2 x+ sin2 x)

sin2 cos2 x
dx

=

∫
dx

sin2 x
+

∫
dx

cos2 x
= −cothx+ tgx+ C;

ð) ±(sinx+ cosx) + C; ñ) arcsinx+ ln |x+
√

1 + x2|+ C.

7.2 Âíàñÿíå ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàë

Àêî ϕ(x) å äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ, òî å â ñèëà ðàâåíñòâîòî∫
f(x)ϕ′(x)dx =

∫
f(x)dϕ(x). (7.1)

Êîãàòî ïðèëàãàìå òîâà ðàâåíñòâî, ùå êàçâàìå, ÷å âíàñÿìå ôóíêöè-
ÿòà ϕ′(x) ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà èëè, ÷å èçâúðøâàìå äåéñòâèåòî
âíàñÿíå ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà. Òî ñå ñúñòîè â òîâà, ÷å âìåñòî ôóí-
êöèÿòà ϕ′(x), êîÿòî å ïðåä äèôåðåíöèàëà, íàïèñâàìå ïîä äèôåðåíöèàëà
åäíà íåéíà ïðèìèòèâíà ôóíêöèÿ, ò. å. èíòåãðèðàìå ôóíêöèÿòà ϕ′(x).
Ñëåäîâàòåëíî å â ñèëà ðàâåíñòâîòî∫

f(x)ϕ′(x)dx =

∫
f(x)d[ϕ(x) + C], (7.2)

êúäåòî C å ïðîèçâîëíà êîíñòàíòà.
Êàòî ñå èçïîëçâàò ðàâåíñòâàòà (7.1) è (7.2)

k

∫
f(x)dϕ(x) =

∫
f(x)d(kϕ(x)) =

∫
f(x)d[kϕ(x) + C], (7.3)
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êúäåòî k è C ñà êîíñòàíòè, à ϕ(x) å äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ.
Ïðàâèëî: Çà äà ñå âíåñå äàäåíà ôóíêöèÿ ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà,

òðÿáâà äà ñå ðåøè èíòåãðàëúò îò òàçè ôóíêöèÿ è ïîëó÷åíèÿò ðåçóë-

òàò ñå ïîñòàâÿ ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà ñ ïîäõîäÿùà êîíñòàíòà.

Çàäà÷à 7.6: Äà ñå ïðåñìåòíàò èíòåãðàëèòå

à)
∫

dx

x+ a
; á)

∫
sin 2xdx; â)

∫
sinx cosxdx.

Ðåøåíèå: à) Çà äà ñå ñâåäå èíòåãðàëúò
∫

dx

x+ a
êúì òàáëè÷åí èí-

òåãðàë îò âèäà
∫
du(x)

u(x)
, êúäåòî u(x) å íÿêîÿ ôóíêöèÿ, òðÿáâà ïîä çíàêà

çà äèôåðåíöèàë äà ñå ïîÿâè ôóíêöèÿòà x + a. Íî å â ñèëà ðàâåíñòâîòî
dx = d(x+ a). Ñëåäîâàòåëíî çà èíòåãðàëà ñå ïîëó÷àâà∫

dx

x+ a
=

∫
d(x+ a)

x+ a
= ln |x+ a|+ C;

á) Çà äà ñå ïðèâåäå äàäåíèÿò èíòåãðàë êúì òàáëè÷åí èíòåãðàë îò
âèäà

∫
sinu(x)du(x), òðÿáâà ïîä çíàêà çà äèôåðåíöèàë äà èìà ôóíêöèÿòà

2x. Êàòî ñå èçïîëçâà (7.3) ñå ïîëó÷àâà∫
sin 2xdx =

2

2

∫
sin 2xdx =

1

2

∫
sin 2xd2x = −1

2
cos 2x+ C.

Òîçè èíòåãðàë ìîæå äà ñå ðåøè è òàêà:∫
sin 2xdx =

∫
2 sinx cosxdx = −2

∫
cosxd cosx

= −2 · cos2 x

2
+ C = − cos2 x+ C;∫

sin 2xdx =

∫
2 sinx cosxdx = 2

∫
sinxd sinx

= 2 · sin2 x

2
+ C = sin2 x+ C.

Íà ïðúâ ïîãëåä, òðèòå îòãîâîðà ñà ðàçëè÷íè. Ðàçëèêàòà ñå èçðàçÿâà
â òîâà, êàêâî ñå ðàçáèðà ïîä C. Äåéñòâèòåëíî,

−1

2
cos 2x+ C = −1

2
(cos2 x− sin2 x) + C
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= −1

2
(2 cos2 x− 1) + C = − cos2 x+

1

2
+ C.

Àêî ïðîèçâîëíàòà êîíñòàíòà
1

2
+ C îòíîâî ÿ îçíà÷èì ñ C, òî ñå ïîëó-

÷àâà âòîðîòî ðåøåíèå. Ïî òîçè íà÷èí ïúðâîòî ðåøåíèå ñå ðàçëè÷àâà îò
âòîðîòî ñàìî ïî êîíñòàíòà. Àíàëîãè÷íî, ïúðâîòî ðåøåíèå ÷ðåç ôîðìó-
ëàòà cos 2x = 1− 2 sin2 x ìîæå äà ñå ïðåîáðàçóâà â òðåòîòî, èëè âòîðîòî
ðåøåíèå â òðåòîòî è ò. í.

â) Îòãîâîð: −cos2 x

2
+ C, èëè

sin2 x

2
+ C.

Çàäà÷à 7.7: Äà ñå ïðåñìåòíàò èíòåãðàëèòå:

à)
∫

dx

x− 3
; á)

∫
dx

5 + 6x2
; â)

∫
(4x + 5x)2dx;

ã)
∫

(e−x + e−3x)dx; ä)
∫

(cos 6x+ cos 3α)dx; å)
∫

dx

1 + cosx
;

æ)
∫

dx

1− cosx
; ç)

∫
dx

1 + sinx
; è)

∫
dx

1− sinx
;

é)
∫

xdx√
2− x2

; ê)
∫

xdx

9 + x4
; ë)

∫
sin7 x cosxdx;

ì)
∫

ln3 x

x
dx; í)

∫
dx

x lnx
; î)

∫
dx

x lnx ln(lnx)
;

ï)
∫

dx

sinx
; ð)

∫
dx

cosx
; ñ)

∫
dx

x sin2(3 + lnx)
;

ò)
∫

arcsinx√
1− x2

dx; ó)
∫

arctgx

1 + x2
dx; ô)

∫
dx

ex + 1
;

õ)
∫

dx√
ex − 1

; ö)
∫

dx

e2x + e−2x + 2
; ÷)

∫
dx

e2x + e−2x − 2
.

Îòãîâîðè: à) ln |x−3|+C; á) 1√
30

arctg
√

6
5x+C; â) 16x

ln 16+2·20x

ln 20 + 25x

ln 25+C;

ã) −e−x− 1
3e
−3x +C; ä) 1

6 sin 6x+x · cos 3α+C; å) Ïðèëàãàìå ôîðìóëàòà
1 + cosx = 2 cos2 x

2 è ïîëó÷àâàìå∫
dx

1 + cosx
=

∫
dx

2 cos2 x
2

=

∫
dx2

cos2 x
2

= tg
x

2
+ C;
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æ) −cotgx2 +C; ç)−tg
(
45o − x

2

)
+C; è) cotg

(
45o − x

2

)
+C; é) Âíàñÿìå x

ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàë è ïîëó÷àâàìå∫
xdx√
2− x2

=
1

2

∫
dx2

√
2− x2

= −1

2

∫
d(2− x2)√

2− x2

= −1

2

∫
(2− x2)−

1
2d(2− x2) = −

√
2− x2 + C;

ê) 1
6arctgx

2

3 +C; ë) sin8 x
8 +C; ì ) Âíàñÿìå 1

x ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà
è ïîëó÷àâàìå ∫

ln3 x

x
dx =

∫
ln3 xd lnx =

ln4

4
+ C;

í) ln | lnx|+C; î) Çà äà ðåøèì èíòåãðàëà
∫

dx

x lnx ln(lnx)
âíàñÿìå

1

x
ïîä

çíàêà íà äèôåðåíöèàëà è ïîëó÷àâàìå∫
dx

x lnx ln(lnx)
=

∫
d lnx

lnx ln(lnx)
. (7.4)

Ùå âíåñåì è
1

lnx
ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà, êúäåòî âå÷å èìàìå ôóíê-

öèÿòà lnx. Çà öåëòà ðåøàâàìå èíòåãðàëà
∫
du

u
(u = lnx). Êàòî çàìåñòèì

u = lnx ñå ïîëó÷àâà∫
d lnx

lnx ln(lnx)
=

∫
d ln(lnx)

ln(lnx)
= ln[ln(lnx)] + C. (7.5)

Îò (7.4) è (7.5) èìàìå
∫

dx

x lnx ln(lnx)
= ln[ln(lnx)] + C; ï) Êàòî èçïîë-

çâàìå ôîðìóëàòà sinx = 2 sin
x

2
cos

x

2
ïîñëåäîâàòåëíî ñå ïîëó÷àâà∫

dx

sinx
=

∫
dx

2 sin x
2 cos x2

=

∫
dx2

sin x
2 cos x2

=

∫ dx
2

cos2 x
2

sin x
2

cos x
2

cos2 x
2

=

∫
dtgx2
tgx2

= ln
∣∣∣tgx

2

∣∣∣+ C; (7.6)

ð) Ùå èçïîëçâàìå ñëåäíèòå ïðåîáðàçîâàíèÿ∫
dx

cosx
=

∫
dx

sin(90o − x)
= −

∫
d(90o − x)

sin(90o − x)
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∫ (Ax+B)dx
ax2+bx+c è

∫ (Ax+B)dx√
ax2+bx+c
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= − ln

∣∣∣∣tg90o − x
2

∣∣∣∣+ C = − ln
∣∣∣tg (45o − x

2

)∣∣∣+ C,

êàòî çà ïîëó÷àâàíå íà ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ñìå èçïîëçâàëè ðåçóëòàòà
(7.6); ñ) −cotg(3 + lnx) + C; ò) 1

2(arcsinx)2 + C; ó) 1
2(arctgx)2 + C; ô) Â

ñèëà ñà ñëåäíèòå ïðåîáðàçîâàíèÿ∫
dx

ex + 1
=

∫
dx

ex(1 + e−x)
=

∫
e−xdx

1 + e−x

= −
∫
d(1 + e−x)

1 + e−x
= − ln(1 + e−x) + C;

õ) 4
√

1− e−
x
2 + C; ö) −1

2 ·
1

1+e2x
+ C; ÷) 1

2 ·
1

1−e−2x + C.

7.3 Ïðåñìÿòàíå íà èíòåãðàëè îò âèäà
∫ (Ax+B)dx

ax2+bx+c
è
∫ (Ax+B)dx√

ax2+bx+c

Èíòåãðàëèòå îò òåçè âèäîâå ñå ïðåñìÿòàò ñ îòäåëÿíå íà òî÷åí êâàäðàò
îò òðè÷ëåíà ax2 + bx+ c, ò. å. êàòî ñå èçïîëçâà, ÷å

ax2 + bx+ c = a

(
x+

b

2a

)2

+
4ac− b2

4a
, (a 6= 0).

Çàäà÷à 7.8: Äà ñå ïðåñìåòíå èíòåãðàëúò∫
2x+ 11

x2 + 6x+ 11
dx.

Ðåøåíèå: Íàé-íàïðåä ùå íàìåðèì ïðîèçâîäíàòà íà çíàìåíàòåëÿ.
Èìàìå, ÷å (x2 + 6x+ 11)′ = 2x+ 6. Ñúùèÿò òîçè èçðàç 2x+ 6 ùå òðÿáâà
äà ñå îòäåëè è â ÷èñëèòåëÿ. Ïî òîçè íà÷èí ïîñëåäîâàòåëíî ñå ïîëó÷àâà∫

2x+ 11

x2 + 6x+ 11
dx =

∫
2x+ 6 + 5

x2 + 6x+ 11
dx

=

∫
2x+ 6

x2 + 6x+ 11
dx+ 5

∫
dx

x2 + 6x+ 11
dx = I1 + I2. (7.7)

Â ñèëà ñà ïðåäñòàâÿíèÿòà

I1 =

∫
2x+ 6

x2 + 6x+ 11
dx =

∫
d(x2 + 6x+ 11)

x2 + 6x+ 11
= ln(x2 + 6x+ 11). (7.8)

Ùå îòäåëèì òî÷åí êâàäðàò îò èçðàçà x2+6x+11. Â ñèëà å ðàâåíñòâîòî
x2 + 6x+ 11 = (x+ 3)2 + 22. Ïî òîçè íà÷èí çà èíòåãðàëà I2 ñå ïîëó÷àâà

I2 = 5

∫
dx

x2 + 6x+ 11
dx = 5

∫
d(x+ 3)

22 + (x+ 3)2
=

5

2
arctg

x+ 3

2
+ C. (7.9)
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Îò (7.7), (7.8) è (7.9) îêîí÷àòåëíî ñå íàìèðà, ÷å∫
2x+ 11

x2 + 6x+ 11
dx = ln(x2 + 6x+ 11) +

5

2
arctg

x+ 3

2
+ C.

Èíòåãðàëúò I2 ìîæå äà ñå ðåøè êàòî ñå èçïîëçâà ò. í. ñóáñòèòóöèÿ
íà Õîðíåð. Â îáùèÿ ñëó÷àé ñóáñòèòóöèÿòà íà Õîðíåð ñå îòíàñÿ äî êâàä-
ðàòíèÿ òðè÷ëåí ax2 + bx+ c è å îò âèäà

x = t− b

2a
.

×ðåç òàçè ñóáñòèòóöèÿ êîåôèöèåíòúò ïðåä ïúðâàòà ñòåïåí íà t ñå ïîëó-
÷àâà 0, êîåòî îïðîñòÿâà èçðàçà â çíàìåíàòåëÿ íà ïîäèíòåãðàëíàòà ôóí-
êöèÿ.

Çà äà ðåøèì èíòåãðàëúò
∫

dx

x2 + 6x+ 11
ïîëàãàìå x = t − 3. Ïîëó-

÷àâàìå ïîñëåäîâàòåëíî x2 + 6x + 11 = (t − 3)2 + 6(t − 3) + 13 = t2 + 4,
dx = dt è ∫

dx

x2 + 6x+ 11
=

∫
dt

4 + t2
=

1

2
arctg

t

2
+ C.

Äîñòàòú÷íî å äà çàìåñòèì â ïîñëåäíèÿ èçðàç t = x+ 3 è ïîëó÷àâàìå∫
dx

x2 + 6x+ 11
=

1

2
arctg

x+ 3

2
+ C.

Çàäà÷à 7.9: Äà ñå ïðåñìåòíàò èíòåãðàëèòå:

à)
∫

xdx

x2 + x+ 1
; á)

∫
4x+ 8

3x2 + 2x+ 5
dx; â)

∫
x− 1

x2 − x− 1
dx;

ã)
∫

2x− 1

5x2 − x+ 2
dx; ä)

∫
xdx

x4 + 6x2 + 5
; å)

∫
dx

2x2 + 4x+ 5
;

æ)
∫

dx

x2 + 6x+ 10
; ç)

∫
dx

x2 − 5x+ 6
; è)

∫
dx

ax2 + bx+ c
;

é)
∫

5x+ 7√
5− 4x− x2

dx; ê)
∫

3x+ 1√
3 + x+ x2

dx; ë)
∫

xdx√
x2 + x− 2

;

ì)
∫

xdx√
1 + x− x2

; í)
∫ √

x2 − a2

x
dx; î)

∫ √
x2 + a2

x
dx;

ï)
∫

xdx√
(x2 − a2)(b2 − x2)

.
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∫ (Ax+B)dx
ax2+bx+c è

∫ (Ax+B)dx√
ax2+bx+c
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Îòãîâîðè: à) 1
2 ln(x2 + x + 1) − 1√

3
arctg 2x+1√

3
+ C; á) 2

3 ln(3x2 +

2x + 5) − 2
3 ln 3 + 20

3
√

14
ln 3x+1√

14
+ C; â) 1

2 ln |x2 − x − 1| − 1
4 ln

∣∣∣2x−1−
√

5
2x−1+

√
5

∣∣∣ +

C; ã) 1
5 ln(5x2 − x + 2) − 8

5
√

39
arctg 10x−1√

39
+ C; ä) 1

4 ln
∣∣∣x2+1
x2+5

∣∣∣ + C;

å) 1√
6
arctg

√
2(x+1)√

3
+ C; æ) arctg(x + 3) + C; ç) 1

2 ln
∣∣∣x−3
x−2

∣∣∣ + C; è)

1) Àêî b2 − 4ac < 0, I = 2√
4ac−b2 arctg 2ax+b√

4ac−b2 + C; 2) Àêî

b2 − 4ac > 0, I = 1√
b2−4ac

ln
∣∣∣2ax+b−

√
b2−4ac

2ax+b+
√
b2−4ac

∣∣∣ + C; 3) Àêî b2 −
4ac = 0, I = − 2

2ax+b + C; é) −5
√

5− 4x− x2 − 3arcsinx+2
3 + C;

ê) 3
√

3 + x+ x2 − 1
2 ln

∣∣∣x+ 1
2 +
√

3 + x+ x2
∣∣∣ + C; ë)

√
x2 + x− 2 −

1
2 ln

∣∣∣x+ 1
2 +
√
x2 + x− 2

∣∣∣ + C; ì) −
√

1 + x− x2 + 1
2arcsin2x−1√

5
+ C; í) Â

ñèëà ñà ïîñëåäîâàòåëíèòå ïðåîáðàçîâàíèÿ

∫ √
x2 − a2

x
dx =

∫ √
x2 − a2

x
·
√
x2 − a2

√
x2 − a2

dx =

∫
x2 − a2

x
√
x2 − a2

dx

=

∫
xdx√
x2 − a2

− a2

∫
dx

x
√
x2 − a2

=
1

2

∫
dx2

√
x2 − a2

− a2

∫
dx

x2
√

1− a2

x2

=
1

2

∫
d(x2 − a2)√
x2 − a2

+ a

∫
dax√

1−
(
a
x

)2 =
√
x2 − a2 + a.arcsin

a

x
+ C;

î)
√
x2 + a2− a ln

(
a
x +

√
1 + a2

x2

)
+C; ï) Ùå èçâúðøèì ñëåäíèòå ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ:∫
xdx√

(x2 − a2)(b2 − x2)
=

1

2

∫
1√

b2 − x2
· d(x2 − a2)√

x2 − a2

=

∫
1√

b2 − x2
d
√
x2 − a2 =

∫
1√

b2 − a2 + (a2 − x2)
d
√
x2 − a2

=

∫ d
√

x2−a2
b2−a2√

1−
(√

x2−a2
b2−a2

)2
= arcsin

√
x2 − a2

b2 − a2
+ C.
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7.4 Èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè

Âàæíà òåõíèêà çà ïðåñìÿòàíå íà íåîïðåäåëåíèòå èíòåãðàëè å ò. í.
ôîðìóëà çà èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè. Íåêà u(x) è v(x) ñà äâå ôóíêöèè, äå-
ôèíèðàíè è íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìè â íÿêîé èíòåðâàë ∆. Òîãàâà
å â ñèëà ðàâåíñòâîòî∫

u(x)dv(x) = u(x).v(x)−
∫
v(x).u′(x)dx (7.10)

Ðàâåíñòâîòî (7.10) ñå íàðè÷à ôîðìóëà çà èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè. Íà
ïðàêòèêà, çà äà ñå ïðåñìåòíå èíòåãðàëúò â ëÿâàòà ñòðàíà íà ðàâåíñòâîòî
(7.10), òðÿáâà äà ñå ïðåñìåòíå èíòåãðàëúò â äÿñíàòà ìó ñòðàíà. Îáèêíî-
âåíî âòîðèÿò èíòåãðàë å ïî-äîñòúïåí çà ïðåñìÿòàíå.

Çà äà ñå ïðèëîæè ôîðìóëàòà çà èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè, íåîáõîäèìî å
â ïîäèíòåãðàëíèÿ èçðàç äà ñå íàïðàâè ïîäõîäÿù ïîäáîð íà ôóíêöèèòå
u è v. Îáèêíîâåíî, èíòåãðèðàíåòî ïî ÷àñòè ñå ïðåäõîæäà îò ïðåäâàðè-
òåëíî âíàñÿíå ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà íà ÷àñò îò ïîäèíòåãðàëíàòà
ôóíêöèÿ.

Çàäà÷à 7.10: Äà ñå ïðåñìåòíàò èíòåãðàëèòå:

à)
∫

lnxdx; á)

∫
x lnxdx; â)

∫
x cosxdx;

ã)
∫
xe2xdx; ä)

∫
ex sinxdx.

Ðåøåíèå: à) Ùå ïðåñìåòíåì èíòåãðàëúò
∫

lnxdx. Â òîçè èíòåãðàë

ñìÿòàìå, ÷å u(x) = lnx, à ôóíêöèÿòà v(x) = x. Èçïîëçâàìå ôîðìóëàòà
(7.10) è ïîëó÷àâàìå∫

lnxdx = x. lnx−
∫
x.(lnx)′dx = x. lnx−

∫
x · 1

x
dx = x. lnx− x+ C;

á) Ùå ðåøèì èíòåãðàëúò∫
x lnxdx =

1

2

∫
lnxdx2 =

1

2
x2 lnx− 1

2

∫
x2(lnx)′dx

=
1

2
x2 lnx− 1

2

∫
x2 · 1

x
dx =

1

2
x2 lnx− x2

4
+ C;
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â) Ùå ðåøèì èíòåãðàëúò∫
x cosxdx =

∫
xd sinx = x. sinx−

∫
sinxdx = x · sinx+ cosx+ C;

ã) Ùå ðåøèì èíòåãðàëúò∫
xe2xdx =

1

2

∫
xe2xd2x =

1

2

∫
xde2x =

1

2
xe2x − 1

2

∫
e2xdx

=
1

2
xe2x − 1

4

∫
e2xd2x =

1

2
xe2x − 1

4
e2x + C;

ä) Íåêà äà âúâåäåì îçíà÷åíèåòî I =
∫
ex sinxdx. Ïîñëåäîâàòåëíî ñå ïî-

ëó÷àâà

I =

∫
ex sinxdx =

∫
sinxdex = ex sinx−

∫
ex cosxdx

= ex sinx−
∫

cosxdex = ex sinx− ex cosx−
∫
ex sinxdx

= ex(sinx− cosx)− I.

Îò ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî íàìèðàìå, ÷å 2I = ex(sinx − cosx), îòêúäåòî
ñå ïîëó÷àâà, ÷å

I =
1

2
ex(sinx− cosx) + C.

Çàäà÷à 7.11: Äà ñå ïðåñìåòíàò èíòåãðàëèòå:

à)
∫ √

a2 + x2dx â èíòåðâàëà (−∞,∞);

á)
∫ √

a2 − x2dx â èíòåðâàëà (−a, a);

â)
∫ √

x2 − a2dx â èíòåðâàëèòå (−∞,−a) è (a,+∞), a > 0.

Ðåøåíèå: à) Ùå ïðåñìåòíåì ïîäðîáíî ïúðâèÿò èíòåãðàë. Äðóãèòå
äâà èíòåãðàëà ñå ïðåñìÿòàò ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí. Íåêà äà ïîëîæèì I =∫ √

a2 + x2dx. Ïîñëåäîâàòåëíî ñå ïîëó÷àâà

I =

∫ √
a2 + x2dx = x

√
a2 + x2 −

∫
x2dx√
a2 + x2
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= x
√
a2 + x2 −

∫
x2 + a2 − a2

√
a2 + x2

dx

= x
√
a2 + x2 −

∫ √
a2 + x2dx+ a2

∫
dx√
a2 + x2

= x
√
a2 + x2 + a2 ln |x+

√
a2 + x2| − I.

Ïî òîçè íà÷èí ñå ïîëó÷àâà ðàâåíñòâîòî

2I = x
√
a2 + x2 + a2 ln |x+

√
a2 + x2|,

îòêúäåòî ñå íàìèðà, ÷å

I =
1

2

[
x
√
a2 + x2 + a2 ln |x+

√
a2 + x2|

]
+ C;

Îòãîâîðè: á)
1

2

[
x
√
a2 − x2 + a2arcsin

x

a

]
+ C; â)

1

2

[
x
√
x2 − a2 − a2 ln |x+

√
x2 − a2|

]
+ C.

Çàäà÷à 7.12: Äà ñå ïðåñìåòíå èíòåãðàëúò∫
dx

(a2 + x2)2
.

Ðåøåíèå: Ùå íàïðàâèì ïîäõîäÿùè ïðåîáðàçîâàíèÿ â ïîäèíòåãðàë-
íàòà ôóíêöèÿ è ùå èçïîëçâàìå ôîðìóëàòà çà èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè.
Ïîñëåäîâàòåëíî ñå ïîëó÷àâà∫

dx

(a2 + x2)2
=

1

a2

∫
a2 + x2 − x2

(a2 + x2)2
dx =

1

a2

∫
dx

a2 + x2
− 1

a2

∫
x.xdx

(a2 + x2)2

=
1

a3
arctg

x

a
− 1

2a2

∫
xd(a2 + x2)

(a2 + x2)2
=

1

a3
arctg

x

a
+

1

2a2

∫
xd

1

a2 + x2

=
1

a3
arctg

x

a
+

1

2a2
· x

a2 + x2
− 1

2a2

∫
dx

a2 + x2

=
1

2a3
arctg

x

a
+

1

2a2
· x

a2 + x2
+ C.

Çàäà÷à 7.13: Íåêà n å öÿëî ïîëîæèòåëíî ÷èñëî è a å êîíñòàíòà. Äà ñå
ïðåñìåòíå èíòåãðàëúò

In =

∫
dx

(a2 + x2)n
.
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Ðåøåíèå: Ïðåñìÿòàíåòî íà èíòåãðàëà In ìîæå ñå ñâåäå êúì ïðåñìÿ-
òàíåòî íà èíòåãðàëà In−1 :

In =

∫
dx

(a2 + x2)n
=

1

a2

∫
a2 + x2 − x2

(a2 + x2)n
dx

=
1

a2

∫
dx

(a2 + x2)n−1
− 1

a2

∫
x2dx

(a2 + x2)n

=
1

a2
In−1 −

1

2a2

∫
x(a2 + x2)−nd(a2 + x2)

=
1

a2
In−1 −

1

2(−n+ 1)a2

∫
xd(a2 + x2)−n+1

=
1

a2
In−1 +

1

2(n− 1)a2

[
x

(a2 + x2)n−1
−
∫

dx

(a2 + x2)n−1

]
=

1

a2

(
1− 1

2n− 2

)
In−1 +

1

(2n− 2)a2
· x

(a2 + x2)n−1
.

È òàêà, ïîëó÷èõìå ñëåäíàòà ðåêóðåíòíà âðúçêà

In =
1

a2
· 2n− 3

2n− 2
In−1 +

1

(2n− 2)a2
· x

(a2 + x2)n−1
.

Êàòî ïðèëîæèì òîçè ìåòîä n− 1 ïúòè, ùå èçðàçèì In â êðàéíà ñìåòêà

ïîñðåäñòâîì èíòåãðàëà I1 =

∫
dx

a2 + x2
, êîéòî ñå ïðåñìÿòà íåïîñðåäñòâå-

íî.
Àêî ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ å ïðîèçâåäåíèå îò ëîãàðèòìè÷íà èëè

îáðàòíà òðèãîíîìåòðè÷íà ôóíêöèÿ è àëãåáðè÷íà ôóíêöèÿ (ïîëèíîì), òî
çà u îáèêíîâåíî ñå ïðèåìà arcsinx, arccosx, arctgx, arccotgx è lnx. Àêî
ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ å ïðîèçâåäåíèå îò òðèãîíîìåòðè÷íà èëè ïî-
êàçàòåëíà ôóíêöèÿ è àëãåáðè÷íà ôóíêöèÿ, òî çà u îáèêíîâåíî ñå ïðèåìà
àëãåáðè÷íàòà ôóíêöèÿ.

Çàäà÷à 7.14: Äà ñå ïðåñìåòíàò èíòåãðàëèòå:

à)
∫
xexdx; á)

∫
x2e−xdx; â)

∫
x sin 2xdx;

ã)
∫
x sin2 xdx; ä)

∫
x cosxdx; å)

∫
x.arcsinxdx;

æ)

∫
arctgxdx; ç)

∫
x.arctgxdx.
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Ðåøåíèå: à) xex − ex +C; á) −(x2 + 2x+ 2)e−x +C; â) −1

2
x cos 2x+

1

4
sin 2x+ C; ã) Ùå èçïîëçâàìå ôîðìóëàòà sin2 x =

1− sin 2x

2
. Çà èíòåã-

ðàëà ñå ïîëó÷àâà∫
x. sin2 xdx =

∫
x · 1− sin 2x

2
dx =

1

2

∫
xdx− 1

2

∫
x sin 2xdx

=
x2

4
+

1

4
x cos 2x− 1

8
sin 2x+ C;

ä) x sinx+cosx+C; å) Ñëåäâàéêè ïî-ãîðíèòå óêàçàíèÿ òðÿáâà ôóíêöèÿòà
x äà ñå âíåñå ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàë, çà äà ñå ïîëó÷è∫

x.arcsinxdx =
1

2

∫
arcsinxdx2 =

1

2
x2arcsinx− 1

2

∫
x2

√
1− x2

dx

=
1

2
x2arcsinx+

1

2

∫
1− x2 − 1√

1− x2
dx

=
1

2
x2arcsinx+

1

2

∫ √
1− x2dx− 1

2

∫
dx√

1− x2

=
1

2
x2arcsinx+

1

2

∫ √
1− x2dx− 1

2
arcsinx.

Ñúãëàñíî çàäà÷à 6.11 á) èìàìå, ÷å∫ √
1− x2dx =

1

2

(
x
√

1− x2 + arcsinx
)
.

Ïî òîçè íà÷èí ñå ïîëó÷àâà, ÷å∫
x.arcsinxdx =

1

2
x2arcsinx+

1

2
· 1

2

(
x
√

1− x2 + arcsinx
)
− 1

2
arcsinx

=
1

2
x2arcsinx+

x

4

√
1− x2 − 1

4
arcsinx+ C;

æ) x.arctgx− 1

2
ln(1 + x2) + C; ç)

1

2
x2arctgx− x

2
+

1

2
arctgx+ C.
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∫
sinm x cosn xdx

Çàäà÷à 7.15: Äà ñå ïðåñìåòíàò èíòåãðàëèòå:

à)
∫

sin2 xdx; á)

∫
cos2 xdx; â)

∫
sin4 xdx; ã)

∫
cos4 xdx;

ä)

∫
sin3 xdx; å)

∫
cos3 xdx; æ)

∫
sin7 dx; ç)

∫
cos7 xdx;

è)

∫
dx

sin3 x
; é)

∫
dx

cos3 x
; ê)

∫
dx

sin4 x
;hbox)

∫
dx

cos4 x
.

Ðåøåíèå: Îò ôîðìóëèòå cos 2x = 2 cos2 x − 1 = 1 − 2 sin2 x ñå ïîëó-
÷àâàò ðàâåíñòâàòà

sin2 x =
1− cos 2x

2
, cos2 x =

1 + cos 2x

2
, (7.11)

êîèòî ñå íàðè÷àò ôîðìóëè çà ïîíèæàâàíå íà ñòåïåíòà.
à) Èçïîëçâàìå ïúðâàòà îò ôîðìóëèòå (7.11) è ñå ïîëó÷àâà∫

sin2 xdx =

∫
1− cos 2x

2
dx =

1

2

∫
dx− 1

2

∫
cos 2xdx

=
x

2
− 1

4

∫
cos 2xd2x =

x

2
− 1

4
sin 2x+ C;

á)
x

2
+

1

4
sin 2x+ C; â) Â ñèëà ñà ðàâåíñòâàòà

sin4 x = (sin2 x)2 =

(
1− cos 2x

2

)2

=
1

4
− 1

2
cos 2x+

1

4
cos2 2x.

Ùå èçïîëçâàìå âòîðàòà ôîðìóëà íà (7.11) è ïîëó÷àâàìå

sin4 x =
3

8
− 1

2
cos 2x+

1

8
cos 4x.

Òîãàâà èíòåãðàëúò ñå ðåøàâà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:∫
sin4 xdx =

3

8

∫
dx− 1

2

∫
cos 2xdx+

1

8

∫
cos 4xdx

=
3

8
x− 1

4
sin 2x+

1

32
sin 4x+ C;
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ã)
3

8
x+

1

4
sin 2x+

1

32
sin 4x+ C; ä) Ùå èçïîëçâàìå ïðåäñòàâÿíåòî∫

sin3 xdx =

∫
sin2 x. sinxdx

= −
∫

sin2 xd cosx = −
∫

(1− cos2 x)d cosx

= −
∫
d cosx+

∫
cos2 xd cosx = − cosx+

1

3
cos3 x+ C;

å) sinx − 1

3
sin3 x + C; æ) − cosx + cos3 x − 3

5
cos5 x +

1

7
cos7 x + C; ç)

sinx− sin3 x+
3

5
sin5 x− 1

7
sin7 x+ C; è) Ùå èçïîëçâàìå ïðåäñòàâÿíåòî∫

dx

sin3 x
=

∫
cos2 x+ sin2 x

sin3 x
dx =

∫
cos2 x

sin3 x
dx+

∫
dx

sinx

=

∫
cosx. cosx

sin3 x
dx+

∫
dx

sinx
=

∫
cosxd sinx

sin3 x
+

∫
dx

sinx

= −1

2

∫
cosxd

1

sin2 x
+

∫
dx

sinx

= −1

2
· cosx

sin2 x
− 1

2

∫
dx

sinx
+

∫
dx

sinx
= −1

2
· cosx

sin2 x
+

1

2

∫
dx

sinx
. (7.12)

Â ðàâåíñòâîòî (7.6) áåøå ïîêàçàíî, ÷å∫
dx

sinx
= ln

∣∣∣tgx
2

∣∣∣+ C. (7.13)

Îò (7.12) è (7.13) ñå ïîëó÷àâà, ÷å∫
dx

sin3 x
= −1

2

cosx

sin2 x
+

1

2
ln
∣∣∣tgx

2

∣∣∣+ C;

é)
1

2
· sinx

cos2 x
− 1

2
ln
∣∣∣tg (45o − x

2

)∣∣∣+C; ê) −cotgx− 1

3
cotg3x+C; ë) tgx+

1

3
tg3x+ C;

Çàäà÷à 7.16: Íåêà m = 2, 3, . . . äà áúäå ïðîèçâîëíî öÿëî. Äà ñå äîêà-
æàò òúæäåñòâàòà:

à)
∫

sinm xdx = − 1

m
sinm−1 x cosx+

m− 1

m

∫
sinm−2 xdx;
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á)
∫

dx

sinm x
= − 1

m− 1

cosx

sinm−1 x
+
m− 2

m− 1

∫
dx

sinm−2 x
;

â)
∫

cosm xdx =
1

m
sinx cosm−1 x+

m− 1

m

∫
cosm−2 xdx;

ã)
∫

dx

cosm x
=

1

m− 1

sinx

cosm−1 x
+
m− 2

m− 1

∫
dx

cosm−2 x
.

Çàäà÷à 7.17: Íåêà m è n ñà ïðîèçâîëíè öåëè ÷èñëà. Äà ñå ïðåñìåòíå
èíòåãðàëúò

Im,n =

∫
sinm x cosn xdx. (7.14)

Ðåøåíèå:Ùå ðàçãëåäàìå ðàçëè÷íèòå ñëó÷àè, â çàâèñèìîñò îò ñòîé-
íîñòèòå íà m è n. Àêî m = 1 èëè n = 1 ïðåñìÿòàíåòî íà èíòåãðàëà Im,n
å íåïîñðåäñòâåíî. Íàèñòèíà èìàìå

Im,1 =

∫
sinm x cosxdx =

∫
sinm xd sinx

=


1

m+1 sinm+1 x+ C, ïðè m 6= −1

ln | sinx|+ C, ïðè m = −1,

I1,n =

∫
sinx cosn xdx = −

∫
cosn xd cosx

=


− 1
n+1 cosn+1 x+ C, ïðè n 6= −1

− ln | cosx|+ C, ïðè n = −1.

Àêî ïîíå åäèí îò ñòåïåííèòå ïîêàçàòåëè m è n å íå÷åòíî ÷èñëî, íàï-
ðèìåð n = 2k + 1, êúäåòî k å öÿëî ïîëîæèòåëíî ÷èñëî, òî ðàáîòèì ïî
ñëåäíèÿ íà÷èí:

Im,2k+1 =

∫
sinm x cos2k+1 xdx =

∫
sinm x cos2k x cosxdx

=

∫
sinm x(1− sin2 x)kd sinx.

Êàòî ðàçâèåì (1 − sin2 x)k ïî ôîðìóëàòà çà íþòîíîâèÿ áèíîì, ùå
ïðåäñòàâèì Im,2k+1 êàòî ñóìà îò èíòåãðàëè îò âèäà Is,1.

Àíàëîãè÷íî ïîñòúïâàìå ñ èíòåãðàëèòå îò âèäà I2k+1,n, êîèòî ïúê
ïðåäñòàâÿìå êàòî ñóìà íà èíòåãðàëè îò âèäà I1,s.
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Êàòî ïðèìåð ùå ðåøèì èíòåãðàëúò∫
sin6 x cos5 xdx =

∫
sin6 x cos4 xd sinx =

∫
sin6 x(1− sin2 x)2xd sinx

=

∫
sin6 xd sinx−

∫
sin8 xd sinx+

∫
sin10 xd sinx

=
1

7
sin7 x− 2

9
sin9 x+

1

11
sin11 x+ C.

Íèå ùå ïîñî÷èì íà÷èíèòå çà ïîëó÷àâàíå íà òðè ðåêóðåíòíè ôîðìóëè,
ñ ïîìoùòà íà êîèòî ìîæåì äà äîâåäåì ïðåñìÿòàíåòî íà èíòåãðàëà (7.14)
äî íÿêîé îò ðàçãëåäàíèòå äà ñåãà òèïîâå èíòåãðàëè.

I. Ïðè m 6= −1 ïðåîáðàçóâàìå èíòåãðàëà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

Im,n =

∫
sinm x cosn−1 xd sinx =

1

m+ 1

∫
cosn−1 xd sinm+1 x

=
1

m+ 1
cosn−1 x sinm+1 x− 1

m+ 1

∫
sinm+1 xd cosn−1 x

=
1

m+ 1
cosn−1 x sinm+1 x+

n− 1

m+ 1

∫
sinm+2 x cosn−2 xdx.

Ïî òîçè íà÷èí ñå ïîëó÷àâà ðåêóðåíòíîòî ðàâåíñòâî

Im,n =
1

m+ 1
cosn−1 x sinm+1 x+

n− 1

m+ 1
Im+2,n−2.

Àíàëîãè÷íî ïðè n 6= −1 ïîëó÷àâàìå ðåêóðåíòíîòî ðàâåíñòâî

Im,n =
1

n+ 1
sinm−1 x cosn+1 x+

m− 1

n+ 1
Im−2,n+2.

II. Ìîæåì äà ïðåîáðàçóâàìå Im,n ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

Im,n =

∫
sinm x cosn xdx =

∫
sinm−2 x(1− cos2 x) cosn xdx,

îòêúäåòî ñå ïîëó÷àâà ðåêóðåíòíîòî ðàâåíñòâî

Im,n = Im−2,n − Im−2,n+2.

Ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å å â ñèëà ñëåäíîòî ðåêó-
ðåíòíî ðàâåíñòâî

Im,n = Im,n−2 − Im+2,n−2.
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III. Êîãàòî m ≤ 0 è n ≤ 0 ìîæå äà ñå ðàáîòè ïî ñëåäíèÿ íà÷èí

Im,n =

∫
sinm x cosn xdx =

∫
sinm x cosn x(sin2x+ cos2 x)dx

=

∫
sinm+2 x cosn xdx+

∫
sinm x cosn+2 xdx,

îòêúäåòî ñå ïîëó÷àâà ðåêóðåíòíîòî ðàâåíñòâî

Im,n = Im+2,n + Im,n+2.

7.6 Èíòåãðèðàíå ÷ðåç ñìÿíà íà ïðîìåíëèâàòà

Åäèí ìåòîä, êîéòî ÷åñòî ñå èçïîëçâà ïðè ïðåñìÿòàíåòî íà íåîïðå-
äåëåíè èíòåãðàëè å ò. í. èíòåãðèðàíå ÷ðåç ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå, èëè
èíòåãðèðàíå ÷ðåç ñóáñòèòóöèÿ. Òîçè ìåòîä ñå îñíîâàâà íà ñëåäíàòà òåî-
ðåìà:

Òåîðåìà 7.1: Íåêà ôóíêöèÿòà f(x) å äåôèíèðàíà â èíòåðâàëà ∆, à
ôóíêöèÿòà ϕ(t) å äåôèíèðàíà è äèôåðåíöèðóåìà â èíòåðâàëà ∆1, êàòî
ïðè òîâà ïðîèçâîäíàòà è̀ ϕ′(t) å ñòðîãî ïîëîæèòåëíà (îòðèöàòåëíà)

â èíòåðâàëà ∆1. Äà ñìÿòàìå îùå, ÷å ìíîæåñòâîòî îò ñòîéíîñòè-

òå íà ôóíêöèÿòà ϕ(t) ñúâïàäà ñ ∆. Àêî çà èíòåðâàëà ∆1 å èçïúëíåíî

ðàâåíñòâîòî ∫
f [ϕ(t)]ϕ′(t)dt = F (t) + C,

òî çà èíòåðâàëà ∆ èìàìå∫
f(x)dx = F [ψ(x)] + C,

êúäåòî ψ(x) å îáðàòíàòà ôóíêöèÿ íà ôóíêöèÿòà ϕ(t).

Òåîðåìàòà çà ñìÿíà íà ïðîìåíëèâàòà ùå èçïîëçâàìå ïî ñëåäíèÿ íà-
÷èí: Êîãàòî æåëàåì äà ïðåñìåòíåì èíòåãðàëúò∫

f(x)dx

ñå ïîäáèðà ôóíêöèÿòà ϕ(t), óäîâëåòâîðÿâàùà óñëîâèåòî íà òåîðåìà 7.1
è ñå ïîëó÷àâà èíòåãðàëúò∫

f [ϕ(t)]dϕ(t) =

∫
f [ϕ(t)]ϕ′(t)dt,



268 7. Èíòåãðàëíî ñìÿòàíå íà ôóíêöèè íà åäíà íåçàâèñèìà ïðîìåíëèâà

êîéòî îáèêíîâåíî å ïî-ëåñåí çà ðåøàâàíå. Ñëåä êàòî ïðåñìåòíåì èíòåãðà-

ëúò
∫
f [ϕ(t)]ϕ′(t)dt ñå âðúùàìå îòíîâî êúì ñòàðàòà ïðîìåíëèâà x, êàòî

â ïîëó÷åíèÿò ðåçóëòàò F (t), çàìåñòâàìå t ñ ôóíêöèÿòà ψ(x), îáðàòíà íà
ôóíêöèÿòà ϕ(t).

Îáèêíîâåíî ïðè ðåøàâàíå íà çàäà÷è îò òîçè òèï êàçâàìå, ÷å èçâúð-
øâàìå ñóáñòèòóöèÿòà x = ϕ(t).

Çàäà÷à 7.18: Äà ñå ïðåñìåòíå èíòåãðàëúò∫ √
a2 − x2dx, a > 0, â èíòåðâàëà (−a, a).

Ðåøåíèå: Äà íàïðàâèì ñóáñòèòóöèÿòà x = a sin t, êúäåòî t ñå ìåíè â
èíòåðâàëà

(
−π

2 ,
π
2

)
. Â òîçè èíòåðâàë èìàìå (a sin t)′ = a cos t > 0. Ëåñíî

ñå ïðîâåðÿâà, ÷å óñëîâèÿòà íà òåîðåìàòà çà ñìÿíà íà ïðîìåíëèâàòà ñà
èçïúëíåíè. Òîãàâà ùå èìàìå

F (t) =

∫ √
a2 − a2 sin2 tda sin t = a2

∫ √
1− sin2 t cos tdt

= a2

∫
| cos t| cos tdt = a2

∫
cos2 tdt = a2

∫
1 + cos 2t

2
dt

=
a2

2

∫
dt+

a2

4

∫
cos 2td2t =

a2

2
t+

a2

4
sin 2t =

a2

2
t+

a2

2
sin t cos t

=
a2

2
t+

a2

2
sin t

√
1− sin2 t. (7.15)

Îáðàòíàòà ôóíêöèÿ íà ôóíêöèÿòà x = a sin t å t = arcsin
x

a
, äåôèíè-

ðàíà â èíòåðâàëà (−a, a). Çàìåñòâàìå t = arcsin
x

a
â ðàâåíñòâîòî (7.15).

Êàòî âçåìåì ïðåäâèä, ÷å sin t = sin arcsin
x

a
=
x

a
ñå ïîëó÷àâà

∫ √
a2 − x2dx =

a2

2
arcsin

x

a
+
a2

2
· x
a

√
1− x2

a2
=
a2

2
arcsin

x

a
+
x

2

√
a2 − x2.

Çàäà÷à 7.19: Äà ñå ïðåñìåòíå èíòåãðàëúò∫
dx

(a2 + x2)2
, a > 0, â èíòåðâàëà (−∞,+∞).
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Ðåøåíèå: Äà íàïðàâèì ñóáñòèòóöèÿòà x = a.tgt, êúäåòî t ñå ìåíè

â èíòåðâàëà
(
−π

2
,
π

2

)
. Òóê èìàìå (a.tgt)′ =

a

cos2 t
> 0. Ïîñëåäîâàòåëíî

ïîëó÷àâàìå

F (t) =

∫
d(a.tgt)

(a2 + a2tg2t)2
=

1

a3

∫
cos2 tdt

=
1

a3

∫
1 + cos 2t

2
dt =

1

2a3
t+

1

4a3
sin 2t+ C. (7.16)

Îáðàòíàòà ôóíêöèÿ íà x = a.tgt å ôóíêöèÿòà t = arctg
x

a
, äåôèíèðà-

íà çà âñÿêî x. Çàìåñòâàìå â ðàâåíñòâîòî (7.16) t = arctg
x

a
è ïîëó÷àâàìå∫

dx

(a2 + x2)2
=

1

2a3

(
arctg

x

a
+ a · x

a2 + x2

)
.

Çàäà÷à 7.20: Äà ñå ïðåñìåòíàò èíòåãðàëèòå

à)
∫

dx

x2 − 3x+ 4
; á)

∫
dx√

x2 + 2x− 3
ïðè x > 1.

Ðåøåíèå: à) Äà íàïðàâèì ñóáñòèòóöèÿòà x = t+
3

2
(òîâà íà ïðàêòèêà

å ñóáñòèòóöèÿòà íà Õîðíåð), îòêúäåòî íàìèðàìå x2 − 3x + 4 = t2 +
7

4
,

dx = dt. Çà èíòåãðàëà ñà â ñèëà ðàâåíñòâàòà∫
dx

x2 − 3x+ 4
=

∫
dt

t2 + 7
4

=
2√
7

arctg
2t√

7
+ C.

Òúé êàòî t = x− 3

2
, òî ïîëó÷àâàìå îêîí÷àòåëíî∫

dx

x2 − 3x+ 4
=

2√
7

arctg
2x− 3√

7
+ C;

á) ln |x+ 1 +
√
x2 + 2x− 3|+ C.

Çàäà÷à 7.21: Äà ñå ïðåñìåòíàò èíòåãðàëèòå

à)
∫ √

a2 + x2dx, a > 0; á)

∫
dx

(a2 + x2)
3
2

, a > 0;

â)
∫

dx

(a2 − x2)
3
2

, a > 0; ã)
∫

x3

(a2 + x2)3
dx, a > 0.
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Âúçìîæíî å äà áúäàò íàïðàâåíè ñëåäíèòå ïîëàãàíèÿ: à) x = atgt,
ìîæå äà ñå èçïîëçâà è ïîëàãàíåòî x = asht; á) x = atgt, èëè x = asht;
â) x = a cos t, èëè x = a sin t; ã) x = atgt, èëè x = asht. Ùå ñå ïîëó÷àò

ñëåäíèòå îòãîâîðè: à)
a2

2
ln |x +

√
a2 + x2| + x

2

√
a2 + x2 − a2

2
ln a + C;

(êîíñòàíòàòà −a2

2 ln a ìîæå äà ñå èçïóñíå); á )
1

a2
· x√

a2 + x2
+ C; â)

1

a2
· x√

a2 − x2
+ C; ã)

x4

4a2(a2 + x2)2
+ C.

7.7 Èíòåãðèðàíå íà ðàöèîíàëíè ôóíêöèè

Äåôèíèöèÿ 7.3: Äðîá îò âèäà

P (x)

Q(x)
=

anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0

bmxm + bm−1xm−1 + . . .+ b1x+ b0

êúäåòî êîåôèöèåíòèòå an, . . . , a0, bm, . . . , b0 ñà ðåàëíè ÷èñëà è an 6= 0,
bm 6= 0, ñå íàðè÷à ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ.

Àêî ñòåïåíòà íà ïîëèíîìà â ÷èñëèòåëÿ å ïî-ìàëêà îò ñòåïåíòà íà ïî-
ëèíîìà â çíàìåíàòåëÿ, ðàöèîíàëíàòà äðîá ñå íàðè÷à ïðàâèëíà. Â ïðî-
òèâåí ñëó÷àé, ðàöèîíàëíàòà äðîá ñå íàðè÷à íåïðàâèëíà.

Ðàöèîíàëíèòå äðîáè îò âèäà

A

(x− a)k
è

Mx+N

(x2 + px+ q)k
,

êúäåòî a, p, q, A,M è N ñà ðåàëíè ÷èñëà, k å öÿëî ïîëîæèòåëíî ÷èñëî è
êâàäðàòíèÿò òðè÷ëåí x2 + px+ q íÿìà ðåàëíè êîðåíè (ò. å. p2 − 4q < 0),
ñå íàðè÷àò åëåìåíòàðíè äðîáè.

Àêî ñòåïåíòà íà ÷èñëèòåëÿ å ïî-âèñîêà îò ñòåïåíòà íà çíàìåíàòåëÿ,
÷ðåç äåëåíèå ÷èñëèòåëÿ íà çíàìåíàòåëÿ, îòäåëÿìå öÿëàòà ÷àñò è ïîëó-
÷àâàìå ïðàâèëíà ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ, ò. å. â ñèëà å ïðåäñòàâÿíåòî

P (x)

Q(x)
= S(x) +

R(x)

Q(x)
,

êúäåòî S(x) è R(x) ñà ïîëèíîìè, ïðè òîâà ñòåïåíòà íà R(x) å ïî-íèñêà
îò ñòåïåíòà íà Q(x).

Êîãàòî ñå íàìåðÿò âñè÷êè êîðåíè íà óðàâíåíèåòî Q(x) = 0, ïîëèíî-
ìúò Q(x) ìîæå äà ñå ðàçëîæè òàêà

Q(x) = a(x− x1)k1 . . . (x− xi)ki(x2 + p1x+ q1)r1 . . . (x2 + pjx+ qj)
rj ,
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êúäåòî çà 1 ≤ τ ≤ j p2
τ − 4qτ < 0 è k1 + . . .+ki + 2r1 + . . .+ 2rj =ñòåïåíòà

íà ïîëèíîìà Q(x).
Â òîâà ðàçëàãàíå íà Q(x) áèíîìíèòå ìíîæèòåëè ñúîòâåòñòâàò íà ðå-

àëíèòå êîðåíè íà óðàâíåíèåòî Q(x) = 0, à íåðàçëîæèìèòå êâàäðàòíè
òðè÷ëåíè îò âèäà x2 + px + q- íà ñïðåãíàòèòå êîìïëåêñíè êîðåíè íà
óðàâíåíèåòî Q(x) = 0.

Òåîðåìà 7.2: Âñÿêà ïðàâèëíà ðàöèîíàëíà äðîá

P (x)

Q(x)
=

anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0

a(x− x1)k1 . . . (x− xi)ki(x2 + p1x+ q1)r1 . . . (x2 + pjx+ qj)rj

ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè åäíîçíà÷íî (ñ òî÷íîñò äî ìåñòàòà íà ñúáèðàå-

ìèòå) â ñóìà â åëåìåíòàðíè äðîáè îò âèäà

P (x)

Q(x)
=

A1,k1

(x− x1)k1
+

A1,k1−1

(x− x1)k1−1
+ . . .+

A1,1

x− x1

+
A2,k2

(x− x2)k2
+

A2,k2−1

(x− x2)k2−1
+ . . .+

A2,1

x− x2
+ . . .

+
Ai,ki

(x− xi)ki
+

Ai,ki−1

(x− xi)ki−1
+ . . .+

Ai,1
x− xi

+
M1,r1x+N1,r1

(x2 + p1x+ q1)r1
+ . . .+

M1,1x+N1,1

x2 + p1x+ q1

+
M2,r2x+N2,r2

(x2 + p2x+ q2)r2
+ . . .+

M2,1x+N2,1

x2 + p2x+ q2
+ . . .

+
Mj,rjx+Nj,rj

(x2 + pjx+ qj)rj
+ . . .+

Mj,1x+Nj,1

x2 + pjx+ qj
. (7.17)

Êîåôèöèåíòèòå â ðàâåíñòâîòî (7.17) ìîãàò äà ñå îïðåäåëÿò, êàòî ñå
èçïîëçâà ìåòîäà íà íåîïðåäåëåíèòå êîåôèöèåíòè. Ñúùíîñòòà íà òîçè
ìåòîä ïðàêòè÷íî ùå îáÿñíèì ÷ðåç ñëåäâàùèÿ ïðèìåð.

Ôóíêöèÿòà
1

(x+ 1)3(x− 1)2
äà ñå ïðåäñòàâè êàòî ñóìà îò åëåìåíòàð-

íè äðîáè.
Òóê P (x) = 1 è Q(x) = (x + 1)3(x − 1)2. Óðàâíåíèåòî Q(x) = 0,

èëè (x + 1)3(x − 1)2 = 0 èìà òðèêðàòåí êîðåí −1 è äâóêðàòåí êîðåí 1.
Êàòî ñå èìà ïðåäâèä, ÷å íà âñåêè ìíîãîêðàòåí êîðåí îòãîâàðÿò òîëêîâà
åëåìåíòàðíè äðîáè, êîëêîòî å íåãîâàòà êðàòíîñò, òî å â ñèëà ñëåäíîòî
ïðåäñòàâÿíå

1

(x+ 1)3(x− 1)2
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=
A

(x+ 1)3
+

B

(x+ 1)2
+

C

x+ 1
+

D

(x− 1)2
+

E

x− 1
. (7.18)

Ïðèâåæäàìå ïîä îáù çíàìåíàòåë, îñâîáîæäàâàìå ñå îò íåãî è ñå ïîëó-
÷àâà

1 = A(x−1)2+B(x+1)(x−1)2+C(x+1)2(x−1)2+D(x+1)3+E(x−1)(x+1)3.

Èçâúðøâàìå îçíà÷åíèòå äåéñòâèÿ â äÿñíàòà ñòðàíà íà òîâà òúæäåñòâî
è ïîäðåæäàìå ïîëó÷åíèÿ ïîëèíîì ïî ñòåïåíèòå íà x

1 = (C + E)x4 + (B +D + 2E)x3 + (A−B − 2C + 3D)x2

+(−2A−B + 3D − 2E)x+A+B + C +D − E. (7.19)

Çà äà áúäå èçïúëíåíî òîâà ðàâåíñòâî çà âñÿêî x (òúæäåñòâåíî), òðÿá-
âà êîåôèöèåíòèòå ïðåä ðàâíèòå ñòåïåíè íà x îò äâåòå ñòðàíè íà ðàâåí-
ñòâîòî (7.19) äà ñà ðàâíè, ò. å. ïîëó÷àâà ñå ñèñòåìàòà∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

C + E = 0
B +D + 2E = 0
A−B − 2C + 3D = 0
−2A−B + 3D − 2E = 0
A+B + C +D − E = 1.

Êàòî ðåøèì òàçè ñèñòåìà ñå íàìèðà, ÷å A =
1

4
, B =

1

4
, C =

3

16
, D =

1

8
,

è E = − 3

16
. Îò (7.18) ñå ïîëó÷è ðàçëàãàíåòî

1

(x+ 1)3(x− 1)2

=
1

4
· 1

(x+ 1)3
+

1

4
· 1

(x+ 1)3
+

3

16
· 1

x+ 1
+

1

8
· 1

(x− 1)2
− 3

16
· 1

x− 1
. (7.20)

Çàäà÷à 7.22: Äà ñå ïðåäñòàâè êàòî ñóìà îò åëåìåíòàðíè äðîáè ôóíê-

öèÿòà
x3

(x− 1)(x3 − 1)
.

Ðåøåíèå: Ðàçëàãàìå çíàìåíàòåëÿ íà ìíîæèòåëè è ïîëó÷àâàìå

x3

(x− 1)(x3 − 1)
=

x3

(x− 1)2(x2 + x+ 1)
.
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Ñòåïåíòà íà ÷èñëèòåëÿ å ïî-ìàëêà îò ñòåïåíòà íà çíàìåíàòåëÿ. Ïðåä-
ñòàâÿìå òàçè ôóíêöèÿ êàòî ñóìà îò åëåìåíòàðíè äðîáè òàêà:

x3

(x− 1)2(x2 + x+ 1)
=

A

(x− 1)2
+

B

x− 1
+

Mx+N

x2 + x+ 1
.

Ïîëó÷àâàìå

x3 = (B +M)x3 + (A− 2M +N)x2 + (A+M − 2N)x+A−B +N.

Îò ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ïîëó÷àâàìå ñèñòåìàòà∣∣∣∣∣∣∣∣
B +M = 1
A− 2M +N = 0
A+M − 2N = 0
A−B +N = 0.

Ðåøåíèåòî íà òàçè ñèñòåìà å A =
1

3
, B =

2

3
, M =

1

3
è N =

1

3
, è ñëåäîâà-

òåëíî

x3

(x− 1)2(x2 + x+ 1)
=

1

3
· 1

(x− 1)2
+

2

3
· 1

x− 1
+

1

3
· x+ 1

x2 + x+ 1
.

Çàäà÷à 7.23: Äà ñå ïðåäñòàâè êàòî ñóìà îò åëåìåíòàðíè äðîáè ôóíê-
öèÿòà

x+ 2

x2 − 2x− 3
. (7.21)

Ðåøåíèå: Â ñèëà ñà ðàâåíñòâàòà

x+ 2

x2 − 2x− 3
=

x+ 2

(x+ 1)(x− 3)
=

A

x+ 1
+

B

x− 3
.

Îñâîáîæäàâàìå ñå îò çíàìåíàòåëÿ è ïîëó÷àâàìå

x+ 2 = A(x− 3) +B(x+ 1). (7.22)

Ôóíêöèÿòà (7.21) íå å äåôèíèðàíà çà x = −1 è x = 3, äîêàòî ðàâåíñòâîòî
(7.22) å îïðåäåëåíî çà âñÿêî x. Ñïåöèàëíî ïðè x = −1 íàìèðàìå 1 = −4A,

ò. å. A = −1

4
, à ïðè x = 3 íàìèðàìå 5 = 4B, B =

5

4
. Ïî òîçè íà÷èí ñå

ïîëó÷àâà ïðåäñòàâÿíåòî

x+ 2

x2 − 2x− 3
= −1

4
· 1

x+ 1
+

5

4
· 1

x− 3
.
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Çàäà÷à 7.24: Äà ñå ïðåäñòàâè êàòî ñóìà îò åëåìåíòàðíè äðîáè ôóíê-

öèÿòà
1

x4 + 1
.

Ðåøåíèå: Èìàìå ïðåäñòàâÿíåòî

x4 + 1 = (x4 + 2x2 + 1)− 2x2 = (x2 + 1)2 − (
√

2x)2,

îòêúäåòî ñå ïîëó÷àâà, ÷å

x4 + 1 = (x2 +
√

2x+ 1)(x2 −
√

2x+ 1).

Ñúãëàñíî Òåîðåìà 7.2 å â ñèëà ïðåäñòàâÿíåòî íà ôóíêöèÿòà
1

x4 + 1
êàòî ñóìà îò åëåìåíòàðíè äðîáè âúâ âèäà

1

x4 + 1
=

Mx+N

x2 +
√

2x+ 1
+

Px+Q

x2 −
√

2x+ 1
.

Êàòî ñå îñâîáîäèì îò çíàìåíàòåëÿ, ïîëó÷àâàìå

1 = (Mx+N)(x2 −
√

2x+ 1) + (Px+Q)(x2 +
√

2x+ 1).

×ðåç ñðàâíÿâàíå íà êîåôèöèåíòèòå ñå ïîëó÷àâà ñëåäíàòà ñèñòåìà∣∣∣∣∣∣∣∣
M + P = 0

N +Q+
√

2(P −M) = 0

M + P +
√

2(Q−N) = 0
N +Q = 1.

Ðåøåíèåòî íà òàçè ñèñòåìà å M =
1

1
√

2
, P = − 1

1
√

2
, N = Q =

1

2
.

Îêîí÷àòåëíî ñå ïîëó÷è ðàçëàãàíåòî

1

x4 + 1
=

1

2
√

2
· x+

√
2

x2 +
√

2x+ 1
− 1

2
√

2
· x−

√
2

x2 −
√

2x+ 1
.

Íåêà x = a å ïðîñò êîðåí (åäíîêðàòåí êîðåí) íà óðàâíåíèåòî Q(x) =
0. Òîãàâà Q(x) ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè âúâ âèäà Q(x) = (x− a)ϕ(x). Ñúã-

ëàñíî Òåîðåìà 7.2, ïðåäñòàâÿìå
P (x)

Q(x)
âúâ âèäà

P (x)

Q(x)
=

A

x− a
+
h(x)

ϕ(x)
,
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êúäåòî A å êîíñòàíòà è h(x) å ïîëèíîì. Êîåôèöèåíòúò A ñå ïðåñìÿòà ïî
ôîðìóëàòà

A =
P (a)

Q′(a)
,

êîÿòî å èçâåñòíà êàòî ôîðìóëà íà Îñòðîãðàäñêè-Ëèóâèë.
Ñ ïîìoùòà íà Òåîðåìà 7.2, ïðåñìÿòàíåòî íà èíòåãðàëè îò ïðàâèëíè

ðàöèîíàëíè äðîáè ñå ñâåæäà äî ïðåñìÿòàíåòî íà èíòåãðàëè îò åëåìåí-
òàðíèòå äðîáè∫

A

x− a
dx,

∫
A

(x− a)k
dx,

∫
Mx+N

x2 + px+ q
dx,

∫
Mx+N

(x2 + px+ q)k
dx.

Ïúðâèòå äâà èíòåãðàëà ñà òàáëè÷íè, à äðóãèòå äâà ñå ðåøàâàò êàòî ñå
íàïðàâè ñóáñòèòóöèÿòà íà Õîðíåð

x = t− p

2
.

Çàäà÷à 7.25: Äà ñå ðåøè èíòåãðàëúò∫
dx

(x+ 1)3(x− 1)2
.

Ðåøåíèå: Â ðàâåíñòâîòî (7.20) å ïîëó÷åíî ðàçëàãàíåòî íà ïîäèíòåã-
ðàëíàòà ôóíêöèÿ

1

(x+ 1)3(x− 1)2

=
1

4
· 1

(x+ 1)3
+

1

4
· 1

(x+ 1)2
+

3

16
· 1

x+ 1
+

1

8
· 1

(x− 1)2
− 3

16
· 1

x− 1
.

Êàòî ñå èíòåãðèðà ëÿâàòà è äÿñíàòà ñòðàíà íà ãîðíîòî ðàâåíñòâî ñå
ïîëó÷àâà ∫

dx

(x+ 1)3(x− 1)2
=

1

4

∫
dx

(x+ 1)3
+

1

4

∫
dx

(x+ 1)2

3

16

∫
dx

x+ 1
+

1

8

∫
dx

(x− 1)2
− 3

16

∫
dx

x− 1

= −1

8
· 1

(x+ 1)2
− 1

4
· 1

x+ 1
− 1

8
· 1

x− 1
+

3

16
ln

∣∣∣∣x+ 1

x− 1

∣∣∣∣+ C.
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Çàäà÷à 7.26: Äà ñå ïðåñìåòíàò èíòåãðàëèòå:

à)
∫

x− 5

x3 − 3x2 + 4
dx; á)

∫
xdx

(x2 + 1)(x2 + 3)
;

â)
∫

x+ 1

(x2 + x+ 2)(x2 + 4x+ 5)
dx; ã)

∫
2x4 − 2x3 + 7x2 + 5

(x− 2)(x2 + x+ 1)2
dx;

ä)

∫
x3 + 4x2 + 6x

x4 + 2x3 + 3x2 + 4x+ 2
dx.

Îòãîâîðè: à) 1
x−2 + 2

3 ln
∣∣∣x−2
x+1

∣∣∣+C; á) ln 4

√
x2+1
x2+3

+C; â) 2
3
√

7
arctg 2x+1√

7
−

1
3arctg(x+2)+C; ã) Óðàâíåíèåòî (x−2)(x2 +x+1)2 = 0 èìà åäèí ðåàëåí

êîðåí x1 = 2 è äâà äâîéíè êîìïëåêñíè êîðåíà x2,3 = −1+i
√

3
2 è x4,5 =

−1−i
√

3
2 . Ïî òîçè íà÷èí å â ñèëà ñëåäíîòî ïðåäñòàâÿíå íà ôóíêöèÿòà

2x4 − 2x3 + 7x2 + 5

(x− 2)(x2 + x+ 1)2
êàòî ñóìà îò åëåìåíòàðíè äðîáè

2x4 − 2x3 + 7x2 + 5

(x− 2)(x2 + x+ 1)2
=

A

x− 2
+

Mx+N

(x2 + x+ 1)2
+

Px+Q

x2 + x+ 1
.

Íàìèðàìå, ÷å A = 1, M = 2, N = 1, P = 1 è Q = −3, ñëåäîâàòåëíî

2x4 − 2x3 + 7x2 + 5

(x− 2)(x2 + x+ 1)2
=

1

x− 2
+

2x+ 1

(x2 + x+ 1)2
+

x− 3

x2 + x+ 1
.

Òîãàâà çà èíòåãðàëà ñå ïîëó÷àâà ñëåäíîòî ïðåäñòàâÿíå∫
2x4 − 2x3 + 7x2 + 5

(x− 2)(x2 + x+ 1)2
dx =

∫
dx

x− 2
+

∫
(2x+ 1)dx

(x2 + x+ 1)2
+

∫
(x− 3)dx

x2 + x+ 1

=

∫
d(x− 2)

x− 2
+

∫
d(x2 + x+ 1)

(x2 + x+ 1)2
+ I = ln |x− 2| − 1

x2 + x+ 1
+ I.

Çà äà ðåøèì èíòåãðàëà I =

∫
(x− 3)dx

x2 + x+ 1
ïðàâèì ñóáñòèòóöèÿòà t =

x +
1

2
, îòêúäåòî ñå ïîëó÷àâà, ÷å x = t− 1

2
, dx = dt, x2 + x + 1 = t2 +

3

4
.

Ïî òîçè íà÷èí ñå ïîëó÷àâà ñëåäíîòî

I =

∫
t− 7

2

t2 + 3
4

dt =

∫
tdt

t2 + 3
4

− 7

2

∫
dt

t2 + 3
4
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=
1

2

∫
d(t2 + 3

4)

t2 + 3
4

− 7

2

∫
dt(√

3
2

)2
+ t2

=
1

2
ln

(
t2 +

3

4

)
− 7√

3
arctg

2t√
3

=
1

2
ln

[(
x+

1

2

)2

+
3

4

]
− 7√

3
arctg

2
(
x+ 1

2

)
√

3

= ln
√
x2 + x+ 1− 7√

3
arctg

2x+ 1√
3

+ C;

ä) 1
x+1 + 1

3 ln (x2+2)2

|x+1| + 4
√

2
3 arctg x√

2
+ C.

Çàäà÷à 7.27: Äà ñå ïðåñìåòíàò èíòåãðàëèòå:

à)
∫

4x2 + 16x− 8

x3 − 4x
dx; á)

∫
4x2 − 15x+ 19

(x− 1)(x− 2)(x+ 3)
dx;

â)
∫

x2 + 1

(x− 1)(x+ 3)(x+ 4)
dx; ã)

∫
x2 + 1

(x+ 1)2(x− 1)
dx;

ä)

∫
x

(x− 1)2(x+ 1)2
dx; å)

∫
dx

x3 + 1
dx;

æ)

∫
x

(x− 1)2(x2 + 2x+ 2)
dx; ç)

∫
dx

x(x+ 1)(x2 + x+ 1)
dx;

è)

∫
xdx

x3 − 1
dx; é)

∫
dx

(1 + x)(1 + x2)(1 + x3)
;

ê)

∫
x10dx

x2 + x− 2
; ë)

∫
x4 + 1

x3 − x2 + x− 1
dx;

ì)

∫
x6dx

x4 − 1
; í)

∫
x5 + x4 − 8

x3 − 4x
dx; î)

∫
x2dx

1− x4
;

ï)

∫
3x2 + x+ 3

(x− 1)3(x2 + 1)
dx; ð)

∫
x3 + x− 1

(x2 + 2)2
dx; ñ)

∫
dx

x(4 + x2)2(1 + x2)
.

Îòãîâîðè: à) ln
∣∣∣x2(x−2)5

(x+2)3

∣∣∣+C; á) ln
∣∣∣ (x−2)(x+3)5

(x−1)2

∣∣∣+C; â) 1
20 ln |x− 1| −

45
20 ln |x + 3| + 16

5 ln |x + 4| + C; ã) 1
x+1 + 1

2 ln |x2 − 1| + C; ä) 1
16 ln

∣∣∣x+1
x−1

∣∣∣ −
x2+x+2

8(x−1)(x+1)2
+ C; å) 1

3 ln |x + 1| − 1
6 ln(x2 − x + 1) +

√
3

3 arctg 2x−1√
3

+ C; æ)

− 1
5(x−1) + 1

50 ln
∣∣∣ (x−1)2

x2+2x+2

∣∣∣− 8
25arctg(x+1)+C; ç) ln

∣∣∣ x
1+x

∣∣∣− 2√
3
arctg 2x+1√

3
+C;

è) 1
6 ln

(
(x−1)2

x2+x+1

)
+ 1√

3
arctg 2x+1√

3
+C; é) − 1

6(1+x) + 1
6 ln

(
(1+x)2

1−x+x2

)
+ 1

2arctgx−
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1
3
√

3
arctg 2x−1

3 +C; ê) x
9

9 −
x8

8 + 3x7

7 −
5x6

6 + 11x5

5 −
21x4

4 + 43x3

3 −
85x2

2 +171x+

1
3 ln |x−1|− 1024

3 ln |x+2|+C; ë) (x+1)2

2 +ln |x−1|√
x2+1
−arctgx+C; ì) ln 4

√
1−x
1+x+

1
2arctgx+ x3

3 +C; í) x
3

3 + x2

2 +4x+ln
∣∣∣x2(x−2)5

(x+2)3

∣∣∣+C; î) 1
4 ln

∣∣∣1+x
1−x

∣∣∣− 1
2arctgx+C;

ï) 1
4 ln

√
x2+1
|x−1| +arctgx− 7

x−1 +C; ð) 2−x
4(x2+2)

+ 1
2 ln(x2 +2)− 1

4
√

2
arctg x√

2
+C;

ñ) 1
16 ln |x| − 1

18 ln(x2 + 1) + 7
288 ln(x2 + 4)− 1

24(x2+4)
+ C.

7.8 Èíòåãðèðàíå íà íÿêîè èðàöèîíàëíè ôóíêöèè

Çà èíòåãðèðàíå íà èðàöèîíàëíè ôóíêöèè íå ñúùåñòâóâà îáù ìåòîä,
êàêòî ïðè èíòåãðèðàíå íà ðàöèîíàëíè ôóíêöèè. ×àñò îò èðàöèîíàëíèòå
ôóíêöèè ïðèòåæàâàò ïðèìèòèâíè, êîèòî èçîáùî íå ìîãàò äà ñå èçðàçÿò
÷ðåç åëåìåíòàðíè ôóíêöèè. Îáù ïðèíöèï å íàìèðàíåòî íà ïîäõîäÿùà
ñóáñòèòóöèÿ, êîÿòî ïîçâîëÿâà äà ñâåäåì ïðåñìÿòàíåòî íà äàäåí èíòåãðàë
îò èðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ êúì ïðåñìÿòàíå íà èíòåãðàë îò ðàöèîíàëíà
ôóíêöèÿ.

7.8.1 Èíòåãðàëè îò ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ íà x è íà ðàäèêàëè íà åäíà è
ñúùà äðîáíî-ëèíåéíà ôóíêöèÿ íà x

Èíòåãðàëè îò âèäà

∫
R

(
x,

(
ax+ b

cx+ d

) p1
q1

, . . . ,

(
ax+ b

cx+ d

) pn
qn

)
dx,

êúäåòî R å ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ, a, b, c è d ñà êîíñòàíòè, òàêèâà ÷å∣∣∣∣ a b
c d

∣∣∣∣ 6= 0, p1, . . . , pn ñà öåëè ÷èñëà, q1, . . . , qn ñà åñòåñòâåíè ÷èñëà, ñå

ñâåæäà êúì èíòåãðàëè îò ðàöèîíàëíè ôóíêöèè, ÷ðåç ñóáñòèòóöèÿòà

ax+ b

cx+ d
= tk,

êúäåòî k å íàé-ìàëêîòî îáùî êðàòíî íà çíàìåíàòåëèòå q1, . . . , qn.

Çàäà÷à 7.28: Äà ñå ðåøè èíòåãðàëúò∫
3
√
x

x(
√
x+ 3
√
x)
dx.
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Ðåøåíèå: Èíòåãðàëúò ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè âúâ âèäà∫
x

1
3

x(x
1
2 + x

1
3 )
dx.

Òóê q1 = 3, q2 = 1, q3 = 2, è q4 = 3. Èìàìå, ÷å [3, 1, 2, 3] = 6, çàòîâà
ïîëàãàìå x = t6, îòêúäåòî ïîñëåäîâàòåëíî ñå íàìèðà dx = 6t5dt, 3

√
x = t2,√

x = t3 è èíòåãðàëúò äîáèâà âèäà∫
3
√
x

x(
√
x+ 3
√
x)
dx =

∫
t2.6t5

t6(t3 + t2)
dt = 6

∫
dt

t(t+ 1)

= 6

∫
1 + t− t
t(t+ 1)

dt = 6

∫
dt

t
− 6

∫
dt

1 + t
= 6 ln |t| − 6 ln |1 + t|+ C

= 6 ln

∣∣∣∣ t

1 + t

∣∣∣∣+ C = ln
t6

(1 + t)6

Îò íàïðàâåíàòà ñóáñòèòóöèÿ èìàìå, ÷å t = 6
√
x, îòêúäåòî çà èíòåãðà-

ëà ñå ïîëó÷àâà ∫
3
√
x

x(
√
x+ 3
√
x)
dx = ln

x

(1 + 6
√
x)6

+ C.

Çàäà÷à 7.29: Äà ñå ðåøè èíòåãðàëúò∫ √
1− x
1 + x

· dx
x
.

Ðåøåíèå: Ïîëàãàìå
1− x
1 + x

= t, îòêúäåòî ïúê ñå íàìèðà, ÷å

x =
1− t2

1 + t2
, dx =

−4tdt

(1 + t2)2
.

Çà èíòåãðàëà å â ñèëà ïðåäñòàâÿíåòî∫ √
1− x
1 + x

· dx
x

=

∫
t · −4t

(1 + t2)2

1
1−t2
1+t2

dt = −4

∫
t2

(1 + t2)(1− t2)
dt.

Ïðåäñòàâÿìå ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ êàòî ñóìà îò åëåìåíòàðíè
äðîáè

t2

(1 + t2)(1− t2)
=
At+B

1 + t2
+

C

1− t
+

D

1 + t
.
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Ëåñíî ìîæå äà ñå ïðåñìåòíå, ÷å A = 0, B = −1

2
, C =

1

4
, D =

1

4
, ñëåäîâà-

òåëíî å â ñèëà ïðåäñòàâÿíåòî

t2

(1 + t2)(1− t2)
= −1

2
· 1

1 + t2
+

1

4
· 1

1− t
+

1

4
· 1

1 + t
.

Çà èíòåãðàëà ñå ïîëó÷àâà∫ √
1− x
1 + x

· dx
x

= −4

∫
t2

(1 + t2)(1− t2)
dt

= 2

∫
dt

1 + t2
−
∫

dt

1− t
−
∫

dt

1 + t

= 2arctgt+ ln

∣∣∣∣1− t1 + t

∣∣∣∣+ C

= 2arctg

√
1− x
1 + x

+ ln

∣∣∣∣∣∣
1−

√
1−x
1+x

1 +
√

1−x
1+x

∣∣∣∣∣∣+ C

= 2arctg

√
1− x
1 + x

+ ln

∣∣∣∣√1 + x−
√

1− x√
1 + x+

√
1− x

∣∣∣∣+ C.

Çàäà÷à 7.30: Äà ñå ïðåñìåòíàò èíòåãðàëèòå:

à)
∫

1 +
√
x

1−
√
x
dx; á)

∫ √
xdx

1− 3
√
x

; â)
∫

dx

3x+ 3
√
x

;

ã)
∫ √

xdx
3
√
x2 −

√
x

; ä)

∫
dx√

x(1 + 4
√
x)

; å)
∫ √

x+ 1 + 1√
x+ 1− 1

dx;

æ)

∫
dx√

x+ 1 + 3
√
x+ 1

; ç)
∫

dx√
(x− 1)3(x− 2)

;

è)

∫
dx√

1− 2x− 4
√

1− 2x
dx; é)

∫
xdx√

x+ 1 + 3
√
x+ 1

;

ê)

∫
3

√
1− x
1 + x

· dx
x
.
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Îòãîâîðè: à) −x
2 − 2

√
x − 2 ln |1 −

√
x| + C; á) −6 6

√
x −

2
√
x − 6

5
6
√
x5 − 6

7
6
√
x7 − 3 ln

∣∣∣ 6√x−1
6√x+1

∣∣∣ + C; â) ln |3 3
√
x + 1| + C;

ã) 6
[

1
5

6
√
x5 + 1

4
3
√
x2 + 1

3

√
x+ 1

2
3
√
x+ 6
√
x+ ln | 6

√
x− 1|

]
+ C; ä)

4
[

1
4√x+1

+ ln( 4
√
x+ 1)

]
+ C; å) x + 4

√
x+ 1 + 4 ln |

√
x+ 1 − 1| + C;

æ) 2
√

1 + x−3 3
√

1 + x+6 6
√

1 + x−6 ln(1+ 6
√

1 + x)+C; ç) Ùå èçïîëçâàìå
ñëåäíîòî ïðåäñòàâÿíå íà èíòåãðàëà∫

dx√
(x− 1)3(x− 2)

=

∫
dx√

(x−1)3(x−2)4

(x−2)3

=

∫
dx

(x− 2)2

√(
x−1
x−2

)3
.

Ñëåä òîâà ïîëàãàìå
x− 1

x− 2
= t2 è ïîñëåäîâàòåëíî ñå ïîëó÷àâà x =

1− 2t2

1− t2
,

dx =
−2t

(1− t2)2
dt, x− 2 =

−1

1− t2
è èíòåãðàëúò äîáèâà âèäà

∫
dx√

(x− 1)3(x− 2)
=

∫
−2t

(1− t2)2

1
1

(1−t2)2
· t3

dt

= −2

∫
dt

t2
=

2

t
+ C = 2 · 1√

x−1
x−2

+ C = 2

√
x− 2

x− 1
+ C.

Èíòåãðàëúò ìîæå äà áúäå ðåøåí è êàòî ñå èçïîëçâàò ïðåîáðàçîâàíè-
ÿòà ∫

dx√
(x− 1)3(x− 2)

=

∫
dx√

(x− 1)4 x−2
x−1

=

∫
dx

(x− 1)2
√

x−2
x−1

.

Ïîëîæåòå
x− 2

x− 1
= t2; è) −

√
1− 2x− 2 4

√
1− 2x+ 2 ln | 4

√
1− 2x− 1|+C; é)

6
[

1
9(x+ 1)

3
2 − 1

8(x+ 1)
4
3 + 1

7(x+ 1)
7
6 − 1

6(x+ 1) + 1
5(x+ 1)

5
6 − 1

4(x+ 1)
2
3

]
+

C; ê) ln |t2−1|√
t4+t2+1

+
√

3arctg 2t2+1√
3

ïðè t = 3

√
1−x
1+x .

7.8.2 Áèíîìåí äèôåðåíöèàë

Èíòåãðàëèòå îò âèäà ∫
xm(a+ bxn)pdx, (7.23)
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êúäåòî a è b ñà ðàçëè÷íè îò íóëà êîíñòàíòè, à m, n è p ñà ðàöèîíàëíè
÷èñëà, ñå íàðè÷àò èíòåãðàëè îò áèíîìåí äèôåðåíöèàë, èëè äèôåðåíöèà-
ëåí áèíîì. Ñúùåñòâóâàò òðè ñëó÷àÿ, êîãàòî òåçè èíòåãðàëè ìîãàò äà ñå
ðåøàò ÷ðåç åëåìåíòàðíè ôóíêöèè. Òåçè ñëó÷àè ñà:

p− öÿëî ÷èñëî; (7.24)

m+ 1

n
− öÿëî ÷èñëî; (7.25)

m+ 1

n
+ p− öÿëî ÷èñëî. (7.26)

Ïðè (7.24) èíòåãðàëúò (7.23) å èíòåãðàë îò ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ íà
ðàäèêàëè íà x è íåãîâîòî ïðåñìÿòàíå áåøå âå÷å ðàçãëåäàíî. Òðÿáâà äà ñå
ïîëîæè x = uk, êúäåòî k å íàé-ìàëêîòî îáùî êðàòíî íà çíàìåíàòåëèòå
íà m è n.

Ïðè (7.25) èíòåãðàëúò (7.23) ñå ñâåæäà äî èíòåãðàë îò ðàöèîíàëíà
ôóíêöèÿ ñ ïîìîùòà íà ñóáñòèòóöèÿòà

a+ bxn = uk,

êúäåòî k å çíàìåíàòåëÿò íà p.
Ïðè (7.26) èíòåãðàëúò (7.23) òðÿáâà äà ñå ïðåîáðàçóâà ïî ñëåäíèÿ

íà÷èí: ∫
xm(a+ bxn)pdx =

∫
xm+np(b+ ax−n)pdx.

Èíòåãðàëúò â äÿñíàòà ñòðàíà íà ãîðíîòî ðàâåíñòâî å íîâ äèôåðåíöèàëåí
áèíîì, çà êîéòî m1 = m+ np, n1 = −n è p1 = p. Â ñèëà å, ÷å

m1 + 1

n1
=
m+ np+ 1

−n
= −

(
m+ 1

n
+ p

)
è íà îñíîâàíèå (7.26) ñå ïîëó÷àâà, ÷å

m1 + 1

n1
å öÿëî ÷èñëî, ò. å. îòíîâî ñå

äîñòèãà äî ñëó÷àÿ (7.25). Ïðàâè ñå ñóáñòèòóöèÿòà b+ ax−n = uk, êúäåòî
k å çíàìåíàòåëÿò íà p.

Êîãàòî ÷èñëàòàm, n è p íå óäîâëåòâîðÿâàò íèêîå îò óñëîâèÿòà (7.24)-
(7.26) èíòåãðàëúò (7.23) íå ìîæå äà ñå ðåøè â åëåìåíòàðíè ôóíêöèè.
Òîçè ðåçóëòàò å ïîëó÷åí îò Ï. Ë. ×åáèøîâ.

Çàäà÷à 7.31: Äà ñå ïðåñìåòíå èíòåãðàëúò∫ √
1 +
√
x

x
dx, x > 0.
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Ðåøåíèå: Çàïèñâàìå èíòåãðàëúò âúâ âèäà∫ √
1 +
√
x

x
dx =

∫
x−1(1 + x

1
2 )

1
2dx.

Òóê èìàìå m = −1, n =
1

2
, p =

1

2
. Â òîçè ñëó÷àé èìàìå, ÷å ÷èñëîòî

m+ 1

n
= 0 å öÿëî. Ïîëàãàìå 1+

√
x = u2, u > 0 è ïîëó÷àâàìå x = (u2−1)2,

dx = 4(u2 − 1)udu. Ïî òîçè íà÷èí çà èíòåãðàëà ñå ïîëó÷àâà∫ √
1 +
√
x

x
dx =

∫
(u2 − 1)−2.u.4.(u2 − 1).u.du

= 4

∫
u2

u2 − 1
du = 4

∫
u2 − 1 + 1

u2 − 1
du = 4

∫
du+ 4

∫
du

u2 − 1

= 4u+ 4 · 1

2
ln

∣∣∣∣u− 1

u+ 1

∣∣∣∣+ C = 4

√
1 +
√
x+ 2 ln

∣∣∣∣∣
√

1 +
√
x− 1√

1 +
√
x+ 1

∣∣∣∣∣+ C.

Çàäà÷à 7.32: Äà ñå ïðåñìåòíå èíòåãðàëúò∫
dx

x2
√

1 + x2
, x > 0.

Ðåøåíèå: Òóê èìàìå èíòåãðàë îò äèôåðåíöèàëåí áèíîì, êúäåòîm =

−2, n = 2, p = −1

2
. Â ñëó÷àÿ ÷èñëîòî

m+ 1

n
+ p =

−2 + 1

2
− 1

2
= −1 å

öÿëî ÷èñëî. Ïîðàäè òîâà ïðàâèì ïðåîáðàçîâàíèåòî∫
dx

x2
√

1 + x2
=

∫
dx

x3
√

1 + x−2
.

Ïîëàãàìå 1 +
1

x2
= u2, îòêúäåòî ñå ïîëó÷àâà x =

1√
u2 − 1

, dx =

−udu
(u2 − 1)

√
u2 − 1

. Ñåãà âå÷å ðåøàâàìå ñàìèÿò èíòåãðàë

∫
dx

x2
√

1 + x2
=

∫
dx

x3
√

1 + x−2∫
−u

(u2 − 1)
√
u2 − 1

· 1
−u

(u2−1)
√
u2−1

du = −
∫
du = −u+C = −

√
1 + x2

x
+C.
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Çàäà÷à 7.33: Äà ñå ïðåñìåòíàò èíòåãðàëèòå:

à)
∫ √

x3 + x4dx; á)

∫ √
xdx

(1 + 3
√
x)2

; â)
∫

xdx√
1 +

3
√
x2

;

ã)
∫

x5dx√
1− x2

; ä)

∫
dx

3
√

1 + x3
; å)

∫
3
√

3x− x3dx;

æ)

∫
dx

4
√

1 + x4
; ç)

∫
(1− 6

√
x)3

3
√
x

dx; è)

∫ √
1 +
√
xdx.

Îòãîâîðè: à) 1
3

√
(x+ x2)3 − 1+2x

8

√
x+ x2 + 1

8 ln(
√
x +
√

1 + x) + C;

á) Ïîëîæåòå x = t6, 6
5x

5
6 − 4x

1
2 + 18x

1
6 + 3x

1
6

1+x
1
3
− 21arctg

(
x

1
6

)
+ C; â)

3
5 t

5 − 2t3 + 3t + C, êúäåòî t =
√

1 +
3
√
x2; ã) −t + 2

3 t
3 − 1

5 t
5 + C, êúäåòî

t =
√

1− x2; ä) Ùå ïîêàæåì ïðåñìÿòàíåòî íà èíòåãðàëúò∫
dx

3
√

1 + x3
=

∫
x0(1 + x3)−

1
3dx.

Ïàðàìåòðèòå íà òîçè èíòåãðàë ñà m = 0, n = 3, è p = −1

3
. Ïîñëåäîâà-

òåëíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å
m+ 1

n
=

1

3
,
m+ 1

n
+ p = 0, êîåòî å öÿëî ÷èñëî.

Ùå ïðåîáðàçóâàìå èíòåãðàëúò ïî ñëåäíèÿ íà÷èí∫
dx

3
√

1 + x3
=

∫
dx

x 3
√

1 + x−3
=

∫
x−1(1 + x−3)−

1
3dx.

Ñåãà âå÷å ïîëàãàìå 1 + x−3 = u3, îòêúäåòî ñå ïîëó÷àâà x = (u3 − 1)−
1
3 ,

dx = −1

3
(u3 − 1)−

4
3 .3u.du. Èíòåãðàëúò äîáèâà âèäà

∫
dx

3
√

1 + x3
=

∫
(u3 − 1)

1
3 .u−1.(−1)(u3 − 1)−

4
3 .u.du

= −
∫

(u3 − 1)−1du = −
∫

du

u3 − 1
= −

∫
du

(u− 1)(u2 + u+ 1)
.

Â ñèëà å ñëåäíîòî ðàçëàãàíå

1

(u− 1)(u2 + u+ 1)
=

1

3
· 1

u− 1
− 1

3
· u+ 2

u2 + u+ 1
.
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Òîâà âå÷å íè ïîçâîëÿâà äà ðåøèì èíòåãðàëúò

−
∫

du

(u− 1)(u2 + u+ 1)
= −1

3

∫
du

u− 1
+

1

3

∫
u+ 2

u2 + u+ 1
du

= −1

3
ln |u− 1|+ 1

3

(
1

2
ln(u2 + u+ 1) +

√
3arctg

2u+ 1√
3

)

= −1

3
ln |u− 1|+ 1

6
ln(u2 + u+ 1) +

√
3

3
arctg

2u+ 1√
3

= −1

3
ln

∣∣∣∣∣ 3
√
x3 + 1

x
− 1

∣∣∣∣∣+
1

6
ln

( 3
√
x3 + 1

x

)2

+
3
√
x3 + 1

x
+ 1


+

√
3

3
arctg

2 ·
3√x3+1
x + 1
√

3
+ C.

å) 3t
2(t3+1)

− 1
2 ln |t+1|+ 1

4 ln(t2−t+1)−
√

3
2 arctg 2t−1√

3
+C, êúäåòî t =

3√3x−x3
x ;

æ) 1
4 ln

4√1+x4+x
4√1+x4−x

− 1
2arctg

4√1+x4

x + C; ç) 3
2x

2
3 − 18

5 x
5
3 + 3x − 6

7x
7
6 + C; è)

4
5(1 +

√
x)

5
2 − 4

3(1 +
√
x)

3
2 + C.

7.8.3 Ñóáñòèòóöèè íà Îéëåð

Èíòåãðàëèòå îò âèäà∫
R
(
x,
√
ax2 + bx+ c

)
dx, (7.27)

êúäåòî R å ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ íà ïðîìåíëèâèòå x è
√
ax2 + bx+ c,

a, b, è c ñà êîíñòàíòè, òàêèâà ÷å a 6= 0, b2 − 4ac 6= 0, ñå ñâåæäàò êúì
èíòåãðàëè îò ðàöèîíàëíè ôóíêöèè, êàòî ñå ïðèëàãàò ò. í. ñóáñòèòóöèè
íà Îéëåð.

I) Ïúðâà ñóáñòèòóöèÿ íà Îéëåð- ïðè a > 0 ñå ïîëàãà

√
ax2 + bx+ c =

{ √
ax+ t√
ax− t. (7.28)

II) Âòîðà ñóáñòèòóöèÿ íà Îéëåð- òÿ ìîæå äà áúäå èçïîëçâàíà â
ñëó÷àÿ, êîãàòî êâàäðàòíîòî óðàâíåíèå ax2 +bx+c = 0 èìà äâà ðàçëè÷íè
ðåàëíè êîðåíà, ò. å. êîãàòî D > 0. Àêî òåçè êîðåíà ñà α è β, òî å â ñèëà
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ðàçëàãàíåòî ax2 + bx+ c = a(x− α)(x− β). Òîãàâà, âòîðàòà ñóáñòèòóöèÿ
íà Îéëåð ñå äàâà ñ ðàâåíñòâîòî√

a(x− α)(x− β) =

{
t(x− α)
t(x− β).

(7.29)

III) Òðåòà ñóáñòèòóöèÿ íà Îéëåð- ïðè c > 0 ñå ïîëàãà√
ax2 + bx+ c =

{
tx+

√
c

tx−
√
c.

(7.30)

Ñëó÷àèòå (7.28)÷ (7.30) ñà åäèíñòâåíèòå, â êîèòî êâàäðàòíèÿò òðè÷-
ëåí ax2 + bx+ c å ïîëîæèòåëåí â íÿêîé èíòåðâàë. Åòî çàùî, òðèòå ñóá-
ñòèòóöèè íà Îéëåð (7.28) ÷ (7.30) ñà äîñòàòú÷íè çà ñâåæäàíå íà âñåêè
èíòåãðàë îò âèäà (7.27) êúì èíòåãðàë îò ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ.

Çàäà÷à 7.34: Äà ñå ðåøè èíòåãðàëúò∫
dx

x
√
x2 + x+ 1

.

Ðåøåíèå: Â òîçè èíòåãðàë a = 1 > 0, D = −3 < 0, c = 1 > 0.
Ñëåäîâàòåëíî å âúçìîæíî äà ñå íàïðàâÿò ïúðâàòà è òðåòàòà ñóáñòèòóöèÿ
íà Îéëåð. Ñïåöèàëíî ùå ïðèëîæèì ïúðâàòà ñóáñòèòóöèÿ íà Îéëåð. Çà
òàçè öåë äà ïîëîæèì √

x2 + x+ 1 = x+ t. (7.31)

Ïîâäèãàìå íà êâàäðàò ðàâåíñòâîòî (7.31) è ñå ïîëó÷àâà

x2 + x+ 1 = x2 + 2xt+ t2.

Îò ãîðíîòî ðàâåíñòâî îïðåäåëÿìå x =
t2 − 1

1− 2t
, dx = 2

−t2 + t− 1

(1− 2t)2
dt. Âðú-

ùàìå ñå îòíîâî â ñóáñòèòóöèÿòà (7.31) è îïðåäåëÿìå, ÷å√
x2 + x+ 1 =

t2 − 1

1− 2t
+ t =

−t2 + t− 1

1− 2t
.

Ïî òîçè íà÷èí çà èíòåãðàëà ñå ïîëó÷àâà∫
dx

x
√
x2 + x+ 1

=

∫
2
−t2 + t− 1

(1− 2t)2

1
t2−1
1−2t ·

−t2+t−1
1−2t

dt

= 2

∫
dt

t2 − 1
= ln

∣∣∣∣ t− 1

t+ 1

∣∣∣∣+ C.
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Îò (7.31) èìàìå, ÷å t =
√
x2 + x+ 1− x. Îêîí÷àòåëíî ñå ïîëó÷àâà∫

dx

x
√
x2 + x+ 1

= ln

∣∣∣∣∣
√
x2 + x+ 1− x− 1√
x2 + x+ 1− x+ 1

∣∣∣∣∣+ C.

Çàäà÷à 7.35: Äà ñå ðåøè èíòåãðàëúò∫
dx

(x+ 4)
√
x2 + 3x− 4

.

Ðåøåíèå: Êâàäðàòíîòî óðàâíåíèå x2+3x−4 = 0 èìà äèñêðèìèíàíòà
D = 25 > 0, ñëåäîâàòåëíî å âúçìîæíî äà ñå íàïðàâè âòîðàòà ñóáñòèòóöèÿ
íà Îéëåð. Êâàäðàòíîòî óðàâíåíèå x2 + 3x − 4 = 0 èìà êîðåíè x1 = 1 è
x2 = −4 è å â ñèëà ðàçëàãàíåòî x2 + 3x− 4 = (x− 1)(x+ 4). Èçïîëçâàìå
(7.29) è ïîëàãàìå √

(x− 1)(x+ 4) = t(x− 1).

Ïîâäèãàìå íà êâàäðàò ãîðíîòî ðàâåíñòâî è ñå ïîëó÷àâà

(x− 1)(x+ 4) = t2(x− 1)2,

îòêúäåòî ïîñëåäîâàòåëíî íàìèðàìå

x =
t2 + 4

t2 − 1
, dx =

−10t

(t2 − 1)2
dt,

√
x2 + 3x− 4 =

5t

t2 − 1
, x+ 4 =

5t2

t2 − 1
.

Ïî òîçè íà÷èí çà èíòåãðàëà ñå ïîëó÷àâà∫
dx

(x+ 4)
√
x2 + 3x− 4

=

∫
−10t

(t2 − 1)2
· 1

5t2

t2−1
· 5t
t2−1

dt

= −2

5

∫
dt

t2
=

2

5
· 1

t
+ C.

Îò íàïðàâåíàòà ñóáñòèòóöèÿ íàìèðàìå, ÷å

t =

√
(x− 1)(x+ 4)

x− 1
=

√
x+ 4

x− 1
+ C,

ñëåäîâàòåëíî ∫
dx

(x+ 4)
√
x2 + 3x− 4

=
2

5

√
x− 1

x+ 4
+ C.
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Çàäà÷à 7.36: Äà ñå ðåøè èíòåãðàëúò∫
dx√

x2 − 5x+ 4
.

Ðåøåíèå: Ùå èçïîëçâàìå òðåòàòà ñóáñòèòóöèÿ íà Îéëåð, êàòî ïî-
ëàãàìå √

x2 − 5x+ 4 = tx+ 2.

Ïîâäèãàìå íà êâàäðàò ãîðíîòî ðàâåíñòâî è ïîñëåäîâàòåëíî ñå íàìèðà:

x2 − 5x+ 4 = t2x2 + 4tx+ 4, x2 − 5x = t2x2 + 4tx,

x− 5 = t2x+ 4t, x =
5 + 4t

1− t2
,

dx = 2 · 2t2 + 5t+ 2

(1− t2)2
dt,

√
x2 − 5x+ 4 =

2t2 + 5t+ 2

1− t2
.

Çà èíòåãðàëà ñå ïîëó÷àâà∫
dx√

x2 − 5x+ 4
=

∫
2 · 2t2 + 5t+ 2

(1− t2)2
· 1

2t2+5t+2
1−t2

dt

= 2

∫
dt

1− t2
= ln

∣∣∣∣ t+ 1

t− 1

∣∣∣∣+ C.

Îò íàïðàâåíàòà ñóáñòèòóöèÿ íàìèðàìå, ÷å t =

√
x2 − 5x+ 4− 2

x
, îò-

êúäåòî ïúê çà èíòåãðàëà ñå ïîëó÷àâà∫
dx√

x2 − 5x+ 4
= ln

∣∣∣∣∣
√
x2−5x+4−2

x + 1
√
x2−5x+4−2

x − 1

∣∣∣∣∣+ C

= ln

∣∣∣∣∣
√
x2 − 5x+ 4 + x− 2√
x2 − 5x+ 4− x− 2

∣∣∣∣∣+ C.

Çàäà÷à 7.37: Äà ñå ïðåñìåòíàò èíòåãðàëèòå:

à)
∫

dx

(x− 2)
√
x2 + 3x+ 1

; á)

∫
dx

(x+ 1)
√
x2 + x+ 1

:

â)
∫

dx

x
√
x2 + 4x− 4

; ã)
∫

dx

x+
√
x2 + x+ 1

;
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ä)

∫
dx

(x− 1)
√
x2 + x+ 1

; å)
∫

dx

x−
√
x2 − x+ 1

;

æ)

∫
x−
√
x2 + 3x+ 2

x+
√
x2 + 3x+ 2

dx; ç)
∫

dx

1 +
√

1− 2x− x2
;

è)

∫
dx

(x− 2)
√
−x2 + 4x− 3

; é)

∫
dx

(1 +
√
x+ x2)2

;

ê)

∫
1 +
√

6x− x2 − 5

(x+ 1)
√

6x− x2 − 5
dx; ë)

∫
x+
√
x2 + x+ 1

x+ 1 +
√
x2 + x+ 1

dx.

Îòãîâîðè: à) 1√
11

ln
∣∣∣ t−√11
t+
√

11

∣∣∣ + C, êúäåòî t =
√
x2 + 3x+ 1 − x; á)

ln x+
√
x2+x+1

2+x+
√
x2+x+1

+C; â) 1
2arccos 2−x√

2x
+C; ã) 3

2(1+2t) + 1
2 ln t4

|1+2t| +C, êúäåòî

t = x +
√
x2 + x+ 1; ä) ln

∣∣∣ t+1−
√

3
t+1+

√
3

∣∣∣ + C, êúäåòî t =
√
x2 + x+ 1 − x;

å) − 3
2(2x−1−2

√
x2−x+1)

+ C; æ) − 5
18(t+1) −

1
6(t+1)2

+ 3
4 ln |t − 1| − 16

27 ln |t −

2| − 17
108 ln |t + 1|, êúäåòî t =

√
x2+3x+2
x+2 ; ç) ln

∣∣ t−1
t

∣∣ − 2arctgt + C, êúäåòî

t = 1−
√

1−2x−x2
x ; è) ln

∣∣∣√3−x−
√
x−1√

3−x+
√
x−1

∣∣∣ + C; é) 2(3−4t)
5(1−t−T 2)

+ 2
5
√

5
ln
∣∣∣√5+1+2t√

5−1−2t

∣∣∣ +

C, êúäåòî t = −x +
√
x+ x2; ê) −

√
3

3 arctg
√

5−x
3(x−1) + ln |x + 1| + C; ë)

√
x2 + x+ 1 + 1

2 ln 1+2x+2
√
x2+x+1

(2+x+2
√
x2+x+1)2

+ C.

7.9 Èíòåãðèðàíå íà òðàíñöåäåíòíè ôóíêöèè

7.9.1 Ïðåñìÿòàíå íà èíòåãðàëè îò âèäà
∫
R(sinx, cosx)dx

Èíòåãðàëèòå îò âèäà ∫
R(sinx, cosx)dx, (7.32)

êúäåòî R(u, v) å ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ íà ïðîìåíëèâèòå u è v, ìîãàò
âèíàãè äà áúäàò ïðåñìåòíàòè â èíòåðâàëà (−π, π) ÷ðåç ñóáñòèòóöèÿòà

t = tg
x

2
. (7.33)

Çà x ∈ (−π, π) ñà èçïúëíåíè ðàâåíñòâàòà

sinx =
2tgx2

1 + tg2 x
2

, cosx =
1− tg2 x

2

1 + tg2 x
2

,
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îòêúäåòî ñå ïîëó÷àâà

sinx =
2t

1 + t2
, cosx =

1− t2

1 + t2
. (7.34)

Îñâåí òîâà îò (7.33) ñå ïîëó÷àâà ðàâåíñòâîòî

dx =
2dt

1 + t2
. (7.35)

Îò (7.34) è (7.35) å ÿñíî, ÷å ñëåä çàìåñòâàíå íà sinx, cosx è dx â
èíòåãðàëà (7.32) ñå ïîëó÷àâà èíòåãðàë îò ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ íà t.

Ñóáñòèòóöèÿòà (7.33) ÷åñòî âîäè äî íåîáõîäèìîñòòà îò èçâúðøâàíå
íà ñëîæíè èç÷èñëåíèÿ, çàòîâà ùå ÿ èçïîëçâàìå ñàìî â ñëó÷àèòå, êîãàòî
íå å âúçìîæíî äà ñå íàìåðÿò äðóãè íà÷èíè çà ðåøàâàíå íà èíòåãðàëà
(7.32).

Àêî ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ R(u, v) èìà åäíî îò ñâîéñòâàòà:
1) R(− sinx, cosx) = −R(sinx, cosx) (ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ å

íå÷åòíà îòíîñíî sinx);
2) R(sinx,− cosx) = −R(sinx, cosx) (ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ å

íå÷åòíà îòíîñíî cosx);
3) R(− sinx,− cosx) = R(sinx, cosx) (ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ å

÷åòíà îòíîñíî sinx è cosx),
òî çà ïðåñìÿòàíå íà èíòåãðàëà (7.32) å óäîáíî äà ñå èçïîëçâàò ñúîòâåòíî
ñóáñòèòóöèèòå:

1) t = cosx, x ∈
(
−π

2 ,
π
2

)
;

2) t = sinx, x ∈ (0, π);
3) t = tgx, x ∈

(
−π

2 ,
π
2

)
.

Îòáåëÿçâàìå ôàêòà, ÷å â òðåòèÿ ñëó÷àé íà çàâèñèìîñò íà R(u, v) îò
sinx è cosx, òåçè ôóíêöèè ñà ïîâäèãíàòè íà ÷åòíè ñòåïåííè ïîêàçàòåëè.
Çà x ∈

(
−π

2 ,
π
2

)
ñà â ñèëà òúæäåñòâàòà

sin2 x =
tg2x

1 + tg2x
, cos2 x =

1

1 + tg2x
,

îòêúäåòî ñå ïîëó÷àâà

sin2 x =
t2

1 + t2
, cos2 x =

1

1 + t2
.

Çàäà÷à 7.38: Äà ñå ðåøè èíòåãðàëúò∫
dx

2 + cosx
, x ∈ (−π, π).
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Ðåøåíèå: Èçïîëçâàìå ñóáñòèòóöèÿòà (7.33), êàòo ïîëàãàìå tg
x

2
= t.

Îò (7.34) è (7.35) ñå ïîëó÷àâà∫
dx

2 + cosx
=

∫
2dt

(1 + t2)
(

2 + 1−t2
1+t2

) = 2

∫
dt

3 + t2

= 2

∫
dt

(
√

3)2 + t2
=

2√
3

arctg
t√
3

=
2√
3

arctg

(
1√
3

tg
x

2

)
+ C.

Çàäà÷à 7.39: Äà ñå ïðåñìåòíàò èíòåãðàëèòå:

à)
∫

sin3 x

cos2 x+ 1
dx; á)

∫
cos3 x

1 + sin2 x
dx.

Ðåøåíèå: à) Çà ðàöèîíàëíàòà ôóíêöèÿ R(sinx, cosx) =
sin3 x

cos2 x+ 1
å â ñèëà ðàâåíñòâîòî R(− sinx, cosx) = −R(sinx, cosx), ò. å. íàëèöå å
ñëó÷àÿò 1). Çà äà ðåøèì èíòåãðàëúò ïîñòúïâàìå ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:∫

sin3 x

cos2 x+ 1
dx =

∫
sin2 x. sinxdx

cos2 x+ 1
= −

∫
sin2 xd cosx

cos2 x+ 1

= −
∫

(1− cos2 x)d cosx

cos2 x+ 1
=

∫
(cos2 x− 1)d cosx

cos2 x+ 1

=

∫
(t2 − 1)dt

t2 + 1
=

∫
(t2 + 1− 2)dt

t2 + 1
=

∫
dt− 2

∫
dt

1 + t2

= t− 2arctgt+ C = cosx− 2arctg cosx+ C,

êúäåòî å ÿñåí ñìèñúëúò íà ïîëàãàíåòî t = cosx.
á) Â ñèëà å ðàâåíñòâîòî R(sinx,− cosx) = −R(sinx, cosx), ò. å. íàëèöå

å ñëó÷àÿò 2). Çà äà ðåøèì èíòåãðàëúò ïîñòúïâàíå ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:∫
cos3 x

1 + sin2 x
dx =

∫
cos2 x. cosx

1 + sin2 x
dx =

∫
cos2 xd sinx

1 + sin2 x

=

∫
(1− sin2 x)d sinx

1 + sin2 x
=

∫
(1− t2)dt

1 + t2
= −

∫
(t2 − 1)dt

1 + t2

= −
∫
t2 + 1− 2

1 + t2
dt = −

∫
dt+ 2

∫
dt

1 + t2
dt = −t+ 2arctgt+ C

= 2arctg sinx− sinx+ C.
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Çàäà÷à 7.40: Äà ñå ðåøè èíòåãðàëúò∫
sinx cosx

1 + sin4 x
dx.

Ðåøåíèå: Â ñèëà å ðàâåíñòâîòî R(− sinx,− cosx) = R(sinx, cosx),
òàêà, ÷å å íàëèöå ñëó÷àÿò 3). Ïîëàãàìå t = tgx, èçïîëçâàìå ðàâåíñòâàòà
(7.36) è ñå ïîëó÷àâà∫

sinx cosx

1 + sin4 x
dx =

∫ t√
1+t2
· 1√

1+t2

1 + t4

(1+t2)2

· dt

1 + t2

=

∫
tdt

(1 + t2)2 · 2t4+2t2+1
(1+t2)2

=

∫
tdt

2t4 + 2t2 + 1
=

1

2

∫
dt2

2(t2)2 + 2t2 + 1

=
1

2

∫
du

2u2 + 2u+ 1
=

1

4

∫
du

u2 + u+ 1
2

=
1

4

∫
d
(
u+ 1

2

)(
1
2

)2
+
(
u+ 1

2

)2
=

1

2
arctg(2u+ 1) + C =

1

2
arctg(2t2 + 1) + C =

1

2
arctg(2tg2x+ 1) + C.

Çàäà÷à 7.41: Äà ñå ïðåñìåòíàò èíòåãðàëèòå:

à)
∫

dx

5− 4 sinx+ 3 cosx
; á)

∫
dx

cosx+ 2 sinx+ 3
;

â)
∫

dx

2 sinx− cosx+ 5
; ã)

∫
sinx

sinx+ cosx
dx;

ä)

∫
sinx

cosx(2 + sin 2x)
dx; å)

∫
dx

1 + sin2 x
;

æ)

∫
dx

1 + cos2 x
; ç)

∫
cos2 x

sinx cosx+ 2 sinx
dx;

è)

∫
sin2 x cosx

sinx+ cosx
dx; é)

∫
sin 2x

cos4 x+ sin4 x
dx.

Îòãîâîðè: à) 1
2−tg x

2
+C; á) arctg

(
1 + tgx2

)
+C; â) 1

5arctg
3tg x

2
+1√

5
+C; ã)

−1
2 ln |tgx+ 1|+ 1

4 ln(tg2x+ 1) + x
2 +C; ä) Ïîëîæåòå tgx = t è ñå ïîëó÷àâà

çà îòãîâîð ln 4
√

tg2x+ tgx+ 1 − 1
2
√

3
arctg 2tgx+1√

3
+ C; å) 1√

2
arctg

√
2tgx +

C; æ) 1√
2
arctg tgx√

2
+ C; ç) Â ñèëà å ðàâåíñòâîòî R(− sinx, cosx) =

−R(sinx, cosx), çàòîâà ñå ïîëàãà cosx = t. Çà èíòåãðàëà ñå ïîëó÷àâà
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ñòîéíîñò 1
6 ln(1− cosx)− 1

2 ln(cosx+ 1) + 4
3 ln(cosx+ 2) +C; è) Â ñèëà å

ðàâåíñòâîòî R(− sinx,− cosx) = R(sinx, cosx), çàòîâà ñå ïîëàãà tgx = t.
Çà èíòåãðàëà ñå ïîëó÷àâà ñëåäíîòî∫

sin2 x cosx

sinx+ cosx
dx =

∫
t2dt

(1 + t)(1 + t2)2

=

∫ [
1

4
· 1

t+ 1
− 1

4
· t− 1

t2 + 1
+

1

2
· t− 1

(t2 + 1)2

]
dt

=
1

4
ln
|1 + t|√
1 + t2

− 1

4
· 1 + t

1 + t2
=

1

4
ln | sinx+ cosx| − 1

4
(sinx+ cosx) cosx+C;

é) Â ñèëà ñà ñëåäíèòå ïðåäñòàâÿíèÿ íà èíòåãðàëà∫
sin 2x

cos4 x+ sin4 x
dx = 2

∫
sinx cosx

cos4 x+ sin4 x
dx

= 2

∫ sinx cosx
cos2 x

cos4 x(1+tg4x)
cos2 x

dx = 2

∫
tgx

1 + tg4x
· dt

cos2 x
= 2

∫
tgx

1 + tg4x
dtgx

=

∫
dtg2x

1 + (tg2x)2
= arctg(tg2x) + C.

Âìåñòî òåçè ïðåñìÿòàíèÿ, äèðåêòíî ìîæå äà ñå èçïîëçâà ñóáñòèòóöèÿòà
tgx = t.

7.9.2 Ïðåñìÿòàíå íà èíòåãðàëè îò âèäà
∫

sinαx sinβxdx,∫
cosαx cosβxdx è

∫
sinαx cosβxdx

Òåçè èíòåãðàëè ìîãàò äà ñå ïðåñìåòíàò êàòî ñå èçïîëçâàò ñëåäíèòå
ôîðìóëè:

sinαx sinβx =
1

2
· [cos(α− β)x− cos(α+ β)x]; (7.37)

cosαx cosβx =
1

2
· [cos(α− β)x+ cos(α+ β)x]; (7.38)

sinαx cosβx =
1

2
· [sin(α+ β)x+ sin(α− β)x]. (7.39)

Çàäà÷à 7.42: Äà ñå ïðåñìåòíàò èíòåãðàëèòå:

à)
∫

sin 2x. sin 5xdx; á)

∫
sin

x

2
cos

2x

3
dx;
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â)
∫

sinx. cos 4xdx; ã)
∫

cos2 x. sin 3xdx;

ä)

∫
cosx. cos 2x. cos 3xdx.

Ðåøåíèå: à) Îò ðàâåíñòâîòî (7.37) ñå ïîëó÷àâà

sin 2x. sin 5x =
1

2
· [cos 3x− cos 7x].

Êàòî ñå èíòåãðèðà äÿñíàòà ñòðàíà íà ãîðíîòî ðàâåíñòâî ñå ïîëó÷àâà, ÷å
èíòåãðàëúò å ðàâåí íà 1

6 sin 3x− 1
14 sin 7x+C; á) 3 cos x6 −

3
7 cos 7x

6 +C; â)
1
6 cos 3x− 1

10 cos 5x+C; ã) Ùå èçïîëçâàìå ôîðìóëàòà cos2 x =
1 + cos 2x

2
,

ñëåä òîâà ðàâåíñòâîòî (7.39) è ñå ïîëó÷àâà, ÷å èíòåãðàëúò å ðàâåí íà
−1

4 cosx− 1
6 cos 3x− 1

20 cos 5x+C; ä) Ùå èçïîëçâàìå äâà ïúòè ôîðìóëàòà
(7.38) çà äà ñå ïîëó÷è ïðåäñòàâÿíåòî

(cosx. cos 2x). cos 3x

=
1

2
(cosx+ cos 3x). cos 3x =

1

2
cosx cos 3x+

1

2
cos2 3x

=
1

4
cos 2x+

1

4
cos 3x+

1 + cos 6x

4
.

Èíòåãðàëúò å ðàâåí íà
1

4

(
1

2
sin 2x+

1

4
sin 4x+

1

6
sin 6x+ x

)
+ C.

7.9.3 Ïðåñìÿòàíå íà èíòåãðàëè îò âèäà
∫
R(shx, chx)dx

Ôóíêöèèòå
ex + e−x

2
è
ex − e−x

2
ñå íàðè÷àò ñúîòâåòíî õèïåðáîëè÷åí

êîñèíóñ è õèïåðáîëè÷åí ñèíóñ è ñå îçíà÷àâàò chx è shx, ò. å.

chx =
ex + e−x

2
, shx =

ex − e−x

2
.

Â ñèëà å ôîðìóëàòà
ch2x− sh2x = 1.

Îòíîøåíèÿòà
shx

chx
è

chx

shx
ïî àíàëîãèÿ ñ êðúãîâèòå òðèãîíîìåòðè÷íè

ôóíêöèè ñå íàðè÷àò õèïåðáîëè÷åí òàíãåíñ è õèïåðáîëè÷åí êîòàíãåíñ è
ñå îçíà÷àâàò

thx =
shx

chx
, cthx =

chx

shx
.
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Â ñèëà ñà ñëåäíèòå ðàâåíñòâà

sh2x = 2.shx.chx, ch2x = ch2x+ sh2x.

shx =
2thx2

1− th2 x
2

, chx =
1 + th2 x

2

1− th2 x
2

.

Õèïåðáîëè÷íèòå ôóíêöèè èìàò ñëåäíèòå ïðîèçâîäíè:

(chx)′ = shx, (shx)′ = chx,

(thx)′ =
1

ch2x
, (cthx)′ =

−1

sh2x
.

Èíòåãðàëèòå îò âèäà ∫
R(shx, chx)dx,

êúäåòî R(u, v) å ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ íà ïðîìåíëèâèòå u è v, ñ ïîìîù-

òà íà õèïåðáîëè÷íàòà ñóáñòèòóöèÿ t = th
x

2
ñå ñâåæäà äî èíòåãðàëè îò

ðàöèîíàëíè ôóíêöèè

2

∫
R

(
2t

1− t2
,
1 + t2

1− t2

)
dt

1− t2
.

Çàäà÷à 7.43: Äà ñå ïðåñìåòíå èíòåãðàëúò∫
2shx+ 3chx

4shx+ 5chx
dx.

Ðåøåíèå: Ïðåäñòàâÿìå ÷èñëèòåëÿò íà ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ
êàòî ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ íà çíàìåíàòåëÿ è ïðîèçâîäíàòà íà çíàìåíàòå-
ëÿ

2shx+ 3chx = α(4shx+ 5chx) + β(4chx+ 5shx).

Çà α è β ñå ïîëó÷àâà ñèñòåìàòà∣∣∣∣ 4α+ 5β = 2
5α+ 4β = 3,

ò. å. α =
7

9
, β = −2

9
. Ñëåäîâàòåëíî∫

2shx+ 3chx

4shx+ 5chx
dx =

7

9

∫
dx− 2

9

∫
4chx+ 5shx

4shx+ 5chx
dx

=
7

9
x− 2

9

∫
d(4shx+ 5chx)

4shx+ 5chx
=

7

9
x− 2

9
ln(4shx+ 5chx) + C.
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Çàäà÷à 7.44: Äà ñå ïðåñìåòíå èíòåãðàëúò∫
ch2xdx

sh3x
.

Ðåøåíèå: Ùå ïðèëîæèì èíòåãðèðàíåòî ïî ÷àñòè, â ïðåäñòàâÿíåòî
íà èíòåãðàëà îò âèäà∫

ch2xdx

sh3x
=

∫
chx.chxdx

sh3x
=

∫
chxdshx

sh3x

= −1

2

∫
chxd

1

sh2x
= −1

2
· chx

sh2x
+

1

2

∫
dx

shx
.

Ðåøàâàìå ïîñëåäíèÿ èíòåãðàë

∫
dx

shx
=

∫
dx

2shx2 chx2
=

∫ dx
2

ch2 x
2

shx
2

chx
2

ch2 x
2

=

∫
dthx2
thx2

= ln
∣∣∣thx

2

∣∣∣+ C.

Îêîí÷àòåëíî ñå ïîëó÷àâà, ÷å∫
ch2xdx

sh3x
= −1

2
· chx

sh2x
+

1

2
ln
∣∣∣thx

2

∣∣∣+ C.

Çàäà÷à 7.45: Äà ñå ïðåñìåòíàò èíòåãðàëèòå:

à)
∫

ch3xshxdx; á)

∫
sh2xch3xdx;

â)
∫

sh2xch
x

2
dx; ã)

∫
sh3xch2xdx.

Îòãîâîðè: à) ch4x
4 + C; á) sh5x

5 + sh3x
3 + C; â) 8

5sh5 x
2 + 8

3sh3 x
2 + C; ã)

2
5ch5x− ch3x+ chx+ C.

Çàäà÷à 7.46: Äà ñå ïðåñìåòíàò èíòåãðàëèòå:

à)
∫

dx

4 + 3sh2x
; á)

∫
dx

10ch2x− 2sh2x− 1
; â)

∫
sh2x

1− sh2x
dx;

ã)
∫

ch2x

sh4x+ ch4x
dx; ä)

∫
sh2x

1 + sh4x
dx; å)

∫
dx

(ch2x+ ch2x)2
;

æ)

∫
4chx− 3shx

2chx− shx
dx; ç)

∫
dx

shx+ 2chx
; è)

∫
dx

2shx− chx
;

é)

∫
sh4x

ch6x
dx; ê)

∫
ch5x

shx
dx; ë)

∫
dx

(1 + chx)2
; ì)

∫
dx

sh4xch2x
.
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Îòãîâîðè: à) 1
4 ln

∣∣∣ thx−2
thx+2

∣∣∣ + C; á) 1√
5
arctg thx−2√

5
+ C; â) −x +

1
2
√

2
ln
∣∣∣√2thx+1√

2thx−1

∣∣∣ + C; ã) − 1√
2
arctg

√
2

sh2x + C; ä) arctg(2th2x − 1) + C =

arctgsh2x+C; å) 3thx
4(th2x+2)

− 1
4
√

2
arctg thx√

2
+C; æ) Ðàáîòè ñå êàêòî â çàäà÷à

7.43 è ñå ïîëó÷àâà ðåçóëòàò 5
3x−

2
3 ln(2chx−shx)+C; ç) 2√

3
arctg

2thx
2

+1√
3

+C;

è) 1
2 ln

∣∣∣∣ thx2−2+
√

3

thx
2
−2−

√
3

∣∣∣∣ + C; é) th5x
5 + C; ê) sh4x

4 + sh2x + ln |shx| + C; ë)

1
2thx2 −

1
6th3 x

2 + C; ì) thx+ 2cthx− cth3x
3 + C.

7.10 Îáùè çàäà÷è îò èíòåãðàëè

Çàäà÷à 7.47: Äà ñå ïðåñìåòíàò èíòåãðàëèòå:

1)
∫
x3 − x2

x+ 3
dx; 2)

∫
x4 + 3x3 − 1

x2 + 2x+ 1
dx; 3)

∫
x2

x2 + 12x+ 35
dx;

4)

∫
x4

x2 + 4
dx; 5)

∫
xdx

x3 + 8
; 6)

∫
dx

(x+ 1)(9x2 + 6x+ 4)
;

7)

∫
(5− x)dx

(x− 3)(x2 − 5x+ 7)
; 8)

∫
(x3 + x2)dx

(x− 2)(2x2 − x+ 2)
;

9)

∫
2x4 − 2x3 − x2 + 2

2x3 − 4x2 + 3x− 1
dx; 10)

∫
dx

x4 − x3
;

11)

∫
x2dx

(x2 + 12x+ 35)2
; 12)

∫
dx

x4 + x2 + 1
; 13)

∫
x5dx

x6 + 9x3 + 8
;

14)

∫
dx

(x2 + x+ 1)2
; 15)

∫
dx

(x4 − 1)3
; 16)

∫
(x4 + 1)dx

x3 − x2 + x− 1
;

17)

∫
x2dx

1− x4
; 18)

∫
(3x2 + x+ 3)dx

(x− 1)3(x2 + 1)
; 19)

∫
(x3 − 6)dx

x4 + 6x2 + 8
;

20)

∫
x3 + x− 1dx

(x2 + 2)2
; 21)

∫
dx

x(4 + x2)2(1 + x2)
; 22)

∫
(5x2 − 12)dx

(x2 − 6x+ 13)2
;

23)

∫
dx

(x2 + 9)2
; 24)

∫
dx√

x+ 3
√
x

; 25)

∫
xdx√

x+ x 4
√
x

;

26)

∫
x+
√
x+

3
√
x2

x+
3
√
x4

dx; 27)

∫
dx

√
x+
√
x3 +

√
x5

;
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28)

∫
2 +
√
x+ 1

(x+ 1)2 −
√
x+ 1

dx; 29)

∫
1− 6
√

1 + x

1 + x+ 3
√

(1 + x)4
dx;

30)

∫
dx√

2x− 1− 4
√

2x− 1
; 31)

∫ √
1−
√
x

1 +
√
x
dx; 32)

∫
dx

x2
√
x2 − 1

;

33)

∫
dx

x3
√

1− x2
; 34)

∫
x3
√
x2 − 1dx; 35)

∫
x4
√

1− x2dx;

36)

∫
x3dx√
1 + x2

; 37)

∫
dx

x4
√

1 + x2
; 38)

∫
dx

x 3
√
x2 + 1

;

39)

∫
dx

(1− x)
√

3 + 2x− x2
; 40)

∫
dx

(x− 1)3
√
x2 − 2x− 1

;

41)

∫
dx

(x+ 1)5
√
x2 + 2x

; 42)

∫ √
4x2 − 4x+ 3dx;

43)

∫ √
1− 4x− x2dx; 44)

∫
xdx

(x2 + x+ 1)
√

4x2 + 4x+ 3
;

45)

∫
(1 + x2)dx

(1− x2)
√

1 + x4
.

Îòãîâîðè: 1) x3

3 − 2x2 + 12x − 36 ln |x + 3| + C; 2) x3

3 + x2

2 −
3x + 3

x+1 + 5 ln |x + 1| + C; 3) x + 1
2(25 ln |x + 5| − 49 ln |x + 7|) +

C; 4) x3

3 − 4x + 8arctgx2 + C; 5) 1
12 ln

(
x−2
x+2

)2
+ 1

2
√

3
arctgx−1√

3
+ C; 6)

1
14 ln (x+1)2

9x2+6x+4
+ 2

7
√

3
arctg 3x+1√

3
+ C; 7) ln (x−3)2

x2−5x+7
− 4√

3
arctg 2x−5√

3
+ C; 8)

x
2 + 3

2 ln |x − 2| + 1
8 ln(2x2 − x + 2) +

√
15

12 arctg 4x−1√
15

+ C; 9) x2

2 + x +

1
2 ln x2−2x+1

2x2−2x+1
− 3arctg(2x − 1) + C; 10) 1

x + 1
2x2

+ ln
∣∣x−1
x

∣∣ + C; 11)
35
4 ln

∣∣∣x+7
x+5

∣∣∣ − 37x+210
2(x2+12x+35)

+ C; 12) 1
4 ln x2+x+1

x2−x+1
+ 1

2
√

3
arctgx

2−1√
3x

+ C; 13)
1
21(8 ln |x3 + 8| − ln |x3 + 1|+ C; 14) 4x3+6x2+8x+3

6(x2+x+1)2
+ 4

3
√

3
arctg 2x+1√

3
+ C; 15)

1
32

(
7x5−11x
(x4−1)2

+ 21
4 ln

∣∣∣x−1
x+1

∣∣∣− 21
2 arctgx

)
+C; 16) (x+1)2

2 + ln |x−1|√
x2+1

− arctgx+

C; 17) 1
4 ln

∣∣∣1+x
1−x

∣∣∣ − 1
2arctgx + C; 18) 1

4

[
ln
√
x2+1
|x−1| + arctgx− 7

(x−1)2

]
+ C;

19) ln x2+4√
x2+2

+ 3
2arctgx2 −

3
√

2
2 arctgx

√
2

2 + C; 20) 2−x
4(x2+2)

+ 1
2 ln(x2 + 2) −

1
4
√

2
arctg x√

2
+C; 21) 1

16 ln |x| − 1
18 ln(x2 + 1) + 7

288 ln(x2 + 4)− 1
24(x2+4)

+C;

22) 13x−159
8(x2−6x+13)

+ 53
16arctgx−3

2 +C; 23) x
216(x2+9)

+ x
36(x2+9)2

+ 1
648arctgx3 +C; 24)

6 6
√
x−3 3

√
x+2

√
x−ln(1+ 6

√
x)+C; 25) 4

3(
4
√
x3−ln(1+

4
√
x3))+C; 26) 6 6

√
x+
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3
2

3
√
x2−6arctg 6

√
x+C; 27) 1

2 ln x+
√
x+1

x−
√
x+1

+ 1√
3
arctg

√
3x

1−x+C; 28) ln x+2−2
√
x+1

x−2+2
√
x+1
−

2√
3
arctg 1+2

√
x+1√
3

+C; 29) ln(1+x)−3 ln(1+ 3
√

1 + x)−6arctg 6
√

1 + x+C; 30)

(1+ 4
√

2x− 1)2 +2 ln |1− 4
√

2x− 1|+C; 31) (
√
x−2)

√
1− x−arcsin

√
x+C;

32)
√
x2−1
x +C; 33) −1

2

(√
1−x2
x2

+ ln 1+
√

1−x2
|x|

)
+C; 34) 1

5(x2− 1)
5
2 + 1

3(x2−

1)
3
2 + C; 35)

(
x5

6 −
x3

6 − x
)√

4− x2 + 4arcsinx2 + C; 36) x2−2
3

√
1 + x2 +

C; 37) 2x2−1
3x3

√
1 + x2 + C; 38) 1

4 ln t2−2t+1
t2+t+1

+
√

3
2 arctg 2t+1√

3
+ C, t =

3
√
x2 + 1; 39) 1

2 ln 2+
√

3+2x−x2
|x−1| + C; 40) 1

4

(√
x2−2x−1
(x−1)2

− 1√
2
arcsin

√
2

|x−1|

)
+ C;

41) 1
8

(
3x2+6x+5

(x+1)4

√
x2 + 2x− 3arcsin 1

|x+1|

)
+ C; 42) 2x−1

4

√
4x2 − 4x+ 3 +

1
2 ln(2x − 1 +

√
4x2 − 4x+ 3) + C; 43) x+2

2

√
1− 4x− x2 + 5

2arcsinx+2√
5

+

C; 44) 1√
5
arctg

√
4x2+4x+3√

5
+ 1√

35
ln

√
7(4x2+4x+3)−

√
5(2x+1)√

x2+x+2
+ C; 45)

1√
2

ln
√

1+x4+
√

2x
|x2−1| + C.

Çàäà÷à 7.48: Äà ñå ïðåñìåòíàò èíòåãðàëèòå:

1)
∫

dx

1− sinx
; 2)

∫
1− sinx

cosx
dx; 3)

∫
sinxdx

1 + sinx
;

4)

∫
sin2 x. cos2 3xdx; 5)

∫
cos3 x. sin5 xdx; 6)

∫
sin4 x. cos5 xdx;

7)

∫
cos3 xdx

sin4 x
; 8)

∫
cos5 xdx

sin2 ; 9)

∫
cos2 xdx

sinx cos 3x
;

10)

∫
3 cosx+ 7 sinx

5 cosx+ 2 sinx
dx; 11)

∫
dx

2 + sin 2x+ cos 2x
;

12)

∫
3 sinx+ 2 cosx+ 1

sinx+ 3 sin2 x
dx; 13)

∫
(1 + cosx)2

1 + sinx
dx;

14)

∫
(sinx− cosx) sin 2x

sin3 x+ cos3 x
dx; 15)

∫
dx

(1 + cos2 x)2
; 16)

∫
tgxdx√

1 + sin2 x
;

17)

∫
sinxdx√
2 + sin 2x

; 18)

∫
(cosx− sinx)dx√

1 + sin 2x
; 19)

∫
x3 sinx2dx;

20)

∫
x sinxdx

(1 + cosx)2
; 21)

∫
shx.sh2x.sh3xdx; 22)

∫
sh3x.ch4xdx;

23)

∫
sh3x

ch6x
dx; 24)

∫
ch3x

sh3x
dx; 25)

∫
chxdx

4chx− 3shx
;

26)

∫
thxdx√
1− thx

; 27)

∫
shxdx√

ch2x
; 28)

∫
shax.chbx, a2 + b2 6= 0.
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Îòãîâîðè: 1) tgx+ 1
cosx +C = 2

1−tg x
2

+C = tg
(
x
2 + π

4

)
+C; 2) ln(1 +

sinx)+C; 3) x− tgx+ 1
cosx +C; 4) 1

4

(
x− sin 2x

2 − sin 4x
8 + sin 6x

6 − sin 8x
16

)
+C

(èçïîëçâàéòå, ÷å cos 3x = 4 cos3 x − 3 cosx, èëè ôàêòà, ÷å sinα cosβ =
1
2 [sin(α+ β) + sin(α− β)]); 5) 1

6 sin6 x− 1
8 sin8 x+C; 6) 1

5 sin5 x− 2
7 sin7 x+

1
9 sin9 x+C; 7) 1

sinx−
1

3 sin3 x
+C; 8) sin3 x

3 −2 sinx− 1
sinx+C; 9) 1

2 ln sin2 x
|4 sin2 x−1|+

C; 10) x − ln |5 cosx + 2 sinx| + C (ðàáîòåòå êàêòî â çàäà÷à 7.43); 11)
1√
2
arctg 1+tgx√

2
+C, |x| < π

2 ; 12) ln
∣∣tgx2 ∣∣− 2 ln

∣∣3 sinx+1
sinx

∣∣+C; 13) x+ cosx+

2 ln(1+sinx)+tg
(
x
2 −

π
4

)
+C; 14) 2

3 ln | sin3 x+cos3 x|+C; 15) 3
√

2
8 arctg tgx√

2
−

tgx
4tg2x+8

+ C, |x| < π
2 ; 16) 1√

2
ln
√

2+
√

1+sin2 x
| cosx| + C; 17) 1

2arcsin sin− cosx√
3

−
1
2 ln(sinx+cosx+

√
2 + sin 2x)+C; 18) ln(sinx+cosx)+C, àêî sinx+cosx >

0 è ln 1
| sinx+cosx| + C, àêî sinx + cosx < 0; 19) 1

2(sinx2 − x2 cosx2) + C

(èçïîëçâàéòå ïðåäñòàâÿíåòî
∫
x3 sinx2dx = 1

4

∫
sinx2d(x4) = 1

2

∫
t sin tdt);

20) x
1+cosx−tgx2 +C; 21) 1

4

(
ch6x

6 − ch4x
4 − ch2x

2

)
+C; 22) ch7x

7 −
ch5x

5 +C; 23)
1

5ch6x
− 4

3ch3x
+C; 24) 4 ln |shx|− 1

2cth2x+C; 25) 1
7(4x+3 ln |4chx−3shx|)+C;

26) 1√
2

(√
1 + e2x + ln(e−x +

√
1 + e−2x)

)
+C; 27) 1√

2
ln(
√

2chx+
√

ch2x)+

C; 28) ch(a+b)x
2(a+b) + ch(a−b)x

2(a−b) +C, àêî a2 6= b2; ch2bx
4b +C, àêî a = b; − ch2bx

4b +C,
àêî a = −b.

Çàäà÷à 7.49: Äà ñå ïðåñìåòíàò èíòåãðàëèòå:

1)
∫

e2xdx

1 + ex
; 2)

∫
1 + e2xdx

(1 + ex)2
; 3)

∫
xexdx

(1 + ex)2
;

4)

∫
e2x
√
ex + e2xdx; 5)

∫
dx

x
√

1− ln2 x
; 6)

∫
(x lnx)2dx;

7)

∫ (
lnx

x

)2

dx; 8)

∫
ln(1 + x2)

x2
dx; 9)

∫
x ln(1− x+ x2)

(1 + x2)2
dx;

10)

∫
ln(1− x2)

5
√

1− x
dx; 11)

∫
x ln(x+

√
x2 + 1)√

x2 + 1
dx;

12)

∫
(x3 + x)arctgxdx; 13)

∫
arctg2x

x2
dx; 14)

∫
2x2 + 1

x2 + 1
arctg2xdx;

15)

∫
x4

x2 + 1
arctgxdx; 16)

∫
xarcsin(x−1)dx; 17)

∫
arctg(1−

√
x)dx;

18)

∫ √
1− x2arcsinxdx; 19)

∫
xarcsinx

(x2 − 1)
√

1− x2
dx;
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20)

∫
arccos

√
x

x+ 1
dx.

Îòãîâîðè: 1) ex − ln(1 + ex) + C; 2) x + 2
1+ex + C; 3) xex

1+ex − ln(1 +

ex)+C; 4) 1
3

√
(ex + e3x)3− 1

8(1+2ex)
√
ex + e2x+ 1

8 ln(
√

1 + ex+
√
ex)+C;

5) arcsin lnx + C; 6) 1
27x

3(9 ln2 x − 6 lnx + 2) + C; 7) − 1
x(ln2 x + 2 lnx +

2) + C; 8) 2arctgx − ln(1+x2)
x + C; 9) 1

4 ln 1−x−x2
1+x2

− ln 1−x−x2
2(1+x2)

− arctgx +
√

3
2 arctg 2x−1√

3
+ C; 10) 2

√
1− x(4 − ln(1 − x2)) − 2

√
2 ln

√
2+
√

1−x√
2−
√

1−x + C; 11)

−x +
√
x2 + 1 ln(x +

√
x2 + 1) + C; 12) x3

12 + x
4 + (x2+1)2

4 arctgx + C; 13)

ln x2

1+4x2
− arctg2x

x +C; 14) 2xarctgx− 1
2arctg2x−ln(1+x2)+C; 15) 1

2arctg2x−
x
(

1− x2

3

)
arctgx− x2

6 + 2
3 ln(1+x2)+C; 16) x+3

4

√
2x− x2+ 2x2−3

4 arcsin(x−

1) + C; 17) x.arctg(1−
√
x) +

√
x+ ln(x− 2

√
x+ 2) + C; 18) arcsin2x−x2

4 +
x
√

1−x2
2 arcsinx + C; 19) arcsinx√

1−x2 + 1
2 ln 1−x

1+x + C; 20) x.arccos
√

x
x+1 +

√
x −

arctg
√
x+ C.



8. ÐÈÌÀÍÎÂ ÈÍÒÅÃÐÀË ÎÒ ÔÓÍÊÖÈß ÍÀ ÅÄÍÀ
ÍÅÇÀÂÈÑÈÌÀ ÏÐÎÌÅÍËÈÂÀ

8.1 Èíòåãðóåìîñò â ðèìàíîâ ñìèñúë

Íåêà [a, b] å äàäåí ñåãìåíò. Ùå êàçâàìå, ÷å å äàäåíî åäíî äåëåíèå
íà ñåãìåíòà [a, b], àêî ñà äàäåíè òî÷êèòå x0, x1, . . . , xn−1, xn, çà êîèòî
a = x0 < x1 < . . . < xn−1 < xn = b. Òîâà äåëåíèå íà ñåãìåíòà [a, b] ùå
îçíà÷àâàìå ñúñ ñèìâîëà τ = {xi}ni=0. Ñåãìåíòèòå [xi−1, xi], i = 1, 2, . . . , n
ùå íàðè÷àìå ìåæäèííè (÷àñòè÷íè) ñåãìåíòè, à ∆xi = xi − xi−1 å äúë-
æèíàòà íà òîçè ìåæäèíåí ñåãìåíò. Âåëè÷èíàòà d = d(τ) = max

1≤i≤n
∆xi

ùå íàðè÷àìå äèàìåòúð íà äåëåíèåòî τ. Âúâ âñåêè ìåæäèíåí ñåãìåíò
[xi−1, xi] äà èçáåðåì ïðîèçâîëíà òî÷êà ξi ∈ [xi−1, xi], êîÿòî ùå íàðå÷åì
ìåæäèííà òî÷êà.

Íåêà äà ñìÿòàìå, ÷å ôóíêöèÿòà f : [a, b] → R å îãðàíè÷åíà íàä
ñåãìåíòà [a, b]. Êàòî èçïîëçâàìå ôóíêöèÿòà f è äàäåíîòî äåëåíèå τ íà
ñåãìåíòà [a, b], äà ñúñòàâèì ñóìàòà σ(f ; ξi) = σ(f ; ξ1, ξ2, . . . , ξn)

σ(f ; ξi) =
n∑
i=1

f(ξi)∆xi, (8.1)

êîÿòî ñå íàðè÷à ðèìàíîâà èíòåãðàëíà ñóìà çà ôóíêöèÿòà f.
×èñëîòî I ñå íàðè÷à ãðàíèöà íà èíòåãðàëíèòå ñóìè (8.1), êîãàòî äèà-

ìåòúðúò d íà äåëåíèåòî τ êëîíè êúì íóëà, àêî çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà
òàêîâà ÷èñëî δ = δ(ε), ÷å çà âñÿêî äåëåíèå, çà êîåòî d < δ, íåðàâåíñòâîòî
|I − σ(f ; ξi)| < 0 å èçïúëíåíî çà âñåêè èçáîð íà ìåæäèííèòå òî÷êè ξi.

Ôóíêöèÿòà f ñå íàðè÷à èíòåãðóåìà ïî Ðèìàí (èíòåãðóåìà â ðèìàíîâ
ñìèñúë) â ñåãìåíòà [a, b], àêî çà òàçè ôóíêöèÿ â äàäåíèÿ ñåãìåíò ñúùåñ-
òâóâà ãðàíèöàòà I íà èíòåãðàëíèòå è̀ ñóìè (8.1), êîãàòî äèàìåòúðúò d íà
äåëåíèåòî τ êëîíè êúì íóëà. ×èñëîòî I ñå íàðè÷à îïðåäåëåí ðèìàíîâ
èíòåãðàë îò ôóíêöèÿòà f â ãðàíèöè îò a äî b è ñå îçíà÷àâà ñúñ ñèìâîëà∫ b

a
f(x)dx.
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Íåïðåêúñíàòèòå â ñåãìåíòà [a, b] ôóíêöèè ñà èíòåãðóåìè ïî Ðèìàí â
òîçè ñåãìåíò. Ôóíêöèÿòà f, îãðàíè÷åíà â ñåãìåíòà [a, b] è èìàùà ñàìî
êðàåí áðîé òî÷êè íà ïðåêúñâàíå, å èíòåãðóåìà â òîçè ñåãìåíò. Âñÿêà
ìîíîòîííà â ñåãìåíòà [a, b] ôóíêöèÿ f å èíòåãðóåìà â òîçè ñåãìåíò. Èìà è
äðóãè êëàñîâå îò ôóíêöèè, êîèòî ñà èíòåãðóåìè ïî Ðèìàí â òîçè ñåãìåíò.

Ïî îïðåäåëåíèå ñå ïîëàãà∫ a

a
f(x)dx = 0,

∫ a

b
f(x)dx = −

∫ b

a
f(x)dx, a < b.

Íåêà ôóíêöèèòå f è g ñà èíòåãðóåìè â ñåãìåíòà [a, b]. Òîãàâà ñà èç-
ïúëíåíè ñëåäíèòå ñâîéñòâà íà èíòåãðàëà íà Ðèìàí:

1)

∫ b

a
Cf(x)dx = C

∫ b

a
f(x)dx (C = Const);

2)

∫ b

a
[f(x)± g(x)]dx =

∫ b

a
f(x)dx±

∫ b

a
g(x)dx;

3) Àêî ôóíêöèÿòà f å èíòåãðóåìà â ñåãìåíòèòå [a, c] è [c, b], òî f å èí-
òåãðóåìà è â ñåãìåíòà [a, b], è∫ b

a
f(x)dx =

∫ c

a
f(x)dx+

∫ b

c
f(x)dx;

4) Àêî çà âñÿêî x ∈ [a, b] ôóíêöèÿòà å íåîòðèöàòåëíà, ò. å. f(x) ≥ 0, òî å
â ñèëà íåðàâåíñòâîòî ∫ b

a
f(x)dx ≥ 0;

5) Àêî çà âñÿêî x ∈ [a, b] f(x) ≤ g(x), òî∫ b

a
f(x)dx ≤

∫ b

a
g(x)dx;

6) Àêî ôóíêöèÿòà f å èíòåãðóåìà â ñåãìåíòà [a, b], òî è ôóíêöèÿòà |f | å
èíòåãðóåìà â òîçè ñåãìåíò, è å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî∣∣∣∣∫ b

a
f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a
|f(x)|dx.
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7) Ôîðìóëà çà ñðåäíèòå ñòîéíîñòè: Íåêà âñÿêà îò ôóíêöèèòå f è g å
èíòåãðóåìà â ñåãìåíòà [a, b], à ôóíêöèÿòà g èìà ïîñòîÿíåí çíàê â òî-
çè ñåãìåíò. Íåêà M = sup

x∈[a,b]
f(x) è m = inf

x∈[a,b]
f(x). Òîãàâà ñúùåñòâóâà

òàêîâà ÷èñëî µ, m ≤ µ ≤M, ÷å å â ñèëà ôîðìóëàòà∫ b

a
f(x)g(x)dx = µ

∫ b

a
g(x)dx.

Àêî f å íåïðåêúñíàòà â ñåãìåíòà [a, b] òî ñúùåñòâóâà òî÷êà ξ ∈ [a, b], ÷å
å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî∫ b

a
f(x)g(x)dx = f(ξ)

∫ b

a
g(x)dx.

8.2 Ôîðìóëà íà Ëàéáíèö-Íþòîí

Òåîðåìà 8.1: (Îñíîâíà òåîðåìà íà èíòåãðàëíîòî ñìÿòàíå) Çà äà
ñå ïðåñìåòíå îïðåäåëåíèÿò èíòåãðàë îò íåïðåêúñíàòàòà ôóíêöèÿ f â

ñåãìåíòà [a, b], òðÿáâà äà ñå ïðåñìåòíàò ñòîéíîñòèòå íà ïðîèçâîëíà

íåéíà ïðèìèòèâíà â òî÷êàòà b è â òî÷êàòà a, è îò ïúðâàòà ñòîéíîñò

äà ñå èçâàäè âòîðàòà ñòîéíîñò, ò. å. àêî F (x) =
∫
f(x)dx, òî∫ b

a
f(x)dx = F (x)|ba = F (b)− F (a). (8.2)

Ôîðìóëàòà (8.2) ñå íàðè÷à ôîðìóëà íà Ëàéáíèö-Íþòîí.

Çàäà÷à 8.1: Äà ñå ðåøè èíòåãðàëúò∫ 3

1
x3dx.

Ðåøåíèå: Òåîðåìà 8.1 ïîêàçâà íà÷èíà çà ðåøàâàíå íà îïðåäåëåíè
èíòåãðàëè. Íàé-íàïðåä òðÿáâà äà ñå ðåøè ñúîòâåòíèÿ íåîïðåäåëåí èí-
òåãðàë, ò. å. ∫

x3dx =
x4

4
.

Îòáåëÿçâàìå ôàêòà, ÷å â ãîðíàòà ñòîéíîñò íà èíòåãðàëà íå å íåîáõî-
äèìî ïðèáàâÿíåòî íà ïðîèçâîëíà êîíñòàíòà. Íóæäàåì ñå ñàìî îò åäíà
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ïðèìèòèâíà ôóíêöèÿ, êàòî íà ïðàêòèêà âçåìàìå òàçè, êîÿòî ñúîòâåòñò-

âà íà ñòîéíîñò íà êîíñòàíòàòà C = 0. Ñëåäîâàòåëíî F (x) =
x4

4
è êàòî ñå

ïðèëîæè ôîðìóëàòà (8.2) ñå ïîëó÷àâà∫ 3

1
x3dx =

x4

4

∣∣∣∣3
1

=
34

4
− 14

4
= 20.

Çàäà÷à 8.2: Äà ñå ïðåñìåòíàò èíòåãðàëèòå:

à)
∫ 2

1

(
x2 +

1

x4

)
dx; á)

∫ 4

1

√
xdx; â)

∫ 1

0

xdx

(x2 + 1)2
;

ã)
∫ π

2

−π
2

√
cosx− cos3 xdx; ä)

∫ 1
2

− 1
2

dx√
1− x2

; å)
∫ 2

0
|1− x|dx;

æ)
∫ π

4

−π
4

tg2xdx; ç)
∫ e

1

dx

x
√

1− (lnx)2
; è)

∫ e

1

1 + lnx

x
dx;

é)

∫ 2

1

e
1
xdx

x2
; ê)

∫ 3

2

dx

2x2 + 3x− 2
;

ë)

∫ 1

0

dx

x2 + 4x+ 5
; ì)

∫ π
2

0
cos5 x sin 2xdx.

Îòãîâîðè: à) 25
8 ; á) 14

14 ; â) 1
4 ; ã) Òúé êàòî ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ å

÷åòíà ôóíêöèÿ è ãðàíèöèòå íà èíòåãðàëà ñà ñèìåòðè÷íè îòíîñíî íóëàòà,
òî ∫ π

2

−π
2

√
cosx− cos3 xdx = 2

∫ π
2

0

√
cosx− cos3 xdx

=

∫ π
2

0

√
cosx(1− cos2 x)dx = 2

∫ π
2

0

√
cosx sinxdx

= −2

∫ π
2

0

√
cosxd cosx = −4

3
(cosx)

3
2

∣∣∣π2
0

=
4

3
;

ä) π
3 ; å) Ùå èçïîëçâàìå ïðåäñòàâÿíåòî∫ 2

0
|1− x|dx =

∫ 1

0
|1− x|dx+

∫ 2

1
|1− x|dx
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=

∫ 1

0
(1− x)dx+

∫ 2

1
(x− 1)dx = − (1− x)2

2

∣∣∣∣1
0

+
(x− 1)2

2

∣∣∣∣2
1

= 1;

æ)
∫ π

4

−π
4

tg2xdx = 2

∫ π
4

0
tg2xdx = 2

∫ π
4

0

sin2 x

cos2 x
dx = 2

∫ π
4

0

1− cos2 x

cos2 x
dx

= 2

∫ π
4

0

dx

cos2 x
− 2

∫ π
4

0
dx = 2 tgx|

π
4
0 − 2x|

π
4
0 =

4− π
2

;

ç) π
2 ; è) 3

2 ; é) e−
√
e; ê) ln 2√

3
; ë) arctg3− arctg2; ì) 2

7 .

8.3 Èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè ïðè îïðåäåëåíèòå èíòåãðàëè

Íåêà ôóíêöèèòå u(x) è v(x) ñà äèôåðåíöèðóåìè ôóíêöèè â ñåãìåíòà
[a, b] è èìàò íåïðåêúñíàòè ïúðâè ïðîèçâîäíè. Òîãàâà å â ñèëà ñëåäíàòà
ôîðìóëà: ∫ b

a
u(x)v′(x)dx = u(x)v(x)|ba −

∫ b

a
v(x)u′(x)dx,

êîÿòî ñå íàðè÷à ôîðìóëà çà èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè ïðè îïðåäåëåíèòå

èíòåãðàëè.
Ôîðìóëàòà çà èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè ïðè îïðåäåëåíèòå èíòåãðàëè ùå

áúäå óäîáíî äà ñå çàïèøå âúâ âèäà∫ b

a
u(x)dv(x) = u(x)v(x)|ba −

∫ b

a
v(x)u′(x)dx. (8.3)

Â ëÿâàòà ñòðàíà íà ðàâåíñòâîòî (8.3) èìàìå ôóíêöèÿòà u(x) ïðåä
çíàê çà äèôåðåíöèàë è ôóíêöèÿòà v(x) ïîä çíàê çà äèôåðåíöèàë. Ðåøà-
âàíåòî íà èíòåãðàëà

∫ b
a u(x)dv(x) ñå ñâåæäà äî ðåøàâàíå íà èíòåãðàëà∫ b

a v(x)u′(x)dx, êîéòî ïðè ðàçóìíà ñõåìà íà ðàáîòà, îáèêíîâåíî ñå ðåøàâà

ïî-ëåñíî, îòêîëêîòî èíòåãðàëúò
∫ b
a u(x)dv(x). Êàêòî ïðè íåîïðåäåëåíè-

òå èíòåãðàëè, è ïðè îïðåäåëåíèòå èíòåãðàëè, èíòåãðèðàíåòî ïî ÷àñòè
îáèêíîâåíî ñå ïðåäõîæäà îò âíàñÿíå íà ÷àñò îò ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíê-
öèÿ ïîä çíàê çà äèôåðåíöèàë.

Çàäà÷à 8.3: Äà ñå ïðåñìåòíå èíòåãðàëúò∫ e

1
lnxdx.
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Ðåøåíèå: Ñëåäâàéêè ôîðìóëàòà (8.3), â íàøèÿ ïðèìåð u(x) = lnx, à
x ïîä çíàêà d çà äèôåðåíöèàë ùå áúäå ôóíêöèÿòà v(x), ò. å. v(x) = x.
Ïðèëàãàìå ôîðìóëàòà (8.3) è ïîñëåäîâàòåëíî ñå ïîëó÷àâà∫ e

1
lnxdx = x. lnx|e1 −

∫ e

1
x.(lnx)′dx

= e. ln e− 1. ln 1−
∫ e

1
x · 1

x
dx = e−

∫ e

1
dx = e− x|e1 = e− (e− 1) = 1.

Çàäà÷à 8.4: Äà ñå ïðåñìåòíå èíòåãðàëúò∫ π
2

0
x cosxdx.

Ðåøåíèå: Èíòåãðèðàìå ïî ÷àñòè∫ π
2

0
x cosxdx =

∫ π
2

0
xd sinx

= x sinx|
π
2
0 −

∫ π
2

0
sinxdx =

π

2
+ cosx|

π
2
0 =

π

2
− 1.

Çàäà÷à 8.5: Äà ñå ïðåñìåòíàò èíòåãðàëèòå:

à)
∫ 1

0
xe−xdx; á)

∫ π
3

π
4

x

sin2 x
dx; â)

∫ π

0
x3 sinxdx;

ã)
∫ e−1

0
ln(x+ 1)dx; ä)

∫ 1

−1

√
1− x2dx; å)

∫ a

0

√
a2 − x2dx, a > 0;

æ)
∫ π

2

0
e2x cosxdx; ç)

∫ e

1
ln3 xdx.

Îòãîâîðè: à) 1− 2
e ; á) π(9−4

√
3)

36 +ln
√

3
2 ; â) π3−6π; ã) 1; ä) Ôóíêöèÿòà

√
1− x2 íå å äèôåðåíöèðóåìà ïðè x = −1 è x = 1. Ïðèëàãàìå ôîðìóëàòà

çà èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè êúì èíòåãðàëà

F (ε) =

∫ 1−ε

−1+ε

√
1− x2dx,

êúäåòî 0 < ε < 1. Ïîñëåäîâàòåëíî ñå ïîëó÷àâà

F (ε) = x
√

1− x2
∣∣∣1−ε
−1+ε

−
∫ 1−ε

−1+ε
xd
√

1− x2
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= x
√

1− x2
∣∣∣1−ε
−1+ε

+

∫ 1−ε

−1+ε

x2

√
1− x2

dx

= x
√

1− x2
∣∣∣1−ε
−1+ε

−
∫ 1−ε

−1+ε

1− x2 − 1√
1− x2

dx

= x
√

1− x2
∣∣∣1−ε
−1+ε

− I(ε) +

∫ 1−ε

−1+ε

dx√
1− x2

= x
√

1− x2
∣∣∣1−ε
−1+ε

− I(ε) + arcsinx|1−ε−1+ε .

Èçâúðøâàìå ãðàíè÷åí ïðåõîä ïðè ε→ 0 â ðàâåíñòâîòî

F (ε) = x
√

1− x2
∣∣∣1−ε
−1+ε

− I(ε) + arcsinx|1−ε−1+ε

è ñå ïîëó÷àâà

F (0) = x
√

1− x2
∣∣∣1
−1
− F (0) + arcsinx|1−1 = −F (0) + π.

Ïî òîçè íà÷èí ñå íàìèðà, ÷å F (0) =
π

2
, ò. å.

∫ 1

−1

√
1− x2dx =

π

2
;

å) πa
2

4 ; æ) Íåêà äà âúâåäåì îçíà÷åíèåòî I =

∫ π
2

0
e2x cosxdx.Ùå èíòåãðè-

ðàìå ïî ÷àñòè, êàòî ïðåäâàðèòåëíî âíàñÿìå òðèãîíîìåòðè÷íàòà ôóíêöèÿ
ïîä çíàê çà äèôåðåíöèàë. Ïîñëåäîâàòåëíî ñå ïîëó÷àâà

I =

∫ π
2

0
e2x cosxdx =

∫ π
2

0
e2xd sinx = e2x sinx

∣∣π2
0
− 2

∫ π
2

0
e2x sinxdx

= eπ + 2

∫ π
2

0
e2xd cosx = eπ + 2e2x cosx

∣∣π2
0
− 4

∫ π
2

0
e2x cosxdx

= eπ − 2− 4I.

Îò ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ñå ïîëó÷àâà, ÷å 5I = eπ−2, îòêúäåòî ñå íàìèðà,

÷å I =
1

5
(eπ − 2), ò. å.

∫ π
2

0
e2x cosxdx =

1

5
(eπ − 2);
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ç) Íåêà äà ïîëîæèì I3 =

∫ e

1
ln3 xdx. Èíòåãðèðàìå ïî ÷àñòè è ñå ïîëó÷àâà

I3 = x ln3 x
∣∣e
1
− 3

∫ e

1
ln2 xdx = e− 3

∫ e

1
ln2 xdx,

ò. å. â ñèëà å ðåêóðåíòíîòî ðàâåíñòâî I3 = e − 3I2, ñ íà÷àëíî óñëîâèå

I1 =

∫ e

1
lnxdx = 1. Ðåøàâàìå ðåêóðåíòíîòî ðàâåíñòâî è ñå íàìèðà

I3 = e− 3I2 = e− 3(e− 3I1) = 9I1 − 2e = 9− 2e.

Îêîí÷àòåëíî å â ñèëà ðàâåíñòâîòî∫ e

1
ln3 xdx = 9− 2e.

Çàäà÷à 8.6: Íåêà n ≥ 1 äà áúäå ïðîèçâîëíî ôèêñèðàíî öÿëî ÷èñëî. Äà
ñå ïðåñìåòíå èíòåãðàëúò

In =

∫ π
2

0
sinn xdx.

Ðåøåíèå: Ùå èçïîëçâàìå ïîñëåäîâàòåëíèòå ïðåäñòàâÿíèÿ

In =

∫ π
2

0
sinn xdx =

∫ π
2

0
sinn−1 x sinxdx = −

∫ π
2

0
sinn−1 xd cosx

= − sinn−1 x cosx
∣∣π2
0

+ (n− 1)

∫ π
2

0
sinn−2 x cosx cosxdx

= (n− 1)

∫ π
2

0
sinn−2 x cos2 xdx = (n− 1)

∫ π
2

0
sinn−2 x(1− sin2 x)dx

= (n− 1)

∫ π
2

0
sinn−2 xdx− (n− 1)

∫ π
2

0
sinn xdx.

Ïðè âúâåäåíèòå îçíà÷åíèÿ, ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ìîæå äà ñå çàïèøå
âúâ âèäà In = (n− 1)In−2 − (n− 1)In, îòêúäåòî ñå ïîëó÷àâà

In =
n− 1

n
In−2. (8.4)

Ïî ñúùèÿò íà÷èí èìàìå, ÷å

In−2 =
n− 3

n− 2
In−4,
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îòêúäåòî ñå ïîëó÷àâà

In =
n− 1

n
· n− 3

n− 2
In−4.

Ïðîäúëæàâàéêè ïî òîçè íà÷èí ñå ñòèãà äî I0, èëè äî I1, â çàâèñèìîñò îò
òîâà äàëè n å ÷åòíî èëè íå÷åòíî ÷èñëî.

Àêî n å ÷åòíî ÷èñëî, n = 2m ñå ïîëó÷àâà

I2m =
2m− 1

2m
· 2m− 3

2m− 2
· · · 3

4
· 1

2
· I0.

Àêî n å íå÷åòíî ÷èñëî, n = 2m+ 1 ñå ïîëó÷àâà

I2m+1 =
2m

2m+ 1
· 2m− 2

2m− 1
· · · 4

5
· 2

3
· I1.

Çà äâåòå íà÷àëíè óñëîâèÿ èìàìå

I0 =

∫ π
2

0
sin0 xdx =

∫ π
2

0
dx =

π

2
, I1 =

∫ π
2

0
sinxdx = 1.

Îêîí÷àòåëíî ñå ïîëó÷àâà

I2m =

∫ π
2

0
sin2m xdx =

2m− 1

2m
· 2m− 3

2m− 2
· · · 5

6
· 3

4
· 1

2
· π

2
; (8.5)

I2m+1 =

∫ π
2

0
sin2m+1 xdx =

2m

2m+ 1
· 2m− 2

2m− 1
· · · 6

7
· 4

5
· 2

3
. (8.6)

Îò òåçè ôîðìóëè ñå ïîëó÷àâà ôîðìóëàòà íà Âàëëèñ, èçðàçÿâàùà ÷èñ-

ëîòî
π

2
âúâ âèä íà áåçêðàéíî ïðîèçâåäåíèå. ×ðåç ïî÷ëåííî äåëåíèå íà

(8.5) è (8.6) ñå ïîëó÷àâà

π

2
=

(
2.4.6 . . . 2m

3.5 . . . (2m− 1)

)2 1

2m+ 1
· I2m

I2m+1
. (8.7)

Ùå äîêàæåì, ÷å lim
m→∞

I2m

I2m+1
= 1. Çà x ∈

(
0, π2

)
ñà â ñèëà íåðàâåíñ-

òâàòà sin2m−1 x > sin2m x > sin2m+1 x. Èíòåãðèðàìå òåçè íåðàâåíñòâà â
ãðàíèöè îò 0 äî π

2 è ñå ïîëó÷àâà I2m−1 ≥ I2m ≥ I2m+1, îòêúäåòî

I2m−1

I2m+1
≥ I2m

I2m+1
≥ 1. (8.8)
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Îò ðàâåíñòâîòî (8.4) ñëåäâà, ÷å
I2m−1

I2m+1
=

2m+ 1

2m
, îòêúäåòî ñå ïîëó÷àâà,

÷å

lim
m→∞

I2m−1

I2m+1
= lim

m→∞

2m+ 1

2m
= 1. (8.9)

Îò (8.8) è (8.9) ñå ïîëó÷àâà lim
m→∞

I2m

I2m+1
= 1.

Èçâúðøâàìå ãðàíè÷åí ïðåõîä â (8.7) ïðè m→∞ è ïîëó÷àâàìå ôîð-
ìóëàòà íà Âàëëèñ

π

2
= lim

m→∞

[(
2.4.6 . . . 2m

3.5 . . . (2m− 1)

)2 1

2m+ 1

]
.

Ïîñëåäíàòà ôîðìóëà ìîæå äà ñå çàïèøå â ñëåäíèÿ âèä

π

2
= lim

m→∞

(
2

1
· 2

3
· 4

3
· 4

5
· 6

5
· · · 2m− 2

2m− 1
· 2m

2m− 1
· 2m

2m+ 1

)
.

Çàäà÷à 8.7: Äà ñå ïðåñìåòíå èíòåãðàëúò

Im,n =

∫ π
2

0
sinm x cosn xdx, m, n ∈ N.

Ðåøåíèå: ×ðåç èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè ïîñëåäîâàòåëíî ñå ïîëó÷àâà

Im,n =

∫ π
2

0
sinm x cosn xdx =

∫ π
2

0
sinm x cosn−1 x cosxdx

=

∫ π
2

0
sinm x cosn−1 xd sinx =

1

m+ 1

∫ π
2

0
cosn−1 xd sinm+1 x

=
1

m+ 1
cosn−1 x sinm+1 x

∣∣∣∣π2
0

− n− 1

m+ 1

∫ π
2

0
sinm+1 x cosn−2 x(− sinx)dx

=
n− 1

m+ 1

∫ π
2

0
sinm+2 x cosn−2 xdx,

ò. å. â ñèëà å ðåêóðåíòíîòî ðàâåíñòâî

Im,n =
n− 1

m+ 1
Im+2,n−2. (8.10)

Íåêà m è n = 2s ñà ÷åòíè ÷èñëà. Ïðèëàãàìå ðàâåíñòâîòî (8.10) s−ïúòè
è ñå ïîëó÷àâà

Im,n =
n− 1

m+ 1
Im+2,n−2 =

n− 1

m+ 1
· n− 3

m+ 3
Im+4,n−4
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=
n− 1

m+ 1
· n− 3

m+ 3
· n− 5

m+ 5
· · · 1

m+ n− 1
· Im+n,0,

ò. å.

Im,n =
(n− 1)!!(1.3.5.(m− 1))

1.3.5 . . . (m− 1)(m+ 1)(m+ 3) . . . (m+ n− 1)
· Im+n,0,

Im,n =
(n− 1)!!.(m− 1)!!

(m+ n− 1)!!
· Im+n,0. (8.11)

Çà ïðåñìÿòàíå íà Im+n,0 (m+n å ÷åòíî) èçïîëçâàìå ðàâåíñòâîòî (8.5)
è ñå ïîëó÷àâà

Im+n,0 =
(m+ n− 1)!!

(m+ n)!!
· π

2
. (8.12)

Îò (8.11) è (8.12) ñå ïîëó÷àâà

Im,n =
(m− 1)!!(n− 1)!!

(m+ n)!!
· π

2
.

Âúâ âñè÷êè îñòàíàëè ñëó÷àé íà ÷åòíîñò è íå÷åòíîñò íà m è n ñå
èçïîëçâà ðåêóðåíòíîòî ðàâåíñòâî (8.10), ïîëó÷åíèÿò ðåçóëòàò (8.6) è ñå
ïîëó÷àâà

Im,n =
(m− 1)!!(n− 1)!!

(m+ n)!!
· π

2
.

Çàäà÷à 8.8: Äà ñå ïðåñìåòíàò èíòåãðàëèòå:

à)
∫ π

2

0
cosn x sinnxdx, n ∈ N; á)

∫ π
2

0
cosn x cosnxdx, n ∈ N.

Ðåøåíèå: à) Íåêà äà ïîëîæèì

In =

∫ π
2

0
cosn x sinnxdx. (8.13)

Ñëåä èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè ñå ïîëó÷àâà

In = − 1

n

∫ π
2

0
cosn xd cosnx

= − 1

n
cosn x cosnx

∣∣∣∣π2
0

−
∫ π

2

0
cosnx cosn−1 x sinxdx,

îòêúäåòî

In =
1

n
−
∫ π

2

0
cosnx cosn−1 x sinxdx. (8.14)
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Ñúáèðàìå (8.13) è (8.14) è ñå ïîëó÷àâà

2In =
1

n
+

∫ π
2

0
cosn−1 x(sinnx cosx− cosnx sinx)dx

=
1

n
+

∫ π
2

0
cosn−1 x sin(n− 1)xdx =

1

n
+ In−1.

Ïî òîçè íà÷èí ñå ïîëó÷àâà ðåêóðåíòíîòî ðàâåíñòâî In =
1

2n
+

1

2
· In−1.

Ñëåä íåãîâîòî ðåøàâàíå ñå ïîëó÷àâà In =
n−1∑
k=0

1

2k+1(n− k)
; á) ðàáîòè ñå

êàêòî â à) è ñå ïîëó÷àâà
π

2n+1
.

8.4 Èíòåãðèðàíå ÷ðåç ñóáñòèòóöèÿ ïðè îïðåäåëåíèòå èíòåãðàëè

Íåêà ôóíêöèÿòà f(x) å íåïðåêúñíàòà â ñåãìåíòà [a, b], à ôóíêöèÿòà
ϕ(t) å äèôåðåíöèðóåìà è ïðèòåæàâà íåïðåêúñíàòà ïðîèçâîäíà â ñåãìåíòà
[α, β], êàòî íåéíèòå ôóíêöèîíàëíè ñòîéíîñòè ïðèíàäëåæàò íà [a, b]. Íåêà
îñâåí òîâà ϕ(α) = a, ϕ(β) = b. Òîãàâà å â ñèëà ðàâåíñòâîòî∫ b

a
f(x)dx =

∫ β

α
f [ϕ(t)]ϕ′(t)dt. (8.15)

Çà ðàçëèêà îò òåîðåìàòà çà ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå â íåîïðåäåëå-
íèòå èíòåãðàëè, òóê íå ñå ïðåäïîëàãà íèòî îáðàòèìîñò íà ϕ, íèòî ïúê
â ñëó÷àé, ÷å òÿ å îáðàòèìà, äèôåðåíöèðóåìîñò íà îáðàòíàòà ôóíêöèÿ.
Íå ñå ïðåäïîëàãà äàæå è ôàêòà, ÷å ϕ([α, β]) = [a, b], íèòî äà ñà â ñèëà
íåðàâåíñòâàòà a < b èëè α < β. Â ëÿâàòà ñòðàíà íà ôîðìóëàòà (8.15)
ôèãóðèðàò ñàìî ñòîéíîñòèòå íà f â ñåãìåíòà [a, b], à â äÿñíàòà ñòðàíà
ìîãàò äà ôèãóðèðàò è ñòîéíîñòè íà f çà àðãóìåíòè èçâúí [a, b].

Íà ïðàêòèêà, ñìÿíàòà íà ïðîìåíëèâèòå ïðè îïðåäåëåíèòå èíòåãðàëè
ñå èçâúðøâà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: Òúðñèì ïîäõîäÿùà ñóáñòèòóöèÿ

x = ϕ(t) (8.16)

çà ïðåñìÿòàíå íà íåîïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë
∫
f(x)dx. Â (8.16) çàìåñòâà-

ìå x ñúñ "ñòàðèòå"èíòåãðàöèîííè ãðàíèöè a è b, è îò òàêà ïîëó÷åíèòå
óðàâíåíèÿ íàìèðàìå "íîâèòå"èíòåãðàöèîííè ãðàíèöè α è β. Îò (8.16)

ñå íàìèðà, ÷å dx = ϕ′(t)dt. Â èíòåãðàëà
∫ b

a
f(x)dx çàìåñòâàìå x è dx ñ



314 8. Ðèìàíîâ èíòåãðàë îò ôóíêöèÿ íà åäíà íåçàâèñèìà ïðîìåíëèâà

ðàâíèòå èì ñòîéíîñòè, ñìåíÿìå ñòàðèòå ãðàíèöè ñ íîâèòå è ïîëó÷àâàìå
èíòåãðàëà (8.15). Ñëåä òîâà èíòåãðàëúò (8.15) ñå ðåøàâà äèðåêòíî, áåç
äà èìà íóæäà äà ñå âðúùàìå êúì ñòàðàòà ïðîìåíëèâà x.

Çàäà÷à 8.9: Äà ñå ïðåñìåòíå èíòåãðàëúò∫ a

0

√
a2 − x2dx.

Ðåøåíèå: Íåêà äà íàïðàâèì ñóáñòèòóöèÿòà x = a sin t. Ôóíêöèÿòà
a sin t ùå ÿ ðàçãëåæäàìå â ñåãìåíòà

[
0, π2

]
, çàùîòî èìàìå a sin 0 = 0,

a sin π
2 = a. Óñëîâèÿòà íà òåîðåìàòà çà ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå ñà èçïúë-

íåíè, ñëåäîâàòåëíî ñà â ñèëà ðàâåíñòâàòà∫ a

0

√
a2 − x2dx =

∫ π
2

0

√
a2 − a2 sin2 tda sin t = a2

∫ π
2

0
cos2 tdt

= a2

∫ π
2

0

1 + cos 2t

2
dt =

a2

2

∫ π
2

0
dt+

a2

4

∫ π
2

0
cos 2td2t =

a2π

4
.

Èíòåãðàëúò ìîæå äà ñå ðåøè è êàòî ñå ïðèëîæè èíòåãðèðàíå ïî ÷àñ-
òè, è ñå èçïîëçâà ðàâåíñòâîòî∫ √

a2 − x2dx =
1

2

(
x
√
a2 − x2 + a2arcsin

x

a

)
.

Çàäà÷à 8.10: Äà ñå ïðåñìåòíàò èíòåãðàëèòå:

à)
∫ 1

0
x
√

1 + xdx; á)

∫ 9

4

√
x√

x− 1
dx; â)

∫ 1

0

√
x

1 + x
dx;

ã)
∫ 8

3

xdx√
1 + x

; ä)
∫ 1

0

√
exdx√

ex + e−x
; å)

∫ 1

√
2

2

√
1− x2

x6
dx;

æ)
∫ 2

1

dx

x
√
x2 + 1

; ç)
∫ 2

−1

1 + x2

1 + x4
dx; è)

∫ 1

0
x2
√

1− x2dx;

é)

∫ a

0

dx

x+
√
a2 − x2

, a > 0; ê)

∫ 1

−1

dx

(x− 2)2
√
x2 − 10x+ 13

;

ë)

∫ 2π

0

dx

3 + cosx
; ì)

∫ π
2

−π
2

dx

2 sinx− cosx+ 5
;

í)

∫ π
4

0

sin 2xdx

cos4 x+ sin4 x
; î)

∫ π
4

0

cos 2xdx

cos4 x+ sin4 x
.
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Îòãîâîðè: à) Çà äà ðåøèì èíòåãðàëúò, ïîëàãàìå 1 + x = t2, t > 0.
Òîãàâà dx = 2tdt, íîâèòå ãðàíèöè íà èíòåãðèðàíåòî ñà: çà x = 0, t = 1 è
çà x = 1, t =

√
2. Ïî ôîðìóëàòà (8.15) ñå ïîëó÷àâà∫ 1

0
x
√

1 + xdx = 2

∫ √2

1
(t2 − 1)t2dt.

Çàäà÷àòà ñå ñâåæäà äî èç÷èñëÿâàíå íà èíòåãðàëà∫ √2

1
(t2 − 1)t2dt =

(
t5

5
− t3

3

)∣∣∣∣
√

2

1

=
2

15
(
√

2 + 1).

Ïî òîçè íà÷èí ñå ïîëó÷àâà∫ 1

0
x
√

1 + xdx =
4

15
(
√

2 + 1);

á) Ùå èçïîëçâàìå ñóáñòèòóöèÿòà x = t2, îòêúäåòî ñå ïîëó÷àâà dx = 2tdt.
Íîâèòå èíòåãðàöèîííè ãðàíèöè ùå îïðåäåëèì îò ðàâåíñòâàòà

4 = α2 è 9 = β2. (8.16)

Åäíî ðåøåíèå íà ãîðíàòà ñèñòåìà å íàïðèìåð α = 2 è β = 3. Çà èíòåãðàëà
ñå ïîëó÷àâà∫ 9

4

√
x√

x− 1
dx = 2

∫ 3

2

t2

t− 1
dt = 2

∫ 3

2

t2 − 1

t− 1
dt+ 2

∫ 3

2

dt

t− 1

= (t+ 1)2
∣∣3
2

+ 2 ln |t− 1||32 = 7 + 2 ln 2.

Íàðåä ñ ðåøåíèÿòà α = 2 è β = 3 ñèñòåìàòà (8.16) èìà è äðóãè ðåøå-
íèÿ. Ùå äèñêóòèðàìå êîè îò òÿõ ñà ïîäõîäÿùè çà íîâè ãðàíèöè è êîè íå.
Ìàêñèìàëíèÿò èíòåðâàë, êîéòî ñúäúðæà òî÷êèòå 4 è 9 è â êîéòî ôóíê-
öèÿòà f(x) =

√
x√
x−1

å äåôèíèðàíà å (1,+∞). Íåîáõîäèìî å α è β äà áúäàò

òàêèâà, ÷å çà âñÿêî t ∈ [α, β] äà å â ñèëà t2 > 1. Ñúîáðàçÿâàìå, ÷å ñàìî
ðåøåíèÿòà α = −2, β = −3 íà (8.16) óäîâëåòâîðÿâàò âñè÷êè èçèñêâàíèÿ
òåîðåìàòà çà ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå. Íåïîäõîäÿùî ðåøåíèå íà (8.16) å
íàïðèìåð α = −2, β = 3, ò. ê. 0 ∈ [−2, 3], íî íå ñå èçïúëíÿâà èçèñêâàíåòî
t2 > 1; â) 2− π

2 ; ã) 32
3 ; ä) Ùå íàïðàâèì ñëåäíèòå ïðåîáðàçîâàíèÿ∫ 1

0

√
exdx√

ex + e−x
=

∫ 1

0

√
exdx√

e−x
√

1 + e2x
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=

∫ 1

0

exdx√
1 + e2x

=

∫ 1

0

dex√
1 + e2x

. (8.17)

Ïîëàãàìå ex = t, t > 0, ïðè x = 0, t = 1, ïðè x = 1, t = e. Çà èíòåãðàëà
(8.17) ñå ïîëó÷àâà ñëåäíîòî∫ 1

0

√
exdx√

ex + e−x
=

∫ e

1

dt√
1 + t2

= ln(t+
√

1 + t2)
∣∣∣e
1

= ln
e+
√
e2 + 1

1 +
√

2
;

å) Ùå íàïðàâèì ñëåäíèòå ïðåîáðàçîâàíèÿ∫ 1

√
2

2

√
1− x2

x6
dx =

∫ 1

√
2

2

x
√
x−2 − 1

x6
dx =

∫ 1

√
2

2

x−5
√
x−2 − 1dx.

Ïîëàãà ñå −1 + x−2 = t2. Ùå ñå ïîëó÷è
8

15
çà ñòîéíîñò íà èíòåãðà-

ëà; æ) Ïîëîæåòå 1 + x2 = t2, t ≥ 1. Èíòåãðàëúò ùå áúäå ðàâåí íà
1

2
ln

(
√

5− 1)(
√

2 + 1)

(
√

5 + 1)(
√

2− 1)
; ç) Çà x 6= 0 ïîëàãàìå t = x − 1

x è çà ñúîòâåòíèÿ

íåîïðåäåëåí èíòåãðàë ñå ïîëó÷àâà∫
1 + x2

1 + x4
dx =

∫
x2
(
1 + 1

x2

)
x2
(
x2 + 1

x2

)dx =

∫
d
(
x− 1

x

)
2 +

(
x− 1

x

)2 =
1√
2

arctg
x2 − 1

x
√

2

è ñëåäîâàòåëíî (
1√
2

arctg
x2 − 1

x
√

2

)′
=

1 + x2

1 + x4
, x 6= 0. (8.18)

Òúé êàòî

lim
x→+0

1√
2

arctg
x2 − 1

x
√

2
= − π

2
√

2

lim
x→−0

1√
2

arctg
x2 − 1

x
√

2
=

π

2
√

2
,

òî ôóíêöèÿòà

F (x) =


1√
2
arctgx

2−1
x
√

2
+ π

2
√

2
, àêî x > 0

0, àêî x = 0
1√
2
arctgx

2−1
x
√

2
− π

2
√

2
, àêî x < 0

(8.19)

å íåïðåêúñíàòà íàä (−∞,+∞) è ñúãëàñíî (8.18)

F ′(x) =
1 + x2

1 + x4
, x 6= 0. (8.20)
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Îò íåïðåêúñíàòîñòòà íà ôóíêöèÿòà
1 + x2

1 + x4
, ðàâåíñòâîòî (8.20) å âÿðíî è

ïðè x = 0. Ïî òîçè íà÷èí ñå ïîëó÷àâà, ÷å ôóíêöèÿòà (8.19) å ïðèìèòèâíà

ôóíêöèÿ çà
1 + x2

1 + x4
. Ñëåäîâàòåëíî

∫ 2

−1

1 + x2

1 + x4
dx = F (2)− F (−1) =

1√
2

(
arctg

3
√

2

4
+ π

)
;

è) π
16 ; é) π

4 ; ê) Äà íàïðàâèì ñóáñòèòóöèÿòà
1

x− 2
= z. Òîãàâà x = 2 +

1

z
è

dx

(x− 2)2
√
x2 − 10x+ 13

= − dz√
1
z2
− 6

z − 3
=

−|z|dz√
1− 6z − 3z2

.

Òúé êàòî x < 2, òî z < 0 è ñëåäîâàòåëíî |z| = −z. Çà èíòåãðàëà ñå
ïîëó÷àâà ñëåäíîòî∫ 1

−1

dx

(x− 2)2
√
x2 − 10x+ 13

=

∫ −1

− 1
3

zdz√
1− 6z − 3z2

= − 1√
3

∫ − 1
3

−1

(z + 1)dz√
4
3 − (z + 1)2

+
1√
3

∫ − 1
3

−1

dz√
4
3 − (z + 1)2

=
1√
3

√
1

3
− 2z − z2

∣∣∣∣∣
− 1

3

−1

+
1√
3

arcsin
(z + 1)

√
3

2

∣∣∣∣∣
− 1

3

−1

=
1√
3

arcsin
1√
3
− 2

3

(
1−

√
2

3

)
;

ë) Ðàçãëåæäàìå èíòåãðàëúò
∫ 2π

0

dx

3 + cosx
. Çà äà ðåøèì ñúîòâåòíèÿ íå-

îïðåäåëåí èíòåãðàë, ïîëàãàìå t = tg
x

2
è ñå ïîëó÷àâà

∫
dx

3 + cosx
=

∫
2dt

(1 + t2)
(

3 + 1−t2
1+t2

) =

∫
dt

2 + t2

=
1√
2

arctg
t√
2

+ C =
1√
2

arctg
tgx2√

2
+ C.
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Àêî ôîðìàëíî ñå íàïðàâè ñóáñòèòóöèÿòà tgx2 = t â îïðåäåëåíèÿ èí-
òåãðàë, òî òúé êàòî tg0 = tgπ = 0, ñå ïîëó÷àâà∫ 0

0

dt

2 + t2
= 0.

Íî îò äðóãà ñòðàíà
1

3 + cosx
≥ 1

2
è ñëåäîâàòåëíî∫ 2π

0

dx

3 + cosx
≥ 2π · 1

2
= π.

Ñóáñòèòóöèÿòà å íàïðàâåíà íåïðàâèëíî, òúé êàòî å íàðóøåíî óñëî-
âèåòî çà íåïðåêúñíàòîñò íà ôóíêöèÿòà t = tgx2 íàä [0, 2π]. Ôóíêöèÿòà

F (x) =
1√
2

arctg
tgx2√

2
íå å ïðèìèòèâíà ôóíêöèÿ çà f(x) =

1

3 + cosx
íàä

[0, 2π], òúé êàòî F å ïðåêúñíàòà â òî÷êàòà x = π. Çà äà ïîëó÷èì ïðèìè-
òèâíà çà f íàä [0, 2π] îòáåëÿçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà

G(x) =


1√
2
arctg

tg x
2√
2
, 0 ≤ x < π

1√
2
arctg

tg x
2√
2

+ C, π < x ≤ 2π

èìà ïðîèçâîäíà, ðàâíà íà f çà x ∈ [0, π) ∪ (π, 2π]. Ôóíêöèÿòà G(x) ùå
áúäå ïðèìèòèâíà çà f íàä [0, 2π], àêî òÿ å íåïðåêúñíàòà â òî÷êàòà x = π.
Çà òàçè öåë êîíñòàíòàòà C òðÿáâà äà óäîâëåòâîðÿâà

lim
x→π−0

F (x) = lim
x→π+0

F (x) + C;
π

2
√

2
= − π

2
√

2
+ C, C =

π√
2
.

Ñåãà ìîæåì äà ïðèëîæèì ôîðìóëàòà íà Ëàéáíèö-Íþòîí è ïîëó÷à-
âàìå∫ 2π

0

dt

2 + t2
= G(2π)−G(0) =

1√
2

arctg
tgπ√

2
+

π√
2
− 1√

2
arctg

tg0√
2

=
π√
2

;

ì) Ïîëàãàìå tg
x

2
= t. Ùå èçïîëçâàìå ïîñëåäîâàòåëíèòå ïðåäñòàâÿ-

íèÿ: dx =
2dt

1 + t2
, sinx =

2t

1 + t2
, cosx =

1− t2

1 + t2
, 2 sinx − cosx + 5 =

2(3t2 + 2t+ 2)

1 + t2
; êîãàòî x = −π

2
, t = −1, êîãàòî x =

π

2
, t = 1. Ïîëó÷àâà

ñå ñëåäíèÿ ðåçóëòàò∫ π
2

−π
2

dx

2 sinx− cosx+ 5
=

∫ 1

−1

2dt
1+t2

2(3t2+2t+2)
1+t2

=

∫ 1

−1

dt

3t2 + 2t+ 2
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=
1√
5

arctg
3t+ 1√

5

∣∣∣∣1
−1

=
1√
5

(
arctg

4√
5

+ arctg
2√
5

)
;

í) Â ñèëà ñà ñëåäíèòå ïîñëåäîâàòåëíè ïðåîáðàçóâàíèÿ∫ π
4

0

sin 2xdx

cos4 x+ sin4 x
=

∫ π
4

0

2 sinx cosxdx

cos4 x(1 + tg4x)
= 2

∫ π
4

0

sinx dx
cos2 x

cosx(1 + tg4x)

= 2

∫ π
4

0

tgxdtgx

1 + tg4x
=

∫ π
4

0

d(tg2x)

1 + (tg2x)2

= arctg(tg2x)
∣∣π4
0

= arctg1− arctg0 =
π

4
.

î) Ùå èçâúðøèì ñëåäíèòå ïðåîáðàçóâàíèÿ∫ π
4

0

cos 2xdx

cos4 x+ sin4 x
=

∫ π
4

0

cos2 x− sin2 x

cos4 x(1 + tg4x)
=

∫ π
4

0

cos2 x−sin2 x
cos2 x

1 + tg4x
· dx

cos2 x

=

∫ π
4

0

1− tg2x

1 + tg4x
dtgx = −

∫ π
4

0

tg2x− 1

1 + tg4x
dtgx. (8.21)

Â èíòåãðàëà (8.21) ïîëàãàìå tgx = t è íàìèðàìå, ÷å àêî x = 0, òî
t = 0, è àêî x = π

4 , òî t = 1. Îò (8.21) ñå ïîëó÷àâà, ÷å∫ π
4

0

cos 2xdx

cos4 x+ sin4 x
= −

∫ 1

0

t2 − 1

t4 + 1
dt (8.22)

Çà äà ñå ðåøè ñúîòâåòíèÿ íåîïðåäåëåí èíòåãðàë â äÿñíàòà ñòðàíà íà
ðàâåíñòâîòî (8.22) ùå èçïîëçâàìå ïðåäñòàâÿíåòî

t4 + 1 = t4 + 2t2 + 1− 2t2 = (t2 + 1)2 − 2t2 = (t2 −
√

2t+ 1)(t2 +
√

2t+ 1).

Ùå ðåøèì íåîïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë∫
t2 − 1

t4 + 1
dt. (8.23)

Ùå ïðåäñòàâèì ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ íà èíòåãðàëà (8.23) êàòî ñóìà
îò åëåìåíòàðíè äðîáè âúâ âèäà

t2 − 1

t4 + 1
=

At+B

t2 −
√

2t+ 1
+

Ct+D

t2 +
√

2t+ 1
. (8.24)

Îò ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ñå ïîëó÷àâà

(At+B)(t2 +
√

2t+ 1) + (Ct+D)(t2 −
√

2t+ 1) = t2 − 1,
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(A+C)t3+(B+D+
√

2A−
√

2C)t2+(A+C+
√

2B−
√

2D)t+B+D = t2−1.

Ïî òîçè íà÷èí ñå ïîëó÷àâà ñèñòåìàòà∣∣∣∣∣∣∣∣
A+ C = 0

B +D +
√

2A−
√

2C = 1

A+ C +
√

2B −
√

2D = 0
B +D = −1.

Ðåøåíèåòî íà òàçè ñèñòåìà å

A =
1√
2
, B = −1

2
, C = − 1√

2
, D = −1

2
. (8.25)

Îò (8.24) è (8.25) ñå ïîëó÷àâà ïðåäñòàâÿíåòî

t2 − 1

t4 + 1
=

1√
2
t− 1

2

t2 −
√

2t+ 1
+
− 1√

2
t− 1

2

t2 +
√

2t+ 1
.

Òîãàâà çà èíòåãðàëúò (8.23) ñå ïîëó÷àâà∫
t2 − 1

t4 + 1
dt =

∫ 1√
2
t− 1

2

t2 −
√

2t+ 1
dt+

∫ − 1√
2
t− 1

2

t2 +
√

2t+ 1
dt = I1 + I2. (8.26)

Ùå ðåøèì èíòåãðàëúò I1.

I1 =

∫ 1√
2
t− 1

2

t2 −
√

2t+ 1
dt =

1

2
√

2

∫
2t−

√
2

t2 −
√

2t+ 1
dt

=
1

2
√

2

∫
d(t2 −

√
2t+ 1)

t2 −
√

2t+ 1
=

1

2
√

2
ln(t2 −

√
2t+ 1). (8.27)

Ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí ñå ïîêàçâà, ÷å

I2 = − 1

2
√

2
ln(t2 +

√
2t+ 1). (8.28)

Îò (8.22), (8.26), (8.27) è (8.28) ñå ïîëó÷àâà∫ π
4

0

cos 2xdx

cos4 x+ sin4 x
=

1

2
√

2
ln(t2 −

√
2t+ 1)

∣∣∣∣1
0

− 1

2
√

2
ln(t2 +

√
2t+ 1)

∣∣∣∣1
0

=
1

2
√

2
ln

2 +
√

2

2−
√

2
=

1

2
√

2
ln

(
2 +
√

2√
2

)2

=
1√
2

ln(1 +
√

2).
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8.5 Îáùè çàäà÷è îò îïðåäåëåíè èíòåãðàëè

Çàäà÷à 8.11: Äà ñå ïðåñìåòíàò èíòåãðàëèòå:

1)
∫ 2

1
(x2 − 2x+ 3)dx; 2)

∫ 1

0
(
√
x+

3
√
x2)dx; 3)

∫ 9

2

3
√
x− 1dx;

4)

∫ 1

0

x2dx

1 + x6
; 5)

∫ π

−π
sin2 xdx; 6)

∫ π

−π
cos2 xdx;

7)
∫ 1

0

dx

x2 + 4x+ 5
; 8)

∫ 4

3

x2 + 3

x− 2
dx; 9)

∫ 1

0

x2 + 3x

(x+ 1)(x2 + 1)
dx;

10)

∫ 1

0

dx√
x2 + 2x+ 2

; 11)

∫ 2

3
4

dx√
2 + 3x− x2

; 12)

∫ 4

0

dx

1 +
√
x

;

13)

∫ 9

4

√
xdx√
x− 1

; 14)

∫ 4

0

dx

1 +
√

2x+ 1
; 15)

∫ 2

1

e
1
x2 dx

x3
;

16)
∫ e

1

cos(lnx)

x
dx; 17)

∫ e

1

dx

x(1 + ln2 x)
dx; 18)

∫ 1

0

√
4− x2dx;

19)
∫ 1

0

dx

ex + e−x
; 20)

∫ π
4

0
cos3 xdx; 21)

∫ π
4

0
sin3 xdx;

22)
∫ π

2

0

dx

1 + sinx+ cosx
; 23)

∫ π
4

0

dx

1 + 2 sin2 x
; 24)

∫ 1

0
xe−xdx;

25)
∫ π

3

π
4

xdx

sin2 x
; 26)

∫ 3

1
lnxdx; 27)

∫ 2

1
x lnxdx;

28)
∫ 1

2

0
arcsinxdx; 29)

∫ π

0
x3 sinxdx; 30)

∫ π
2

0
e2x cosxdx;

31)
∫ a

0
(a2 − x2)

2n−1
2 dx, a > 0, n ∈ N; 32)

∫ π
2

0

dx

2 + cosx
dx;

33)

∫ π

−π

dx

a+ b sinx
, 0 < b < a; 34)

∫ π
2

0

dx

a2 cos2 x+ b2 sin2 x
, a > 0, b > 0;

35)

∫ π
2

−π
2

√
cosx− cos3 xdx; 36)

∫ 16

1
arctg

√√
x− 1dx;

37)
∫ e

√
e

dx

x
√

lnx(1− lnx)
; 38)

∫ π
2

0
e2x cosxdx;
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39)

∫ π

0
ex cos2 xdx; 40)

∫ 3

0
arcsin

√
x

1 + x
dx.

Îòãîâîðè: 1) 7
3 ; 2) 19

15 ; 3) 45
4 ; 4) π

12 ; 5) π; 6) π; 7) 1
4arctg 4

7 ; 8) 11
2 +7 ln 2;

9) π
4 ; 10) ln 2+

√
5

1+
√

2
; 11) π

2
√

2
; 12) 4 − 2 ln 3; 13) 7 + 2 ln 2; 14) 2 − ln 2; 15)

1
2(e − 4

√
e); 16) sin 1; 17) π

4 ; 18) π
3 +

√
3

2 ; 19) Çàäà÷àòà ìîæå äà ñå ðåøè
òàêà: ∫ 1

0

dx

ex + e−x
=

∫ 1

0

dx

e−x(1 + e2x)
=

∫ 1

0

dex

1 + e2x

= arctgex|10 = arctge− π

4
.

Ìîæå äà ñå ðàáîòè è òàêà:∫ 1

0

dx

ex + e−x
=

∫ 1

0

dx

ex(1 + e−2x)
= −

∫ 1

0

de−x

1 + (e−x)2

= − arctge−x
∣∣1
0

=
π

4
− arctg

1

e
;

20) 5
√

2
12 ; 21) 7

√
2

12 −
4
3 ; 22) Ìîæå äà ñå ïîëîæè tgx2 = t è äà ñå èçïîëçâàò

ïðåäñòàâÿíèÿòà: ïðè x = 0 t = 0, ïðè x = π
2 t = 1; dx = 2dt

1+t2
; 1 + sinx+

cosx = 2(t+1)
1+t2

. Çà èíòåãðàëà ñå ïîëó÷àâà ñëåäíîòî∫ π
2

0

dx

1 + sinx+ cosx
=

∫ 1

0

dt

t+ 1
= ln(t+ 1)|10 = ln 2;

23) Ìîæå äà ñå ïîëîæè tgx = t è äà ñå èçïîëçâàò ïðåäñòàâÿíèÿòà: ïðè
x = 0 t = 0, ïðè x = π

4 t = 1; sin2 x = 2t
1+t2

. Çà èíòåãðàëà ñå ïîëó÷àâà
ñëåäíîòî: ∫ π

4

0

dx

1 + 2 sin2 x
=

∫ 1

0

dt

1 + 3t2
=

1√
3

∫ 1

0

d(
√

3t)

1 + (
√

3t)2

=
1√
3

arctg
√

3t

∣∣∣∣1
0

=
1√
3

arctg
√

3 =
π

3
√

3
.

24) 1 − 2
e ; 25) π

4 −
π
√

3
9 + ln

√
3
2 ; 26) ln 27 − 2; 27) ln 4 − 3

4 ; 28) π
12 − 1; 29)

π3−6π; 30) eπ−2
5 ; 31) Ïîëàãàìå x = a cos t è ïîñëåäîâàòåëíî ñå ïîëó÷àâà:

ïðè x = 0 t = π
2 , ïðè x = a t = 0; a2 − x2 = a2 sin2 t; dx = −a sin tdt. Çà

èíòåãðàëà ñå ïîëó÷àâà∫ a

0
(a2 − x2)

2n−1
2 dx = a2n

∫ π
2

0
| sin t|2n−1 sin tdt = a2n

∫ π
2

0
sin2n tdt.
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Ñåãà ïðèëàãàìå ôîðìóëàòà (8.5) è ñå ïîëó÷àâà∫ a

0
(a2 − x2)

2n−1
2 dx = a2n · (2n− 1)!!

(2n)!!
· π

2
;

32) π
3
√

3
; 33) Ïîëàãàìå tg x2 = t è ñå ïîëó÷àâà: ïðè x = −π t = −∞, ïðè

x = π t =∞, sinx = 2t
1+t2

, dx = 2dt
1+t2

. Çà èíòåãðàëà ñå ïîëó÷àâà ñëåäíîòî∫ π

−π

dx

a+ b sinx
=

2

a

∫ ∞
−∞

dt

t2 + 2 ba t+ 1
=

2

a

∫ ∞
−∞

dt(√
a2−b2
a

)2
+
(
t+ b

a

)2
=

2√
a2 − b2

arctg
at+ b√
a2 − b2

∣∣∣∣∞
−∞

=
2√

a2 − b2

[
lim

t→+∞
arctg

at+ b√
a2 − b2

− lim
t→−∞

arctg
at+ b√
a2 − b2

]
=

2π√
a2 − b2

;

34)

∫ π
2

0

dx

a2 cos2 x+ b2 sin2 x
=

∫ π
2

0

dx
cos2 x

a2 + b2tg2x
=

∫ π
2

0

dtgx

a2 + b2tg2x

=

∫ ∞
0

dt

a2 + b2t2
=

1

b

∫ ∞
0

d(bt)

a2 + (bt)2
=

1

ab
arctg

bt

a

∣∣∣∣∞
0

=
1

ab

[
lim

t→+∞
arctg

bt

a
− arctg0

]
=

π

2ab
(a > 0, b > 0);

35) 4
3 ; 36) Èíòåãðèðàìå ïî ÷àñòè è ñå ïîëó÷àâà∫ 16

1
arctg

√√
x− 1dx

= x.arctg

√√
x− 1

∣∣∣∣16

1

−
∫ 16

1

x

1 + (
√√

x− 1)2
· 1

2
√√

x− 1
· 1

2
√
x
· dx

= 16arctg
√

3− 1

4

∫ 16

1

dx√√
x− 1

.

Çà ðåøàâàíå íà ïîñëåäíèÿ èíòåãðàë ïîëàãàìå
√
x− 1 = t2 è ñå ïîëó÷àâà∫ 16

1
arctg

√√
x− 1dx =

16π

3
− 1

4

∫ √3

0

4(t2 + 1)tdt

t
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=
16π

3
− t3

3

∣∣∣∣
√

3

0

− t|
√

3
0 =

16π

3
− 2
√

3;

37) π
2 ; 38) Íåêà äà âúâåäåì îçíà÷åíèåòî I =

∫ π
2

0
e2x cosxdx. Ùå èíòåã-

ðèðàìå ïî ÷àñòè è ïîñëåäîâàòåëíî ñå ïîëó÷àâà

I =

∫ π
2

0
e2x cosxdx =

1

2

∫ π
2

0
cosxde2x =

1

2
cosxe2x

∣∣∣∣π2
0

+
1

2

∫ π
2

0
e2x sinxdx

= −1

2
+

1

4

∫ π
2

0
sinxde2x

= −1

2
+

1

4
e2x sinx

∣∣∣∣π2
0

− 1

4

∫ π
2

0
e2x cosxdx =

eπ

4
− 1

2
− 1

4
I,

ò. å. ïîëó÷è ñå óðàâíåíèåòî I =
eπ

4
− 1

2
− 1

4
I. Íàìèðàìå, ÷å

5

4
I =

eπ

4
− 1

2
, I =

eπ − 2

5
.

39) Èçïîëçâàéòå ôàêòà, ÷å cos2 x =
1 + cos 2x

2
, ñëåä òîâà ñå èíòåãðèðà ïî

÷àñòè è ñå ïîëó÷àâà îòãîâîð 3
5(eπ − 1); 40) Äèðåêòíî ùå èíòåãðèðàìå ïî

÷àñòè è ñå ïîëó÷àâà∫ 3

0
arcsin

√
x

1 + x
dx = x.arcsin

√
x

1 + x

∣∣∣∣3
0

−
∫ 3

0

x√
1−

(√
x

1+x

)2
· 1

2
√

x
1+x

· 1

(1 + x)2
· dx = π − 1

2

∫ 3

0

√
xdx

1 + x
.

Â ïîñëåäíèÿ èíòåãðàë ñå ïîëàãà x = t2 è ñå ïîëó÷àâà∫ 3

0
arcsin

√
x

1 + x
dx = π −

∫ √3

0

t2

t2 + 1
dt

= π −
∫ √3

0

t2 + 1− 1

t2 + 1
dt = π −

∫ √3

0
dt+

∫ √3

0

dt

1 + t2
=

4

3
π −
√

3.
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Ôèã. 8.1: Êðèâîëèíååí òðàïåö

8.6 Ëèöà íà ðàâíèííè ôèãóðè

À) Ëèöà íà ðàâíèííè ôèãóðè, çàäàäåíè â äåêàðòîâè êîîðäèíà-

òè

Íåêà ôóíêöèÿòà y = y(x) å íåïðåêúñíàòà è íåîòðèöàòåëíà íàä ñåã-
ìåíòúò [a, b]. Ëèöåòî íà ôèãóðàòà Φ (ôèã. 8.1), îãðàíè÷åíà îò ãðàôèêàòà
íà ôóíêöèÿòà y = y(x), ñåãìåíòà [a, b] îò îñòòà Ox è ïðàâèòå x = a, è
x = b å ðàâíî íà

S =

∫ b

a
y(x)dx. (8.29)

Ôèãóðàòà Φ ñå íàðè÷à êðèâîëèíååí òðàïåö.

Ôèã. 8.2:

Íåêà ôóíêöèèòå y = y1(x) è y = y2(x) ñà íåïðåêúñíàòè íàä ñåãìåíòà
[a, b] è y2(x) ≥ y1(x), x ∈ [a, b]. Ëèöåòî íà ôèãóðàòà Φ (ôèã. 8.2), îãðàíè-
÷åíà îò ãðàôèêèòå íà ôóíêöèèòå y1(x) è y2(x) è ïðàâèòå x = a, è x = b
å ðàâíî íà

S =

∫ b

a
[y2(x)− y1(x)]dx. (8.30)



326 8. Ðèìàíîâ èíòåãðàë îò ôóíêöèÿ íà åäíà íåçàâèñèìà ïðîìåíëèâà

Ôèã. 8.3:

Ïðè àíàëîãè÷íè ïðåäëîæåíèÿ (âèæ ôèã. 8.3) çà äàäåíèòå ôóíêöèè
çà ëèöåòî íà ôèãóðàòà Φ ñà â ñèëà ôîðìóëèòå

S =

∫ d

c
x(y)dy,

S =

∫ d

c
[x2(y)− x1(y)]dy. (8.31)

Á) Ëèöà íà ðàâíèííè ôèãóðè, çàäàäåíà â ïàðàìåòðè÷åí âèä

Íåêà ôóíêöèÿòà y = y(x) å çàäàäåíà ÷ðåç ïàðàìåòðè÷íèòå óðàâíåíèÿ

x = x(t), y = y(t), t ∈ [α, β],

êúäåòî ôóíêöèÿòà x(t) èìà íåïðåêúñíàòà è íåîòðèöàòåëíà ïðîèçâîäíà
íàä [α, β], à ôóíêöèÿòà y(t) å íåïðåêúñíàòà è íåîòðèöàòåëíà íàä [α, β].
Òîãàâà ëèöåòî íà ôèãóðàòà Φ å ðàâíî íà

S =

∫ β

α
y(t)x′(t)dt, (8.32)

è àíàëîãè÷íî

S =

∫ β

α
x(t)y′(t)dt.

Â) Ëèöå íà êðèâîëèíååí ñåêòîð

Íåêà ôóíêöèÿòà r = r(ϕ), ϕ ∈ [α, β], êúäåòî 0 < β − α ≤ 2π (ôèã.
8.4) å íåïðåêúñíàòà è íåîòðèöàòåëíà íàä [α, β]. Ëèöåòî íà ñåêòîðà Φ,
îãðàíè÷åí îò ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà r = r(ϕ) â ïîëÿðíè êîîðäèíàòè
è ñúîòâåòíèòå ëú÷è ϕ = α è ϕ = β å ðàâíî íà

S =
1

2

∫ β

α
r2(ϕ)dϕ. (8.33)
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Ôèã. 8.4:

Ôèã. 8.5:

Çàäà÷à 8.12: Äà ñå ïðåñìåòíå ëèöåòî íà ôèãóðàòà, îãðàíè÷åíà îò êðè-
âàòà y = x2 − 4x+ 3 è êîîðäèíàòíèòå îñè (ôèã. 8.5).

Ðåøåíèå: Êðèâàòà å ïàðàáîëà. Ïðåñå÷íèòå è̀ òî÷êè ñ àáñöèñíàòà îñ
ñå ïîëó÷àâàò êàòî ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî x2 − 4x + 3 = 0 (ôèã. 8.5).
Òàêà ñå íàìèðà x1 = 1 è x2 = 3. Ïî ôîðìóëàòà (8.29) ñå ïîëó÷àâà

S =

∫ 1

0
(x2 − 4x+ 3)dx+

∣∣∣∣∫ 3

1
(x2 − 4x+ 3)dx

∣∣∣∣
=

(
x3

3
− 2x2 + 3x

)∣∣∣∣1
0

+

∣∣∣∣∣
(
x3

3
− 2x2 + 3x

)∣∣∣∣3
1

∣∣∣∣∣ =
26

3
.

Çàäà÷à 8.13: Äà ñå ïðåñìåòíå ëèöåòî íà ôèãóðàòà, îãðàíè÷åíà îò ïà-
ðàáîëàòà y = 6x− x2 − 7 è ïðàâàòà y = x− 3. (ôèã. 8.6)
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Ôèã. 8.6:

Ðåøåíèå: Íàìèðàìå àáñöèñèòå íà ïðåñå÷íèòå òî÷êè íà äâåòå êðèâè
(ôèã. 8.6). Îò óðàâíåíèåòî 6x−x2−7 = x−3 ñå ïîëó÷àâà x1 = 1 è x2 = 4.
Ïî ôîðìóëàòà (8.30) ñå íàìèðà

S =

∫ 4

1
[(6x− x2 − 7)− (x− 3)]dx =

∫ 4

1
(5x− x2 − 4)dx =

9

2
.

Çàäà÷à 8.14: Äà ñå ïðåñìåòíàò ëèöàòà íà ôèãóðàòà, îãðàíè÷åíà îò êðè-
âèòå y =

√
8x− x2 è y = 2

√
x (ôèã. 8.7).

Ôèã. 8.7:

Ðåøåíèå: Ïúðâàòà êðèâà å ïîëóîêðúæíîñò, ðàçïîëîæåíà íàä îñòòà
Ox. Çà äà íàìåðèì êîîðäèíàòèòå íà öåíòúðà è ðàäèóñà è̀, íà óðàâíåíè-
åòî y =

√
8x− x2 äàâàìå âèäà y2 = 8x− x2, èëè (x− 4)2 + (y − 0)2 = 42.

Ñëåäîâàòåëíî C(4, 0) è R = 4. Âòîðàòà êðèâà å ïîëóïàðàáîëà, ðàçïîëî-
æåíà íàä îñòòà Ox. Çà äà íàìåðèì àáñöèñèòå íà ïðåñå÷íèòå òî÷êè íà
äâåòå êðèâè ðåøàâàìå ñèñòåìàòà óðàâíåíèÿ∣∣∣∣ y =

√
8x− x2

y = 2
√
x.
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Ïîñëåäîâàòåëíî ñå ïîëó÷àâà
√

8x− x2 = 2
√
x, 8x− x2 = 4x, x2 − 4x = 0,

ñëåäîâàòåëíî x1 = 0 è x2 = 4. Òîãàâà èìàìå

SOCMNO =

∫ 4

0
2
√
x = 2 · x

3
2

3
2

∣∣∣∣∣
4

0

=
32

3
,

SOCMPO − SOCMNO =
1

4
π42 − 32

3
= 4π − 32

3
.

Çàäà÷à 8.15: Êúì åëèïñàòà

x2

a2
+
y2

b2
= 1

å ïîñòðîåíà äîïèðàòåëíàòà â òî÷êàòà C
(
a
2 ,

b
√

3
2

)
. Íàìåðåòå ëèöåòî íà

êðèâîëèíåéíèÿ òðèúãúëíèê ABC (ôèã. 8.8).

Ôèã. 8.8:

Ðåøåíèå: Äúãàòà AC îò åëèïñàòà è îòñå÷êàòà BC ñà ãðàôèêèòå íà
ôóíêöèèòå

x1(y) = a

√
1− y2

b2
, x2(y) = a

(
2− y

√
3

b

)
, 0 ≤ y ≤ b

√
3

2
.

Ñúãëàñíî ôîðìóëàòà (8.31) ñå ïîëó÷àâà

S =

∫ b
√

3
2

0
[x2(y)− x1(y)]dy. (8.34)

Èíòåãðàëúò îò ôóíêöèÿòà x2(y) ñå ñìÿòà íåïîñðåäñòâåíî∫ b
√
3

2

0
x2(y)dy =

∫ b
√
3

2

0
a

(
2− y

√
3

b

)
dy =

b
√

3

8
ab. (8.35)
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Çà äà ðåøèì èíòåãðàëúò îò ôóíêöèÿòà x1(y) ïîëàãàìå y = b sin t,
0 ≤ t ≤ π

3 è ïîëó÷àâàìå

∫ b
√
3

2

0
x1(y)dy = ab

∫ π
3

0
cos2 tdt =

(
π

6
+

√
3

8

)
ab. (8.36)

Îò (8.34), (8.35) è (8.36) ñå ïîëó÷àâà

S =
ab

6
(3
√

3− π).

Çàäà÷à 8.16: Äà ñå ïðåñìåòíå ëèöåòî íà ôèãóðàòà, îãðàíè÷åíà îò êðè-

âèòå x2 = 4ay è y =
8a3

x2 + 4a2
a > 0 (ôèã. 8.9).

Ôèã. 8.9:

Ðåøåíèå: Ïúðâàòà êðèâà å ïàðàáîëà ñ îñ îñòòà Oy, à âòîðàòà å êúä-
ðèöà íà Ìàðèÿ Àéíåçè (ôèã 8.9). Ôèãóðàòà, îãðàíè÷åíà îò òåçè ëèíèè
å ñèìåòðè÷íà ñïðÿìî îñòòà Oy, çàòîâà ùå íàìåðèì ëèöåòî íà ïîëîâè-
íàòà è̀, è ïîëó÷åíèÿò ðåçóëòàò ùå óäâîèì. Ùå íàìåðèì àáñöèñèòå íà
ïðåñå÷íèòå òî÷êè íà òåçè äâå ëèíèè. Çà òàçè öåë ùå ðåøèì ñèñòåìàòà∣∣∣∣∣ x2 = 4ay

y = 8a3

x2+4a2
.

Òÿ èìà ðåøåíèå x1 = −2a è x1 = 2a. Òîãàâà

S = 2

∫ 2a

0

(
8a3

x2 + 4a2
− x2

4a

)
dx = 2

∫ 2a

0

8a3

x2 + 4a2
dx− 2

∫ 2a

0

x2

4a
dx

= 2.8a3

∫ 2a

0

dx

(2a)2 + x2
− 2

4a

∫ 2a

0
x2dx
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=
2.8a3

2a
arctg

x

2a

∣∣∣∣2a
0

− 2

4a
· x

3

3

∣∣∣∣2a
0

= 8a2(arctg1− arctg0)− 1

2a
· 8a3

3
= 8a2 · π

4
− 4a2

3
= 2

(
π − 2

3

)
a2.

Çàäà÷à 8.17: Äà ñå íàìåðè ëèöåòî íà åëèïñàòà
x2

a2
+
y2

b2
= 1 (ôèã. 8.10).

Ôèã. 8.10: Åëèïñà
x2

a2
+
y2

b2
= 1

Ðåøåíèå: Åëèïñàòà å ñèìåòðè÷íà ñïðÿìî îñèòå Ox è Oy, çàòîâà å
äîñòàòú÷íî äà íàìåðèì ëèöåòî íà ÷àñòòà è̀, ðàçïîëîæåíà â ïúðâè êâàä-
ðàíò è ðåçóëòàòà äà óìíîæèì ïî 4. Îò óðàâíåíèåòî íà åëèïñàòà ñå îïðå-

äåëÿ, ÷å y = ± b
a

√
a2 − x2. Ñïåöèàëíî çà ãîðíàòà ÷àñò íà åëèïñàòà èìàìå,

÷å y =
b

a

√
a2 − x2. Çà ëèöåòî íà åëèïñàòà ñå ïîëó÷àâà

S = 4

∫ a

0

b

a

√
a2 − x2dx =

4b

a

∫ a

0

√
a2 − x2dx.

Çà äà ðåøèì èíòåãðàëà ïîëàãàìå x = a cos t è ïîñëåäîâàòåëíî ñå
ïîëó÷àâà dx = −a sin tdt, ïðè x = 0, t = π

2 , ïðè x = a, t = 0,
√
a2 − x2 =

| sin t|. Ñëåäîâàòåëíî∫ a

0

√
a2 − x2dx =

∫ 0

π
2

a| sin t|(−a) sin tdt

= a2

∫ π
2

0
sin2 tdt = a2

∫ π
2

0

1− cos 2t

2
dt

=
a2

2
t|
π
2
0 −

a2

4
sin 2t|

π
2
0 =

πa2

4
.
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Çà ëèöåòî íà åëèïñàòà ñå ïîëó÷àâà

S =
4b

a
· πa

2

4
= πab.

Çàäà÷àòà ìîæå äà ñå ðåøè è òàêà: Äúãàòà íà åëèïñàòà, ëåæàùà â
ïúðâè êâàäðàíò, ìîæå äà ñå ïàðàìåòðèçèðà êàòî: x = a cos t, y = b sin t,

t ∈
[π

2
, 0
]
, êúäåòî ñìèñúëúò íà ñåãìåíò îò âèäà

[π
2
, 0
]
å, ÷å çà òî÷êèòå

B(0, b) è A(a, 0) èìàìå, ÷å B
(
x
(π

2

)
, y
(π

2

))
è A(x(0), y(0)). Òîãàâà çà

ëèöåòî íà åëèïñàòà ñå ïîëó÷àâà

S = 4

∫ 0

π
2

b sin t(−a) sin tdt = 4ab

∫ π
2

0
sin2 tdt = πab.

Çàäà÷à 8.18: Äà ñå íàìåðè ëèöåòî íà áåçêðàéíàòà ôèãóðà, çàãðàäåíà
îò êðèâàòà y2(2a− x) = x3, a > 0 è àñèìïòîòàòà è̀ (ôèã. 8.11).

Ôèã. 8.11: Öèñîèäà íà Äèîêëåñ y2(2a− x) = x3, a > 0

Ðåøåíèå: Êðèâàòà ñå íàðè÷à öèñîèäà íà Äèîêëåñ. Òÿ å ñèìåòðè÷íî
ðàçïîëîæåíà ñïðÿìî îñòòà Ox, çàòîâà ùå íàìåðèì ëèöåòî íà ïîëîâèíàòà
ôèãóðà è ïîëó÷åíèÿò ðåçóëòàò ùå óäâîèì. Îò óðàâíåíèåòî íà öèñîèäàòà

íàìèðàìå y = x

√
x

2a− x
. Ïðåä êîðåíà âçåìàìå çíàêà +, çàùîòî ðàçã-

ëåæäàìå ÷àñòòà îò êðèâàòà íàä îñòòà Ox. Òîãàâà ñå ïîëó÷àâà, ÷å

S = 2

∫ 2a

0
x

√
x

2a− x
dx.
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Çà äà ðåøèì ãîðíèÿò èíòåãðàë ïîëàãàìå
x

2a− x
= t2, îòêúäåòî ïîñ-

ëåäîâàòåëíî ñå íàìèðà x =
2at2

1 + t2
, dx =

4at

(1 + t2)2
dt. Ñìåíÿìå ãðàíèöèòå

íà èíòåãðèðàíåòî, ïðè x = 0, t = 0, ïðè x = 2a, t = +∞. Çà ëèöåòî íà
ôèãóðàòà ñå ïîëó÷àâà

S = 2

∫ +∞

0

2at2

1 + t2
· t · 4at

(1 + t2)2
dt = 16a2

∫ +∞

0

t4dt

(1 + t2)3
. (8.37)

Ùå ïðåñìåòíåì èíòåãðàëà êàòî èíòåãðèðàìå ïî ÷àñòè:∫ +∞

0

t4dt

(1 + t2)3
=

∫ +∞

0
t3 · t

(1 + t2)3
dt =

1

2

∫ +∞

0

t3

(1 + t2)3
d(1 + t2)

= −1

2
· 1

2

∫ +∞

0
t3d

1

(1 + t2)2
= −1

4
· t3

(1 + t2)2

∣∣∣∣+∞
0

+
1

4

∫ +∞

0

3t2dt

(1 + t2)2

= −1

4

[
lim
t→∞

t3

(1 + t2)2
− 0

]
+

3

4

∫ +∞

0

t.t

(1 + t2)2
dt

=
3

4
· 1

2

∫ +∞

0

t

(1 + t2)2
d(1 + t2) = −3

8

∫ +∞

0
td

1

1 + t2

= −3

8

t

1 + t2

∣∣∣∣+∞
0

+
3

8

∫ +∞

0

dt

1 + t2

= −3

8

[
lim
t→∞

t

1 + t2
− 0

]
+

3

8
arctgt

∣∣∣∣+∞
0

=
3

8
(arctg(+∞)− arctg0) =

3π

16
. (8.38)

Îò (8.37) è (8.38) ñå ïîëó÷àâà S = 3a2π.
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Çàäà÷à 8.19: Äà ñå íàìåðè ëèöåòî íà êàðäèîèäàòà

ρ = a(1 + cos θ), a > 0

(ôèã. 8.12).

Ôèã. 8.12: Êàðäèîèäà ρ = a(1 + cos θ), a > 0

Ðåøåíèå: Êàòî ñå èçïîëçâà ôîðìóëàòà (8.33) ñå ïîëó÷àâà

S =
1

2

∫ 2π

0
a2(1 + cos θ)2dθ =

a2

2

∫ 2π

0
(1 + 2 cos θ + cos2 θ)dθ

=
a2

2
[θ + 2 sin θ]|2π0 +

a2

2

∫ 2π

0

1 + cos 2θ

2
dθ

= a2π +
a2

2

[
θ

2
+

sin 2θ

4

]∣∣∣∣2π
0

=
3π

2
a2.

Çàäà÷à 8.20: Äà ñå íàìåðè ëèöåòî íà ôèãóðàòà, îãðàíè÷åíà îò ïúðâàòà
äúãà íà öèêëîèäàòà ∣∣∣∣ x = a(t− sin t)

y = a(1− cos t)

è àáñöèñíàòà îñ, êúäåòî a > 0 (ôèã. 8.13).

Ðåøåíèå: Öèêëîèäàòà å íà÷åðòàíà íà ôèã. 8.13. Îðäèíàòèòå íà òî÷-
êèòå O è A ñà ðàâíè íà íóëà, çàòîâà ñòîéíîñòèòå íà t, êîèòî ñúîòâåòñòâàò
íà òåçè òî÷êè, ñå îïðåäåëÿò îò óðàâíåíèåòî a(1− cos t) = 0, ò. å. cos t = 1
è ñúîòâåòíî t1 = 0 è t2 = 2π. Êàòî ñå èçïîëçâà ôîðìóëàòà (8.32) çà
ëèöåòî ñå ïîëó÷àâà

S =

∫ 2π

0
a(1− cos t).a(1− cos t)dt

= a2

∫ 2π

0
(1− cos t)2dt = a2

∫ 2π

0
(1− 2 cos t+ cos2 t)dt
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Ôèã. 8.13: Öèêëîèäà x = a(t− sin t), y = a(1− cos t)

= a2.t
∣∣2π
0
− 2a2 sin t

∣∣2π
0

+ a2

∫ 2π

0

1 + cos 2t

2
dt

= 2πa2 +
1

2
a2.t |2π0 +

1

4
a2 sin 2t|2π0 = 3πa2.

Çàäà÷à 8.21: Äà ñå íàìåðè ëèöåòî íà áóêëàòà íà äåêàðòîâèÿ ëèñò

x3 + y3 − 3axy = 0, a > 0

(ôèã. 8.14).

Ôèã. 8.14: Äåêàðòîâ ëèñò x3 + y3 − 3axy = 0, a > 0

Ðåøåíèå: Â çàäà÷à 6.100 áåøå íà÷åðòàíà ãðàôèêàòà íà äåêàðòîâèÿ
ëèñò. Çà äà íàìåðèì ëèöåòî íà íåãîâàòà áóêëà, ùå áúäå óäîáíî äà âúâå-
äåì ïîëÿðíè êîîðäèíàòè, êàòî èçïîëçâàìå âðúçêèòå∣∣∣∣ x = ρ cos θ

y = ρ sin θ.
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Íàìèðàìå, ÷å óðàâíåíèåòî íà äåêàðòîâèÿ ëèñò â ïîëÿðíè êîîðäèíàòè å

ρ3 cos3 θ + ρ3 sin3 θ − 3aρ cos θρ sin θ = 0,

ρ(cos3 θ + sin3 θ)− 3a sin θ cos θ = 0,

ρ =
3a sin θ cos θ

cos3 θ + sin3 θ
.

Çà äà îïèøå òî÷êàòà M êîíòóðà íà áóêëàòà (ôèã. 8.14), θ ùå ñå èçìåíÿ
îò 0 äî π

2 . Çà ëèöåòî íà áóêëàòà ñå ïîëó÷àâà

S =
1

2

∫ π
2

0
ρ2(θ)dθ =

1

2

∫ π
2

0

(
3a sin θ cos θ

cos3 θ + sin3 θ

)2

dθ

=
9a2

2

∫ π
2

0

sin2 θ cos2 θ

(cos3 θ + sin3 θ)2
dθ (8.39)

Ùå ïðåñìåòíåì èíòåãðàëà â ãîðíîòî ðàâåíñòâî. Â ñèëà ñà ïîñëåäîâà-
òåëíèòå ïðåîáðàçîâàíèÿ∫ π

2

0

sin2 θ cos2 θ

(cos3 θ + sin3 θ)2
dθ =

∫ π
2

0

sin2 θ cos2 θ

cos6 θ
(

1 + sin3 θ
cos3 θ

)2dθ

=

∫ π
2

0

sin2 θ

cos4 θ(1 + tg3θ)2
dθ =

∫ π
2

0

sin2 θ
cos2 θ

(1 + tg3θ)2
· dθ

cos2 θ

=

∫ π
2

0

tg2θdtgθ

(1 + tg3θ)2
. (8.40)

Â ïîñëåäíèÿ èíòåãðàë ïîëàãàìå tgθ = t è èçïîëçâàìå, ÷å çà θ = 0, t = 0
è çà θ = π

2 , t = +∞. Ïîëó÷àâàìå ñëåäíèÿ ðåçóëòàò∫ π
2

0

tg2θdtgθ

(1 + tg3θ)2
=

∫ ∞
0

t2dt

(1 + t3)2
=

1

3

∫ ∞
0

d(1 + t3)

(1 + t3)2

= −1

3
· 1

1 + t3

∣∣∣∣∞
0

= −1

3

[
lim
t→∞

1

1 + t3
− 1

]
=

1

3
. (8.41)

Îò (8.39), (8.40) è (8. 41) îêîí÷àòåëíî ñå ïîëó÷àâà

S =
9a2

2
· 1

3
=

3a2

2
.
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Ôèã. 8.15: Ëóíè÷êà, îãðàíè÷åíà îò ëèíèèòå x2 + y2 − y = 0 è x2 + y2 = 1
2

Çàäà÷à 8.22: Äà ñå íàìåðè ëèöåòî íà ëóíè÷êàòà, îãðàíè÷åíà îò ëèíè-

èòå x2 + y2 − y = 0 è x2 + y2 =
1

2
, êàêòî å ïîêàçàíî íà ôèã. 8.15.

Ðåøåíèå: Êðèâèòå, êîèòî îãðàíè÷àâàò ëóíè÷êàòà ñà îêðúæíîñòè,
ðàçïîëîæåíè åäíà ñïðÿìî äðóãà, êàêòî å ïîêàçàíî íà ôèã. 8.15. Î÷åâèäíî
å èçïúëíåíî, ÷å

SADBC = SOADBO − SOACBO. (8.42)

Çà äà íàìåðèì ëèöàòà íà ñåêòîðèòå îò ãîðíàòà ôîðìóëà ùå ïðåìèíåì
êúì ïîëÿðíè êîîðäèíàòè ÷ðåç ðàâåíñòâàòà∣∣∣∣ x = ρ cos θ

y = ρ sin θ.

Óðàâíåíèÿòà íà äâåòå îêðúæíîñòè â ïîëÿðíè êîîðäèíàòè ñà ρ = sin θ è

ρ =
1√
2
. Çà íàìèðàíå íà êîîðäèíàòèòå íà äâåòå ïðåñå÷íè òî÷êè A è B

ðåøàâàìå ñèñòåìàòà ∣∣∣∣∣ ρ = sin θ
ρ = 1√

2
.

Ïîëó÷àâàìå sin θ =
1√
2

=

√
2

2
, îòêúäåòî θ1 =

π

4
è θ2 =

3π

4
. Òàêà ñå

ïîëó÷àâà

SOADBO =
1

2

∫ 3π
4

π
4

sin2 θdθ =
1

2

∫ 3π
4

π
4

1− cos 2θ

2
dθ
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=
1

4

∫ 3π
4

π
4

dθ − 1

8

∫ 3π
4

π
4

cos 2θd2θ =
1

4
θ

∣∣∣∣ 3π4
π
4

− 1

8
sin 2θ

∣∣∣∣ 3π4
π
4

=
π

8
+

1

4
; (8.43)

SOACBO =
1

2

∫ 3π
4

π
4

1

2
dθ =

π

8
. (8.44)

Îò (8.42), (8.43) è (8.44), îêîí÷àòåëíî ñå ïîëó÷àâà

SADBC =
π

8
+

1

4
− π

8
=

1

4
.

Çàäà÷à 8.23: Äà ñå íàìåðè ëèöåòî íà ëóíè÷êàòà, îãðàíè÷åíà îò ëèíè-

èòå x2 + y2 =
1

4
è x2 +

(
y +

1

2

)2

=
1

2
.

Îòãîâîð: 1
4 .

Çàäà÷à 8.24: Äà ñå íàìåðè ëèöåòî íà àñòðîèäàòà

x
2
3 + y

2
3 = a

2
3 , a > 0

(ôèã. 8.16).

Ôèã. 8.16: Àñòðîèäà x
2
3 + y

2
3 = a

2
3 , a > 0.

Ðåøåíèå: Êðèâàòà å ñèìåòðè÷íà îòíîñíî îñèòå Ox è Oy (ôèã. 8.16).
Ùå íàìåðèì ëèöåòî íà ÷åòâúðòèíàòà íà äàäåíàòà ôèãóðà, ëåæàùà â
ïúðâè êâàäðàíò, ò. å. êðèâîëèíåéíèÿò òðèúãúëíèê AOB. Çàäàâàìå êðè-
âàòà ÷ðåç ïàðàìåòðè÷íèòå óðàâíåíèÿ

x = a sin3 t, y = a cos3 t, 0 ≤ t ≤ π

2
,



8.6. Ëèöà íà ðàâíèííè ôèãóðè 339

òàêà, ÷å x(0) = 0, x
(
π
2

)
= a. Äúãàòà AB ñúîòâåòñòâà íà t ∈

[
0,
π

2

]
.

Ëèöåòî íà êðèâîëèíåéíèÿ òðèúãúëíèê AOB ïî ôîðìóëàòà (8.32) å ðàâíî
íà

S =

∫ π
2

0
y(t)x′(t)dt. (8.45)

Êúì ôîðìóëàòà (8.45) ïðèëàãàìå èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè, îò÷èòàìå, ÷å

y(t)x(t)|
π
2
0 = 0 è ïîëó÷àâàìå

S = −
∫ π

2

0
x(t)y′(t)dt. (8.46)

Ñúáèðàìå (8.45) è (8.46) è ïîëó÷àâàìå

S =
1

2

∫ π
2

0
[y(t)x′(t)− x(t)y′(t)]dt.

Èçïîëçâàéêè ãîðíàòà ôîðìóëà ñå íàìèðà

S =
1

2

∫ π
2

0
[a cos3 t3a sin2 t cos t− a sin3 t(−3a) cos2 t sin t]dt

=
3a2

2

∫ π
2

0
[cos4 t sin2 t+ sin4 t cos2 t]dt

=
3a2

2

∫ π
2

0
sin2 t cos2 tdt =

3a2

2

∫ π
2

0

sin2 2t

4
dt

=
3a2

8

∫ π
2

0

1− cos 4t

2
dt =

3a2π

32
.

Îêîí÷àòåëíî, ëèöåòî íà àñòðîèäàòà å ðàâíà íà
3a2π

8
.

Çàäà÷à 8.25: Äà ñå íàìåðÿò ëèöàòà íà ôèãóðèòå, çàãðàäåíè îò êðèâèòå:

à) ax = y2, ay = x2 (a > 0); á) y = x2, x+ y = 2;

â) y = 2x− x2, x+ y = 0.

Îòãîâîðè: à) a2

3 ; á) 9
2 ; â) 9

2 .
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Çàäà÷à 8.26: Äà ñå íàìåðÿò ëèöàòà íà ôèãóðèòå, çàãðàäåíè îò êðèâèòå:
à) îò õèïîöèêëîèäàòà: x = a(2 cos t − cos2t), y = a(−2 sin t + sin 2t),

a > 0, t ∈ [0, 2π];

á) îò åâîëþòàòà íà åëèïñàòà x = a2−b2
a cos3 t, y = a2−b2

b sin3 t, a > b >
0, t ∈ [0, 2π];

â) îò öèêëîèäàòà x = a(t − sin t), y = a(1 − cos t), a > 0, t ∈ [0, 2π] è
ïðàâàòà y = 0.

Îòãîâîðè: à) 6πa2; á) 3π(a2−b2)2

8ab ; â) 3πa2.

Çàäà÷à 8.27: Äà ñå íàìåðÿò ëèöàòà íà ôèãóðèòå, çàãðàäåíè îò êðèâèòå,
ñ ïîëÿðíè óðàâíåíèÿ: :

à) ρ2 = a2 cos 2θ, a > 0− ëåìíèñêàòà íà Áåðíóëè;
á) ρ = a(1 + cos θ), a > 0− êàðäèîèäà;
â) ρ = a sin 2θ, a > 0− äâóëèñòíà ðîçà;
ã) ρ = a cos θ + b, 0 < a < b− îõëþâ íà Ïàñêàë.

Îòãîâîðè: à) a2; á) 3πa2

2 ; â) πa2

4 ; ã) π
2 (a2 + 2b2).

Çàäà÷à 8.28: Äà ñå íàìåðÿò ëèöàòà íà ôèãóðèòå, çàãðàäåíè îò êðèâèòå:
à) (x2 + y2)2 = a2(x2 − y2), a > 0− ëåìíèñêàòà íà Áåðíóëè;
á) x3 + y3 = 3axy, a > 0− äåêàðòîâ ëèñò;
â) (x2 + y2)2 − a2x2 − b2y2 = 0, a > 0, b > 0− ïîäåðà íà åëèïñàòà.

Îòãîâîðè: à) a2; á) 3
2a

2; â) π
2 (a2 + b2).

8.7 Äúëæèíà íà ðàâíèííà äúãà

Äúãà îò êðèâàòà L ñå íàðè÷à îáðàçúò íà ñåãìåíòà [α, β] ÷ðåç íåïðå-
êúñíàòî áèåêòèâíî èçîáðàæåíèå x = ϕ(t), y = ψ(t) è îçíà÷àâàìå

L :


x = ϕ(t)
y = ψ(t)
t ∈ [α, β].

(8.47)

Â òîçè ñëó÷àé ñå êàçâà, ÷å êðèâàòà L å çàäàäåíà â ïàðàìåòðè÷åí âèä.
Ìíîæåñòâîòî îò òî÷êè, ñ êîîðäèíàòè {(ϕ(t), ψ(t)) : t ∈ [α, β]}, ñå íàðè÷à
ãðàôèêà íà äúãàòà (8.47). Òî÷êàòà ñ êîîðäèíàòè (ϕ(α), ψ(α)) ñå íàðè÷à
íà÷àëî íà äúãàòà, à òî÷êàòà (ϕ(β), ψ(β)) ñå íàðè÷à íåèí êðàé.

Ñ ïîìîùòà íà òî÷êèòå

α = t0 < t1 < . . . < tn = β
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äåëèì ñåãìåíòà [α, β] íà n ÷àñòè. Íà âñÿêà åäíà îò äåëÿùèòå òî÷êè ti
îòãîâàðÿ åäíà òî÷êà Pi(ϕ(ti), ψ(ti)) îò êðèâàòà L. Ñúåäèíÿâàéêè âñåêè
äâå ñúñåäíè òî÷êè îò ðåäèöàòà P0, P1, . . . , Pn ñ ïðàâîëèíåéíè îòñå÷êè,
ïîëó÷àâàìå åäíà íà÷óïåíà ëèíèÿ, çà êîÿòî êàçâàìå, ÷å å âïèñàíà â äúãàòà
L.

Àêî ìíîæåñòâîòî îò äúëæèíèòå íà âñè÷êè íà÷óïåíè ëèíèè å îãðà-
íè÷åíî ìíîæåñòâî, ñå êàçâà, ÷å äúãàòà L ìîæå äà áúäå ðåêòèôèöèðóåìà
(èçïðàâåíà). Ïîä äúëæèíà íà äúãà, êîÿòî ìîæå äà áúäå ðåêòèôèöèðóå-
ìà, ùå ðàçáèðàìå òî÷íàòà ãîðíà ãðàíèöà íà äúëæèíèòå íà âïèñàíèòå â
íåÿ íà÷óïåíè ëèíèè.

À) Àêî ôóíêöèèòå ϕ(t) è ψ(t) îò ïàðàìåòðè÷íîòî ïðåäñòàâÿíå (8.47)
íà êðèâàòà L ñà äèôåðåíöèðóåìè è ïðîèçâîäíèòå èì ñà íåïðåêúñíàòè
â ñåãìåíòà [α, β], òî êðèâàòà L å ðåêòèôèöèðóåìà, è äúëæèíàòà è̀ l ñå
ïðåñìÿòà ïî ôîðìóëàòà

l =

∫ β

α

√
ϕ′2(t) + ψ′2(t)dt. (8.48)

Á) Â ñïåöèàëíèÿ ñëó÷àé, êîãàòî èìàìå äúãà, çàäàäåíà â äåêàðòîâ âèä

y = f(x), a ≤ x ≤ b,

èëè ïî-òî÷íî äúãàòà x = t, y = f(t), êúäåòî a ≤ t ≤ b, ôîðìóëàòà (8.48)
äîáèâà âèäà

l =

∫ b

a

√
1 + f ′2(x)dx.

Â) Ïîä äúãà, çàäàäåíà â ïîëÿðíè êîîðäèíàòè ñ óðàâíåíèå ρ = f(θ),
êúäåòî α ≤ θ ≤ β, ñå ðàçáèðà äúãàòà, äåôèíèðàíà â ïàðàìåòðè÷åí âèä
ñúñ ñëåäíèòå óðàâíåíèÿ ∣∣∣∣ x = f(θ) cos θ

y = f(θ) sin θ,

êúäåòî α ≤ θ ≤ β. Â òîçè ñëó÷àé ôîðìóëàòà (8.48) çà äúëæèíà íà äúãàòà
äîáèâà âèäà

l =

∫ β

α

√
f2(θ) + f ′2(θ)dθ. (8.49)

Çàäà÷à 8.29: Äà ñå íàìåðè äúëæèíàòà l íà äúãàòà îò öèêëîèäàòà∣∣∣∣ x = a(t− sin t)
y = a(1− cos t),

êúäåòî a > 0 è 0 ≤ t ≤ 2π.
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Ðåøåíèå: Î÷åâèäíî èìàìå∣∣∣∣ x′ = a(1− cos t)
y′ = a sin t,

îòêúäåòî ïîñëåäîâàòåëíî ñå ïðåñìÿòà√
x′2(t) + y′2(t) =

√
a2(1− cos t)2 + a2 sin2 t

= a
√

1− 2 cos t+ cos2 t+ sin2 t = a
√

2(1− cos t)

= 2a

√
sin2 t

2
= 2a

∣∣∣∣sin t

2

∣∣∣∣ = 2a sin
t

2
, 0 ≤ t

2
≤ π, sin

t

2
≥ 0.

Ïî ôîðìóëàòà (8.48) çà äúëæèíàòà l íà äúãàòà ñå ïîëó÷àâà

l = 2a

∫ 2π

0
sin

t

2
dt = − 4a cos

t

2

∣∣∣∣2π
0

= 8a.

Çàäà÷à 8.30: Äà ñå íàìåðè äúëæèíàòà íà äúãàòà îò ïàðàáîëàòà

x =
t2

2p
, y = t, p > 0,

êúäåòî 0 ≤ t ≤ a.

Ðåøåíèå: Î÷åâèäíî èìàìå, ÷å x′ =
t

p
, y′ = 1, îòêúäåòî ïî ôîðìóëà-

òà (8.48) ñå ïîëó÷àâà

l =

∫ a

0

√
t2

p2
+ 1dt =

1

p

∫ a

0

√
t2 + p2dt. (8.50)

Ùå ðåøèì èíòåãðàëà â äÿñíàòà ñòðàíà íà ãîðíîòî ðàâåíñòâî:

I =

∫ a

0

√
t2 + p2dt = t

√
t2 + p2

∣∣∣a
0
−
∫ a

0

t.2t

2
√
t2 + p2

dt

= a
√
a2 + p2 −

∫ a

0

t2 + p2 − p2√
t2 + p2

dt

= a
√
a2 + p2 −

∫ a

0

√
t2 + p2dt+ p2

∫ a

0

dt√
t2 + p2

= a
√
a2 + p2 − I + p2 ln |t+

√
t2 + p2|

∣∣∣a
0
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= a
√
a2 + p2 − I + p2(ln(a+

√
a2 + p2 − ln p).

Ïîëó÷è ñå ðàâåíñòâîòî

2I = a
√
a2 + p2 + p2 ln

a+
√
a2 + p2

p
,

îòêúäåòî ñå íàìèðà, ÷å

I =
a

2

√
a2 + p2 +

p2

2
ln
a+

√
a2 + p2

p
. (8.51)

Îò (8.50) è (8.51) ñå ïîëó÷àâà, ÷å

l =
a

2p

√
a2 + p2 +

p

2
ln
a+

√
a2 + p2

p
.

Çàäà÷à 8.31: Äà ñå íàìåðè äúëæèíàòà l íà êàðäèîèäàòà

ρ = a(1 + cos θ), a > 0,

êúäåòî 0 ≤ θ ≤ 2π.

Ðåøåíèå: Èìàìå, ÷å ρ′ = −a sin θ, îòêúäåòî ñå ïoëó÷àâà√
ρ2 + ρ′2 =

√
a2(1 + cos θ)2 + a2 sin2 θ

= a
√

1 + 2 cos θ + cos2 θ + sin2 θ = a
√

2(1 + cos θ)

= a

√
4 cos2

θ

2
= 2a

∣∣∣∣cos
θ

2

∣∣∣∣ .
Îòòóê ïî ôîðìóëàòà (8.49) ñå ïîëó÷àâà

l = 2a

∫ 2π

0

∣∣∣∣cos
θ

2

∣∣∣∣ dθ = 2a

∫ π

0

∣∣∣∣cos
θ

2

∣∣∣∣ dθ + 2a

∫ 2π

π

∣∣∣∣cos
θ

2

∣∣∣∣ dθ
= 2a

∫ π

0
cos

θ

2
dθ − 2a

∫ 2π

π
cos

θ

2
dθ = 4a sin

θ

2

∣∣∣∣π
0

− 4a sin
θ

2

∣∣∣∣2π
π

= 8a.

Çàäà÷à 8.32: Äà ñå íàìåðè äúëæèíàòà íà äúãàòà îò ñåìèêóáè÷íàòà ïà-

ðàáîëà y2 =
2

3
(x−1)3, çàêëþ÷åíà âúòðå â ïàðàáîëàòà y2 =

x

3
(ôèã. 8.17).
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Ôèã. 8.17:

Ðåøåíèå: Ñåìèêóáè÷íàòà ïàðàáîëà å ðàçïîëîæåíà ñèìåòðè÷íî
ñïðÿìî àáñöèñíàòà îñ, çàòîâà ùå íàìåðèì äúëæèíàòà íà äúãàòà AM
(ôèã. 8.17), ðàçïîëîæåíà íàä îñòòà Ox è ïîëó÷åíèÿò ðåçóëòàò ùå óäâî-
èì.

Òúðñèì àáñöèñàòà íà ïðåñå÷íàòà òî÷êà M íà äâåòå êðèâè. Çà öåëòà
ðåøàâàìå ñèñòåìàòà ∣∣∣∣ y2 = 2

3(x− 1)3

y2 = x
3 .

Ñëåä èçêëþ÷âàíå íà y ïîëó÷àâàìå 2x3− 6x2 + 5x− 2 = 0. Óñòàíîâÿâà ñå,
÷å x = 2 å êîðåí íà òîâà óðàâíåíèå. Ïîñëåäîâàòåëíî îò óðàâíåíèåòî íà
ñåìèêóáè÷íàòà ïàðàáîëà ñå ïîëó÷àâà

y =

√
2

3

√
(x− 1)3, y′ =

√
3

2
(x− 1),

√
1 + y′2 =

√
3x− 1

2
.

Ïî òîçè íà÷èí ñå íàìèðà, ÷å

l = 2

∫ 2

0

1√
2

√
3x− 1dx =

√
2

3

∫ 2

0
(3x− 1)

1
2d(3x− 1)

=

√
2

3

(3x− 1)
3
2

3
2

∣∣∣∣∣
2

0

=
2
√

2

9
(5
√

5− 2
√

2).

Çàäà÷à 8.33: Äà ñå íàìåðè äúëæèíàòà íà àñòðîèäàòà

x
2
3 + y

2
3 = a

2
3 , a > 0.
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Ðåøåíèå:Àñòðîèäàòà å ðàçïîëîæåíà ñèìåòðè÷íî ñïðÿìî êîîðäèíàò-
íèòå îñè (ôèã. 8.16). Ùå ïðåñìåòíåì äúëæèíàòà íà ÷àñòòà è̀ â ïúðâè
êâàäðàíò è ïîëó÷åíèÿò ðåçóëòàò ùå óìíîæèì ïî 4, ò. å.

l = 4

∫ a

0

√
1 + y′2dx.

Óðàâíåíèåòî x
2
3 + y

2
3 = a

2
3 îïðåäåëÿ y êàòî íåÿâíà ôóíêöèÿ íà x.

Äèôåðåíöèðàìå ïî x óðàâíåíèåòî íà àñòðîèäàòà è ñå ïîëó÷àâà

2

3
x

2
3
−1 +

2

3
y

2
3
−1y′ = 0, x−

1
3 + y−

1
3 y′ = 0,

y′ = −x
− 1

3

y−
1
3

= −y
1
3

x
1
3

,

1 + y′
2

= 1 +
y

2
3

x
2
3

=
x

2
3 + y

2
3

x
2
3

=
a

2
3

x
2
3

,

êàòî ñìå èçïîëçâàëè ôàêòà, ÷å îò óðàâíåíèåòî íà àñòðîèäàòà x
2
3 + y

2
3 =

a
2
3 . Îñâåí òîâà èìàìå, ÷å √

1 + y′2 =
a

1
3

x
1
3

.

Òîãàâà çà äúëæèíàòà íà àñòðîèäàòà ñå ïîëó÷àâà, ÷å

l = 4

∫ a

0

a
1
3

x
1
3

dx = 4a
1
3

∫ a

0
x−

1
3dx = 4a

1
3
x

2
3

2
3

∣∣∣∣∣
a

0

= 6a.

Çàäà÷à 8.34: Äà ñå íàìåðè äúëæèíàòà íà äúãàòà íà Àðõèìåäîâàòà ñïè-
ðàëà

ρ = aθ, a > 0,

êúäåòî 0 ≤ θ ≤ α.

Îòãîâîð: a2

[
ln(α+

√
1 + α2) + α

√
1 + α2

]
.

Çàäà÷à 8.35: Äà ñå íàìåðè äúëæèíàòà íà äúãàòà íà êðèâàòà

ρ =
1

cos3 θ
3

,

êúäåòî −π ≤ θ ≤ π.
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Îòãîâîð: 12
√

3.

Çàäà÷à 8.36: Äà ñå ïðåñìåòíàò äúëæèíèòå íà äúãèòå íà êðèâèòå ñ ïî-
ëÿðíè óðàâíåíèÿ:

à) ρ = aemθ, a > 0, m > 0, (ëîãàðèòìè÷íà ñïèðàëà) â ñåãìåíòà
[0, 2π];

á) ρ = a cos θ+ b, a > 0, b > 0, (îõëþâ íà Ïàñêàë) â ñåãìåíòà [0, π].

Îòãîâîð: à) a
√

1 + 1
m2

(
e2mπ − 1

)
; á) 2(a+b)

∫ π
2

0

√
1− 4ab

(a+b)2
sin2 θdθ.

Çàäà÷à 8.37: Äà ñå ïðåñìåòíå äúëæèíàòà íà äúãàòà îò êðèâàòà 5y3 =
x2 (ïîëóêóáè÷íà ïàðàáîëà), çàêëþ÷åíà âúòðå â îêðúæíîñòòà x2 +y2 = 6.

Îòãîâîð: 134
27 .

Çàäà÷à 8.38: Äà ñå ïðåñìåòíå äúëæèíàòà íà äúãàòà îò êðèâàòà∣∣∣∣ x = et(cos t+ sin t)
x = et(cos t− sin t),

çàêëþ÷åíà ìåæäó òî÷êèòå, ñúîòâåòñòâàùè íà t1 = 0 è t2 = 1.

Îòãîâîð: 2(e− 1).

Çàäà÷à 8.39: Äà ñå ïðåñìåòíå äúëæèíàòà íà äúãàòà îò êðèâàòà
√
x +√

y =
√
a, çàêëþ÷åíà ìåæäó êîîðäèíàòíèòå îñè.

Îòãîâîð: a√
2

ln(1 +
√

2) + a.
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8.8 Îáåì íà ðîòàöèîííè òåëà

Ôèã. 8.18:

À) Àêî ëèöåòî σ(x) íà ñå÷åíèåòî íà åäíî òÿëî (ôèã. 8.18) ñ ðàâíèíà,
ïåðïåíäèêóëÿðíà íà íÿêîÿ îñ, êîÿòî ñå ïðèåìà çà àáñöèñíà, å äàäåíà
ôóíêöèÿ íà x, òî îáåìúò V íà òÿëîòî, çàêëþ÷åíî ìåæäó ðàâíèíèòå x = a
è x = b å

V =

∫ b

a
σ(x)dx. (8.52)

Á) Íåêà ôóíêöèÿòà y = y(x) å íåïðåêúñíàòà è íåîòðèöàòåëíà â ñåã-
ìåíòà [a, b]. Îáåìúò V íà òÿëîòî, îáðàçóâàíî îò âúðòåíåòî îêîëî îñòòà
Ox íà ôèãóðàòà Φ (ôèã. 8.19), îãðàíè÷åíà îò ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà
y(x), îòñå÷êèòå îò ïðàâèòå x = a è x = b, è îòñå÷êàòà [a, b] îò îñòòà Ox,
å ðàâåí íà

V = π

∫ b

a
y2(x)dx. (8.53)

Àêî ôóíêöèÿòà y = y(x) å çàäàäåíà ÷ðåç ïàðàìåòðè÷íèòå óðàâíåíèÿ

x = x(t), y = y(t), t ∈ [α, β],

êúäåòî ôóíêöèÿòà x(t) èìà íåïðåêúñíàòà è íåîòðèöàòåëíà ïúðâà ïðîèç-
âîäíà â [α, β], è x(α) = a, x(β) = b, à ôóíêöèÿòà y(t) å íåïðåêúñíàòà è
íåîòðèöàòåëíà â [α, β, ] òî îáåìúò V íà òÿëîòî, îáðàçóâàíî îò âúðòåíåòî
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íà ôèãóðàòà Φ (ôèã. 8.19) îêîëî îñòòà Ox, å ðàâåí íà

V = π

∫ β

α
y2(t)x′(t)dt. (8.54)

Àêî ôóíêöèÿòà x(t) å íàìàëÿâàùà è x(α) = b, x(β) = a, òî ïðè
ãîðíèòå óñëîâèÿ

V = −π
∫ β

α
y2(t)x′(t)dt. (8.55)

Ôèã. 8.19:

Íåêà ôóíêöèèòå y = y1(x) è y = y2(x) ñà íåïðåêúñíàòè â ñåãìåíòà
[a, b], è y2(x) ≥ y1(x), çà x ∈ [a, b]. Îáåìúò V íà òÿëîòî, îáðàçóâàíî
îò âúðòåíåòî îêîëî îñòòà Ox íà ôèãóðàòà Φ (ôèã. 8.20), îãðàíè÷åíà îò
ãðàôèêèòå íà ôóíêöèèòå y = y1(x) è y = y2(x), è îòñå÷êèòå îò ïðàâèòå
x = a è x = b, å ðàâåí íà

V = π

∫ b

a
[y2

2(x)− y2
1(x)]dx.

Çà òåëàòà, îáðàçóâàíè îò âúðòåíåòî íà ôèãóðèòå Φ (ôèã. 8.21) îêîëî
îñòòà Oy ïðè àíàëîãè÷íè ïðåäïîëîæåíèÿ îòíîñíî äàäåíèòå ôóíêöèè, ñà
â ñèëà ñëåäâàùèòå ôîðìóëè çà îáeìèòå:

V = π

∫ d

c
x2(y)dy;
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Ôèã. 8.20:

Ôèã. 8.21:

V = π

∫ β

α
x2(t)y′(t)dt;

V = π

∫ d

c
[x2

2(y)− x2
1(y)]dy.
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Çàäà÷à 8.40: Äà ñå ïðåñìåòíå îáåìúò íà òðèîñíèÿ åëèïñîèä (ôèã. 8.22)

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1.

Ôèã. 8.22: Òðèîñåí åëèïñîèä
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1

Ðåøåíèå: Ñå÷åíèÿòà íà åëèïñîèäà ñ ðàâíèíè, ïåðïåíäèêóëÿðíè íà
îñòòà Ox ñà åëèïñè. Ùå íàìåðèì òåõíèòå ëèöà. Oò óðàâíåíèåòî íà åëèï-

ñîèäà
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1 ñå ïîëó÷àâà

y2

b2
+
z2

c2
= 1− x2

a2
,

y2

b2
(

1− x2

a2

) +
z2

c2
(

1− x2

a2

) = 1,

y2(
b
√

1− x2

a2

)2 +
z2(

c
√

1− x2

a2

)2 = 1.

Ñëåäîâàòåëíî, ïîëóîñèòå íà åëèïñàòà, êîÿòî å ñå÷åíèåòî íà åëèïñî-

èäà è ðàâíèíà, ïåðïåíäèêóëÿðíà íà îñòòà Ox ñà b

√
1− x2

a2
è c

√
1− x2

a2
.

Ëèöåòî íà åëèïñàòà (âèæ çàäà÷à 8.17) å

σ(x) = π · b
√

1− x2

a2
· c
√

1− x2

a2
= πbc

(
1− x2

a2

)
.
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Îáåìúò íà åëèïñîèäà å

V =

∫ a

−a
σ(x)dx =

∫ a

−a
πbc

(
1− x2

a2

)
dx = 2πbc

∫ a

0

(
1− x2

a2

)
dx

= 2πbc

(
x− x3

3a2

)∣∣∣∣a
0

= 2πbc

(
a− a3

3a2

)
=

4

3
πabc.

Â ÷àñòíîñò, àêî a = b = c = R ùå èìàìå ñôåðà ñ ðàäèóñ R. Â òîçè
ñëó÷àé, èçâåäåíàòà ôîðìóëà çà îáåìà íà òðèîñíèÿò åëèïñîèä íè äàâà,
÷å îáåìúò íà ñôåðàòà å ðàâåí íà

V =
4

3
π.R.R.R =

4

3
πR3.

Çàäà÷à 8.41: Öèëèíäúð, îñíîâàòà íà êîéòî å åëèïñàòà
x2

a2
+
y2

b2
= 1 å

ïðåñå÷åí ñ ðàâíèíà, êîÿòî ìèíàâà ïðåç ìàëêàòà îñ íà åëèïñàòà (ôèã.
8.23). Äà ñå ïðåñìåòíå îáåìúò íà òÿëîòî, ïîëó÷åíî ïî òîçè íà÷èí. Ðàç-
ìåðèòå íà òÿëîòî ñà äàäåíè íà ÷åðòåæà.

Ôèã. 8.23:

Ðåøåíèå: Ñå÷åíèÿòà íà òÿëîòî ñ ðàâíèíà, ïåðïåíäèêóëÿðíà íà îñòòà
Ox å ïðàâîúãúëíèê ñ ëèöå σ(x) = PQ.MN. Òóê èìàìå, ÷å PQ = 2MQ,
à MQ å îðäèíàòàòà íà òî÷êàòà Q îò åëèïñàòà, êîÿòî ùå îïðåäåëèì îò

óðàâíåíèåòî
x2

a2
+
y2

b2
= 1. Ïîñëåäîâàòåëíî ñå ïîëó÷àâà

y2 = b2
(

1− x2

a2

)
=
b2

a2
(a2 − x2), y = ± b

a

√
a2 − x2,



352 8. Ðèìàíîâ èíòåãðàë îò ôóíêöèÿ íà åäíà íåçàâèñèìà ïðîìåíëèâà

èëè MQ = b
a

√
a2 − x2. Çà îïðåäåëÿíå íà MN, ðàçãëåæäàìå ïîäîáíèòå

òðèúãúëíèöè OAB è OMN. Oò ïðîïîðöèîíàëíîñòòà íà ñòðàíèòå ñëåäâà
H

MN
=
a

x
, îòêúäåòî MN = H

a · x. Ëèöåòî íà ñå÷åíèåòî ùå áúäå

σ(x) = 2
b

a

√
a2 − x2 · H

a
· x =

2bH

a2
· x
√
a2 − x2.

Òîãàâà, îáåìúò íà òÿëîòî å

V =

∫ a

0

2bH

a2
· x
√
a2 − x2dx = −bH

a2

∫ a

0
(a2 − x2)

1
2d(a2 − x2)

= −bH
a2
· (a2 − x2)

3
2

3
2

∣∣∣∣∣
a

0

=
bH

a2
· 2

3
a3 =

2abH

3
.

Çà ÷èñëåíèòå äàííè a = 10, b = 4 è H = 5 íàìèðàìå V =
400

3
ñì2.

Çàäà÷à 8.42: Ôèãóðà å îãðàíè÷åíà îò äúãàòà íà ïàðàáîëàòà y = 4−x2,
îòñå÷êàòà [−2, 0] îò îñòòà Ox è îòñå÷êàòà îò ïðàâàòà y = 3x (ôèã. 8.24).
Íàìåðåòå îáåìa íà òÿëîòî, îáðàçóâàíî îò âúðòåíåòî íà òàçè ôèãóðà îêî-
ëî îñòòà Ox.

Ôèã. 8.24:

Ðåøåíèå: Ùå íàìåðèì àáñöèñàòà xc íà òî÷êàòà C îò ïðåñè÷àíå íà
ïàðàáîëàòà y = 4 − x2 è ïðàâàòà y = 3x, êàòî ðåøèì óðàâíåíèåòî 4 −
x2 = 3x. Òî èìà êîðåíè x1 = 1 è x2 = −4, îòêúäåòî ñå íàìèðà, ÷å
xc = 1. Òúðñåíèÿò îáåì å ðàâåí íà ðàçëèêàòà íà îáåìèòå V1 è V2 íà
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òåëàòà, îáðàçóâàíè ïðè âúðòåíåòî íà êðèâîëèíåéíèÿò òðàïåö ADCB è
òðèúãúëíèêúò ODC îêîëî îñòòà Ox. Ïî ôîðìóëàòà (8.53) ñå íàìèðà

V1 = π

∫ 1

−2
(4− x2)dx =

153

5
π,

V2 = π

∫ 1

0
(3x)2dx = 3π.

Ñëåäîâàòåëíî, îáåìúò íà äàäåíîòî òÿëî å ðàâåí íà V1 − V2 =
138

5
π.

Çàäà÷à 8.43: Íàìåðåòå îáåìúò íà òÿëîòî, îáðàçóâàíî îò âúðòåíåòî íà
àñòðîèäàòà

x = a cos3 t, y = a sin3 t, 0 ≤ t ≤ 2π.

îêîëî îñòòà Ox (ôèã. 8.25).

Ôèã. 8.25: Àñòðîèäà x = a cos3 t, y = a sin3 t, 0 ≤ t ≤ 2π
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Ðåøåíèå: Àñòðîèäàòà å ñèìåòðè÷íà ñïðÿìî îñèòå Ox è Oy, çàòîâà
òúðñåíèÿò îáåì å ðàâåí íà 2V, êúäåòî V å îáåìúò íà òÿëîòî, ïîëó÷åíî îò
âúðòåíåòî íà êðèâîëèíåéíèÿò òðèúãúëíèê OAB (ôèã. 8.25) îêîëî îñòòà
Ox. Ïî ôîðìóëàòà (8.55) ñå ïîëó÷àâà

V = −π
∫ π

2

0
a2 sin6 t.3a cos3 t(− sin t)dt

= −3πa3

∫ π
2

0
(1− cos2 t)3 cos2 td cos t =

16

105
πa3.

Ñëåäîâàòåëíî îáåìúò íà òÿëîòî å V =
32

105
πa3.

Çàäà÷à 8.44: Íàìåðåòå îáåìúò íà òÿëîòî, îáðàçóâàíî îò âúðòåíåòî íà
ôèãóðàòà, îãðàíè÷åíà îò ïàðàáîëàòà 2y = 4−x2 è ïðàâàòà x+ y− 2 = 0,
îêîëî ïðàâàòà x+ y − 2 = 0 (ôèã. 8.26).

Ôèã. 8.26:

Ðåøåíèå: Ùå èçâúðøèì çàâúðòàíå è ïðåíàñÿíå íà êîîðäèíàòíàòà
ñèñòåìà Oxy â êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà O′uv, îñòòà O′u íà êîÿòî å ðàçïî-
ëîæåíà ïî îñòòà íà çàâúðòàíå- ïðàâàòà x+ y− 2 = 0 (ôèã. 8.26). Úãúëúò
íà çàâúðòàíå å −π

4 . Ôîðìóëèòå íà ïðåõîäà èìàò âèäà

u =
x− y + 2√

2
, v =

x+ y − 2√
2

.

Â òàçè êîîðäèíàòíà ñèñòåìà ïàðàáîëàòà 2y = 4 − x2 ùå ñå çàäàâà ÷ðåç
ïàðàìåòðè÷íèòå óðàâíåíèÿ∣∣∣∣∣ u = u(x) = x−y(x)+2√

2

v = v(x) = x+y(x)−2√
2

,
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êúäåòî y(x) =
4− x2

2
.

Äúãàòà O′A îò ïàðàáîëàòà ñúîòâåòñòâà íà 0 ≤ x ≤ 2. Ïî ôîðìóëàòà
(8.54) ñå ïîëó÷àâà

V = π

∫ 2

0
v2(x)u′(x)dx = π

∫ 2

0

1

8
(2x− x2)2 1√

2

(
x+

x2

2

)′
dx

=
π

8
√

2

∫ 2

0
(4x2 − 4x3 + x4)(1 + x)dx =

2
√

2

15
π.

Çàäà÷à 8.45: Íàìåðåòå îáåìúò íà òÿëîòî, îãðàíè÷åíî îò ïîâúðõíèíèòå
x2 + z2 = a2 è x2 + y2 = a2.

Îòãîâîð: 16a3

3 .

Çàäà÷à 8.46: Íàìåðåòå îáåìúò íà òÿëîòî, îãðàíè÷åíî îò öèëèíäúðà

x2 + y2 = R2 è ðàâíèíèòå y = 0, z = 0,
x

R
+

z

H
− 1 = 0 è

x

R
− z

H
+ 1 = 0

(ôèã. 8.27).

Ôèã. 8.27:

Ðåøåíèå: Òÿëîòî å ñèìåòðè÷íî ñïðÿìî ðàâíèíàòà x = 0 (ôèã. 8.27),
çàòîâà îáåìúò íà òÿëîòî å ðàâåí íà 2 ïúòè îáåìúò íà ÷àñòòà íà òÿëîòî,
êîåòî ñå íàìèðà â ïúðâè îêòàíò. Âñÿêî ñå÷åíèå íà òÿëîòî ñ ðàâíèíà,
ïåðïåíäèêóëÿðíà íà îñòòà Ox å ïðàâîúãúëíèêà ABCD. Íåêà äà îçíà÷èì
OA = x. Òîãàâà îò óðàâíåíèåòî íà îêðúæíîñòòà x2+y2 = R2 ñå ïîëó÷àâà,
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÷å AD = y =
√
R2 − x2. Îò óðàâíåíèåòî íà ðàâíèíàòà

x

R
+
z

H
− 1 = 0 ñå

ïîëó÷àâà, ÷å AB = z =
H

R
(R − x). Çà ëèöåòî íà ïðàâîúãúëíèêà ABCD

ñå ïîëó÷àâà S(x) = AD.AB, ñëåäîâàòåëíî

S(x) =
H

R
(R− x)

√
R2 − x2.

Òîãàâà çà îáåìà íà òÿëîòî ñå ïîëó÷àâà ñëåäíîòî

V = 2

∫ R

0

H

R
(R− x)

√
R2 − x2dx =

2H

R

∫ R

0
(R− x)

√
R2 − x2dx. (8.56)

Çà ðåøàâàíå íà èíòåãðàëà ïîëàãàìå x = R cos t è ïîñëåäîâàòåëíî ñå
ïîëó÷àâà∫ R

0
(R− x)

√
R2 − x2dx =

∫ 0

π
2

R(1− cos t)R sin t(−R) sin tdt

= R3

∫ π
2

0
(1− cos t) sin2 tdt = R3

∫ π
2

0
sin2 tdt−R3

∫ π
2

0
cos t sin2 tdt

= R3

∫ π
2

0

1− cos 2t

2
dt−R3

∫ π
2

0
sin2 td sin t

=
R3

2
t

∣∣∣∣
π
2

0

− R3

4
sin 2t

∣∣∣∣
π
2

0

− R3

3
sin3 t

∣∣∣∣
π
2

0

=
R3π

4
− R3

3
. (8.57)

Îò (8.56) è (8.57) ñå ïîëó÷àâà

V =
2H

R

(
R3π

4
− R3

3

)
=
HR2(3π − 4)

6
.

Çàäà÷à 8.47: Íàìåðåòå îáåìúò íà òÿëîòî, ïîëó÷åíî îò âúðòåíåòî îêîëî
îñòòà Ox íà ôèãóðàòà, çàãðàäåíà îò ëåìíèñêàòàòà íà Áåðíóëè (x2 +
y2)2 = a2(x2 − y2), a > 0 (ôèã. 8.28).

Ðåøåíèå: Îáåìúò íà òÿëîòî å ðàâåí íà

V = π

∫ a

−a
y2(x)dx = 2π

∫ a

0
y2(x)dx.

Óðàâíåíèåòî íà ëåìíèñêàòàòà (x2 + y2)2 = a2(x2 − y2) ùå ðàçðåøèì
ñïðÿìî y2. Ïîñëåäîâàòåëíî ñå ïîëó÷àâà:

(y2)2 + (a2 + 2x2)y2 + x4 − a2x2 = 0
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Ôèã. 8.28: Ëåìíèñêàòà íà Áåðíóëè (x2 + y2)2 = a2(x2 − y2), a > 0

y2
1,2 =

−(a2 + 2x2)± a
√
a2 + 8x2

2
.

Ïîíåæå y2 > 0 ïðåä êîðåíà âçåìàìå ñàìî çíàêà ïëþñ, ò. å.

y2 = −1

2
a2 − x2 +

1

2
a
√
a2 + 8x2.

Ñåãà âå÷å çà îáåìúò ñå ïîëó÷àâà

V = 2π

∫ a

0

(
−1

2
a2 − x2 +

1

2
a
√
a2 + 8x2

)
dx

= −πa2

∫ a

0
dx− 2π

∫ a

0
x2dx+ πa

∫ a

0

√
a2 + 8x2dx

= −5πa3

3
+ πa

∫ a

0

√
a2 + 8x2dx. (8.58)

Èíòåãðàëúò â ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ùå ðåøèì ÷ðåç èíòåãðèðàíå ïî
÷àñòè

I =

∫ a

0

√
a2 + 8x2dx = x

√
a2 + 8x2

∣∣∣a
0
−
∫ a

0

x.8.2x

2
√
a2 + 8x2

dx

= 3a2 −
∫ a

0

√
a2 + 8x2dx+ a2

∫ a

0

dx√
a2 + 8x2

= 3a2 − I +
a2

2
√

2

∫ a

0

d(2
√

2x)√
a2 + (2

√
2x)2

= 3a2 − I +
a2

2
√

2
ln(2
√

2x+
√
a2 + 8x2)

∣∣∣a
0
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= 3a2 − I +
a2

2
√

2
ln(2
√

2 + 3),

ñëåäîâàòåëíî

2I = 3a2 +
a2

2
√

2
ln(2
√

2 + 3),

îòêúäåòî ïúê ñå ïîëó÷àâà, ÷å

I =

∫ a

0

√
a2 + 8x2dx =

3

2
a2 +

a2

4
√

2
ln(2
√

2 + 3). (8.59)

Îò (8.58) è (8.59) ñå ïîëó÷àâà, ÷å

V = −5πa3

3
+ πa

(
3

2
a2 +

a2

4
√

2
ln(2
√

2 + 3)

)
,

ò. å.

V = πa3

[
1

4
√

2
ln(2
√

2 + 3)− 1

6

]
.

Çàáåëåæêà: Çàäà÷àòà ìîæå äà ñå ðåøè è êàòî ïðåäâàðèòåëíî ñå íà-
ìåðè óðàâíåíèåòî íà ëåìíèñêàòàòà â ïîëÿðíè êîîðäèíàòè. Îò âðúçêèòå
x = ρ cos θ, è y = ρ sin θ ñå ïîëó÷àâà, ÷å óðàâíåíèåòî íà ëåìíèñêàòàòà â
ïîëÿðíè êîîðäèíàòè å

ρ = a
√

cos 2θ, θ ∈
[
−π

4
,
π

4

]
.

Òîãàâà âå÷å ñå íàìèðà, ÷å ïàðàìåòðè÷íîòî ïðåäñòàâÿíå íà ëåìíèñêà-
òà å ñëåäíîòî: ∣∣∣∣∣∣

x = a
√

cos 2θ cos θ

y = a
√

cos 2θ sin θ
θ ∈

[
−π

4 ,
π
4

]
.

(8.60)

Îò ôèã. 8.28 å ÿñíî, ÷å îò ñèìåòðèÿòà ñïðÿìî îñèòå Ox è Oy

V = 4

∫ π
4

0
y2(θ)x′(θ)dθ. (8.61)

Êàòî ñå èçïîëçâàò (8.60) è (8.61) ñå ïîëó÷àâà

V = −4π

∫ π
4

0
a2 cos 2θ sin2 θ

(
sin 2θ cos θ√

cos 2θ
+
√

cos 2θ sin θ

)
dθ.
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Çàäà÷à 8.48: Íàìåðåòå îáåìúò íà òÿëîòî, ïîëó÷åíî îò âúðòåíåòî îêîëî
îñòòà Ox íà ôèãóðàòà, îãðàíè÷åíà îò äàäåíèòå êðèâè:

à) y2 = 2px, y = 0, x = a, p > 0;

á) xy = a2, y = 0, x = a, x = 2a, a > 0;

â)
y

b
=
(x
a

) 2
3
, y = 0, x = a, x ≥ 0, a > 0;

ã) y = sin 2x, 0 ≤ x ≤ π
2 , y = 0;

ä)
x2

a2
+
y2

b2
= 1, a > 0, b > 0;

å) (x−R)2 + (y −R)2 = R2, x = 0, y = 0, x ≤ R, y ≤ R, R > 0;

æ) y2(2a− x) = x3, 0 ≤ x ≤ a, x = a.

Îòãîâîðè: à) πpa2; á) πa3

2 ; â) 3πab2

7 ; ã) π2

4 ; ä)4
3πab

2; å) πR3(10−3π)
6 ; æ)

πa3

3 (24 ln 2− 16).

8.9 Ëèöà íà ðîòàöèîííè ïîâúðõíèíè

Íåêà y = y(x) å íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìà â ñåãìåíòà [a, b] ôóí-
êöèÿ. Ëèöåòî S íà ïîâúðõíèíàòà, îáðàçóâàíà ïðè âúðòåíå íà ãðàôèêàòà
íà òàçè ôóíêöèÿ îêîëî îñòòà Ox å ðàâíî íà

S = 2π

∫ b

a
|y(x)|

√
1 + y′2(x)dx. (8.62)

Íåêà êðèâà ñå çàäàâà ÷ðåç ïàðàìåòðè÷íèòå ñè óðàâíåíèÿ

x = x(t), y = y(t), t ∈ [α, β],

êúäåòî x(t) è y(t) ñà íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìà â ñåãìåíòà [α, β]
ôóíêöèè, è å ðàçïîëîæåíà â ïîëóðàâíèíàòà y ≥ 0. Ëèöåòî S íà ïîâúð-
õíèíàòà, îáðàçóâàíà ïðè âúðòåíå íà äàäåíàòà êðèâà îêîëî îñòòà Ox å
ðàâíî íà

S = 2π

∫ β

α
y(t)

√
x′2(t) + y′2(t)dt. (8.63)

Àêî êðèâàòà å ðàçïîëîæåíà â ïîëóðàâíèíàòà y ≤ 0, òî

S = 2π

∫ β

α
|y(t)|

√
x′2(t) + y′2(t)dt.
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Ïðè àíàëîãè÷íè óñëîâèÿ, ëèöåòî S íà ïîâúðõíèíàòà, îáðàçóâàíà ïðè
âúðòåíå íà ãðàôèêàòà íà òàçè ôóíêöèÿ îêîëî îñòòà Oy, ñúîòâåòíî å
ðàâíî íà

S = 2π

∫ d

c
|x(t)|

√
1 + x′2(y)dy,

S = 2π

∫ β

α
x(t)

√
x′2(t) + y′2(t)dt, x(t) ≥ 0,

S = 2π

∫ β

α
|x(t)|

√
x′2(t) + y′2(t)dt, x(t) ≤ 0.

Ëèöåòî íà ïîâúðõíèíàòà, îáðàçóâàíà ïðè âúðòåíå îêîëî ïîëÿðíàòà
îñ íà êðèâàòà ñ ïîëÿðíî óðàâíåíèå ρ = ρ(θ), 0 ≤ θ1 ≤ θ ≤ θ2 ≤ π, å ðàâíî
íà

S = 2π

∫ θ2

θ1

ρ(θ)

√
ρ2(θ) + ρ′2(θ) sin θdθ,

è êúäåòî ρ(θ) å íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìà â ñåãìåíòà [θ1, θ2] ôóíê-
öèÿ.

Ïðè òåçè óñëîâèÿ, ëèöåòî íà ïîâúðõíèíàòà, îáðàçóâàíà ïðè âúðòåíå
îêîëî ëú÷à ϕ = π

2 íà êðèâàòà ρ = ρ(θ), −π
2 ≤ θ1 ≤ θ ≤ θ2 ≤ π

2 , å ðàâíî íà

S = 2π

∫ θ2

θ1

ρ(θ)

√
ρ2(θ) + ρ′2(θ) cos θdθ.

Íåêà ìîíîòîííà êðèâà ñ äúëæèíà s0 å ðàçïîëîæåíà îò åäíàòà ñòðàíà
íà ïðàâàòà l, r(s) å ðàçñòîÿíèåòî îò äúãàòà íà êðèâàòà ñ äúëæèíà s äî
ïðàâàòà l è íåêà r(s) å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ íà s ∈ [0, s0]. Ëèöåòî S
íà ïîâúðõíèíàòà, îáðàçóâàíà ïðè âúðòåíå íà êðèâàòà îêîëî ïðàâàòà l å
ðàâíî íà

S = 2π

∫ s0

0
r(s)ds. (8.64)

Çàäà÷à 8.49: Íàìåðåòå ëèöåòî íà ðîòàöèîííàòà ïîâúðõíèíà, ïîëó÷åíà
îò çàâúðòàíå íà êðèâàòà ñ óðàâíåíèå y = cosx îêîëî îñòòà Ox, ðàçãëå-
äàíà â ñåãìåíòà [−π, π] (ôèã. 8.29).

Ðåøåíèå: Ïîðàäè òîâà, ÷å êðèâàòà (ôèã. 8.29) å ñèìåòðè÷íà ñïðÿìî
îðäèíàòíàòà îñ, ùå ïðåñìåòíåì ëèöåòî íà ðîòàöèîííàòà ïîâúðõíèíà, ïî-
ëó÷åíà îò âúðòåíåòî íà äúãàòà ÂB è ïîëó÷åíèÿò ðåçóëòàò ùå óìíîæèì
ïî 4. Èìàìå ñëåäíèÿ ðåçóëòàò

S = 4.2π

∫ π
2

0
y

√
1 + y′2dx = 8π

∫ π
2

0
cosx

√
1 + sin2 xdx
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Ôèã. 8.29: y = cosx, −π ≤ x ≤ π

= 8π

∫ π
2

0

√
1 + sin2 xd sinx. (8.65)

Çà äà ðåøèì èíòåãðàëà ïîëàãàìå sinx = t, òàêà, ÷å ïðè x = 0, t = 0
è ïðè x = π

2 , t = 1 è ñå ïîëó÷àâà

I =

∫ π
2

0

√
1 + sin2 xd sinx =

∫ 1

0

√
1 + t2dt = t

√
1 + t2

∣∣∣1
0
−
∫ 1

0

t.2t

2
√

1 + t2
dt

=
√

2−
∫ 1

0

1 + t2 − 1√
1 + t2

dt =
√

2−
∫ 1

0

√
1 + t2dt+

∫ 1

0

dt√
1 + t2

=
√

2− I + ln(t+
√

1 + t2)
∣∣∣1
0

=
√

2− I + ln(1 +
√

2).

Ïîëó÷è ñå ðàâåíñòâîòî

2I =
√

2 + ln(1 +
√

2),

îòêúäåòî ïúê ñå íàìèðà

I =

√
2

2
+

1

2
ln(1 +

√
2). (8.66)

Îò (8.65) è (8.66) ñå ïîëó÷àâà

S = 4π(
√

2 + ln(1 +
√

2)).

Çàäà÷à 8.50: Íàìåðåòå ëèöåòî íà ðîòàöèîííàòà ïîâúðõíèíà, ïîëó÷åíà
îò âúðòåíåòî íà ïúðâàòà äúãà íà öèêëîèäàòà

x = a(t− sin t), y = a(1− cos t), 0 ≤ t ≤ 2π, a > 0 :

à) îêîëî àáñöèñíàòà îñ; á) îêîëî îðäèíàòíàòà îñ; â) îêîëî ïðàâàòà
y = 2a; ã) îêîëî ïðàâàòà x = πa.
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Ôèã. 8.30: Öèêëîèäà x = a(t− sin t), y = a(1− cos t), 0 ≤ t ≤ 2π, a > 0

Ðåøåíèå: à) Ùå íàìåðèì ëèöåòî íà ïîâúðõíèíàòà (âèæ ôèã. 8.30),
êàòî èçïîëçâàìå ôîðìóëàòà

S = 2π

∫ 2π

0
y(t)

√
x′2(t) + y′2(t)dt.

Ïîñëåäîâàòåëíî íàìèðàìå, ÷å

x′(t) = a(1− cos t), y′(t) = a sin t,√
x′2(t) + y′2(t) =

√
2a2(1− cos t) =

√
4a2 sin2 t

2

= 2a

∣∣∣∣sin t

2

∣∣∣∣ = 2a sin
t

2
, 0 ≤ t

2
≤ π.

Çà ëèöåòî íà ïîâúðõíèíàòà ñå ïîëó÷àâà

S = 2π

∫ 2π

0
a(1− cos t)2a sin

t

2
dt = 2π

∫ 2π

0
a.2 sin2 t

2
· 2a sin

t

2
dt

= 8πa2

∫ 2π

0
sin2 t

2
sin

t

2
dt = 16πa2

∫ 2π

0
sin2 t

2
sin

t

2
d
t

2

= −16πa2

∫ 2π

0

(
1− cos2 t

2

)
d cos

t

2

= − 16πa2 cos
t

2

∣∣∣∣2π
0

+
16

3
πa2 cos3 t

2

∣∣∣∣2π
0

=
64

3
πa2;

á) Çà íàìèðàíå íà ëèöåòî ùå èçïîëçâàìå ôîðìóëàòà

S = 2π

∫ 2π

0
x(t)

√
x′2(t) + y′2(t)dt.
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Ïîëó÷àâàìå ñëåäíèòå ðåçóëòàòè:

S = 2π

∫ 2π

0
a(t− sin t)2a

∣∣∣∣sin t

2

∣∣∣∣ dt = 4πa2

∫ 2π

0
(t− sin t) sin

t

2
dt

= 4πa2

∫ 2π

0
t sin

t

2
dt− 4πa2

∫ 2π

0
sin t sin

t

2
dt.

Ùå ðåøèì èíòåãðàëèòå â ãîðíèòå ðàâåíñòâà:∫ 2π

0
t sin

t

2
dt = −2t cos

t

2

∣∣∣∣2π
0

+ 4 sin
t

2

∣∣∣∣2π
0

= 4π;

∫ 2π

0
sin t sin

t

2
dt =

∫ 2π

0
2 sin

t

2
cos

t

2
sin

t

2
dt =

4

3
sin3 t

2

∣∣∣∣2π
0

= 0.

Òîãàâà, çà ëèöåòî îêîí÷àòåëíî ñå ïîëó÷àâà

S = 4πa24π = 16π2a2.

â) Ïðàâèì òðàíñëàöèÿòà ∣∣∣∣ x = 0 + ξ
y = 2a+ η.

Ôèã. 8.31:

Ïàðàìåòðè÷íèòå óðàâíåíèÿ íà öèêëîèäàòà ñïðÿìî íîâàòà êîîðäèíàò-
íà ñèñòåìà O′ξη (âèæ ôèã. 8.31) ñà∣∣∣∣ ξ = a(t− sin t)

η = −2a+ a(1− cos t).
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Çà ëèöåòî íà ïîâúðõíèíàòà å â ñèëà ôîðìóëàòà

S = 2π

∫ 2π

0
η(t)

√
ξ′2(t) + η′2(t)dt.

Èìàìå, ÷å

S = 2π

∫ 2π

0
a(1 + cos t)2a sin

t

2
dt =

32

3
πa2.

ã) Ïðåìåñòâàìå íà÷àëîòî íà êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà â òî÷êàòà

O′(πa, 0) (âèæ ôèã. (8.32)) è çàâúðòàìå íà úãúë α =
π

2
. Òðàíñôîðìà-

Ôèã. 8.32:

öèîííèòå ôîðìóëè ùå áúäàò ∣∣∣∣ ξ = x− πa
η = y,∣∣∣∣ ξ1 = ξ cos π2 − η sin π

2
η1 = ξ sin π

2 + η cos π2 ,∣∣∣∣ ξ1 = −η
η1 = ξ,∣∣∣∣ ξ = η1 = y = a(1− cos t)

η = −ξ1 = πa− x = πa− a(t− sin t),∣∣∣∣ ξ = a(1− cos t)
η = a(π − t+ sin t).

Çà ëèöåòî å â ñèëà ôîðìóëàòà

S = 2π

∫ π

0
|η(t)|

√
ξ′2(t) + η′2(t)dt,



8.9. Ëèöà íà ðîòàöèîííè ïîâúðõíèíè 365

S = 2π

∫ π

0
a(π − t+ sin t)2a sin

t

2
dt

= 4π2a2

∫ π

0
sin

t

2
dt− 4πa2

∫ π

0
t sin

t

2
dt+ 4πa2

∫ π

0
sin t sin

t

2
dt.

Ñëåä ðåøàâàíå íà èíòåãðàëèòå, ñå ïîëó÷àâàò ñëåäíèòå ðåçóëòàòè:∫ π

0
sin

t

2
dt = 2;

∫ π

0
t sin

t

2
dt = 4;

∫ π

0
sin t sin

t

2
dt =

4

3
.

Îêîí÷àòåëíî ñå ïîëó÷àâà, ÷å

S = 8

(
π − 4

3

)
πa2.

Çàäà÷à 8.51: Ïðàâàòà y = a ïðåñè÷à äúãàòà íà öèêëîèäàòà

x = a(t− sin t), y = a(1− cos t), 0 ≤ t ≤ 2π, a > 0

â òî÷êèòå A è B. Íàìåðåòå ëèöåòî íà ïîâúðõíèíàòà, îáðàçóâàíà ïðè
âúðòåíå íà äúãàòà AB îò öèêëîèäàòà îêîëî ïðàâàòà y = a, (ôèã. 8.33).

Ôèã. 8.33:

Ðåøåíèå: Òî÷êèòå A è B ñúîòâåòñòâàò íà ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòúðà

t =
π

2
è t =

3π

2
, à äúãàòà AB ñúîòâåòñòâà íà t ∈

[
π

2
,
3π

2

]
. Ëèöåòî ùå

îïðåäåëèì, ÷ðåç ôîðìóëàòà

S = 2π

∫ 3π
2

π
2

(y(t)− a)

√
x′2(t) + y′2(t)dt.

Òóê âìåñòî ñòîÿùîòî â (8.63) ðàçñòîÿíèå y(t) îò òî÷êà îò êðèâàòà äî
îñòòà Ox, ñòîè ðàçñòîÿíèåòî y(t)− a îò òî÷êà îò äúãàòà AB äî ïðàâàòà
y = a, ÿâÿâàùà ñå â ñëó÷àÿ îñ íà âúðòåíå. Ïîñëåäîâàòåëíî ñå èç÷èñëÿâà

y(t)− a = − cos t,
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√
x′2(t) + y′2 =

√
a2(1− cos t)2 + a2 sin2 t

= 2a

∣∣∣∣sin t

2

∣∣∣∣ = 2a sin
t

2
, t ∈

[
π

2
,
3π

2

]
.

Òîãàâà ñå ïîëó÷àâà

S = 2π

∫ 3π
2

π
2

(−a) cos t.2a sin
t

2
dt = −4πa2

∫ 3π
2

π
2

cos t sin
t

2
dt.

Èíòåãðàëúò ùå ïðåñìåòíåì êàòî èçïîëçâàìå ïðåîáðàçîâàíèÿòà∫ 3π
2

π
2

cos t sin
t

2
dt = 2

∫ 3π
2

π
2

(
2 cos2 t

2
− 1

)
sin

t

2
d
t

2

= −2

∫ 3π
2

π
2

(
2 cos2 t

2
− 1

)
d cos

t

2
= − 4

3
cos3 t

2

∣∣∣∣ 3π2
π
2

+ 2 cos
t

2

∣∣∣∣ 3π2
π
2

= −4
√

2

3
.

Çà ëèöåòî îêîí÷àòåëíî ñå ïîëó÷àâà, ÷å

S = −4πa2

(
−4
√

2

3

)
=

16

3

√
2πa2.

Çàäà÷à 8.52: Äà ñå ïðåñìåòíå ëèöåòî íà ïîâúðõíèíàòà, îáðàçóâàíà îò
âúðòåíåòî îêîëî ïîëÿðíàòà îñ íà êàðäèîèäàòà ρ = a(1 + cos θ), a > 0
(ôèã. 8.34).

Ôèã. 8.34: Êàðäèîèäà ρ = a(1 + cos θ), a > 0

Ðåøåíèå: Ïîðàäè ñèìåòðèÿòà íà êàðäèîèäàòà îòíîñíî îñòòà Ox, òî
ãîðíàòà è äîëíàòà ÷àñò íà òàçè êðèâà ùå îïèøàò åäíà è ñúùà ðîòàöè-
îííà ïîâúðõíèíà. Ñëåäîâàòåëíî, ùå èçïîëçâàìå ñàìî ãîðíàòà ÷àñò íà
êàðäèîèäàòà ρ = a(1 + cos θ), 0 ≤ t ≤ π.
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Ëèöåòî ùå íàìåðèì êàòî èçïîëçâàìå ôîðìóëàòà

S = 2π

∫ π

0
ρ(θ)

√
ρ2(θ) + ρ′2(θ) sin θdθ.

Â ñèëà ñà ïðåñìÿòàíèÿòà: ρ′(θ) = −a sin θ, ρ2(θ)+ρ′
2
(θ) = a2(1+cos θ)2 +

a2 sin2 θ = 2a2(1 + cos θ). Çà ëèöåòî ñå ïîëó÷àâà

S = 2π

∫ π

0
a(1 + cos θ)

√
2a2(1 + cos θ) sin θdθ

= 2πa
√

2a

∫ π

0
(1 + cos θ)(1 + cos θ)

1
2 sin θdθ

= −2
√

2πa2

∫ π

0
(1 + cos θ)

3
2d(1 + cos θ)

= −2
√

2πa2 (1 + cos θ)
5
2

5
2

∣∣∣∣∣
π

0

=
32πa2

5
.

Çàäà÷à 8.53: Äúãàòà îò òàíãåíñîèäàòà y = tgx (ôèã. 8.35), çàêëþ÷åíà

ìåæäó òî÷êèòå O(0, 0) è A
(π

4
, 1
)
, ñå âúðòè îêîëî àáñöèñíàòà îñ. Äà

ñå ïðåñìåòíå ëèöåòî íà ðîòàöèîííàòà ïîâúðõíèíà, ïîëó÷åíà ïðè òîâà
âúðòåíå.

Ðåøåíèå: Ñúãëàñíî ôîðìóëàòà (8.62) (âèæ ñúùî òàêà è (8.63)) çà
ëèöåòî íà ðîòàöèîííàòà ïîâúðõíèíà ñå ïîëó÷àâà

S = 2π

∫ π
4

0
y

√
1 + y′2dx = 2π

∫ π
4

0
tgx

√
1 +

1

cos4 x
dx

= 2π

∫ π
4

0

sinx

cosx
· 1

cos2 x

√
cos4 x+ 1dx = 2π

∫ π
4

0

√
cos4 x+ 1

sinx

cos3 x
dx

= −2π

∫ π
4

0

√
cos4 x+ 1

d cosx

cos3 x
= π

∫ π
4

0

√
cos4 x+ 1d

1

cos2 x

= π

√
cos4 x+ 1

cos2 x

∣∣∣∣∣
π
4

0

− π
∫ π

4

0

1

cos2 x
· 4 cos3 x(− sinx)

2
√

cos4 x+ 1
dx

= π(
√

5−
√

2) + 2π

∫ π
4

0

cosx sinx√
cos4 x+ 1

dx
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Ôèã. 8.35: y = tgx

= π(
√

5−
√

2)− 2π

∫ π
4

0

cosxd cosx√
cos4 x+ 1

= π(
√

5−
√

2)− π
∫ π

4

0

d cos2 x√
(cos2 x)2 + 1

= π(
√

5−
√

2)− π ln
(

cos2 x+
√

cos4 x+ 1
)∣∣∣π4

0

= π(
√

5−
√

2) + π ln
2(1 +

√
2)

1 +
√

5
.

Çàäà÷à 8.54: Íàìåðåòå ëèöåòî íà ïîâúðõíèíàòà, ïîëó÷åíà ïðè âúðòå-
íåòî íà åëèïñàòà x2 + 4y2 = 36 îêîëî:

à) àáñöèñíàòà îñ Ox; á) îðäèíàòíàòà îñ Oy.

Ðåøåíèå: à) Äúãàòà îò åëèïñàòà ABC (ôèã. 8.36) ìîæå äà ñå ðàçã-

ëåæäà êàòî ãðàôèêà íà ôóíêöèÿòà y =
1

2

√
36− x2, −6 ≤ x ≤ 6. Íî òàçè

ôóíêöèÿ íÿìà ïðîèçâîäíà ïðè x = ±6, êîåòî ïîêàçâà, ÷å ôîðìóëàòà
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Ôèã. 8.36: Eëèïñà x2 + 4y2 = 36

(8.62) íå ìîæå äà ñå ïðèëîæè â òîçè ñëó÷àé. Çà òîâà ùå ïàðàìåòðèçèðà-
ìå åëèïñàòà, à èìåííî

x = 6 cos t, y = 3 sin t, t ∈ [0, π].

Ëèöåòî íà ïîâúðõíèíàòà, îáðàçóâàíî îò âúðòåíå íà äúãàòà ABC îò
åëèïñàòà îêîëî îñòòà Ox íàìèðàìå, êàòî èçïîëçâàìå ôîðìóëàòà (8.63),
à èìåííî

S = 2π

∫ π

0
3 sin t

√
36 sin2 t+ 9 cos2 tdt,

S = 6π

∫ π

0
sin t

√
36 sin2 t+ 9 cos2 tdt. (8.67)

Ùå ïîêàæåì ïðåñìÿòàíåòî íà èíòåãðàëà â ãîðíîòî ðàâåíñòâî. Çà òàçè

öåë, ïîëàãàìå cos t =
2√
3

sinϕ è ïîñëåäîâàòåëíî ïîëó÷àâàìå: 36 sin2 t +

9 cos2 t = 36(1−cos2 t)+9 cos2 t = 36 cos2 ϕ. Ïðè t = 0, ϕ =
π

3
è ïðè t = π,

ϕ = −π
3
. Òîãàâà ñà â ñèëà ðàâåíñòâàòà∫ π

0
sin t

√
36 sin2 t+ 9 cos2 tdt = −

∫ π

0

√
36 sin2 t+ 9 cos2 td cos t

= −
∫ −π

3

π
3

6 cosϕd
2√
3

sinϕ =
12√

3

∫ π
3

−π
3

cos2 ϕdϕ

=
12√

3

∫ π
3

−π
3

1 + cos 2ϕ

2
dϕ =

6√
3

∫ π
3

−π
3

dϕ+
6

2
√

3

∫ π
3

−π
3

cos 2ϕd2ϕ

=
6√
3
ϕ

∣∣∣∣π3
−π

3

+
3√
3

sin 2ϕ

∣∣∣∣π3
−π

3

=
4π√

3
+ 3. (8.68)
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Îò (8.67) è (8.68) ñå ïîëó÷àâà

S = 6π

(
4π√

3
+ 3

)
= 2
√

3π(4π + 3
√

3).

á) Äúãàòà DAB (ôèã. 8.36) îò åëèïñàòà ùå ÿ ïàðàìåòðèçèðàìå âúâ
âèäà

x = 6 cos t, y = 3 sin t, t ∈
[
−π

2
,
π

2

]
.

Ëèöåòî íà ïîâúðõíèíàòà, îáðàçóâàíà ïðè çàâúðòàíå íà åëèïñàòà îêî-
ëî îñòòà Ox íàìèðàìå ïî ôîðìóëàòà

S = 2π

∫ π
2

−π
2

6cost
√

36 sin2 t+ 9 cos2 tdt.

Â ãîðíèÿ èíòåãðàë ïîëàãàìå sin t =
1√
3

shϕ è ïîëó÷àâàìå

S = 12
√

3

∫ arsh
√

3

−arsh
√

3
ch2ϕdϕ = 24

√
3π(2
√

3 + ln(2
√

3)).

Çàäà÷à 8.55: Íàìåðåòå ëèöåòî íà ïîâúðõíèíàòà, ïîëó÷åíà ïðè âúðòå-
íåòî íà ïðèìêàòà íà êðèâàòà 9x2 = y(3− y)2 (ôèã. 8.37) îêîëî:

Ôèã. 8.37: 9x2 = y(3− y)2

à) àáñöèñíàòà îñ Ox; á) îðäèíàòíàòà îñ Oy.
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Ðåøåíèå: Îò óðàâíåíèåòî íà êðèâàòà ñå ïîëó÷àâà, ÷å

x = ±
√
y

3
|3− y|.

Ïðèìêàòà íà êðèâàòà ñúîòâåòñòâà íà ñòîéíîñòè íà y ∈ [0, 3] (ôèã. 8.37).
Âúâåæäàìå ïàðàìåòúð t, ïîëàãàéêè y = t2, t ∈ R è çàäàâàìå êðèâàòà
÷ðåç ïàðàìåòðè÷íèòå óðàâíåíèÿ∣∣∣∣∣∣

y = t2

x = ± |t|3 (3− t2)

t ∈ [−
√

3,
√

3].

à) Ïîðàäè ñèìåòðèÿòà íà êðèâàòà îòíîñíî îñòòà Oy, ìîæå äà ñå íà-
ìåðè ëèöåòî íà ïîâúðõíèíàòà, ïîëó÷åíà îò âúðòåíå íà îêîëî îñòòà Ox
íà äúãàòà OMN è ïîëó÷åíèÿò ðåçóëòàòà äà ñå óìíîæè ïî 2. Ñïåöèàëíî
â òîçè ñëó÷àé, äúãàòà èìà ïàðàìåòðè÷íè óðàâíåíèÿ îò âèäà∣∣∣∣∣∣

y = t2

x = t
3(3− t2)

t ∈ [0,
√

3].

Çà ëèöåòî íà ïîâúðõíèíàòà, êàòî ñå èçïîëçâà ôîðìóëà (8.63), ñå ïîëó÷àâà

S = 2.2π

∫ √3

0
y(t)

√
x′2(t) + y′2(t)dt.

Ïîñëåäîâàòåëíî íàìèðàìå: x′(t) = −t2 + 1, y′(t) = 2t, x′
2
(t) + y′

2
(t) =

(t2 + 1)2. Ñëåäîâàòåëíî, çà ëèöåòî å â ñèëà, ÷å

S = 2.2π

∫ √3

0
t2
√

(t2 + 1)2dt = 4π

∫ √3

0
t2(t2 + 1)dt

= 4π

(∫ √3

0
t4dt+

∫ √3

0
t2dt

)
=

56π
√

3

5
.

á) Ïîðàäè ñèìåòðèÿòà íà êðèâàòà îòíîñíî îñòòà Oy, ïðè âúðòåíåòî
îêîëî îñòòà Oy äâåòå äúãè íà êðèâàòà OMN è OPN ùå îïèøàò åäíà è
ñúùà ïîâúðõíèíà. Äúãàòà OMN ñúîòâåòñòâà íà t ∈ [0,

√
3], è òàêà

S = 2π

∫ √3

0
x(t)

√
x′2(t) + y′2(t)dt
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= 2π

∫ √3

0

t

3
(3− t2)(t2 + 1)dt = 3π.

Çàäà÷àòà ìîæå äà ñå ðåøè è òàêà: îïðåäåëÿìå x =

√
y

3
(3−y), y ∈ [0, 3]

è

S = 2π

∫ 3

0
|x(y)|

√
1 + x′2(y)dy.

Çàäà÷à 8.56: Íàìåðåòå ëèöåòî íà ïîâúðõíèíàòà, ïîëó÷åíà ïðè âúðòå-

íåòî íà êðèâàòà y =
x3

3
, 0 ≤ x ≤ 4

√
2 îêîëî ïðàâàòà 3y −

√
2x = 0 (ôèã.

8.38).

Ôèã. 8.38:

Ðåøåíèå: Íîðìàëíîòî óðàâíåíèå (ôèã. 8.38) íà ïðàâàòà å
3y −

√
2x√

11
= 0. Âñÿêà òî÷êà M îò êóáè÷íàòà ïàðàáîëà y =

x3

3
èìà êîîð-

äèíàòè M

(
x,
x3

3

)
, 0 ≤ x ≤ 4

√
2. Òîãàâà ðàçñòîÿíèåòî r(x) îò òî÷êàòà M

äî ïðàâàòà ùå áúäå

r(x) =
1√
11

∣∣∣x3 −
√

2x
∣∣∣ =

1√
11

(√
2x− x3

)
, 0 ≤ x ≤ 4

√
2.

Ëèöåòî íà ðîòàöèîííàòà ïîâúðõíèíà ùå îïðåäåëèì ïî ôîðìóëàòà
(8.64)

S = 2π

∫ s0

0
r(s)ds.

Åëåìåíòúò ds íà äúëæèíà ïî êóáè÷íàòà ïàðàáîëà å ds =
√

1 + y′2dx =√
1 + x4dx. Çà ëèöåòî ïîëó÷àâàìå

S = 2π

∫ 4√2

0
r(x)

√
1 + y′2dx
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=
2π√
11

(
√

2

∫ 4√2

0
x
√

1 + x4dx−
∫ 4√2

0
x3
√

1 + x4dx

)
.

Ùå ïðåñìåòíåì èíòåãðàëèòå â ãîðíîòî ðàâåíñòâî. Èìàìå ñëåäíèòå
ðåçóëòàòè: ∫ 4√2

0
x3
√

1 + x4dx =
1

4

∫ 4√2

0
(1 + x4)

1
2d(1 + x4)

=
1

4
· 1

3
2

(1 + x4)
3
2

∣∣∣∣∣
4√2

0

=

√
3

2
− 1

6
.

Èçïîëçâàìå ïîëàãàíåòî x2 = shϕ è ñå ïîëó÷àâà

√
2

∫ 4√2

0
x
√

1 + x4dx =
1√
2

∫ arsh
√

2

0
ch2ϕdϕ =

1

2
√

2
ln(
√

2 +
√

3) +

√
3

2
.

Ïî òîçè íà÷èí îêîí÷àòåëíî ñå íàìèðà, ÷å

S =
2π√
11

(
1

2
√

2
ln(
√

2 +
√

3) +
1

6

)
=

π

3
√

22
(3 ln(

√
2 +
√

3) +
√

2).

Çàäà÷à 8.57: Íàìåðåòå ëèöåòî íà ïîâúðõíèíèòå, ïîëó÷åíè ïðè âúðòå-
íåòî îêîëî îñòòà Ox íà êðèâèòå:

1) y =
√
x, 5

4 ≤ x ≤
21
4 ;

2) y = x3, 0 ≤ x ≤ 1;

3) y = e−x, 0 ≤ x ≤ a;

4) y = ach
x

a
, |x| ≤ b;

5) y = sinx, 0 ≤ x ≤ π;

6) 2ay = a2 + x2, 0 ≤ x ≤ a;

7) y =
2

3
x

3
2 , 0 ≤ x ≤ 1;

8) y =
1

x
, 1 ≤ x ≤ a.

Îòãîâîðè: 1) 98π
3 ; 2) π(10

3
2−1)

27 ; 3)

π
(√

2− e−a
√

1 + e−2a − ln e−a+
√

1+e−2a

1+
√

2

)
; 4) 2πa

(
b+ a

2 sh2b
a

)
; 5)
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2π(
√

2 + ln(1 +
√

2)); 6) πa2

8 (3 ln(
√

2 + 1) + 7
√

2); 7) π
9 (7
√

2 + 3 ln(
√

2 + 1));

8) π
(√

2−
√
a4+1
a2

+ ln
√
a4+1+a2√

2+1

)
.

Çàäà÷à 8.58: Íàìåðåòå ëèöåòî íà ïîâúðõíèíàòà, ïîëó÷åíà ïðè âúðòå-
íåòî îêîëî îñòòà Ox íà êðèâèòå:

1) x = a
(
cos t+ ln tg t2

)
, y = a sin t, π

2 ≤ t ≤ π, (òðàêòèñà);

2) x = a(cos t− cos 2t), y = a(sin t− sin 2t);

3) x = t3

3 , y = 4− t2

2 , |t| ≤ 2
√

2;

4) x = 2
√

3 cos t, y = sin 2t.

Îòãîâîðè: 1) 4πa2; 2) 128πa2

5 ; 3) 59, 2π; 4) 15π
8 (4 + ln 5).

Çàäà÷à 8.59: Íàìåðåòå ëèöåòî íà ïîâúðõíèíàòà, ïîëó÷åíà ïðè âúðòå-
íåòî íà êðèâàòà L îêîëî ïðàâàòà l, ïî äàäåíè:

1)

L :


x = a(3 cos t− cos 3t)
y = a(3 sin t− sin 3t)
0 ≤ t ≤ π

2 ,

àêî à) l : y = 0; á) l : x = 0;

2) L : x =
√

2 sin t, y =
1

4
sin 2t, 0 ≤ t ≤ π, àêî à) l : y = 0; á)

l : x = 0;

3)

L :


x = a(t+ sin t cos t)
y = a sin2 t
0 ≤ t ≤ π

2 ,

àêî à) l : y = 0; á) l : x = 0;

4)

L :


x = a(t sin t+ cos t)
y = a(sin t− t cos t)
0 ≤ t ≤ π, a > 0,

àêî à) l : y = 0; á) l : x = −a;

5)

L :


x = a cos3 t
y = a sin3 t
0 ≤ t ≤ 2π, a > 0,

àêî à) l : y = 0; á) l : x = a;
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Îòãîâîðè: 1) à) 18π2a2, á) 24πa2; 2) à) π
2 , á)

10
√

2π
3 ; 3) à) 4πa2

3 , á)
2π(3π−4)a2

3 ; 4) à) 6π2a2, á) 3π(π2 − 4)a2; 5) à) 12πa2

5 , á) 12πa2.

Çàäà÷à 8.60: Íàìåðåòå ëèöåòî íà ïîâúðõíèíàòà, ïîëó÷åíà ïðè âúðòå-
íåòî íà êðèâàòà L îêîëî ïðàâàòà l, êàòî ïðåäâàðèòåëíî ñå ïîäáåðå íåï-
ðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìî ïàðàìåòðè÷íî ïðåäñòàâÿíå íà êðèâàòà L, ïî
äàäåíè:

1) L : x2 + (y − b)2 = a2, b ≥ a > 0, àêî l : y = 0;

2) L : 4x2 + y2 = 4, àêî à) l : y = 0; á) l : x = 0;

3) L : y = 1
6

√
x(x− 12), 0 ≤ x ≤ 12, àêî l : y = 0;

4) L : 16y2 = 2x2 − x4, àêî à) l : y = 0; á) l : x = 0;

5) L : 3x2 + y4 = y2, àêî l : x = 0;

6) L : y = arcsin
√
x+
√
x− x2, àêî à) l : y = 0; á) l : x = 0.

Îòãîâîðè: 1) 4π2ab; 2) à) 8π + 4π√
3

ln(2 +
√

3), á) 2π + 8π2

3
√

3
; 3) 48π; 4)

à) π
2 , á)

10
√

2π
3 ; 5) 5π(4+ln 5)

32 ; 6) à) 2π(3π−4)
3 , á) 4π

3 .

Çàäà÷à 8.61: Íàìåðåòå ëèöåòî íà ïîâúðõíèíàòà, ïîëó÷åíà ïðè âúðòå-
íåòî íà êðèâàòà (x2 + y2)2 = a2(x2 − y2) îêîëî àáñöèñíàòà îñ.

Îòãîâîð: 2πa2(2−
√

2).

Çàäà÷à 8.62: Äúãàòà îò îêðúæíîñòòà x2 + y2 = a2, ëåæàùà â ïúðâè
êâàäðàíò, ñå âúðòè îêîëî õîðäàòà, êîÿòî ÿ ñòÿãà. Íàìåðåòå ëèöåòî íà
ïîëó÷åíàòà ðîòàöèîííà ïîâúðõíèíà.

Îòãîâîð: πa2
√

2
(

2− π

2

)
.

Çàäà÷à 8.63: Àñòðîèäàòà {
x = a cos3 t
y = a sin3 t

ñå âúðòè îêîëî ïðàâàòà y = x. Íàìåðåòå ëèöåòî íà ïîâúðõíèíàòà íà
ïîëó÷åíîòî ðîòàöèîííî òÿëî.

Îòãîâîð:
3πa2

5
(4
√

2− 1).
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8.10 Ïðèëîæåíèå íà îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë çà ðåøàâàíå íà
çàäà÷è îò ôèçèêàòà

8.10.1 Çàäà÷è, ñâúðçàíè ñ êðèâè ðàâíèííè ëèíèè

Íåêà ïî ðàâíèííà êðèâà L ñ äúëæèíà l å ðàçïðåäåëåíà ìàñà ñ ïëúò-
íîñò ρ(s), êîÿòî ñå ÿâÿâà ôóíêöèÿ íà äúëæèíàòà íà äúãàòà s. ×ðåç ñëåä-
âàùèòå ôîðìóëè ñå èç÷èñëÿâàò ñúîòâåòíî:

ìàñàòà íà êðèâàòà:

m =

∫ s

0
ρ(s)ds; (8.69)

ñòàòèñòè÷åñêèòå ìîìåíòè íà êðèâàòà îòíîñíî îñèòå Ox è Oy :

Mx =

∫ s

0
y(s)ρ(s)ds, My =

∫ s

0
x(s)ρ(s)ds; (8.70)

êîîðäèíàòèòå íà öåíòúðà íà ìàñàòà:

xc =
My

m
, yc =

Mx

m
; (8.71)

ìîìåíòèòå íà èíåðöèÿòà îòíîñíî îñèòå Ox è Oy :

Ix =

∫ s

0
y2(s)ρ(s)ds, Iy =

∫ s

0
x2(s)ρ(s)ds. (8.72)

Àêî êðèâàòà Γ å ãðàôèêà íà åäíîçíà÷íà íåîòðèöàòåëíà ôóíêöèÿ
y = f(x), òî ñòàòèñòè÷åñêèÿ ìîìåíò Mx íà êðèâàòà îòíîñíî îñòòà Ox
è ëèöåòî Lx íà ïîâúðõíèíàòà, îáðàçóâàíà îò âúðòåíåòî íà ãðàôèêàòà íà
ôóíêöèÿòà f îêîëî îñòòà Ox, ñà ñâúðçàíè ñ ðàâåíñòâîòî

2πMx = Lx.

Ñúâñåì ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí å â ñèëà è ðàâåíñòâîòî

2πMy = Ly,

êúäåòî å ÿñåí ñìèñúëúò íà My è Ly.
Êàòî ñå èçïîëçâà ôîðìóëàòà (8.63) ñå ïîëó÷àâà, ÷å ñòàòèñòè÷åñêèÿò

ìîìåíò íà ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà

y = f(x), a ≤ x ≤ b



8.10. Ïðèëîæåíèå íà îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë çà ðåøàâàíå íà çàäà÷è îò ôèçèêàòà 377

îòíîñíî îñòòà Ox ñå äàâà ÷ðåç ôîðìóëàòà

Mx =

∫ b

a
y(x)

√
1 + y′2(x)dx, y(x) ≥ 0, a ≤ x ≤ b (8.73)

è ñúîòâåòíî

Mx =

∫ d

c
x(y)

√
1 + x′2(y)dy.

Â ñëó÷àé íà êðèâà, çàäàäåíà â ïàðàìåòðè÷åí âèä

L : x = x(t), y = y(t), α ≤ t ≤ β,

òî ñà â ñèëà ôîðìóëèòå

Mx =

∫ β

α
|y(t)|

√
x′2(t) + y′2(t)dt (8.74)

è

My =

∫ β

α
|x(t)|

√
x′2(t) + y′2(t)dt. (8.75)

Â ñëó÷àé íà êðèâà, çàäàäåíà â ïîëÿðíà ôîðìà

L : r = r(θ), θ1 ≤ θ ≤ θ2

ñà â ñèëà ôîðìóëèòå

Mx =

∫ θ2

θ1

r(θ)

√
r2(θ) + r′2(θ) sin θdθ (8.76)

è

My =

∫ θ2

θ1

r(θ)

√
r2(θ) + r′2(θ) cos θdθ. (8.77)

Çàäà÷à 8.64: Íàìåðåòå ìàñàòà, ñòàòèñòè÷åñêèòå ìîìåíòèMx èMy, êî-
îðäèíàòèòå íà öåíòúðà íà ìàñàòà, è ìîìåíòèòå íà èíåðöèÿòà Ix, è Iy íà
êðèâàòà

x

a
+
y

b
= 1, x ≥ 0, y ≥ 0,

ñ÷èòàéêè, ÷å ïëúòíîñòòà íà ðàçïðåäåëåíèå íà ìàñàòà å ρ(x) = 1.

Ðåøåíèå: Òúðñåíàòà êðèâà å îòñå÷êàòà AB îò ôèã. 8.39. Îïðåäå-

ëÿìå, ÷å îòñå÷êàòà AB èìà äúëæèíà
√
a2 + b2 è, ÷å cosα =

a√
a2 + b2

,

sinα =
b√

a2 + b2
. Íåêà äà âúâåäåì ïàðàìåòúð s = |AS|, î÷åâèäíî
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Ôèã. 8.39:
x

a
+
y

b
= 1, x ≥ 0, y ≥ 0

0 ≤ s ≤
√
a2 + b2. ßñíî å, ÷å x(s) = s. cosα è y(s) = s. sinα. Îêîí÷à-

òåëíî îòñå÷êàòà èìà ñëåäíîòî ïàðàìåòðè÷íî ïðåäñòàâÿíå

x = a.s√
a2+b2

y = b.s√
a2+b2

0 ≤ s ≤
√
a2 + b2.

Êàòî ñå èçïîëçâàò ôîðìóëèòå (8.69)-(8.73) ïîñëåäîâàòåëíî ñå ïîëó-
÷àâàò ñëåäíèòå ðåçóëòàòè:

m =

∫ √a2+b2

0
ds =

√
a2 + b2;

Mx =

∫ √a2+b2

0

b.s.ds√
a2 + b2

=
b

2

√
a2 + b2;

My =

∫ √a2+b2

0

a.s.ds√
a2 + b2

=
a

2

√
a2 + b2;

xc =
My

m
=
a

2
, yc =

Mx

m
=
b

2
;

Ix =

∫ √a2+b2

0
y2(s)ρ(s)ds =

∫ √a2+b2

0

b2s2

a2 + b2
ds =

b2

3

√
a2 + b2;

Iy =

∫ √a2+b2

0
x2(s)ρ(s)ds =

∫ √a2+b2

0

a2s2

a2 + b2
ds =

a2

3

√
a2 + b2.
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Çàäà÷à 8.65: Íàìåðåòå öåíòúðà íà ìàñàòà íà öèêëîèäàòà

x = a(t− sin t), y = a(1− cos t), 0 ≤ t ≤ 2π, a > 0,

àêî ïëúòíîñòòà íà ðàçïðåäåëåíèå íà ìàñàòà å ρ(x) = 1.

Ðåøåíèå: Â çàäà÷à 8.29 å íàìåðåíî, ÷å äúëæèíàòà íà öèêëîèäàòà å
l = 8a. Ñëåäîâàòåëíî ñå ïîëó÷àâà, ÷å ìàñàòà m íà öèêëîèäàòà å ñúùî
òàêà 8a, ò. å. m = 8a. Ïî ôîðìóëàòà (8.74) ñå ïîëó÷àâà

Mx =

∫ 2π

0
y(t)

√
x′2(t) + y′2(t)dt.

Èìàìå ïîñëåäîâàòåëíèòå ðåçóëòàòè:

x′(t) = a(1− cos t), y′(t) = −a sin t,√
x′2(t) + y′2(t) = 2a

∣∣∣∣sin t

2

∣∣∣∣ = 2a sin
t

2
, 0 ≤ t

2
≤ π,

îòêúäåòî ñå íàìèðà

Mx =

∫ 2π

0
a(1− cos t)2a sin

t

2
dt

= 2a2

∫ 2π

0
sin

t

2
dt− 2a2

∫ 2π

0
cos t sin

t

2
dt

= 4a2

∫ 2π

0
sin

t

2
d
t

2
+ 4a2

∫ 2π

0

(
2 cos2 t

2
− 1

)
d cos

t

2

= − 4a2 cos
t

2

∣∣∣∣2π
0

+
8

3
a2 cos3 t

2

∣∣∣∣2π
0

− 4a2 cos
t

2

∣∣∣∣2π
0

=
32a2

3
.

Ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí ñå ïîëó÷àâà, ÷å

My =

∫ 2π

0
x(t)

√
x′2(t) + y′2(t)dt

=

∫ 2π

0
a(t− sin t)2a sin

t

2
dt = 8πa2.

Çà êîîðäèíàòèòå íà öåíòúðà íà ìàñàòà ñå ïîëó÷àâà

xc =
My

m
= aπ, yc =

Mx

m
=

4

3
a.

Îêîí÷àòåëíî íàìåðèõìå, ÷å xc = aπ è yc =
4

3
a.
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Çàäà÷à 8.66: Íàìåðåòå êîîðäèíàòèòå íà öåíòúðà íà ìàñàòà íà êàðäèî-
èäàòà

r = a(1 + cos θ), 0 ≤ θ ≤ π, a > 0,

àêî ïëúòíîñòòà íà ðàçïðåäåëåíèå íà ìàñàòà å ρ(x) = 1.

Ðåøåíèå: Â çàäà÷à 8.31 å íàìåðåíà äúëæèíàòà 8a íà êàðäèîèäàòà,
òàêà ÷å â íàøèÿ ñëó÷àé èìàìå, ÷å m = 4a.

Â ñèëà ñà ïîñëåäîâàòåëíèòå ïðåñìÿòàíèÿ:

r(θ) = a(1 + cos θ), r′(θ) = −a sin θ,√
r2(θ) + r′2(θ) = 2a

∣∣∣∣cos
θ

2

∣∣∣∣ = 2a cos
θ

2
, 0 ≤ θ

2
≤ π

2
.

Êàòî ñå èçïîëçâàò ôîðìóëèòå (8.76) è (8.77) ñå ïîëó÷àâàò ñëåäíèòå
ðåçóëòàòè:

Mx =

∫ π

0
r(θ)

√
r2(θ) + r′2(θ) sin θdθ

=

∫ π

0
a(1 + cos θ)2a cos

θ

2
sin θdθ

= 2a2

∫ π

0
2 cos2 θ

2
cos

θ

2
2 sin

θ

2
cos

θ

2
dθ

= 8a2

∫ π

0
cos4 θ

2
sin

θ

2
dθ = −16a2

∫ π

0
cos4 θ

2
d cos

θ

2

= − 16a2

5
cos5 θ

2

∣∣∣∣π
0

=
16a2

5
,

My =

∫ π

0
a(1 + cos θ)2a cos

θ

2
cos θdθ

= 2a2

∫ π

0
2 cos2 θ

2
cos

θ

2
cos θdθ = 4a2

∫ π

0
cos3 θ

2

(
2 cos2 θ

2
− 1

)
dθ

= 8a2

∫ π

0
cos5 θ

2
dθ − 4a2

∫ π

0
cos3 θ

2
dθ.

Ùå ïîêàæåì ïðåñìÿòàíåòî íà èíòåãðàëèòå â ãîðíîòî ðàâåíñòâî:∫ π

0
cos3 θ

2
dθ =

∫ π

0
cos2 θ

2
cos

θ

2
dθ = 2

∫ π

0

(
1− sin2 θ

2

)
d sin

θ

2

= 2

∫ π

0
d sin

θ

2
− 2

∫ π

0
sin2 θ

2
d sin

θ

2
= 2 sin

θ

2

∣∣∣∣π
0

− 2

3
sin3 θ

2

∣∣∣∣π
0

=
4

3
;
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∫ π

0
cos5 θ

2
dθ =

∫ π

0
cos4 θ

2
cos

θ

2
dθ = 2

∫ π

0
cos4 θ

2
d sin

θ

2

= 2

∫ π

0

(
1− sin2 θ

2

)2

d sin
θ

2
=

16

15
.

Çà âåëè÷èíàòà My ñå ïîëó÷àâà, ÷å

My = 8a2 · 16

15
− 4a2 · 4

3
=

16a2

5
.

Òàêà, îêîí÷àòåëíî ñå íàìèðàò êîîðäèíàòèòå íà öåíòúðà íà ìàñàòà íà
êàðäèîèäàòà

xc =
My

m
=

4

5
a, yc =

Mx

m
=

4

5
a.

Çàäà÷à 8.67: Íàìåðåòå êîîðäèíàòèòå xc è yc íà öåíòúðà íà ìàñàòà íà
êðèâèòå, ñ÷èòàéêè ïëúòíîñòòà íà ðàçïðåäåëåíèåòî íà ìàñàòà ρ(x) = 1 :

à) y = ach
x

a
, |x| ≤ b, a > 0;

á) x =
1

4
y2 − 1

2
ln y, 1 ≤ y ≤ 2;

â) r = aeθ, π
2 ≤ θ ≤ π, a > 0;

ã) x = R cosϕ, y = R sinϕ, 0 < α ≤ ϕ ≤ π;

ä) x
2
3 + y

2
3 = a

2
3 , x ≥ 0, y ≥ 0, a > 0.

Îòãîâîðè: à) xc = 0, yc =
ash 2b

a
+2b

4sh b
a

; á) xc = 27−16 ln 2−4 ln2 2
8(3+ln 4) , yc =

20
3(3+ln 4) ; â) xc = −a

5 ·
2e2π+eπ

eπ−e
π
2
, yc = a

5 ·
e2π−2eπ

eπ−e
π
2
, ã) xc = sinα

α · R, yc = 0; ä)

xc = yc = 2a
5 .

8.10.2 Çàäà÷è, ñâúðçàíè ñ ðàâíèííè ôèãóðè

Íåêà ðàâíèííàòà ôèãóðà Φ ñå çàäàâà êàòî

Φ : a ≤ x ≤ b, y1(x) ≤ y ≤ y2(x),

êúäåòî y1(x) è y2(x) ñà íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè â ñåãìåíòà [a, b]. Íåêà
íà Φ å ðàçïðåäåëåíà ìàñà ñ ïëúòíîñò ρ(x). Ìàñàòà m, ñòàòèñòè÷åñêèòå
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ìîìåíòè Mx è My, ìîìåíòèòå íà èíåðöèÿòà Ix è Iy îòíîñíî îñèòå Ox è
Oy ñå èç÷èñëÿâàò ïî ôîðìóëèòå

m =

∫ b

a
(y2(x)− y1(x))ρ(x)dx; (8.78)

Mx =
1

2

∫ b

a
(y2

2(x)− y2
1(x))ρ(x)dx; (8.79)

My =

∫ b

a
x.(y2(x)− y1(x))ρ(x)dx; (8.80)

Ix =
1

3

∫ b

a
(y3

2(x)− y3
1(x))ρ(x)dx; (8.81)

Iy =

∫ b

a
x2(y2(x)− y1(x))ρ(x)dx. (8.82)

Íåêà ñåêòîð ñå çàäàâà â ïîëÿðíè êîîðäèíàòè ÷ðåç íåðàâåíñòâàòà

0 ≤ r ≤ r(ϕ), ϕ1 ≤ ϕ ≤ ϕ2,

êúäåòî 0 < ϕ2 − ϕ1 ≤ 2π, r(ϕ) å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ â [ϕ1, ϕ2] è
íåêà â ñåãìåíòà å ðàçïðåäåëåíà ìàñà ñ ïëúòíîñò ρ(ϕ). Òîãàâà ñà â ñèëà
ðàâåíñòâàòà:

m =
1

2

∫ ϕ2

ϕ1

r2(ϕ)ρ(ϕ)dϕ; (8.83)

Mx =
1

3

∫ ϕ2

ϕ1

r3(ϕ) sinϕρ(ϕ)dϕ; (8.84)

My =
1

3

∫ ϕ2

ϕ1

r3(ϕ) cosϕρ(ϕ)dϕ; (8.85)

Ix =
1

4

∫ ϕ2

ϕ1

r4(ϕ) sin2 ϕρ(ϕ)dϕ; (8.86)

Iy =
1

4

∫ ϕ2

ϕ1

r4(ϕ) cos2 ϕρ(ϕ)dϕ. (8.87)

Êîîðäèíàòèòå íà öåíòúðà íà ìàñàòà ñå èç÷èñëÿâàò ïî ôîðìóëèòå:

xc =
My

m
è yc =

Mx

m
.
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Ôèã. 8.40:

Çàäà÷à 8.68: Ôèãóðà å îãðàíè÷åíà îò ïàðàáîëàòà y = h

(
1− x2

a2

)
, ïî-

ëóîêðúæíîñòòà x2 + y2 = r2 è îñòòà Ox, (ôèã. 8.40), êúäåòî h > 0,
a > r > 0. Ñ÷èòàìå ôèãóðàòà õîìîãåííà è ρ = 1. Äà ñå íàìåðÿò êîîð-
äèíàòèòå íà öåíòúðà íà ìàñàòà íà ôèãóðàòà è íåéíèÿò ìîìåíò îòíîñíî
îñòà Oy.

Ðåøåíèå: Òúðñåíèòå âåëè÷èíè ùå íàìåðèì ïî ôîðìóëèòå (8.83),

(8.84), (8.85) è (8.86). Ïîëàãàìå y2(x) = h

(
1− x2

a2

)
, y1(x) = 0, ïðè

r < |x| ≤ a, y1(x) =
√
r2 − x2 ïðè |x| ≤ r. Îò (8.78) çà ìàñàòà ñå ïîëó÷àâà

m =

∫ a

−a
(y2(x)− y1(x))dx = 2

∫ a

0
(y2(x)− y1(x))dx.

Òúé êàòî y1(x) è y2(x) ñà ÷åòíè ôóíêöèè, è ïîíåæå çà r ≤ x ≤ a èìàìå,
÷å y1(x) = 0, ñå ïîëó÷àâà

m = 2

∫ a

0
h

(
1− x2

a2

)
dx− 2

∫ r

0

√
r2 − x2dx =

1

6
(8ah− 3πr2).

Ïúðâèÿò èíòåãðàë ñå èíòåãðèðà íåïîñðåäñòâåíî, à âòîðèÿò ìîæå äà ñå
ðåøè êàòî ñå ïîëîæè x = r sin t.

Ïî ôîðìóëàòà (8.79) íàìèðàìå

Mx =
1

2

∫ a

−a
(y2

2(x)− y2
1(x))dx

=

∫ a

0
h2

(
1− x2

a2

)2

dx−
∫ r

0
(r2 − x2)dx =

2

15
(4ah2 − 5r3).
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Ïî ôîðìóëàòà (8.80) íàìèðàìå

My =

∫ a

−a
x(y2(x)− y1(x))ρ(x)dx = 0,

òúé êàòî ôóíêöèÿòà x(y2(x)− y1(x)) å íå÷åòíà ôóíêöèÿ.
Òîãàâà ñå ïîëó÷àâà, ÷å

xc =
My

m
= 0 è yc =

Mx

m
=

4(4ah2 − 5r3)

5(8ah− 3πr2)
.

Ìîìåíòúò íà èíåðöèÿòà Iy íàìèðàìå ïî ôîðìóëàòà (8.82)

Iy =

∫ a

−a
x2(y2(x)− y1(x))dx

= 2h

∫ a

0
x2

(
1− x2

a2

)
dx− 2

∫ r

0
x2
√
r2 − x2dx.

Ïúðâèÿò èíòåãðàë ñå ðåøàâà íåïîñðåäñòâåíî, à çà äà ñe ðåøè âòîðèÿò
èíòåãðàë, ìîæå äà ñå ïîëîæè x = r sin t è òàêà ñå ïîëó÷àâà

Iy =
4

15
a3h− π

8
r4.

Çàäà÷à 8.69: Íàìåðåòå ñòàòèñòè÷åñêèòå ìîìåíòè Mx è My íà ôèãóðà-

òà, îãðàíè÷åíà îò ïðàâèòå
x

a
+
y

b
= 1, x = 0, y = 0, a > 0, b > 0 (ôèã.

8.41), ñ÷èòàéêè ôóíêöèÿòà ρ(x) = 1.

Ôèã. 8.41:
x

a
+
y

b
≤ 1, x ≥ 0, y ≥ 0, a > 0, b > 0,
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Ðåøåíèå: Îò óðàâíåíèåòî íà ïúðâàòà ïðàâà îïðåäåëÿìå, ÷å y =
b

a
(a−x), òàêà ÷å ñúãëàñíî ôèã. 8.41, ôèãóðàòà Φ äîïóñêà ñëåäíîòî ïðåä-

ñòàâÿíå

Φ :

{
0 ≤ x ≤ a
0 ≤ y ≤ b

a(a− x).

Ùå èçïîëçâàìå ôîðìóëèòå (8.79) è (8.80) çà äà ñå ïîëó÷è:

Mx =
1

2

∫ a

0
(y2

2(x)− y2
1(x))ρ(x)dx

=
1

2

∫ a

0

b2

a2
(a− x)2dx = − b2

2a2

∫ a

0
(a− x)2d(a− x) =

ab2

6
;

My =

∫ a

0
x(y2(x)− y1(x))ρ(x)dx =

∫ a

0
x · b

a
(a− x)dx =

ba2

6
.

Çàäà÷à 8.70: Äà ñå íàìåðÿò êîîðäèíàòèòå xc è yc íà öåíòúðà íà ìàñàòà
íà öèêëîèäàòà

x = a(t− sin t), y = a(1− cos t), 0 ≤ t ≤ 2π, y > 0, a > 0,

(ôèã. 8.42), ñ÷èòàéêè ôóíêöèÿòà ρ(x) = 1.

Ôèã. 8.42: Öèêëîèäà x = a(t− sin t), y = a(1− cos t), 0 ≤ t ≤ 2π, a > 0

Ðåøåíèå: Ñúãëàñíî ôîðìóëà (8.78) çà ìàñàòà íà ôèãóðàòà ñå ïîëó-
÷àâà

m =

∫ 2π

0
(y2(t)− y1(t))x′(t)dt

=

∫ 2π

0
a(1− cos t)a(1− cos t)dt = a2

∫ 2π

0
(1− 2 cos t+ cos2 t)dt
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= a2

∫ 2π

0
dt− 2a2

∫ 2π

0
cos tdt+ a2

∫ 2π

0

1 + cos 2t

2
dt = 3a2π,

ò. å.

m = 3a2π.

Ñúãëàñíî ôîðìóëèòå (8.79) è (8.80) çà ñòàòèñòè÷åñêèòå ìîìåíòè ñå
ïîëó÷àâàò ñëåäíèòå ðåçóëòàòè:

Mx =
1

2

∫ 2π

0
(y2

2(t)− y2
1(t))x′(t)dt

=
1

2

∫ 2π

0
a2(1− cos t)2a(1− cos t)dt =

a3

2

∫ 2π

0
(1− cos t)3dt

=
a3

2

∫ 2π

0
(1− 3 cos t+ 3 cos2 t− cos3 t)dt

=
a3

2

∫ 2π

0
dt− 3a3

2

∫ 2π

0
cos tdt+

3a3

2

∫ 2π

0

1 + cos 2t

2
dt

−a
3

2

∫ 2π

0
cos2 t cos tdt =

5

2
a3π;

My =

∫ 2π

0
x(t)(y2(t)− y1(t))x′(t)dt

=

∫ 2π

0
a(t− sin t)a(1− cos t)a(1− cos t)dt

= a3

∫ 2π

0
(1− cos t)2(t− sin t)dt = 3a3π2.

Âå÷å ìîæåì äà íàìåðèì êîîðäèíàòèòå íà öåíòúðà íà ìàñàòà

xc =
My

m
= aπ è yc =

Mx

m
=

5a

6
.

Çàäà÷à 8.71: Äà ñå íàìåðÿò êîîðäèíàòèòå xc è yc íà öåíòúðà íà ìàñàòà
íà êàðäèîèäàòà

r = a(1 + cos θ), 0 ≤ θ ≤ 2π,

ñ÷èòàéêè ôóíêöèÿòà ρ(x) = 1.
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Ðåøåíèå: Ñúãëàñíî ôîðìóëà (8.83) çà ìàñàòà íà ôèãóðàòà íàìèðàìå

m =
1

2

∫ 2π

0
r2(θ)dθ =

1

2

∫ 2π

0
a2(1 + cos θ)2dθ

=
a2

2

∫ 2π

0
(1 + 2 cos θ + cos2 θ)dθ

=
a2

2

(∫ 2π

0
dθ + 2

∫ 2π

0
cos θdθ +

∫ 2π

0

1 + cos 2θ

2

)
dθ =

3a2π

2
,

ò. å.

m =
3a2π

2
.

Ïî ôîðìóëèòå (8.84) è (8.85) ïîñëåäîâàòåëíî íàìèðàìå:

Mx =
1

3

∫ 2π

0
r3(θ) sin θdθ =

1

3

∫ 2π

0
a3(1 + cos θ)3 sin θdθ

= −a
3

3

∫ 2π

0
(1 + 3 cos θ)3d(1 + cos θ) = 0;

My =
1

3

∫ 2π

0
r3(θ) cos θdθ =

1

3

∫ 2π

0
a3(1 + cos θ)3 cos θdθ

=
a3

3

[∫ 2π

0
cos θdθ + 3

∫ 2π

0
cos2 θdθ + 3

∫ 2π

0
cos3 θdθ +

∫ 2π

0
cos4 θdθ

]
.

Çà ðåøàâàíå íà èíòåãðàëèòå ùå èçïîëçâàìå ñëåäíèòå ïðåäñòàâÿíèÿ:∫ 2π

0
cos2 θdθ =

∫ 2π

0

1 + cos 2θ

2
dθ = π;

∫ 2π

0
cos3 θdθ =

∫ 2π

0
cos2 θ. cos θdθ =

=

∫ 2π

0
(1− sin2 θ)d sin θ =

∫ 2π

0
d sin θ −

∫ 2π

0
sin2 θd sin θ = 0;

∫ 2π

0
cos4 θdθ =

∫ 2π

0
(cos2 θ)2dθ =

∫ 2π

0

(
1 + cos 2θ

2

)2

dθ

=
1

4

∫ 2π

0
dθ +

1

2

∫ 2π

0
cos 2θdθ +

1

4

∫ 2π

0

1 + cos 4θ

2
dθ =

3

4
π.
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Ïî òîçè íà÷èí çà My ñå ïîëó÷àâà, ÷å

My =
5a3π

4
.

Çà êîîðäèíàòèòå íà öåíòúðà íà ìàñàòà ñå ïîëó÷àâà

xc =
My

m
=

5

6
a è yc =

Mx

m
= 0.

Çàäà÷à 8.72: Íàìåðåòå ñòàòèñòè÷åñêèòå ìîìåíòè Mx è My íà ôèãóðè-
òå, îãðàíè÷åíè îò êðèâèòå, ñ÷èòàéêè, ÷å ôóíêöèÿòà íà ðàçïðåäåëåíèå
ρ(x) = 1 àêî:

à) y = cosx, |x| ≤ π

2
, y = 0;

á) y = sinx, 0 ≤ x ≤ π, y =
1

2
;

â) y = x2, y =
√
x;

ã) y =
2

1 + x2
, y = x2, x ≥ 0;

ä) y2 = 2px, y = 0, x = a, a > 0, y ≥ 0;

å) x = a sin t, y = b cos t, |t| ≤ π

2
, y = 0;

æ) r = aϕ, 0 ≤ ϕ ≤ π.

Îòãîâîðè: à)Mx = π
4 , My = 0; á)Mx = π

12+
√

3
8 , My = π

6 (3
√

3−π); â)

Mx = My = 3
20 ; ã)Mx = 2

5 + π
4 , My = ln 2− 1

4 ; ä)Mx = pa2

2 , My = 2
√

2p·a
5
2

5 ;

å) Mx = 2ab2

3 , My = 0; æ) Mx = πa3(π2−6)
3 , My = a3(4− π2).

Çàäà÷à 8.73: Íàìåðåòå êîîðäèíàòèòå xc è yc íà öåíòúðà íà ìàñàòà íà
ôèãóðèòå, îãðàíè÷åíè îò êðèâèòå, ñ÷èòàéêè, ÷å ôóíêöèÿòà íà ðàçïðåäå-
ëåíèå ρ(x) = 1 àêî:

à) x2 + y2 = R2, y ≥ 0, y = 0;

á) y = axn, 0 ≤ x ≤ b, y = 0, x = b, n > 0;

â) y2 =
x3

a
, x = a, y = 0, y ≥ 0, a > 0.

ã) y = sinx, 0 ≤ x ≤ π, y = 0;
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ä) y = cosx, |x| ≤ π

2
, y =

1

2
;

å) y =
2

π
x, y = sinx, y = 0;

æ) y2 = 2px, x2 = 2py, p > 0;

ç)
√
x+
√
y =
√
a, x = 0, y = 0, a > 0;

è) y2 = 2x, x+ y = 4;

é)
x2

a2
+
y2

b2
= 1, x ≥ 0, y ≥ 0, x = 0, y = 0;

ê) x
2
3 + y

2
3 = a

2
3 , x ≥ 0, y ≥ 0, x = 0, y = 0, a > 0;

ë) x2 + y2 = a2,
x2

a2
+
y2

b2
= 1, x = 0, x ≥ 0, y ≥ 0;

ì) ïîëóâèòêàòà íà àðõèìåäîâàòà ñïèðàëà r = aϕ, 0 ≤ ϕ ≤ π è ëú÷èòå
ϕ = 0, ϕ = π;

í) äÿñíàòà ïðèìêà íà ëåìíèñêàòàòà íà Áåðíóëè r2 = a2 cos 2ϕ.

î) êðèâàòà r = a sin 2θ, 0 ≤ θ ≤ π
2 ;

ï) êðèâèòå r =
√

2, r = 2 sin θ, π4 ≤ θ ≤
3π
4 .

Îòãîâîðè: à) xc = 0, yc = 4R
3π ; á) xc = n+1

n+2b, yc = n+1
2(2n+1)ab

n;

â) xc = 5a
7 , yc = 5a

16 ; ã) xc = π
2 , yc = 5

8 ; ä) xc = 0, yc = 2π+3
√

3
8(3
√

3−π)
;

å) xc = π2+12π−12
3(π+4) , yc = 5π

6(π+4) ; æ) xc = yc = 9p
10 ; ç) xc = yc = a

5 ; è)

xc = 16
5 , yc = −1; é) xc = 4a

3π , yc = 4b
3π ; ê) xc = yc = 256a

315π ; ë) xc =
4a
3π , yc = 4(a+b)

3π ; ì) xc = 6(4−π2)a
π3 , yc = 2(π2−6)a

π2 ; í) xc = πa
√

2
8 , yc = 0; î)

xc = yc = 128a
105π ; ï) xc = 0, yc = π

2 .

8.10.3 Çàäà÷è, ñâúðçàíè ñ òåëà â ïðîñòðàíñòâîòî

Íåêà òÿëî Ω â ïðîñòðàíñòâîòî Oxyz èìà ñå÷åíèå ñ ðàâíèíàòà x =
const S(x), a ≤ x ≤ b è S(x) å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ, è íåêà ïî Ω å
ðàçïðåäåëåíà ìàñà ñ ïëúòíîñò ρ(x). Ìàñàòà m, ñòàòèñòè÷åñêèÿò ìîìåíò
MOyz è ìîìåíòúò íà èíåðöèÿòà IOyz îòíîñíî ðàâíèíàòà Oyz ñå èç÷èñëÿ-
âàò ïî ôîðìóëèòå:

m =

∫ b

a
S(x)ρ(x)dx; (8.88)
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MOyz =

∫ b

a
xS(x)ρ(x)dx; (8.89)

IOyz =

∫ b

a
x2S(x)ρ(x)dx, (8.90)

à àáñöèñàòà íà öåíòúðà íà ìàñàòà- ïî ôîðìóëàòà

xc =
MOyz

m
.

Àêî òÿëîòî Ω å ïîëó÷åíî ÷ðåç âúðòåíå îêîëî îñòòà Ox íà ôèãóðàòà,
çàäàäåíà ÷ðåç íåðàâåíñòâàòà

0 ≤ y1(x) ≤ y ≤ y2(x), a ≤ x ≤ b,

êúäåòî y1(x) è y2(x) ñà íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè, òî âúâ ôîðìóëèòå (8.88)
(8.89) è (8.90) òðÿáâà äà ñå ïîñòàâè

S(x) = π(y2
2(x)− y2

1(x)). (8.91)

Ìîìåíòúò íà èíåðöèÿòà Ixx íà òàêîâà ðîòàöèîííî òÿëî îòíîñíî îñòòà
íà âúðòåíå Ox ñå íàìèðà ïî ôîðìóëàòà

Ixx =
π

2

∫ b

a

(
y4

2(x)− y4
1(x)

)
ρ(x)dx,

à ìîìåíòúò íà èíåðöèÿòà Iyy îòíîñíî îñòòà Oy− ïî ôîðìóëàòà

Iyy =
1

2
Ixx + π

∫ b

a
x2
(
y4

2(x)− y4
1(x)

)
dx.

Íåêà ïîâúðõíèíàòà S ñå îáðàçóâà îò âúðòåíå îêîëî îñòòà Ox íà ãðà-
ôèêàòà íà íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìàòà ôóíêöèÿ

y = y(x), y(x) ≥ 0, a ≤ x ≤ b,

è íåêà ïî òàçè ïîâúðõíèíà å ðàçïðåäåëåíà ìàñà ñ ïëúòíîñò ρ(x). Ìàñàòà
m, íåéíèÿò ñòàòèñòè÷åñêè ìîìåíò MOyz, ìîìåíòúò íà èíåðöèÿòà IOyz
îòíîñíî ðàâíèíàòà Oyz è ìîìåíòúò íà èíåðöèÿòà Ixx îòíîñíî îñòòà Ox
ñå èç÷èñëÿâàò ïî ôîðìóëèòå

m = 2π

∫ b

a
y(x)

√
1 + y′2(x)ρ(x)dx, (8.92)
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MOyz = 2π

∫ b

a
x.y(x)

√
1 + y′2(x)ρ(x)dx,

IOyz = 2π

∫ b

a
x2.y2(x)

√
1 + y′2(x)ρ(x)dx,

Ixx = 2π

∫ b

a
y3(x)

√
1 + y′2(x)ρ(x)dx, (8.93)

à àáñöèñàòà íà öåíòúðà íà ìàñàòà ñå èç÷èñëÿâà ïî ôîðìóëàòà

xc =
MOyz

m
.

Íåêà öèëèíäðè÷íàòà ïîâúðõíèíà ñ íàïðàâëÿâàùè x(s), y(s) îò ðàâ-
íèíàòà Oxy ñå îãðàíè÷àâà îò îáðàçîâàòåëíèòå è êðèâàòà

x = x(s), y = y(s), z = z(s), z(s) ≥ 0,

è èìà ïëúòíîñò ρ = ρ(s), 0 ≤ s ≤ l.Ìàñàòàm è ñòàòèñòè÷åñêèòå ìîìåíòè
Moyz, MOzx, Moxy ñå íàìèðàò ïî ôîðìóëèòå:

m =

∫ l

0
ρ(s)z(s)ds,

MOyz =

∫ l

0
ρ(s)x(s)z(s)ds, MOzx =

∫ l

0
ρ(s)y(s)z(s)ds,

Moxy =
1

2

∫ l

0
ρ(s)z2(s)ds,

à êîîðäèíàòèòå íà öåíòúðà íà ìàñàòà- ïî ôîðìóëèòå

xc =
MOyz

m
, yc =

MOzx

m
è zc =

Moxy

m
.

Çàäà÷à 8.74: Äàäåí å òðèîñòíèÿò åëèïñîèä

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1, a > 0, b > 0, c > 0

(ôèã. 8.43). Íàìåðåòå ìàñàòà m, ñòàòèñòè÷åñêèÿò ìîìåíò MOyz, ìîìåí-
òúò íà èíåðöèÿòà IOyz è êîîðäèíàòèòå íà öåíòúðà íà ìàñàòà íà òîâà
òÿëî, ñ÷èòàéêè, ÷å ôóíêöèÿòà íà ðàçïðåäåëåíèå ρ(x) = 1.
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Ôèã. 8.43: Òðèîñåí åëèïñîèä
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1

Ðåøåíèå: Çà âñÿêî ôèêñèðàíî x = const ñå÷åíèåòî íà åëèïñîèäà ñ
ðàâíèíàòà x = const å åëèïñà. Îò ôèã. 8.43 å ÿñíî, ÷å −a ≤ x ≤ a. Îò
óðàâíåíèåòî íà åëèïñîèäà

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1

ñå ïîëó÷àâà, ÷å

y2(
b
a

√
a2 − x2

)2 +
z2(

c
a

√
a2 − x2

)2 = 1. (8.94)

Çíàå ñå, ÷å ëèöåòî íà åëèïñàòà ñ óðàâíåíèå îò âèäà
x2

α2
+
y2

β2
= 1 å

ðàâíî íà παβ. Ñëåäîâàòåëíî îò (8.94) ñå ïîëó÷àâà, ÷å

S(x) = π
b

a

√
a2 − x2 · c

a

√
a2 − x2 =

πbc

a2
(a2 − x2).

Ñúãëàñíî ôîðìóëàòà (8.88) çà ìàñàòà íà åëèïñîèäà ñå ïîëó÷àâà

m =

∫ a

−a
S(x)ρ(x)dx =

∫ a

−a

πbc

a2
(a2 − x2)dx

=
2πbc

a2

∫ a

0
(a2 − x2)dx =

4

3
πabc.



8.10. Ïðèëîæåíèå íà îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë çà ðåøàâàíå íà çàäà÷è îò ôèçèêàòà 393

Îò (8.89) ñå ïîëó÷àâà, ÷å

MOyz =

∫ a

−a
x
πbc

a2
(a2 − x2)dx = 0,

çàùîòî ïîäèíòåãðàëíèÿò èçðàç å íå÷åòíà ôóíêöèÿ.
Îò (8.90) ñå ïîëó÷àâà, ÷å

IOyz =

∫ a

−a
x2πbc

a2
(a2 − x2)dx

=
2πbc

a2

∫ a

0
x2(a2 − x2)dx =

4

15
πa3bc.

Îò ñèìåòðèÿòà íà òðèîñíèÿò åëèïñîèä îòíîñíî îñèòå Ox, Oy è Oz

å ÿñíî, ÷å öåíòúðúò íà ìàñàòà å â ò. O. Ïî ôîðìóëàòà xc =
MOyz

m
è

MOyz = 0, ñå ïîëó÷àâà, ÷å xc = 0.

Çàäà÷à 8.75: Äà ñå îïðåäåëÿò êîîðäèíàòèòå íà öåíòúðà íà òåæåñòòà
íà õîìîãåííî òÿëî ñ ρ(x) = 1, ïîëó÷åíî îò âúðòåíåòî îêîëî îñòòà Ox íà
ôèãóðàòà, îãðàíè÷åíà îò ïàðàáîëàòà y2 = 4ax è ïðàâàòà x = a, a > 0
(ôèã. 8.44).

Ôèã. 8.44:

Ðåøåíèå: Îò ôîðìóëèòå (8.88) è (8.89) ïîñëåäîâàòåëíî ñå ïîëó÷àâà:

m = π

∫ a

0
4axdx = 4aπ

∫ a

0
xdx = 2a3π;
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MOyz = π

∫ a

0
xy2(x)dx = π

∫ a

0
x.4axdx = 4aπ

∫ a

0
x2dx =

4

3
a4π;

xc =
MOyz

m
=

2

3
a.

Îò ñèìåòðèÿòà íà òÿëîòî ñïðÿìî îñòà Ox èìàìå, ÷å yc = 0. Ñëåäîâà-

òåëíî, êîîðäèíàòèòå íà öåíòúðà íà ìàñàòà ñà xc =
2

3
a è yc = 0.

Çàäà÷à 8.76: Ôèãóðàòà, çàäàäåíà ÷ðåç íåðàâåíñòâàòà 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤
y ≤ ex ñå âúðòè: îêîëî îñòà Ox; îêîëî îñòà Oy; Íàìåðåòå:

à) ìàñàòà íà òÿëîòî, ïîëó÷åíî ïðè âúðòåíåòî îêîëî îñòà Ox.
á) ìîìåíòèòå íà èíåðöèÿòà ñïðÿìî îñèòå íà âúðòåíå, àêî ñ÷èòàìå

ïîëó÷åíèòå òåëà çà õîìîãåííè è ρ(x) = 1,

Ðåøåíèå: à) Ñúãëàñíî ôîðìóëà (8.92) ñå ïîëó÷àâà

m = 2π

∫ 1

0
y(x)

√
1 + y′2(x)dx

= 2π

∫ 1

0
ex
√

1 + e2xdx = 2π

∫ 1

0

√
1 + e2xdex.

Ùå ïîêàæåì ïðåñìÿòàíåòî íà èíòåãðàëà: ïîëàãàìå ex = t è èìàìå,
÷å ïðè x = 0, t = 1 è ïðè x = 1, t = e. Ïî òîçè íà÷èí íàìèðàìå, ÷å

I =

∫ e

1

√
1 + t2dt = t

√
1 + t2

∣∣∣e
1
−
∫ e

1

t2√
1 + t2

dt

= e
√

1 + e2 −
√

2−
∫ e

1

1 + t2 − 1√
1 + t2

dt

= e
√

1 + e2 −
√

2− I +

∫ e

1

dt√
1 + t2

= e
√

1 + e2 −
√

2− I + ln(t+
√

1 + t2)
∣∣∣e
1

= e
√

1 + e2 −
√

2− I + ln
e+
√

1 + e2

1 +
√

2
,

2I = e
√

1 + e2 −
√

2 + ln
e+
√

1 + e2

1 +
√

2
,

I =
e

2

√
1 + e2 −

√
2

2
+

1

2
ln
e+
√

1 + e2

1 +
√

2
.
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Òîãàâà çà ìàñàòà m ñå ïîëó÷àâà ðàâåíñòâîòî

m = π

(
e
√

1 + e2 −
√

2 + ln
e+
√

1 + e2

1 +
√

2

)
.

á) Ñúãëàñíî ôîðìóëàòà (8.93) ñå ïîëó÷àâà

Ixx = 2π

∫ 1

0
y3(x)

√
1 + y′2(x)dx = 2π

∫ 1

0
e3x
√

1 + e2xdx.

Çà äà ðåøèì ãîðíèÿ èíòåãðàë ïîëàãàìå ex = t, ïðè x = 0, t = 1, ïðè
x = 1, t = e è ñå ïîëó÷àâà∫ 1

0
e3x
√

1 + e2xdx =

∫ e

1
t3
√

1 + t2
dt

t

=

∫ e

1
t2
√

1 + t2dt =

∫ e

1
t3
√

1 +
1

t2
dt.

Çà äà ðåøèì ïîñëåäíèÿ èíòåãðàë ïîëàãàìå 1 +
1

t2
= u2, t =

1√
u2 − 1

,

dt =
−udu√

u2 − 1(u2 − 1)
, ïðè t = 1 u =

√
2 è ïðè t = e u =

√
e2+1
e è ñå

ïîëó÷àâà∫ e

1
t3
√

1 +
1

t2
dt =

∫ √e2+1
e

√
2

1

u2 − 1
· 1√

u2 − 1
· u · −udu√

u2 − 1(u2 − 1)

= −
∫ √e2+1

e

√
2

u2du

(u2 − 1)3
.

Çà äà ñå ðåøè ïîñëåäíèÿ èíòåãðàë òðÿáâà ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ
äà ñå ðàçëîæè â ñóìà îò åëåìåíòàðíè äðîáè. Ùå ñå ïîëó÷è ñëåäíèÿò
îêîí÷àòåëåí ðåçóëòàò

Ixx =
π

8
(e4 − 1).

Çà äà ñå íàìåðè Iyy ùå èçïîëçâàìå ñëåäíèòå ïðåäñòàâÿíèÿ: x = ln y,
1 ≤ y ≤ e. Îò ôîðìóëàòà (8.93), íî àäàïòèðàíà çà Iyy, ñå ïîëó÷àâà

Iyy = 2π

∫ e

1
x3(y)

√
1 + x′2(y)dy

= 2π

∫ e

1
ln3 y

√
1 +

1

y2
dy = 2π

∫ e

1

√
y2 + 1

y
ln3 ydy
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=
π

2

∫ e

1

√
y2 + 1d ln4 y.

Ïîñëåäíèÿò èíòåãðàë ñå èíòåãðèðà ïî ÷àñòè è ùå ñå ïîëó÷è, ÷å

Iyy = 4π(3− e).

Çàäà÷à 8.77: Äà ñå îïðåäåëÿò êîîðäèíàòèòå íà öåíòúðà íà ìàñàòà íà
÷àñòòà îò êðúãà x2 +y2 ≤ r2, êîÿòî å ðàçïîëîæåíà â ïúðâè êâàäðàíò, àêî
ïëúòíîñòòà ρ å ïîñòîÿííà.

Îòãîâîð: C

(
4r

3π
,

4r

3π

)
.

Çàäà÷à 8.78: Äà ñå îïðåäåëÿò êîîðäèíàòèòå íà öåíòúðà íà ìàñàòà íà
õîìîãåííà ðàâíèííà ôèãóðà, îãðàíè÷åíà îò ëèíèèòå ñ óðàâíåíèÿ y =
sinx, y = 0 ïðè 0 ≤ x ≤ π.

Îòãîâîð: C
(π

2
,
π

8

)
.

Çàäà÷à 8.79: Äà ñå èç÷èñëè ñòàòèñòè÷åñêèÿò ìîìåíò íà äúãàòà îò åëèï-

ñàòà
x2

a2
+
y2

b2
= 1, ëåæàùà â ïúðâè êâàäðàíò, îòíîñíî àáñöèñíàòà îñ, àêî

ïëúòíîñòòà ρ å ïîñòîÿííà.

Îòãîâîð: I =
b2

2
+
ab

2e
arcsine, e− åêñöåíòðèöèòåòúò íà åëèïñàòà.

Çàäà÷à 8.80: Äà ñå èç÷èñëè èíåðöèîííèÿò ìîìåíò íà õîìîãåíåí êðúã
ñ ðàäèóñ a, ñïðÿìî åäèí îò äèàìåòðèòå ìó.

Îòãîâîð: I =
1

4
Ma2, M = πa2.

Çàäà÷à 8.81: Àñòðîèäàòà ñ óðàâíåíèÿ x = a cos3 t, y = a sin3 t, a > 0 å
çàâúðòÿíà íà úãúë 2π îêîëî ïðàâà, êîÿòî ìèíàâà ïðåç äâà íåéíè ñúñåäíè
âúðõà. Äà ñå èç÷èñëè îáåìúò è ïîâúðõíèíàòà íà ïîëó÷åíîòî òÿëî.

Îòãîâîð: V =
3
√

2

8
π2a3, S = 6

√
2πa2.

Çàäà÷à 8.82: Äà ñå íàìåðÿò ìîìåíòúò íà èíåðöèÿòà îòíîñíî äèàìåòúðà
íà îñíîâàòà íà åäíîðîäåí:

à) öèëèíäúð ñ ðàäèóñ R è âèñî÷èíà h;
á) êîíóñ ñ ðàäèóñ íà îñíîâàòà R è âèñî÷èíà h.

Îòãîâîðè: à)
π

12
hR2(3R2 + 4h2); á)

π

60
hR2(3R2 + 2h2);
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Çàäà÷à 8.83: Äà ñå íàìåðÿò öåíòúðà íà ìàñàòà íà ÷àñòòà îò ïîâúðõ-

íîñòòà íà öèëèíäúðà, çàêëþ÷åíà ìåæäó ðàâíèíèòå z = 0 è z =
hy

R
,

y ≥ 0, àêî öèëèíäúðúò ñå çàäàâà ñ óðàâíåíèÿòà:

à) x2 + y2 = R2;

á) x
2
3 + y

2
3 = R

2
3 .

Îòãîâîðè: à) xc = 0, yc = πR
4 , zc = πh

8 ; á) xc = 0, yc = 5R
8 , zc = 5h

16 .

Çàäà÷à 8.84: Äà ñå íàìåðè ìîìåíòúò íà èíåðöèÿòà íà:

à) îêîëíàòà ïîâúðõíèíà íà öèëèíäúð ñ ðàäèóñ R è âèñî÷èíà h, îò-
íîñíî íåãîâèòå îñè;

á) îêîëíàòà ïîâúðõíèíà íà êîíóñ ñ ðàäèóñ íà îñíîâàòà R è âèñî÷èíà
h, îòíîñíî íåãîâèòå îñè;

â) ñôåðà ñ ðàäèóñ R, îòíîñíî íåéíèÿ äèàìåòúð.

Îòãîâîðè: à) 2πhR3; á)
π

2
R3
√
R2 + h2; â)

8

3
πR4.

Çàäà÷à 8.85: Äà ñå íàìåðè ìîìåíòúò íà èíåðöèÿòà íà õîìîãåííè:

à) ïðàâ êðúãîâ êîíóñ ñ âèñî÷èíà h è ðàäèóñ íà îñíîâàòà R, îòíîñíî
ðàâíèíàòà íà îñíîâàòà ìó;

á) ïîëóêúëáîòî ñ ðàäèóñ R, îòíîñíî ðàâíèíàòà íà îñíîâàòà ìó.

Îòãîâîðè: à) π
30R

2h3; á)
2

15
πR5.
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