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Â íàñòîÿùîòî ïîñîáèå ñà ðàçãëåäàíè îñíîâíèòå ïîíÿòèÿ íà ìà-
òåìàòè÷åñêèÿ àíàëèç çà ôóíêöèè íà íÿêîëêî íåçàâèñèìè ïðîìåíëèâè:
íåïðåêúñíàòîñò, ÷àñòíè ïðîèçâîäíè, ðàçâèòèå íà ôóíêöèèòå â ðåä íà
Òåéëîð, ëîêàëíè åêñòðåìóìè, êðàòíè èíòåãðàëè è ïðèëîæåíèÿòà èì.

Èçïîëçâàíà ëèòåðàòóðà:

• Äîé÷èíîâ: Ìàòåìàòè÷åñêè àíàëèç â åâêëèäîâè ïðîñòðàíñòâà

• Èëèí, Ñàäîâíè÷èé, Ñåíäîâ: Êóðñ ïî ìàòåìàòè÷åñêè àíàëèç, òîì 2

• Çîðè÷: Ìàòåìàòè÷åñêè àíàëèç, òîì 1 è 2

• Ðóäèí, Îñíîâè íà ìàòåìàòè÷åñêèÿ àíàëèç

• Ôèõòåíãîëö, Êóðñ ïî äèôåðåíöèàëíî è èíòåãðàëíî ñìÿòàíå, òîì
1 è 3
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Ïðåäãîâîð

Â íàñòîÿùèÿ ó÷åáíèê ñà èçëîæåíè äèôåðåíöèàëíîòî è èíòåãðàëíîòî
ñìÿòàíå çà ôóíêöèè íà äâå èëè ïîâå÷å ïðîìåíëèâè. Êîãàòî èìàìå ïî-
âå÷å îò åäíî èçìåðåíèå, â àíàëèçà ñå ïîÿâÿâàò ðåäèöà íîâè ïîíÿòèÿ è
åôåêòè, êîèòî ïîçâîëÿâàò è ïî äðóã íà÷èí äà ñå ïîãëåäíå è íà åäíî-
ìåðíèÿ ñëó÷àé. Îñâåí ñòàíäàðòíèòå çà âñåêè ïîäîáåí êóðñ âúïðîñè, â
ó÷åáíèêà ñà âêëþ÷åíè íÿêîè òåìè, êîèòî ñðàâíèòåëíî ðÿäêî ñå èçëàãàò,
êàòî íàïðèìåð: ïîäðîáíî ðàçãëåæäàíå íà òîïîëîãèÿòà, ðàçñòîÿíèåòî è
íîðìàòà â Rn, òåîðåìà íà Õàéíå-Áîðåë, ïîíÿòèÿòà �ãðàäèåíò� è �ëèíèÿ
íà íèâî� íà ãëàäêà ôóíêöèÿ, ìåòîä íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè, îáîáùå-
íè ñôåðè÷íè êîîðäèíàòè â ïðîñòðàíñòâà ñ ðàçìåðíîñò > 3, îáâèâêè íà
ôàìèëèè îò êðèâè, ôóíêöèîíàëíà íåçàâèñèìîñò è ðàíã íà ñèñòåìà îò
ôóíêöèè, êðèòåðèé íà Ëåáåã çà èíòåãðóåìîñò ïî Ðèìàí, ëåìà íà Ñàðä,
íåñîáñòâåíè ìíîãîìåðíè èíòåãðàëè è äð.

Ïîñëåäíèÿò ïàðàãðàô íà êíèãàòà ñúäúðæà ñèñòåìàòè÷íî èçëîæå-
íèå íà ìÿðêàòà è èíòåãðàëà íà Ëåáåã, êàòî ñà ñêèöèðàíè è íÿêîè íåãîâè
ïðèëîæåíèÿ, êàòî íàïðèìåð ðàçâèòèå íà ôóíêöèèòå â ðåäîâå íà Ôóðèå.

Âàæíà ÷àñò îò èçëîæåíèåòî ñà çàäà÷èòå, äàäåíè ñëåä âñåêè ïà-
ðàãðàô. Íÿêîè îò òÿõ ñà ïðîñòè óïðàæíåíèÿ, íî äðóãè ñúäúðæàò äî-
êàçàòåëñòâîòî íà èíòåðåñíè ìàòåìàòè÷åñêè ôàêòè, êîèòî âñåêè ñòóäåíò
ñ íàó÷íè èíòåðåñè áè ìîãúë äà ñè âúçñòàíîâè. Ùå äàì ñïèñúê íà íàé-
âàæíèòå îò òÿõ: ÷èñëî íà Ëåáåã íà ïîêðèòèå (�1.3, çàä. 6), òåîðåìà
íà Óðèñîí-Òèòöå çà ïðîäúëæåíèåòî (�1.3, çàä. 10), åêâèâàëåíòíîñò íà
âñè÷êè íîðìè â Rn (�1.3, çàä. 13 - 15), îïòè÷íè ñâîéñòâà íà åëèïñàòà è
ïàðàáîëàòà (�1.5, çàä. 4-6), ãåîäåçè÷íè âúðõó ñôåðà (�1.9, çàä. 5), îðáè-
òè íà ïëàíåòèòå (�1.9, çàä. 6-14), èçïîëçâàíå íà ìåòîäà íà ìíîæèòåëèòå
íà Ëàãðàíæ çà êàíîíèçèðàíå íà êðèâè è ïîâúðõíèíè îò âòîðà ñòåïåí
(�1.11, çàä. 2,3), ìíîæåñòâî è ôóíêöèÿ íà Êàíòîð (�2.1, çàä. 1,2), êðè-
âà íà Ïåàíî (íåïðåêúñíàòà êðèâà, çàïúëâàùà êâàäðàò) � �2.1, çàä. 10,
èíåð÷åí ìîìåíò è îñè íà èíåðöèÿ íà òÿëî (�2.7, çàä. 1-5), îáåìåí ãðà-
âèòàöèîíåí ïîòåíöèàë è òåîðåìà íà Íþòîí çà áåçòåãëîâíîñò âúâ âúò-
ðåøíîñòòà íà êóõà ñôåðà (�2.7, çàä. 6-8), êîíâîëþöèÿ è âðúçêàòà �è ñ
ðåäîâåòå íà Ôóðèå (�2.9, çàä. 8-14).

Â èçëîæåíèåòî ñúì ñå ñòàðàë èçëîæåíèòå àíàëèòè÷íè âúïðîñè äà
áúäàò ïðèäðóæåíè è ñ ãåîìåòðè÷íà èíòåðïðåòàöèÿ, à êîãàòî å âúçìîæ-
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íî � è ñ îíàãëåäÿâàùè ÷åðòåæè. Íàäÿâàì ñå, ÷å ÷èòàòåëÿò ùå ïî÷óâñò-
âà êàê ðåäèöà àíàëèòè÷íè çàäà÷è åñòåñòâåíî äîâåæäàò äî åäíî âàæíî
ãåîìåòðè÷íî ïîíÿòèå: ïîíÿòèåòî çà ïîäìíîãîîáðàçèå â Rn è çà íåãîâî-
òî äîïèðàòåëíî ïðîñòðàíñòâî. Ïî-ñèñòåìàòè÷íî òåçè ïîíÿòèÿ ùå áúäàò
ðàçãëåäàíè â ñëåäâàùàòà ÷àñò íà ó÷åáíèêà.

Ñòàðàë ñúì ñå äà íàïðàâÿ ó÷åáíèêà äîñòúïåí íà ðàçëè÷íè íèâà,
â çàâèñèìîñò îò íèâîòî íà èíòåðåñèòå íà ÷èòàòåëÿ. Òàêà, â äèôåðåíöè-
àëíîòî ñìÿòàíå çàåäíî ñ îáùèòå ôîðìóëè çà ïðîèçâîëíà ðàçìåðíîñò n
ñå äàâà è ñëó÷àÿò n = 2 ñ íåçàâèñèìî äîêàçàòåëñòâî.

Àíàëîãè÷íî, ïðè äîêàçàòåëñòâîòî íà ôîðìóëàòà çà ñìÿíà íà ïðî-
ìåíëèâèòå â ìíîãîìåðíèòå èíòåãðàëè � êîÿòî å åäíà îò íàé-òðóäíèòå
òåîðåìè â èíòåãðàëíîòî ñìÿòàíå � ÷èòàòåëÿò ìîæå äà ïðèåìå íàãîòî-
âî ôàêòà, ÷å îòíîøåíèåòî íà îáåìèòå íà îáðàçà è ïðàîáðàçà ñå äàâà ñ
ôóíêöèîíàëíàòà äåòåðìèíàíòà. Òîãàâà äîêàçàòåëñòâîòî íà ôîðìóëàòà å
ïðîñòî è åñòåñòâåíî. Ïî-ëþáîçíàòåëíèòå ÷èòàòåëè ìîãàò äà ïðîäúëæàò
íàòàòúê ñ äîêàçàòåëñòâîòî íà òîçè ôàêò.

Îçíà÷åíèÿ: ïðè ïðåïðàòêèòå íàïðèìåð ïîä �2.1 ñå ðàçáèðà ïúðâè
ïàðàãðàô íà âòîðà ãëàâà. Ïîä �÷àñò I� ñå ðàçáèðà ó÷åáíèêà íà Äæà-
êîâ, Ëåâè, Ìàëååâ è Òðîÿíñêè �Äèôåðåíöèàëíî è èíòåãðàëíî ñìÿòàíå,
ôóíêöèè íà åäíà ïðîìåíëèâà�. Ïîäìíîæåñòâàòà íà Rn íàâñÿêúäå ñà
îçíà÷åíè ñ ïîëó÷åðåí (bold) øðèôò*.

Áèõ èñêàë äà èçðàçÿ òóê ñâîÿòà áëàãîäàðíîñò êúì íàó÷íèÿ ðå-
äàêòîð è ðåöåíçåíòèòå, êàêòî è êúì âñè÷êè êîëåãè, äàëè ñè òðóäà äà
ïîãëåäíàò ó÷åáíèêà. Îñîáåíî ñúì áëàãîäàðåí íà ñòóäåíòà Èëèÿ Ìàð-
äîâ, êîéòî óñïÿ äà îòêðèå ìàñà ãðåøêè � îò òåõíè÷åñêî è íå ñúâñåì
òåõíè÷åñêî åñòåñòâî.

Ð. Ëåâè

*Äúëæà òàçè ñïîëó÷ëèâà èäåÿ íà åäèí îò ðåöåíçåíòèòå.



Ãëàâà 1

Äèôåðåíöèàëíî ñìÿòàíå íà

ôóíêöèè íà íÿêîëêî

ïðîìåíëèâè

1.1 Ðàçñòîÿíèå è íîðìà â Rn

Äåôèíèöèÿ íà êðàéíîìåðíî ïðîñòðàíñòâî. Â íàñòîÿùàòà ãëàâà
ùå ñå çàíèìàâàìå ñúñ ñâîéñòâàòà íà ôóíêöèèòå íà íÿêîëêî ïðîìåíëèâè.
Ïðåäè äà çàïî÷íåì îáà÷å òÿõíîòî èçó÷àâàíå, òðÿáâà äà îáúðíåì âíè-
ìàíèå íà ìíîæåñòâàòà, âúðõó êîèòî òå ñà äåôèíèðàíè. Êîãàòî èìàìå
ôóíêöèÿ íà åäíà ïðîìåíëèâà f(x), òÿ å îïðåäåëåíà çà x ïðèíàäëåæà-
ùî íà íÿêàêâî ïîäìíîæåñòâî (îáèêíîâåíî èíòåðâàë) íà ðåàëíàòà ïðàâà
R. Ïðè ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè f(x, y) ñòîéíîñòòà íà ôóíêöèÿòà
çàâèñè îò ÷èñëîâèòå ñòîéíîñòè íà äâåòå ïðîìåíëèâè x è y, ïðè òîâà
âçåòè â îïðåäåëåí ðåä - ÿñíî å, ÷å àêî ðàçìåíèì òÿõíèòå ìåñòà, ïîëó÷à-
âàìå äðóãà ñòîéíîñò íà ôóíêöèÿòà. Òàêà, ìîæåì äà êàæåì, ÷å f(x, y) å
äåôèíèðàíà âúðõó íÿêàêâî ìíîæåñòâî, ñúñòîÿùî ñå îò íàðåäåíè äâîé-
êè ðåàëíè ÷èñëà. Àíàëîãè÷íî ôóíêöèÿòà íà òðè ïðîìåíëèâè f(x, y, z)
å äåôèíèðàíà âúðõó ìíîæåñòâî îò íàðåäåíè òðîéêè ðåàëíè ÷èñëà, è
ò.í. Òîâà íè äîâåæäà äî ñëåäíàòà äåôèíèöèÿ, èãðàåùà îñíîâíà ðîëÿ â
ïî-íàòàòúøíèòå íè ðàçñúæäåíèÿ:

Äåôèíèöèÿ. Ïîä n-ìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî Rn ùå ðàç-
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áèðàìå ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè íàðåäåíè n-òîðêè P = (x1, x2, . . . , xn)
îò ðåàëíè ÷èñëà. ×èñëàòà x1, x2, . . . , xn ùå íàðè÷àìå ñúîòâåòíî ïúðâà,
âòîðà,..., n-òà êîîðäèíàòà íà òî÷êàòà P .

Ïðîñòðàíñòâîòî R2 îò âñè÷êè íàðåäåíè äâîéêè (x, y) ñå íàðè÷à
ðàâíèíà. Ïðè n = 3 ïîëó÷àâàìå òðèìåðíîòî ïðîñòðàíñòâî R3 íà âñè÷êè
íàðåäåíè òðîéêè (x, y, z). Ùå îòáåëåæèì, ÷å â ëèíåéíàòà àëãåáðà ïðîñ-
òðàíñòâàòà Rn ñå èçó÷àâàò îò ìàëêî ïî-ðàçëè÷íà ãëåäíà òî÷êà: â òÿõ
ñå âúâåæäàò ò.íàð. ëèíåéíè, èëè âåêòîðíè îïåðàöèè - ñúáèðàíå íà äâà
åëåìåíòà, è ïðîèçâåäåíèå íà äàäåí åëåìåíò ñ ðåàëíî ÷èñëî. Ïîíÿêîãà
è íèå ùå èçïîëçâàìå òåçè îïåðàöèè; â òàêúâ ñëó÷àé, çà äà ïîä÷åðòàåì
íàëè÷èåòî íà òàêèâà îïåðàöèè, ùå íàðè÷àìå åëåìåíòèòå íà Rn âåêòîðè,
è ùå èçïîëçâàìå çà òÿõ îçíà÷åíèÿ îò âèäà ~x, ~y è ò.í.

Ãîðíàòà äåôèíèöèÿ å ÷àñòåí ñëó÷àé íà âúçïðèåòàòà â òåîðèÿòà íà
ìíîæåñòâàòà îïåðàöèÿ ïðîèçâåäåíèå íà äâå èëè ïîâå÷å ìíîæåñòâà. Àêî
M1, . . . ,Mn ñà íÿêàêâè ìíîæåñòâà, òÿõíîòî ïðîèçâåäåíèå M1 ×M2 ×
. . . ×Mn ñå îïðåäåëÿ êàòî ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè íàðåäåíè n-òîðêè
(m1,m2, . . . ,mn) ñ m1 ∈M1,...,mn ∈Mn. Òîãàâà Rn ìîæå äà ñå îïðåäåëè
êàòî ïðîèçâåäåíèå R × . . . × R íà n åêçåìïëÿðà íà ðåàëíàòà ïðàâà R.
Òàêà ìîæå äà áúäàò äåôèíèðàíè è íÿêîè ïîäìíîæåñòâà íà åâêëèäîâèòå
ïðîñòðàíñòâà: àêî [a, b] è [c, d] ñà èíòåðâàëè â R, òÿõíîòî ïðîèçâåäåíèå
[a, b]× [c, d] ïðåäñòàâëÿâà ïðàâîúãúëíèê â R2 ñúñ ñòðàíè, óñïîðåäíè íà
êîîðäèíàòíèòå îñè. Ïðîèçâåäåíèåòî íà òðè èíòåðâàëà [a, b]×[c, d]×[e, f ]
å ïðàâîúãúëåí ïàðàëåëîïèïåä â R3, è ò.í.

Çàáåëåæêà. Äàäåíèÿò ïîäõîä êúì ìíîãîìåðíèòå ïðîñòðàíñòâà (êúì êîéòî
íèå ùå ñå ïðèäúðæàìå è â áúäåùå) ïðèòåæàâà ñëåäíèÿ íåäîñòàòúê - â íåãî ïðè-
âèëåãèðîâàíà ðîëÿ èãðàÿò êîîðäèíàòíèòå îñè íà ïðîìåíëèâèòå x1, . . . , xn. Â ïðèëî-
æåíèÿòà íà àíàëèçà êúì ïðèðîäíèòå íàóêè òàêèâà ïðèâèëåãèðîâàíè êîîðäèíàòíè
ñèñòåìè ðÿäêî ìîãàò äà ñå ïîñî÷àò; òàêà íàïðèìåð, â îáè÷àéíîòî òðèìåðíî ïðîñò-
ðàíñòâî íèå íå ìîæåì äà ïðåäïî÷åòåì åäíè íàïðàâëåíèÿ ïðåä äðóãè. Ùå èçëîæèì
ïî-îáùèÿ ïîäõîä êúì âúïðîñà, âúçïðèåò â ëèíåéíàòà àëãåáðà:

Íåêà H å ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî, ò.å. ïðîñòðàíñòâî, â êîåòî ñà äåôèíèðàíè
âåêòîðíèòå îïåðàöèè: ñúáèðàíå íà åëåìåíòè è óìíîæåíèå íà åëåìåíò ñ ðåàëíî ÷èñ-
ëî. Êàçâàìå, ÷å ïðîñòðàíñòâîòî H å n-ìåðíî (èìà ðàçìåðíîñò n), àêî âñåêè n + 1
âåêòîðà â íåãî ñà ëèíåéíî çàâèñèìè (íÿêàêâà òÿõíà ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ ñ íåíóëåâè
êîåôèöèåíòè å íóëà), íî ñúùåñòâóâàò n íà áðîé ëèíåéíî íåçàâèñèìè âåêòîðè. Äà
èçáåðåì ëèíåéíî íåçàâèñèìà ñèñòåìà îò âåêòîðè ~e1, . . . , ~en â H. Òîãàâà âñåêè âåêòîð
~x ∈ H ïðèòåæàâà åäèíñòâåíî ðàçëàãàíå îò âèäà ~x =

∑n
i=1 xi~ei. Íèå ìîæåì äà ñúïîñ-

òàâèì íà âñåêè âåêòîð ~x n-òîðêàòà îò ðåàëíè ÷èñëà x1, . . . , xn, ñ êîåòî ïîëó÷àâàìå
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âçàèìíî åäíîçíà÷íî èçîáðàæåíèå íà H â Rn
, çàïàçâàùî ëèíåéíèòå îïåðàöèè. Â ÷àñ-

òíîñò, íà âñÿêà ôóíêöèÿ f (~x) âúðõó H íèå ñúïîñòàâÿìå ôóíêöèÿòà f (x1, . . . , xn),
çàâèñåùà îò n ÷èñëîâè àðãóìåíòà. Âàæíî å äà ñå ïîìíè îáà÷å, ÷å òîâà ñúïîñòàâÿíå
çàâèñè îò èçáîðà íà êîîðäèíàòíèòå âåêòîðè ~e1, . . . , ~en; ïî-ãîëÿìàòà (è ïî-âàæíàòà)
÷àñò îò äåôèíèðàíèòå ïî-íàòàòúê ïîíÿòèÿ íå çàâèñÿò îò èçáîðà íà êîîðäèíàòíàòà
ñèñòåìà, è íèå ùå òðÿáâà äà ïðîâåðÿâàìå òîâà âúâ âñåêè êîíêðåòåí ñëó÷àé.

Íàé-÷åñòî åäíî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâîH ñå ðàçãëåæäà çàåäíî ñ äàäåíî ñêàëàð-

íî ïðîèçâåäåíèå: 〈~x, ~y〉 ∈ R çà âñåêè äâà åëåìåíòà ~x, ~y ∈ H. Â òîçè ñëó÷àé êàçâàìå,

÷å H å åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Îáèêíîâåíî èçáèðàìå âåêòîðèòå ~e1, . . . , ~en òàêà, ÷å

äà îáðàçóâàò îðòîíîðìèðàíà ñèñòåìà (âèæ ïî-äîëó).

Ðàçñòîÿíèå è íîðìà â Rn. Ïî-íàòàòúê îñíîâíà ðîëÿ çà íàñ ùå
èãðàå ïîíÿòèåòî åâêëèäîâî ðàçñòîÿíèå ìåæäó äâå òî÷êè â Rn. Ïðè
n = 1, ò.å. âúðõó ïðàâàòà R, ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó òî÷êèòå ñ êîîðäè-
íàòè x è y å ρ(x, y) = |x− y|. Ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó äâå òî÷êè â ðàâ-
íèíàòà èëè â ïðîñòðàíñòâî ñ ïî-ãîëÿì áðîé èçìåðåíèÿ ìîæå äà ñå
íàìåðè ïî åëåìåíòàðíî-ãåîìåòðè÷åí ïúò ñ ïîìîøòà íà Ïèòàãîðîâàòà
òåîðåìà. Íåêà P = (x1, x2, . . . , xn), Q = (y1, y2, . . . , yn). Òîãàâà ò. íàð.
åâêëèäîâî ðàçñòîÿíèå ìåæäó òî÷êèòå P è Q ñå äàâà ñ ôîðìóëàòà

ρ2(P,Q) =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2.

Ïî íàòàòúê íèå ùå èçïîëçâàìå íå òîëêîâà äåôèíèöèÿòà íà òîâà
ðàçñòîÿíèå, êîëêîòî íåãîâèòå îñíîâíè ñâîéñòâà:

1/ ρ2(P,Q) ≥ 0 çà âñåêè äâå òî÷êè P, Q ∈ Rn; ρ2(P,Q) = 0 òîãàâà
è ñàìî òîãàâà, êîãàòî P = Q.

2/ (ñèìåòðè÷íîñò) Âèíàãè ρ2(P,Q) = ρ2(Q,P ).
3/ (íåðàâåíñòâî íà òðèúãúëíèêà) Çà âñåêè òðè òî÷êè P, Q, R ∈ Rn

èìàìå
ρ2(P,R) ≤ ρ2(P,Q) + ρ2(Q,R).

Ñâîéñòâàòà 1/ è 2/ ñà î÷åâèäíè. Ñâîéñòâîòî 3/ ëåñíî ñå èíòåðïðå-
òèðà ãåîìåòðè÷åñêè: àêî ðàçãëåäàìå òðèúãúëíèêà ñ âúðõîâå â òî÷êèòå
P , Q è R, òî ñóìàòà îò äúëæèíèòå íà ñòðàíèòå PQ è QR å ïî-ãîëÿìà
èëè ðàâíà íà äúëæèíàòà íà ñòðàíàòà PR. Òîçè ôàêò ñå äîêàçâà â åëå-
ìåíòàðíàòà ãåîìåòðèÿ; ðàçáèðà ñå, èíòåðåñíî å è íåãîâîòî àíàëèòè÷íî
äîêàçàòåëñòâî - âèæ Òâúðäåíèå1 è Çàäà÷à 1.
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Íîðìà â Rn. Äà ðàçãëåäàìå ñåãà Rn êàòî âåêòîðíî ïðîñòðàíñòâî,
è äà âúâåäåì ïîíÿòèåòî åâêëèäîâà íîðìà íà âåêòîð îò Rn: àêî
~x == (x1, x2, . . . , xn), òî

||~x||2 =

√√√√ n∑
i=1

(xi)
2.

Òàêà âúâåäåíàòà íîðìà ïðèòåæàâà ñâîéñòâàòà:
1′/ ||~x||2 ≥ 0; ||~x||2 = 0 òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ~x = ~0.
2′/ ||λ ~x||2 = |λ| ||~x||2 çà âñåêè λ ∈ R è ~x ∈ Rn.
3′/ (íåðàâåíñòâî íà òðèúãúëíèêà) Çà âñåêè äâà âåêòîðà ~x, ~y ∈ Rn

èìàìå ||~x+ ~y||2 ≤ ||~x||2 + ||~y||2.
Íîðìàòà è ðàçñòîÿíèåòî ñà î÷åâèäíî ñâúðçàíè: èìàìå ρ2(P,Q) =∣∣∣∣∣∣−→PQ∣∣∣∣∣∣

2
=
∣∣∣∣∣∣~P − ~Q

∣∣∣∣∣∣
2
, êúäåòî ñ ~P è ~Q îçíà÷àâàìå ðàäèóñ-âåêòîðèòå íà

òî÷êèòå P è Q. Â òàêúâ ñëó÷àé ùå êàçâàìå, ÷å íîðìàòà || · ||2 ïîðàæäà
ðàçñòîÿíèåòî ρ2. Â äîïúëíåíèåòî ïî-äîëó íèå ùå âèäèì è äðóãè ïðèìå-
ðè íà ðàçñòîÿíèÿ, ïîðîäåíè îò íîðìè.

Òâúðäåíèå 1.Íåêà íîðìàòà ||~x|| â Rn óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà

1′/ - 3′/. Òîãàâà ïîðîäåíîòî îò íåÿ ðàçñòîÿíèå ρ(P,Q) =
∣∣∣∣∣∣~P − ~Q

∣∣∣∣∣∣
óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà 1/ - 3/.

Íàèñòèíà, 1/ âåäíàãà ñëåäâà îò 1′/. Óñëîâèåòî 2/ ñå ïîëó÷àâà îò
2′/ ïðè ~x = ~P − ~Q è λ = −1. Íàêðàÿ, èçïîëçâàéêè 3′/, èìàìå∣∣∣∣∣∣~P − ~R

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣(~P − ~Q

)
+
(
~Q− ~R

)∣∣∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∣∣~P − ~Q
∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣ ~Q− ~R
∣∣∣∣∣∣ ,

ò.å. óñëîâèåòî 3/.

Â ïî-íàòàòúøíèòå íè ðàçãëåæäàíèÿ ïîä íîðìà ||~x|| è ðàçñòîÿíèå
ρ(P,Q) â Rn ùå ðàçáèðàìå åâêëèäîâàòà íîðìà è åâêëèäîâîòî ðàçñòîÿíèå
(îñâåí àêî èçðè÷íî å êàçàíî ïðîòèâíîòî). Äîáðèòå ãåîìåòðè÷íè ñâîéñ-
òâà íà òàçè íîðìà ñå äúëæàò íà ôàêòà, ÷å òÿ å ïîðîäåíà îò ñêàëàðíîòî
ïðîèçâåäåíèå â Rn.

Ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå. Íåêà H å ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî. Êàç-
âàìå, ÷å â H å äåôèíèðàíî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå, àêî íà âñåêè äâà
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âåêòîðà ~x, ~y ∈ H å ñúïîñòàâåíî ðåàëíîòî ÷èñëî 〈~x, ~y〉, óäîâëåòâîðÿâàùî
ñúîòíîøåíèÿòà:

1′′ (ëèíåéíîñò): Çà âñåêè ÷åòèðè âåêòîðà ~x1, ~x2, ~x, ~y ∈ H è ÷èñëî
λ ∈ R èìàìå

〈~x1 + ~x2, ~y〉 = 〈~x1, ~y〉+ 〈~x2, ~y〉 , 〈λ~x, ~y〉 = λ 〈~x, ~y〉 .

2′′ (ñèìåòðè÷íîñò): Çà âñåêè äâà âåêòîðà ~x, ~y ∈ H èìàìå

〈~x, ~y〉 = 〈~y, ~x〉 .

3′′ (ïîëîæèòåëíà îïðåäåëåíîñò): Çà âñåêè íåíóëåâ âåêòîð ~x ∈ H
èìàìå

〈~x, ~x〉 > 0.

Â ïðîñòðàíñòâîòî Rn ñòàíäàðòíîòî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå ñå äàâà
ñ ôîðìóëàòà 〈~x, ~y〉 =

∑n
i=1 xiyi, êúäåòî ~x = (x1, . . . , xn), ~y = (y1, . . . , yn).

Òî ìîæå äà ñå èçðàçè è ãåîìåòðè÷íî:

〈~x, ~y〉 = ||~x|| ||~y|| cos^ (~x, ~y)

, êúäåòî ^ (~x, ~y) îçíà÷àâà úãúëà ìåæäó âåêòîðèòå ~x è ~y. Ëåñíî ñå âèæ-
äà, ÷å äâåòå îïðåäåëåíèÿ ñúâïàäàò - âèæ çàä. 7. Ðàçáèðà ñå, òîâà íå å
åäèíñòâåíîòî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå â Rn.

Ùå èçëîæèì íàêðàòêî íÿêîè îñíîâíè ñâîéñòâà íà ñêàëàðíèòå ïðî-
èçâåäåíèÿ:

Òâúðäåíèå 2.(Íåðàâåíñòâî íà Êîøè-Øâàðö-Áóíÿêîâñêè): Çà
âñåêè äâà âåêòîðà ~x, ~y ∈ H å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî

|〈~x, ~y〉| ≤
√
〈~x, ~x〉

√
〈~y, ~y〉.

Ðàâåíñòâîòî ñå äîñòèãà ñàìî â ñëó÷àÿ, êîãàòî âåêòîðèòå ~x è ~y
ñà êîëèíåàðíè.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà ðàçãëåäàìå êâàäðàòíèÿ òðè÷ëåí

p(t) = 〈~x+ t~y, ~x+ t~y〉 = At2 + 2Bt+ C,

êúäåòî A = 〈~y, ~y〉, B = 〈~x, ~y〉, C = 〈~x, ~x〉. Îò ñâîéñòâî 3′′ ñå âèæäà, ÷å
p(t) ≥ 0 çà âñè÷êè ñòîéíîñòè íà t. Ñëåäîâàòåëíî p(t) íå ìîæå äà èìà
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äâà ðàçëè÷íè ðåàëíè êîðåíà - èíà÷å â èíòåðâàëà ìåæäó òÿõ íåãîâèòå
çíà÷åíèÿ áèõà áèëè îòðèöàòåëíè. Îòòóê ñå âèæäà, ÷å íåãîâàòà äèñêðè-
ìèíàíòà D = 4 (B2 − AC) å ïî-ìàëêà èëè ðàâíà íà íóëà, ò.å. B2 ≤ AC.

Îñòàâà äà èçñëåäâàìå êîãà ñå äîñòèãà ðàâåíñòâîòî. Â òàêúâ ñëó÷àé
äèñêðèìèíàíòàòà D å ðàâíà íà íóëà, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å p(t) èìà òî÷íî
åäèí ðåàëåí êîðåí - äà ãî îçíà÷èì ñ t0. Èìàìå

p (t0) = 〈~x+ t0~y, ~x+ t0~y〉 = 0,

îòêúäåòî ïàê ïî ñâîéñòâî 3′′ ïîëó÷àâàìå ~x+ t0~y = 0, èëè, ñ äðóãè äóìè,
~x = −t0~y.

Äåôèíèöèÿ (íîðìà, ïîðîäåíà îò ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäå-
íèå). Íîðìà íà âåêòîðà ~x ∈ H ùå íàðè÷àìå ÷èñëîòî

||~x|| =
√
〈~x, ~x〉.

Òâúðäåíèå 3.Íîðìàòà, ïîðîäåíà îò ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå,
óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà 1′/ - 3′/.

Äîêàçàòåëñòâî. Ñâîéñòâàòà 1′ è 2′ ñà î÷åâèäíè. Ñâîéñòâîòî 3′

(íåðàâåíñòâîòî íà òðèúãúëíèêà) ñëåäâà îò íåðàâåíñòâîòî íà Êîøè-
Øâàðö-Áóíÿêîâñêè:

||~x+ ~y||2 = 〈~x+ ~y, ~x+ ~y〉 = 〈~x, ~x〉+ 2 〈~x, ~y〉+ 〈~y, ~y〉 =

= ||x||2 + 2 〈~x, ~y〉+ ||y||2 ≤ ||x||2 + 2 ||x|| ||y||+ ||y||2 = (||x||+ ||y||)2 .

Íåêà H å n-ìåðíî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî ñúñ ñêàëàðíî ïðîèçâåäå-
íèå. Òîãàâà â íåãî ìîæå äà ñå èçáåðå îðòîíîðìèðàí áàçèñ, ò.å. âåêòîðè
~e1, . . . , ~en ∈ H òàêèâà, ÷å 〈~ei, ~ej〉 = 0 ïðè i 6= j è ||~ei|| = 1 çà âñÿêî i. Çà
âñÿêî ~x ∈ H å íàëèöå ðàçëàãàíåòî

~x =
n∑
i=1

xi~ei , êúäåòî xi = 〈~x,~ei〉 .

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å àêî ~x =
∑n

i=1 xi~ei è ~y =
∑n

i=1 yi~ei, òî

〈~x, ~y〉 =
n∑
i=1

xiyi.
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Ñúïîñòàâÿéêè íà âåêòîðà ~x n-òîðêàòà îò ÷èñëà (x1, . . . , xn), íèå ïî-
ëó÷àâàìå îòúæäåñòâÿâàíå íà ïðîñòðàíñòâîòî H ñ ïðîñòðàíñòâîòî Rn,
êàòî ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå â H ïðåìèíàâà â îïèñàíîòî ïî-ãîðå ñòàí-
äàðòíî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå â Rn. Âàæíî å äà ñå îòáåëåæè, ÷å òàêîâà
îòúæäåñòâÿâàíå ìîæå äà ñå èçâúðøè ïî ìíîãî ðàçëè÷íè íà÷èíè: òî çà-
âèñè îò èçáîðà íà îðòîíîðìèðàíèÿ áàçèñ ~e1, . . . , ~en. Ïðè ïðåìèíàâàíå îò
åäèí îðòîíîðìèðàí áàçèñ êúì äðóã êîîðäèíàòèòå ñå ïðåîáðàçóâàò ÷ðåç
óìíîæåíèå ñ ïîäõîäÿùà îðòîãîíàëíà ìàòðèöà - âèæ çàä. 8.

Äîïúëíåíèå. Ðàçñòîÿíèåòî ρ2(P,Q) íå å åäèíñòâåíîòî ðàçñòîÿ-
íèå â Rn, ïðèòåæàâàùî ñâîéñòâàòà 1/ - 3/. Çà èëþñòðàöèÿ íà òîâà,
äà ñè ïðåäñòàâèì, ÷å æèâååì â ãðàä, ðàçäåëåí íà ïðàâîúãúëíè êâàð-
òàëè, è ñå äâèæèì ñàìî ïî óëèöèòå (âèæ ÷åðòåæà). Ëåñíî ñå âèæ-
äà, ÷å âñåêè îò íàé-êðàòêèòå ïúòèùà (òàêèâà èìà ìíîãî), ñúåäèíÿ-
âàù òî÷êèòå ñ êîîðäèíàòè P = (x, y) è Q = (x′, y′), èìà äúëæèíà
ρ1(P,Q) = |x− x′| + |y − y′|. Àíàëîãè÷íî ðàçñòîÿíèå ìîæå äà ñå äåôè-
íèðà è â Rn çà ïðîèçâîëíî n ñ ôîðìóëàòà

ρ1(P,Q) =
n∑
i=1

|xi − yi| .

Î÷åâèäíî ðàçñòîÿíèåòî ρ1 ñúùî ïðèòåæàâà ñâîéñòâàòà 1/ - 3/. Âåäíàãà
ñå âèæäà, ÷å ðàçñòîÿíèåòî ρ1 ñå ïîðàæäà îò íîðìàòà

||~x||1 =
n∑
i=1

|xi| .

Äðóãî ðàçñòîÿíèå ρ∞, îòíîâî óäîâëåòâîðÿâàùî 1/ - 3/, êàêòî è
ñúîòâåòíàòà íîðìà ||~x||∞, ìîãàò äà áúäàò îïðåäåëåíè ñ ôîðìóëèòå:

ρ∞(P,Q) = max
i=1,...,n

|xi − yi| , ||~x||∞ = max
i=1,...,n

|xi|

(çà îáÿñíåíèå íà èíäåêñèòå âèæ çàäà÷è 1. - 3.).

Çàáåëåæêà. Ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå è ðàçëàãàíåòî ïî îðòîíîðìèðàí áàçèñ

ñå ïðèëàãàò íå ñàìî â ðàçãëåäàíèòå òóê êðàéíîìåðíè ïðîñòðàíñòâà, íî è â ïî-ñëîæíè

ñëó÷àè êàòî íàïðèìåð çà ïðîñòðàíñòâà îò ôóíêöèè. Òàêà íàïðèìåð, òî å îñíîâåí

èíñòðóìåíò ïðè ðàçëàãàíåòî íà ôóíêöèè â ðåä íà Ôóðèå (âèæ �2.9.11 è 2.9.12).
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P

Q

Ðàçñòîÿíèå ρ1(P,Q)

Óïðàæíåíèÿ.

1. Äà îïðåäåëèì ïðè p ≥ 1 íîðìàòà ||~x||p â R
n ñ ôîðìóëàòà ||~x||p =

(
∑n

i=1 |xi|
p)

1/p. Äîêàæåòå, ÷å óñëîâèÿòà 1′/ - 3′/ ñà óäîâëåòâîðåíè.

Óïúòâàíå. Çà äà äîêàæåòå 3′/ ïðè p > 1, ïîêàæåòå, ÷å(
||~x+ ~y||p

)p
=

n∑
i=1

|xi + yi|p ≤
n∑
i=1

|xi| |xi + yi|p−1 +
n∑
i=1

|yi| |xi + yi|p−1

è ïðèëîæåòå çà äâåòå ñóìè âäÿñíî íåðàâåíñòâîòî íà Õüîëäåð (âèæ I.
�2.10, çàä. 10).

2. Äîêàæåòå, ÷å ïðè p ∈ (0, 1) íåðàâåíñòâîòî íà òðèúãúëíèêà çà
||~x||p íå ñå èçïúëíÿâà.

Óïúòâàíå. Ïîêàæåòå, ÷å òî íå å èçïúëíåíî çà êîîðäèíàòíèòå âåê-
òîðè ~x, ~y â R2.

3. Äîêàæåòå, ÷å limp→+∞ ||~x||p = ||~x||∞.
4. Íåêà H å ïðîñòðàíñòâî ñúñ ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå, è ||~x|| å

íîðìàòà â H, ïîðîäåíà îò íåãî. Äîêàæåòå, ÷å å â ñèëà òåîðåìàòà íà
Ïèòàãîð: çà âñåêè ~x, ~y ∈ Rn, òàêèâà ÷å 〈~x, ~y〉 = 0, èìàìå

||~x+ ~y||2 = ||~x||2 + ||~y||2 .

5. Äîêàæåòå, ÷å çà âñÿêà íîðìà, îïðåäåëåíà îò ñêàëàðíî ïðîèçâå-
äåíèå, å â ñèëà ðàâåíñòâîòî íà óñïîðåäíèêà:

2
(
||~x||2 + ||~y||2

)
= ||~x+ ~y||2 + ||~x− ~y||2 .
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(ñóìàòà íà êâàäðàòèòå íà ñòðàíèòå íà óñïîðåäíèêà å ðàâíà íà ñóìàòà
íà êâàäðàòèòå íà íåãîâèòå äèàãîíàëè).

6. Äîêàæåòå, ÷å ïðè p 6= 2 íîðìàòà ||~x||p íå ñå ïîðàæäà îò íèêîå
ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå â Rn.

Óïúòâàíå. Äîêàæåòå, ÷å ðàâåíñòâîòî íà óñïîðåäíèêà îò çàä. 5 íå
å èçïúëíåíî, àêî ~x è ~y ñà êîîðäèíàòíèòå âåêòîðè.

7. Äîêàæåòå, ÷å àíàëèòè÷íàòà è ãåîìåòðè÷íàòà äåôèíèöèÿ íà ñêà-
ëàðíî ïðîèçâåäåíèå â Rn ñúâïàäàò.

Óïúòâàíå. Îò ñâîéñòâàòà íà äåôèíèðàíîòî ïî àíàëèòè÷åí ïúò
ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå ñëåäâà, ÷å

〈~x, ~y〉 =
1

2

(
||~x||2 + ||~y||2 − ||~x− ~y||2

)
.

Äà ðàçãëåäàìå òðèúãúëíèêà, îáðàçóâàí îò âåêòîðèòå ~x è ~y, ïðèëîæåíè
â åäíà è ñúùà òî÷êà; ñòðàíèòå ìó ñà ðàâíè íà ||~x||, ||~y|| è ||~x− ~y||.
Ïðèëàãàéêè êîñèíóñîâàòà òåîðåìà çà òîçè òðèúãúëíèê, ïîëó÷àâàìå, ÷å

||~x− ~y||2 = ||~x||2 + ||~y||2 − 2 ||~x|| ||~y|| cos^ (~x, ~y) .

Çàìåñòâàéêè â ïðåäíîòî ðàâåíñòâî, ïîëó÷àâàìå ñúâïàäåíèåòî íà àíàëè-
òè÷íàòà è ãåîìåòðè÷íàòà äåôèíèöèÿ íà ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå.

y
×

x
×

x
×

-

y

×åðòåæ êúì çàäà÷à 7.

8. ÍåêàH å n-ìåðíî âåêòîðíî ïðîñòðàíñòâî ñúñ ñêàëàðíî ïðîèçâå-
äåíèå, è ~e1, . . . , ~en å îðòîíîðìèðàíà ñèñòåìà îò âåêòîðè â H, à ~f1, . . . , ~fn
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å äðóãà ñèñòåìà îò n âåêòîðà, èçðàçÿâàùà ñå ÷ðåç ïðåäõîäíàòà ñ ôîð-
ìóëèòå

~fj =
n∑
i=1

ai,j~ei , j = 1, . . . , n.

à/ Äîêàæåòå, ÷å ñèñòåìàòà ~f1, . . . , ~fn å îðòîíîðìèðàíà òî÷íî òîãà-
âà, êîãàòî ìàòðèöàòà {ai,j} å îðòîãîíàëíà. (Â òàêúâ ñëó÷àé êàçâàìå, ÷å
ìàòðèöàòà {ai,j} îïðåäåëÿ îðòîãîíàëíî ïðåîáðàçîâàíèå íà H â ñåáå ñè.)

Ïîÿñíåíèå. Åäíà n × n - ìàòðèöà îò ðåàëíè ÷èñëà A =
{ai,j}i=1,...,n,j=1,...,n ñå íàðè÷à îðòîãîíàëíà, àêî ðåäîâåòå è îáðàçóâàò îð-
òîíîðìèðàíà ñèñòåìà â Rn, ò.å.

n∑
i=1

ai,j1ai,j2 =

{
0, j1 6= j2

1, j1 = j2
.

Äåòåðìèíàíòàòà íà îðòîãîíàëíàòà ìàòðèöà å ðàâíà íà 1 èëè −1
(ïîêàæåòå!).

á/ Ïîêàæåòå, ÷å àêî ~x =
∑n

i=1 xi~ei è ~x =
∑n

j=1 x̃j
~fj, òî âðúçêàòà

ìåæäó ïðåäèøíèòå êîåôèöèåíòè {xi} è íîâèòå {x̃j} ñå äàâà ñ ôîðìóëèòå

xi =
n∑
j=1

ai,jx̃j.

9. Äîêàæåòå, ÷å âñÿêî îðòîãîíàëíî ïðåîáðàçîâàíèå íà R2 â ñåáå ñè
ñ ïîëîæèòåëíà äåòåðìèíàíòà ñå çàäàâà ñ ìàòðèöà îò âèäà(

cos θ sin θ
−sin θ cos θ

)
ò.å. ïðåäñòàâëÿâà ðîòàöèÿ íà ïîäõîäÿù úãúë θ.

10. Äîêàæåòå, ÷å âñÿêî îðòîãîíàëíî ïðåîáðàçîâàíèå íà R2 â ñåáå
ñè ñ îòðèöàòåëíà äåòåðìèíàíòà ïðåäñòàâëÿâà îòðàæåíèå îòíîñíî ïîä-
õîäÿùà ïðàâà, ìèíàâàùà ïðåç íà÷àëîòî.

Óïúòâàíå.Ïîêàæåòå, ÷å â òîçè ñëó÷àé (çà ðàçëèêà îò ïðåäèøíèÿ)
õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå íà ìàòðèöàòà èìà ðåàëíè êîðåíè, ðàâíè
íà +1 è −1. Íåêà ~f+ è ~f− ñà ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè. Ïîêàæåòå,
÷å ïðåîáðàçîâàíèåòî ïðåäñòàâëÿâà îòðàæåíèå îòíîñíî ïðàâàòà, íà êîÿòî
ëåæè âåêòîðà ~f+.
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1.2 Òîïîëîãèÿ è ñõîäèìîñò â Rn

Êàêòî çíàåì, àíàëèçúò âúðõó ðåàëíàòà ïðàâà ñå áàçèðà íà îòâîðåíèòå
èíòåðâàëè â R è ïîíÿòèåòî îêîëíîñò (ñèìåòðè÷íà îêîëíîñò) íà òî÷êà.
Çà äà ðàçâèåì àíàëèçà â ìíîãîìåðíî ïðîñòðàíñòâî, ùå òðÿáâà äà âúâå-
äåì àíàëîãè÷íè îáåêòè â íåãî, êàòî èìàìå ïðåäâèä, ÷å ãåîìåòðèÿòà íà
ïîäìíîæåñòâàòà íà ìíîãîìåðíîòî ïðîñòðàíñòâî å ìíîãî ïî-ñëîæíà îò
òàçè íà åäíîìåðíîòî.

Íàëè÷èåòî íà ðàçñòîÿíèå â Rn íè ïîçâîëÿâà äà äåôèíèðàìå ïî-
íÿòèåòî êðúãîâà îêîëíîñò íà äàäåíà òî÷êà: ïîä êðúãîâà îêîëíîñò íà
òî÷êàòà P ∈ Rn ñ ðàäèóñ r ðàçáèðàìå îòâîðåí êðúã (åâåíòóàëíî êúë-
áî) ñ öåíòúð P è ðàäèóñ r, ò.å. ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè òî÷êè Q îò Rn,
íàìèðàùè ñå íà ðàçñòîÿíèå ïî-ìàëêî îò r îò òî÷êàòà P . Îçíà÷àâàìå:

B(P, r) = {Q : ρ(Q,P ) < r} .

Â åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé òîâà å ñèìåòðè÷åí èíòåðâàë ñ öåíòúð P è ðàäèóñ
r.

Íåêà ñåãà M å ïîäìíîæåñòâî íà Rn. Ùå ðàçäåëèì òî÷êèòå îò Rn

íà òðè êëàñà â çàâèñèìîñò îò ìåñòîïîëîæåíèåòî èì ñïðÿìî M.

Äåôèíèöèÿ. Òî÷êàòà P ∈ Rn ñå íàðè÷à âúòðåøíà çà M, àêî
ñúùåñòâóâà r > 0 òàêîâà, ÷å B(P, r) ⊂M.

Ñ äðóãè äóìè, òî÷êàòà å âúòðåøíà çà åäíî ìíîæåñòâî, àêî òÿ ñå
ñúäúðæà â íåãî çàåäíî ñ íÿêîÿ ñâîÿ êðúãîâà îêîëíîñò.

Ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè âúòðåøíè òî÷êè íà M ñå áåëåæè ñ Mo.

Äåôèíèöèÿ. Òî÷êàòà P ∈ Rn ñå íàðè÷à âúíøíà çà M, àêî ñú-
ùåñòâóâà r > 0 òàêîâà, ÷å B(P, r) ∩M = Ø.

Ñ äðóãè äóìè, òî÷êàòà å âúòðåøíà çà M, àêî òÿ ñå ñúäúðæà â
äîïúëíåíèåòî ìó çàåäíî ñ íÿêîÿ ñâîÿ êðúãîâà îêîëíîñò, ò.å. ïðèíàäëåæè
íà (Rn\M)0.

Îñòàâàùèòå òî÷êè ùå íàðè÷àìå êîíòóðíè:
Äåôèíèöèÿ. Òî÷êàòà P ∈ Rn ñå íàðè÷à êîíòóðíà çà M, àêî òÿ

íå å íèòî âúòðåøíà, íèòî âúíøíà çà M.
Ìíîæåñòâîòî îò êîíòóðíèòå òî÷êè ñå íàðè÷à êîíòóð íà M è ñå

áåëåæè ñ b M èëè ñ b(M).
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Ãîðíàòà äåôèíèöèÿ íå å êîíñòðóêòèâíà; ïî-äîáðî îïèñàíèå íà êîí-
òóðà íà åäíî ìíîæåñòâî ñå äàâà â ñëåäíîòî òâúðäåíèå:

Òâúðäåíèå 1. Åäíà òî÷êà å êîíòóðíà çà M òî÷íî òîãàâà, êî-
ãàòî âñÿêà íåéíà êðúãîâà îêîëíîñò ñå ïðåñè÷à è ñ M, è ñ Rn\M.

Äîêàçàòåëñòâî. Àêî òî÷êàòà P íå å íèòî âúòðåøíà, íèòî âúíøíà
çà M, òî çà âñÿêî r > 0 êðúãîâàòà îêîëíîñò B(P, r) íå ìîæå äà ñå
ñúäúðæà íèòî â M, íèòî â Rn\M. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å òÿ ùå èìà îáùè
òî÷êè è ñ Rn\M, è ñ M.

Îáðàòíî, àêî âñÿêà êðúãîâà îêîëíîñò íà P èìà îáùè òî÷êè ñ M
è ñ Rn\M, òî î÷åâèäíî íèêîÿ êðúãîâà îêîëíîñò íà P íå ìîæå äà ñå
ñúäúðæà â M èëè â Rn\M, ò.å. P íå å âúòðåøíà èëè âúíøíà çà M .

P1

P2

P3

M

Âúòðåøíà (P1), âúíøíà (P2), êîíòóðíà (P3) òî÷êè çà ìíîæåñòâîòî M.

Ñëåäñòâèå. Êîíòóðèòå íà ìíîæåñòâîòî M è íà íåãîâîòî äî-
ïúëíåíèå Rn\M ñúâïàäàò.

Çàáåëåæêà. Äàäåíèòå ïî-ãîðå äåôèíèöèè çàâèñÿò îò òîâà â êîå
åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ðàçãëåæäàìå ìíîæåñòâîòî M. Òàêà íàïðèìåð,
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íåêà I å ïîäèíòåðâàë íà ïðàâàòà R. Òîãàâà íåãîâàòà âúòðåøíîñò â ñìè-
ñúë íà ãîðíàòà äåôèíèöèÿ ñúâïàäà ñ ìíîæåñòâîòî íà âúòðåøíèòå ìó
òî÷êè â îáè÷àéíèÿ ñìèñúë, ò.å. ñúâïàäà ñ èíòåðâàëà, åâåíòóàëíî ñ èçê-
ëþ÷åíè êðàéíè òî÷êè. Îò äðóãà ñòðàíà, àêî ðàçãëåäàìå ñúùèÿ èíòåðâàë
I êàòî ïîäìíîæåñòâî íà îñòà x â ðàâíèíàòà R2, òî âúòðåøíîñòòà ìó å
ïðàçíà, è òîé ñå ñúñòîè ñàìî îò êîíòóðíè òî÷êè (äîêàæåòå!).

ßñíî å, ÷å âúíøíèòå çà M òî÷êè íå ïðèíàäëåæàò íà M; ñëåäîâà-
òåëíî òî÷êèòå, ïðèíàäëåæàùè íà M, ñà âúòðåøíè èëè êîíòóðíè. Òîâà
äàâà M ⊂Mo∪ b(M). Îò äðóãà ñòðàíà, òåçè äâå ìíîæåñòâà íå ñà äëúæ-
íè äà ñúâïàäàò; íàèñòèíà, òî÷êèòå îò êîíòóðà íà M ìîãàò è äà íå ìó
ïðèíàäëåæàò. Îòòóê ïîëó÷àâàìå åäíà êëàñèôèêàöèÿ íà ïîäìíîæåñòâà-
òà íà Rn, êîÿòî èãðàå îñíîâíà ðîëÿ ïî-íàòàòúê:

Äåôèíèöèÿ. Åäíî ïîäìíîæåñòâî íà Rn ñå íàðè÷à îòâîðåíî â
Rn, àêî òî íå ñúäúðæà òî÷êè îò êîíòóðà ñè. Ïîä îêîëíîñò íà äàäåíà
òî÷êà ùå ðàçáèðàìå îòâîðåíî ìíîæåñòâî, êîåòî ÿ ñúäúðæà.

Ùå ðàçãëåäàìå è äðóãèÿò êðàåí ñëó÷àé:
Äåôèíèöèÿ. Åäíî ïîäìíîæåñòâî íà Rn ñå íàðè÷à çàòâîðåíî â

Rn, àêî òî ñúäúðæà âñè÷êè òî÷êè íà êîíòóðà ñè.

Ùå îòáåëåæèì, ÷å â îáùèÿ ñëó÷àé åäíî ìíîæåñòâî ìîæå äà ñú-
äúðæà íÿêîè òî÷êè îò êîíòóðà, à äðóãè äà íå ñúäúðæà. Ñ äðóãè äóìè,
"ïîâå÷åòî" ìíîæåñòâà â Rn íå ñà íèòî îòâîðåíè, íèòî çàòâîðåíè.

Êàêòî âèäÿõìå ïî-ãîðå, êîíòóðèòå íà åäíî ìíîæåñòâî è íåãîâîòî
äîïúëíåíèå ñúâïàäàò. Ñëåäîâàòåëíî, àêî M íå ñúäúðæà íèòî åäíà òî÷-
êà îò bM, òî Rn\M ùå ñúäúðæà âñè÷êè òî÷êè íà bM, è îáðàòíî. Îòòóê
ïîëó÷àâàìå:

Òâúðäåíèå 2. Åäíî ïîäìíîæåñòâî íà Rn å îòâîðåíî òî÷íî òî-
ãàâà, êîãàòî íåãîâîòî äîïúëíåíèå â Rn å çàòâîðåíî.

Çàáåëåæêà. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å ìíîæåñòâîòî Mo îò âúòðåøíè-
òå òî÷êè íà M å îòâîðåíî � î÷åâèäíî òîâà å íàé-ãîëÿìîòî îòâîðåíî
ìíîæåñòâî, ñúäúðæàùî ñå â M.

Ìíîæåñòâîòî îò âúíøíèòå òî÷êè íà M ñúùî å îòâîðåíî.

Äåôèíèöèÿ. Ìíîæåñòâîòî M = M ∪ bM ñå íàðè÷à çàòâîðåíà
îáâèâêà íà M. Ìíîæåñòâîòî M å çàòâîðåíî, çàùîòî äîïúëíåíèåòî ìó
ñúâïàäà ñ âúíøíîñòòà íà M.
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Âñÿêî çàòâîðåíî ìíîæåñòâî, êîåòî ñúäúðæà M, ùå ñúäúðæà è M
(äîêàæåòå). Ñ äðóãè äóìè, M å íàé-ìàëêîòî çàòâîðåíî ìíîæåñòâî, ñú-
äúðæàùî M.

Ïðèìåð. Îòâîðåíè-

P0

P
Q

Îòâîðåíèÿò êðúã å îòâîðåíî ìíîæåñòâî.

ÿò êðúã å îòâîðåíî ìíî-
æåñòâî.

Äîêàçàòåëñòâî. Íå-
êà P å ïðîèçâîëíà òî÷êà îò
îòâîðåíèÿ êðúã B (P0, r) ñ
öåíòúð P0 è ðàäèóñ r. Òî-
âà îçíà÷àâà, ÷å ρ (P0, P ) <
r. Äà èçáåðåì ε òàêîâà, ÷å
0 < ε < r − ρ (P0, P );
ùå äîêàæåì, ÷å B(P, ε) ⊂
B (P0, r). Íàèñòèíà, íåêà
Q ∈ B(P, ε). Òîãàâà ïî íå-
ðàâåíñòâîòî íà òðèúãúëíè-
êà

ρ (P0, Q) ≤ ρ (P0, P ) + ρ (P,Q) < ρ (P0, P ) + ε < r.

Ïî ñúùèÿ íà÷èí ñå äîêàçâà, ÷å çàòâîðåíèÿò êðúã, ò.å. ìíîæåñòâîòî
îò òî÷êè P , çà êîèòî ρ (P0, P ) ≤ r, å çàòâîðåíî ìíîæåñòâî. È â äâàòà
ñëó÷àÿ êîíòóðà íà êðúãà ñúâïàäà ñ íåãîâàòà ãðàíè÷íà îêðúæíîñò (èëè
ñôåðà,...), ò.å. ñ ìíîæåñòâîòî S (P0, r) = {P : ρ (P0, P ) = r}.

Ñõîäèìîñò íà ðåäèöè îò òî÷êè â Rn.
Äåôèíèöèÿ. Êàçâàìå, ÷å ðåäèöàòà {Pk}k=1,2,... îò òî÷êè íà Rn

å ñõîäÿùà êúì òî÷êàòà P0 (ïèøåì Pk → P0, èëè limk→∞ Pk = P0), àêî

ρ (Pk, P0) → 0.

Ïî-ïîäðîáíî, çà âñÿêî ïîëîæèòåëíî ε ñúùåñòâóâà íîìåð ν, òàêà
÷å çà âñÿêî åñòåñòâåíî k > ν äà èìàìå ρ (Pk, P0) < ε. Êàçàíî ïî äðóã
íà÷èí: Âñÿêà êðúãîâà îêîëíîñò íà ãðàíè÷íàòà òî÷êà ñúäúðæà âñè÷êè
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÷ëåíîâå íà ðåäèöàòà îñâåí êðàåí áðîé (èëè: âñè÷êè îò èçâåñòíî ìÿñòî
íàòàòúê).

Ñõîäèìîñòòà íà ðåäèöè îò òî÷êè â Rn ìîæå ëåñíî äà ñå ñâåäå
êúì ñõîäèìîñò íà ÷èñëîâè ðåäèöè. Íàèñòèíà, íåêà òî÷êàòà Pk äà å ñ
êîîðäèíàòè

(
xk1, . . . , x

k
n

)
, è ñúîòâåòíî P0 - ñ (x0

1, . . . , x
0
n). Òîãàâà èìàìå

Òåîðåìà 3. Ðåäèöàòà {Pk}k=1,2,... êëîíè êúì P0 òîãàâà è ñàìî òî-

ãàâà, êîãàòî çà âñÿêî i = 1, 2, . . . , n ðåäèöàòà
{
xki
}
îò i-òèòå êîîðäè-

íàòè êëîíè ïî k êúì i-òàòà êîîðäèíàòà x0
i íà P0 (òàêàâà ñõîäèìîñò

ïîíÿêîãà ñå íàðè÷à ïîêîîðäèíàòíà ñõîäèìîñò.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà ρ (Pk, P0) → 0. Òîãàâà çà âñÿêî i =
1, 2, . . . , n èìàìå:

0 ≤
∣∣xki − x0

i

∣∣ =

√∣∣xki − x0
i

∣∣2 ≤
√√√√ n∑

j=1

∣∣xkj − x0
j

∣∣2 = ρ (Pk, P0)

è ïî ëåìàòà çà ïîëèöàèòå limk→∞
∣∣xki − x0

i

∣∣ = 0.
Îáðàòíî, àêî çà âñÿêî i èìàìå

∣∣xki − x0
i

∣∣ → 0, ñëåä ïîâäèãàíå â

êâàäðàò, ñóìèðàíå, è êîðåíóâàíå, ïîëó÷àâàìå, ÷å
√∑n

i=1

∣∣xki − x0
i

∣∣2 → 0.

Îò òåîðåìàòà âåäíàãà ñå âèæäà, ÷å ñõîäèìîñòòà â Rn å ñúãëàñóâàíà
ñ ëèíåéíèòå îïåðàöèè. Ïî-òî÷íî, èìàìå:

Ñëåäñòâèå. Àêî Pk → P0 è Qk → Q0 â Rn, è λk å ÷èñëîâà ðåäèöà,
êëîíÿùà êúì λ0, òî

Pk +Qk → P0 +Q0 , λk Pk → λ0 P0.

Tåîðåìà 3 íè äàâà âúçìîæíîñò äà ïðåíåñåì óñëîâèåòî íà Êîøè çà
ñõîäèìîñò, äîêàçàíî â I �1.6 çà ÷èñëîâè ðåäèöè, êúì ðåäèöè îò òî÷êè â
Rn.

Äåôèíèöèÿ. Êàçâàìå, ÷å ðåäèöàòà {Pk}k=1,2,... îò òî÷êè íà Rn

óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî íà Êîøè, àêî çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà
÷èñëî ν òàêîâà, ÷å ïðè k > ν, l > ν äà èìàìå ρ (Pk, Pl) < ε.

Òåîðåìà 4. Åäíà ðåäèöà îò òî÷êè íà Rn å ñõîäÿùà òîãàâà è ñàìî
òîãàâà, êîãàòî óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî íà Êîøè.
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Äîêàçàòåëñòâî. Â åäíàòà ïîñîêà òâúðäåíèåòî ëåñíî ñå äîêàç-
âà íåïîñðåäñòâåíî îò äåôèíèöèÿòà çà ñõîäèìîñò. Íåêà Pk → P0. Äà
âçåìåì ïðîèçâîëíî ε > 0 è äà èçáåðåì ν òàêîâà, ÷å ïðè k > ν äà
èìàìå ρ (Pk, P0) < ε/2. Òîãàâà ïðè k > ν, l > ν èìàìå ρ (Pk, Pl) ≤
ρ (Pk, P0) + ρ (P0, Pl) < ε.

Çà äîêàçàòåëñòâî íà îáðàòíîòî òâúðäåíèå ùå èçïîëçâàìå, ÷å çà
ðåäèöè îò ÷èñëà òî âå÷å å äîêàçàíî (âèæ ò. 8 íà I �1.6). Àêî óñëîâèåòî
íà Êîøè å èçïúëíåíî, òî çà âñÿêî i = 1, . . . , n ïðè k > ν, p > ν èìàìå∣∣xki − xli∣∣ ≤ ρ (Pk, Pl) < ε. Òàêà ðåäèöàòà

{
xki
}
k=1,2,...

îò i-òèòå êîîðäèíà-
òè íà òî÷êèòå Pk óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî íà Êîøè è ñëåäîâàòåëíî å
ñõîäÿùà. Äà îçíà÷èì ãðàíèöàòà è ÷ðåç x0

i . Òîãàâà îò òåîðåìà 3 ñëåäâà,
÷å ðåäèöàòà Pk êëîíè êúì òî÷êàòà P0 = (x0

1, . . . , x
0
n).

Õàðàêòåðèçàöèÿ íà çàòâîðåíèòå ìíîæåñòâà. Ðàçãëåæäàíåòî
íà ñõîäèìîñòòà ïîçâîëÿâà äà ñå äàäå åêâèâàëåíòíà äåôèíèöèÿ íà ïîíÿ-
òèåòî çàòâîðåíî ìíîæåñòâî:

Òåîðåìà 5. Åäíî ïîäìíîæåñòâî íà Rn å çàòâîðåíî òî÷íî òî-
ãàâà, êîãàòî ñúäúðæà ãðàíèöèòå íà âñè÷êè ñõîäÿùè ðåäèöè îò ñâîè
åëåìåíòè.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà F å çàòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî íà Rn, è ðå-
äèöàòà Pk êëîíè êúì P0, êàòî Pk ∈ F çà âñÿêî åñòåñòâåíî k. Òðÿáâà äà
äîêàæåì, ÷å è P0 ∈ F.

Íàèñòèíà, íåêà äîïóñíåì, ÷å P0 íå ïðèíàäëåæè íà F. Òúé êàòî F
å çàòâîðåíî, òî ñúäúðæà âñè÷êè ñâîè êîíòóðíè òî÷êè. Òîãàâà P0 ìîæå
äà áúäå ñàìî âúíøíà çà F. Ñëåäîâàòåëíî ìîæåì äà íàìåðèì r > 0
òàêîâà, ÷å B (P0, r) íå ïðåñè÷à F. Îò äðóãà ñòðàíà, ïî äåôèíèöèÿòà çà
ñõîäèìîñò ïðè äîñòàòú÷íî ãîëÿìî k èìàìå Pk ∈ B (P0, r). Òîâà îáà÷å
ïðîòèâîðå÷è íà ïðåäïîëîæåíèåòî, ÷å âñè÷êè òî÷êè íà ðåäèöàòà ñà â F.

Îáðàòíî, íåêà F ñúäúðæà ãðàíèöèòå íà âñè÷êè ñõîäÿùè ðåäèöè
îò ñâîè åëåìåíòè; ùå äîêàæåì, ÷å F ñúäúðæà êîíòóðíèòå ñè òî÷êè.
Íåêà P0 å ïðîèçâîëíà òî÷êà îò êîíòóðà íà F. Äà ðàçãëåäàìå êðúãîâåòå
B (P0, 1/k) ñ öåíòúð P0 è ðàäèóñ 1/k. Îò òâúðäåíèå 1 ñëåäâà, ÷å âñåêè
îò òåçè êðúãîâå èìà íåïðàçíî ñå÷åíèå ñ F è ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà
òî÷êà Pk ∈ F ∩B (P0, 1/k). Òúé êàòî ρ (Pk, P0) < 1/k, òî ρ (Pk, P0) → 0,
è ñëåäîâàòåëíî Pk → P0. Îò äðóãà ñòðàíà, òúé êàòî âñè÷êè òî÷êè Pk ñà
â F, òî îò ïðåäïîëîæåíèåòî ñëåäâà, ÷å è P0 ∈ F, êîåòî òðÿáâàøå äà ñå
äîêàæå.
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Çàáåëåæêà. Îò äîêàçàòåëñòâîòî ñå âèæäà, ÷å àêî äîáàâèì êúì
äàäåíî ìíîæåñòâî M ãðàíèöèòå íà âñè÷êè ñõîäÿùè ðåäèöè îò íåãîâè
åëåìåíòè, ùå ïîëó÷èì òî÷íî çàòâîðåíàòà ìó îáâèâêà M.

Òî÷êè íà ñãúñòÿâàíå è ïîäðåäèöè. Êàêòî è â åäíîìåðíèÿ ñëó-
÷àé, ìîæåì äà âúâåäåì ïîíÿòèåòî òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå íà äàäåíà ðåäè-
öà îò òî÷êè íà Rn:

Äåôèíèöèÿ. Êàçâàìå, ÷å òî÷êàòà P0 å òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå íà
ðåäèöàòà {Pk}k=1,2,..., àêî çà âñÿêî ε > 0 êðúãîâàòà îêîëíîñò B (P0, ε)
íà P0 ñúäúðæà áåçêðàéíî ìíîãî òî÷êè îò ðåäèöàòà.

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å âñÿêà êðúãîâà îêîëíîñò íà P0 ñúäúðæà òî÷êè ñ
ïðîèçâîëíî ãîëåìè íîìåðà. Ñëåäîâàòåëíî ãîðíàòà äåôèíèöèÿ ìîæå äà
ñå èçêàæå è ïî äðóã íà÷èí:

Òî÷êàòà P0 å òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå íà ðåäèöàòà {Pk}k=1,2,..., àêî
çà âñÿêî ε > 0 è åñòåñòâåíî n ñúùåñòâóâà íîìåð m > n òàêúâ, ÷å
Pm ∈ B (P0, ε).

ßñíî å, ÷å àêî ðåäèöàòà {Pk} ïðèòåæàâà ãðàíèöà P0, òî òî÷êàòà
P0 å è åäèíñòâåíà òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå íà òàçè ðåäèöà.* Â îáùèÿ ñëó÷àé
åäíà ðåäèöà îò òî÷êè ìîæå äà èìà ìíîãî òî÷êè íà ñãúñòÿâàíå. Òàêà,
â I.�1.6 áåøå ïîêàçàíî, ÷å ìíîæåñòâîòî Q îò ðàöèîíàëíèòå ÷èñëà ìîæå
äà áúäå íîìåðèðàíî, è òàêà ïîëó÷åíàòà ðåäèöà èìà çà òî÷êè íà ñãúñòÿ-
âàíå âñè÷êè ðåàëíè ÷èñëà. Íå å òðóäíî òîçè ïðèìåð äà áúäå ïðåíåñåí â
ìíîãîìåðíèÿ ñëó÷àé: äà îçíà÷èì ñ Q2 ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè òî÷êè â
R2, çà êîèòî è äâåòå êîîðäèíàòè ñà ðàöèîíàëíè. Òîãàâà îòíîâî òî÷êèòå
îò Q2 ìîãàò äà áúäàò ïîäðåäåíè â ðåäèöà, è òàçè ðåäèöà èìà çà òî÷êè
íà ñãúñòÿâàíå âñè÷êè òî÷êè îò R2 (äîêàæåòå!)

Ïîäðåäèöè. Ùå íàïîìíèì ïîíÿòèåòî ïîäðåäèöà íà äàäåíà ðå-
äèöà: àêî íè å äàäåíà ðåäèöàòà {Pk}k=1,2,... îò òî÷êè íà Rn è ñòðîãî
ìîíîòîííî ðàñòÿùà ñèñòåìà k1 < k2 < . . . < kl < . . . îò åñòåñòâåíè ÷èñ-
ëà, íèå ìîæå äà ñè îáðàçóâàìå ðåäèöàòà {Pkl}l=1,2,..., êîÿòî íàðè÷àìå
ïîäðåäèöà íà äàäåíàòà.

Òâúðäåíèå 6. Àêî ðåäèöàòà {Pk}k=1,2,... å ñõîäÿùà êúì òî÷êàòà
P0, òî âñÿêà íåéíà ïîäðåäèöà å ñõîäÿùà êúì ñúùàòà ãðàíèöà.

*Êàêòî ùå ïîêàæåì ïî-íàòàòúê, çà îãðàíè÷åíè ðåäèöè å â ñèëà è îáðàòíîòî òâúð-
äåíèå.
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Äîêàçàòåëñòâî. Íàèñòèíà, ñëåä êàòî èçâúí âñÿêà êðúãîâà îêîë-
íîñò íà P0 îò âèäà B (P0, ε) ñå íàìèðàò ñàìî êðàåí áðîé ÷ëåíîâå íà
íà÷àëíàòà ðåäèöà, òî èçâúí íåÿ ìîæå äà èìà íàé-ìíîãî êðàåí áðîé
÷ëåíîâå íà ïîäðåäèöàòà.

Êàêòî è â åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé, ïîíÿòèÿòà ïîäðåäèöà è òî÷êà íà
ñãúñòÿâàíå ñà òÿñíî ñâúðçàíè:

Òåîðåìà 7. Òî÷êàòà P0 å òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå íà ðåäèöàòà
{Pk}k=1,2,... òî÷íî òîãàâà, êîãàòî ñúùåñòâóâà ïîäðåäèöà {Pkl}l=1,2,...,
êëîíÿùà êúì P0.

Äîêàçàòåëñòâî. Àêî liml→∞ Pkl = P0, òî âñåêè îòâîðåí êðúã îò
âèäà B (P0, ε) ñúäúðæà áåçêðàéíî ìíîãî ÷ëåíîâå íà ïîäðåäèöàòà (âñè÷-
êè îñâåí êðàåí áðîé) è ñëåäîâàòåëíî áåçáðîéíî ìíîãî ÷ëåíîâå íà äàäå-
íàòà ðåäèöà.

Îáðàòíî, íåêà P0 å òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå íà ðåäèöàòà {Pk}. Ìîæåì
äà èçáåðåì íîìåð k1 òàêúâ, ÷å Pk1 ∈ B (P0, 1). Äà ðàçãëåäàìå êðúãà
B (P0, 1/2); òúé êàòî ñïîðåä äåôèíèöèÿòà íà òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå òîé
ñúäúðæà ÷ëåíîâå íà ðåäèöàòà ñ ïðîèçâîëíî ãîëåìè íîìåðà, íèå ìîæåì
äà íàìåðèì åñòåñòâåíî ÷èñëî k2 òàêîâà, ÷å k2 > k1 è Pk2 ∈ B (P0, 1/2).
Ïðîäúëæàâàéêè ïî ñúùèÿ íà÷èí, ïðè íàìåðåíè âå÷å k1 < k2 < . . . <
kl−1, íèå ìîæåì äà èçáåðåì kl òàêà, ÷å kl > kl−1 è Pkl ∈ B (P0, 1/l). Ñ
òîâà ïîëó÷èõìå áåçêðàéíà ðåäèöà k1 < k2 < . . . < kl < . . . îò åñòåñòâåíè
÷èñëà òàêèâà, ÷å ρ (Pkl , P0) < 1/l, îòêúäåòî liml→∞ Pkl = P0.

Êîìïàêòíè ìíîæåñòâà. Òåîðåìè íà Áîëöàíî-Âàéåðùðàñ è
Õàéíå-Áîðåë.

Â òàçè òî÷êà ùå ïîêàæåì êàê òåîðåìàòà íà Áîëöàíî-Âàéåðùðàñ,
èçâåñòíà â åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé, ñå ïðåíàñÿ â ìíîãîìåðíîòî ïðîñòðàíñò-
âî.

Åäíî ïîäìíîæåñòâî M íà Rn ùå íàðè÷àìå îãðàíè÷åíî, àêî ÷èñ-
ëîâîòî ìíîæåñòâî {ρ(0, P )}P∈M íà ðàçñòîÿíèÿòà íà âñè÷êè òî÷êè îò
M äî íà÷àëîòî íà êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà å îãðàíè÷åíî îòãîðå. Ëåñíî
ñå âèæäà, ÷å M å îãðàíè÷åíî òî÷íî òîãàâà, êîãàòî âñè÷êè êîîðäèíàòè
xi, i = 1, . . . , n íà âñè÷êè íåãîâè òî÷êè ~x = (x1, . . . , xn) ñà îãðàíè÷åíè
ïî ìîäóë îò íÿêàêâà êîíñòàíòà. Åäíà ðåäèöà {Pk} ùå íàðè÷àìå îãðà-
íè÷åíà, àêî ìíîæåñòâîòî îò íåéíèòå òî÷êè å îãðàíè÷åíî.
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Òåîðåìà 8. (Áîëöàíî-Âàéåðùðàñ) Âñÿêà îãðàíè÷åíà ðåäèöà îò
òî÷êè íà Rn ïðèòåæàâà ïîíå åäíà òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå.

Êàòî ñå âçåìå ïðåä âèä òåîðåìà 7, ñå ïîëó÷àâà ñëåäíàòà åêâèâàëåí-
òíà ôîðìóëèðîâêà: Âñÿêà îãðàíè÷åíà ðåäèöà îò òî÷êè íà Rn ñúäúðæà
ñõîäÿùà ïîäðåäèöà.

Äîêàçàòåëñòâî. Ïðè n = 1 òåîðåìàòà å äîêàçàíà â ïúðâàòà ÷àñò
íà êóðñà (âèæ I.�1.6), êàòî ñå èçïîëçâà ïîñëåäîâàòåëíî ðàçäåëÿíå íà
èíòåðâàëà, ñúäúðæàù ÷ëåíîâåòå íà ðåäèöàòà, íà äâå ðàâíè ÷àñòè. Òîâà
äîêàçàòåëñòâî ìîæå ëåñíî äà ñå ïðèñïîñîáè è çà ìíîãîìåðíîòî ïðîñò-
ðàíñòâî (âèæ òåîðåìàòà íà Õàéíå-Áîðåë ïî-äîëó), íî ïî-êðàòêèÿ íà÷èí
å äà èçïîëçâàìå åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé çà äîêàçâàíå íà ìíîãîìåðíèÿ.

Çà óäîáñòâî ùå äîêàæåì ñëó÷àÿ n = 2. Íåêà Pk = (xk, yk) å
îãðàíè÷åíà ðåäèöà îò òî÷êè íà ðàâíèíàòà. Òîãàâà ñúùåñòâóâà êîí-
ñòàíòà C òàêàâà, ÷å |xk| , |yk| ≤ C. Îò îãðàíè÷åíàòà ÷èñëîâà ðåäè-
öà {xk}k=1,2,... ìîæåì äà èçáåðåì ñõîäÿùà ïîäðåäèöà {xkl}l=1,2,...; íåêà
liml→∞ xkl = x0. Äà ðàçãëåäàìå ñåãà ñúîòâåòíàòà ïîäðåäèöà îò âòîðè-
òå êîîðäèíàòè {ykl}l=1,2,.... Òúé êàòî òÿ ñúùî å îãðàíè÷åíà, ìîæåì íà

ñâîé ðåä äà íàìåðèì íåéíà ïîäðåäèöà
{
yklp

}
p=1,2,...

→ y0. Òúé êàòî

ðåäèöàòà
{
xklp

}
p=1,2,...

å ïîäðåäèöà íà ðåäèöàòà {xkl}l=1,2,..., òî ñïîðåä

òâúðäåíèå 6 òÿ ñúùî êëîíè êúì x0. Òîãàâà, ïî òåîðåìà 3, ðåäèöàòà îò

òî÷êè Pklp =
(
xklp , yklp

)
å ïîäðåäèöà íà äàäåíàòà è êëîíè êúì òî÷êàòà

P0 = (x0, y0).
Çà ðåäèöè îò òî÷êè íà Rn ïðè ïî-ãîëåìè ñòîéíîñòè íà n äîêàçà-

òåëñòâîòî ñå èçâúðøâà ïî ñúùèÿ íà÷èí. Ðàçëèêàòà å, ÷å òðÿáâà n ïúòè
äà ñå èçáèðàò ïîäðåäèöè íà ïîäðåäèöèòå ..., êàòî â êðàéíà ñìåòêà îòíî-
âî ñå ïîëó÷àâà ïîêîîðäèíàòíî ñõîäÿùà ïîäðåäèöà íà äàäåíàòà ðåäèöà.

Ñëåäñòâèå 9. Àêî ðåäèöàòà {Pk} îò òî÷êè íà Rn å îãðàíè÷åíà
è èìà ñàìî åäíà òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå, òî òàçè òî÷êà å è ãðàíèöà íà
ðåäèöàòà.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà {Pk} å îãðàíè÷åíà ðåäèöà îò òî÷êè è P0 å
íåéíàòà åäèíñòâåíà òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå. Äà äîïóñíåì, ÷å {Pk} íå êëî-
íè êúì P0. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ñúùåñòâóâà ε > 0 òàêîâà, ÷å èçâúí êðú-
ãà B (P0, ε) îñòàâàò áåçêðàéíî ìíîãî ÷ëåíîâå íà ðåäèöàòà. Ïîâòàðÿéêè
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êîíñòðóêöèÿòà íà òåîðåìà 7, íèå ìîæåì äà êîíñòðóèðàìå ïîäðåäèöà Pkl
íà äàäåíàòà, ÷èèòî òî÷êè ñà èçâúí B (P0, ε). Çà òàçè ïîäðåäèöà å ïðè-
ëîæèìà òåîðåìà 8, è íèå ìîæå äà íàìåðèì íà ñâîé ðåä íåéíà ñõîäÿùà

ïîäðåäèöà
{
Pklp

}
p=1,2,...

. Äà îçíà÷èì ãðàíèöàòà è ñ P̃ . ßñíî å, ÷å P̃ 6= P .

Îò äðóãà ñòðàíà, P̃ å òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå íà ïîäðåäèöàòà Pkl , à ñëåäî-
âàòåëíî è íà äàäåíàòà ðåäèöà {Pk}, êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà óñëîâèåòî íà
òåîðåìàòà.

Äåôèíèöèÿ. Åäíî ïîäìíîæåñòâî íà Rn íàðè÷àìå êîìïàêòíî,
àêî òî å îãðàíè÷åíî è çàòâîðåíî.

Êàòî èçïîëçóâàìå òîâà ïîíÿòèå, ìîæåì äà äàäåì äðóãà ôîðìóëè-
ðîâêà íà òåîðåìàòà íà Áîëöàíî-Âàéåðùðàñ:

Òåîðåìà 10. Ïîäìíîæåñòâîòî M ⊂ Rn å êîìïàêòíî òîãàâà è
ñàìî òîãàâà, êîãàòî îò âñÿêà ðåäèöà îò íåãîâè òî÷êè ìîæå äà ñå
èçáåðå ïîäðåäèöà, êëîíÿùà êúì òî÷êà îò M.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà M å êîìïàêòíî è {Pk} å ðåäèöà îò íåãîâè
òî÷êè. Òúé êàòî M å îãðàíè÷åíî, òî ñúùîòî å âÿðíî è çà ðåäèöàòà
{Pk}, è íèå ìîæåì äà èçáåðåì íåéíà ñõîäÿùà ïîäðåäèöà. Ïî òåîðåìà
5 îò çàòâîðåíîñòòà íà M ñëåäâà, ÷å ãðàíèöàòà íà ïîäðåäèöàòà ñúùî
ïðèíàäëåæè íà M.

Îáðàòíî, íåêà M äà ïðèòåæàâà ñâîéñòâîòî çà ñúùåñòâóâàíå íà
ñõîäÿùà ïîäðåäèöà. Ùå äîêàæåì, ÷å M å îãðàíè÷åíî è çàòâîðåíî. Àêî
M íå å îãðàíè÷åíî, òî ñúùåñòâóâà ðåäèöà îò òî÷êè Pk ∈M òàêàâà, ÷å

ρ
(
~0, Pk

)
→ +∞. Äà èçáåðåì íåéíà ïîäðåäèöà Pkl , ñõîäÿùà êúì òî÷êàòà

P0 ∈ M. Òîãàâà, îò åäíà ñòðàíà, ρ
(
~0, Pkl

)
→ ρ

(
~0, P0

)
. Îò äðóãà ñòðà-

íà, òúé êàòî ρ
(
~0, Pkl

)
å ïîäðåäèöà íà ρ

(
~0, Pk

)
, òî ρ

(
~0, Pkl

)
→ +∞.

Ïîëó÷åíîòî ïðîòèâîðå÷èå äîêàçâà îãðàíè÷åíîñòòà íà M.
Çà äà äîêàæåì, ÷å M å çàòâîðåíî, äà âçåìåì ïðîèçâîëíà òî÷êà

P0 îò êîíòóðà bM íà M, è äà èçáåðåì, êàêòî â äîêàçàòåëñòâîòî íà
òåîðåìà 5, ðåäèöà Pk îò òî÷êè íà M, òàêà ÷å Pk → P0. Ñúùåñòâóâà
íåéíà ïîäðåäèöà Pkl , ñõîäÿùà êúì òî÷êà P ′ ∈M. Îò òâúðäåíèå 6 ñëåäâà
îáà÷å, ÷å P ′ = P0 è ñëåäîâàòåëíî P0 ∈M.

Çàáåëåæêà. Ãîðíîòî òâúðäåíèå å õàðàêòåðíî çà êðàéíîìåðíèòå ïðîñòðàíñ-
òâà. Â ñëó÷àÿ íà áåçêðàéíîìåðíè íîðìèðàíè ïðîñòðàíñòâà òî íå å âÿðíî, è çàòîâà



1.2. ÒÎÏÎËÎÃÈß È ÑÕÎÄÈÌÎÑÒ 25

ñúùåñòâóâàíåòî íà ñõîäÿùà ïîäðåäèöà ñå ïðèåìà â òîçè ñëó÷àé êàòî äåôèíèöèÿ íà
ïîíÿòèåòî êîìïàêòíî ìíîæåñòâî.

Ñëåäíàòà òåîðåìà îòíîâî å õàðàêòåðíà çà êîìïàêòíèòå ìíîæåñòâà. Òÿ îáèê-
íîâåíî íå ñå èçó÷àâà â åäíîìåðíèÿ àíàëèç.

Íåêà M å ïîäìíîæåñòâî íà Rn
. Ôàìèëèÿòà U = {Uα}α∈A îò ïîäìíîæåñòâà

íà Rn
, èíäåêñèðàíà ñ (êðàéíîòî èëè áåçêðàéíî) ìíîæåñòâî A, íàðè÷àìå ïîêðèòèå

çà M, àêî M ñå ñúäúðæà â íåéíîòî îáåäèíåíèå ∪α∈AUα. Ïîêðèòèåòî U íàðè÷àìå
îòâîðåíî, àêî ìíîæåñòâîòî Uα å îòâîðåíî çà âñÿêî α ∈ A. Èìàìå:

Òåîðåìà 11. (òåîðåìà íà Õàéíå-Áîðåë) Îò âñÿêî îòâîðåíî ïîêðèòèå íà êîì-
ïàêòíî ìíîæåñòâî ìîæå äà ñå èçáåðå êðàéíî ïîäïîêðèòèå.

Ïî-òî÷íî, àêî M å êîìïàêòíî ìíîæåñòâî â Rn
è U = {Uα}α∈A å íåãîâî îò-

âîðåíî ïîêðèòèå, òî ñúùåñòâóâàò êðàåí áðîé èíäåêñè α1, α2, . . . , αk ∈ A òàêèâà, ÷å
M ⊂ Uα1 ∪ . . . ∪Uαk .

Äîêàçàòåëñòâî. Ïúðâè åòàï. Ùå äîêàæåì òåîðåìàòà â ñëó÷àÿ, êîãàòî M
å "n-ìåðåí ïðàâîúãúëíèê" â Rn

, ò.å. ïðîèçâåäåíèå íà êðàéíè çàòâîðåíè èíòåðâàëè:
M = [a1, b1] × . . . × [an, bn]. Çà óäîáñòâî ùå ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ n = 2. Íåêà å äàäåí

ïðàâîúãúëíèêà M = [a, b]× [c, d] ∈ R2
. Äà äîïóñíåì ïðîòèâíîòî � ÷å M íå ìîæå äà

áúäå ïîêðèòî ñ íèêàêâà êðàéíà ôàìèëèÿ îò åëåìåíòè íà U . Äà ïðåêàðàìå âåðòèêàë-
íàòà ïðàâà ïðåç ñðåäàòà íà [a, b] è õîðèçîíòàëíàòà ïðàâà ïðåç ñðåäàòà íà [c, d]; òåçè
äâå ïðàâè ðàçäåëÿò ïðàâîúãúëíèêà M íà ÷åòèðè åäíàêâè ïî ôîðìà ïðàâîúãúëíèêà.
Òîãàâà ïîíå åäèí îò òÿõ íå ìîæå äà áúäå ïîêðèò ñ êðàåí áðîé îò åëåìåíòè íà U ; íà-
èñòèíà, àêî è ÷åòèðèòå ìàëêè ïðàâîúãúëíèêà ìîãàò äà áúäàò ïîêðèòè ñ êðàåí áðîé
ìíîæåñòâà îò U , òî ñúùîòî ùå áúäå âÿðíî è çà òÿõíîòî îáåäèíåíèå - ïðàâîúãúëíè-
êà M. Ñëåäîâàòåëíî ìîæåì äà èçáåðåì, è äà îçíà÷èì ñ M1 åäèí îò òÿõ, çà êîéòî
íå ñúùåñòâóâà êðàéíî ïîäïîêðèòèå. Òîãàâà M1 = [a1, b1] × [c1, d1] ⊂ M, îòêúäåòî
[a1, b1] ⊂ [a, b] è [c1, d1] ⊂ [c, d]; ïðè òîâà b1−a1 = (b−a)/2 è d1−c1 = (d−c)/2. Äà ïðî-
äúëæèì ïðîöåñà ïî-íàòàòúê, êàòî ðàçäåëèì M1 íà ÷åòèðè åäíàêâè ïðàâîúãúëíèêà
è èçáåðåì åäèí îò òÿõ, îçíà÷åí ñ M2, è ò.í. Ïî òîçè íà÷èí ïîëó÷àâàìå íàìàëÿâàùà
ðåäèöà îò ïðàâîúãúëíèöè M ⊃M1 ⊃ . . . ⊃Mk ⊃ . . ., êàòî Mk = [ak, bk] × [ck, dk] è
âñåêè îò ïðàâîúãúëíèöèòå Mk íå ìîæå äà áúäå ïîêðèò îò êðàåí áðîé îò åëåìåíòè
íà U . Î÷åâèäíî ÷èñëîâàòà ðåäèöà ak å ìîíîòîííî ðàñòÿùà è îãðàíè÷åíà; äà îçíà÷èì
íåéíàòà ãðàíèöà ñ x0. Ðåäèöàòà bk å ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà è îãðàíè÷åíà; òúé êàòî
bk − ak = (b− a)/2k → 0, òî bk êëîíè êúì ñúùàòà ãðàíèöà x0. Îòòóê ñå âèæäà, ÷å çà
âñÿêî åñòåñòâåíî k èìàìå x0 ∈ [ak, bk]. Ñúùîòî ðàçñúæäåíèå å âàëèäíî è çà âòîðèòå
êîîðäèíàòè è äîêàçâà ñúùåñòâóâàíåòî íà ÷èñëî y0 òàêîâà, ÷å y0 ∈ [ck, dk] çà âñÿêî
k. Î÷åâèäíî òî÷êàòà P0 = (x0, y0) ïðèíàäëåæè íà âñåêè îò ïðàâîúãúëíèöèòå Mk,
k = 1, 2, . . .. Òúé êàòî P0 ∈M, òî P0 ïðèíàäëåæè íà íÿêîå îòâîðåíî ìíîæåñòâî Uα0

îò ïîêðèòèåòî U .
Ñïîðåä äåôèíèöèÿòà íà îòâîðåíî ìíîæåñòâî ñúùåñòâóâà ε > 0 òàêîâà, ÷å

B (P0, ε) ⊂ Uα0
. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å ïðè äîñòàòú÷íî ãîëåìè k ùå èìàìå Mk ⊂

B (P0, ε) (òîâà å èçïúëíåíî ïðè

√
(bk − ak)

2
+ (dk − ck)

2
< ε). Òàêà Mk å ïîäìíî-

æåñòâî íà Uα0
, êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà äîïóñêàíåòî, ÷å Mk íå ìîæå äà áúäå ïîêðèòî
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ñ êðàåí áðîé îò ìíîæåñòâàòà Uα. Ïîëó÷åíîòî ïðîòèâîðå÷èå çàâúðøâà ïúðâèÿ åòàï
íà äîêàçàòåëñòâîòî.

Â n-ìåðíèÿ ñëó÷àé äîêàçàòåëñòâîòî ñå èçâúðøâà ïî ñúùèÿ íà÷èí, ñ åäèíñò-
âåíàòà ðàçëèêà, ÷å íà âñÿêà ñòúïêà ïîðåäíèÿò n-ìåðåí ïðàâîúãúëíèê ñå ðàçäåëÿ íà
2n ÷àñòè, è âñè÷êè íàïðàâåíè ïî-ãîðå ðàçñúæäåíèÿ îñòàâàò â ñèëà.

Âòîðè åòàï. Êàòî èçïîëçâàìå ïúðâèÿ åòàï, ùå ïðåìèíåì êúì äîêàçàòåëñòâî-

òî íà òåîðåìàòà â îáùèÿ ñëó÷àé. Íåêà M å êîìïàêòíî (ò.å. îãðàíè÷åíî è çàòâîðåíî)

ìíîæåñòâî â Rn
, è U = {Uα}α∈A å íåãîâî îòâîðåíî ïîêðèòèå. Òúé êàòî M å îã-

ðàíè÷åíî, ìîæåì äà íàìåðèì n-ìåðåí ïðàâîúãúëíèê M̃ = [a1, b1] × . . . × [an, bn]

òàêúâ, ÷å M ⊂ M̃. Äà îçíà÷èì ñ U ′ ôàìèëèÿòà îò îòâîðåíè ìíîæåñòâà, ñúñòîÿùà

ñå îò ìíîæåñòâàòà íà U è îòâîðåíîòî ìíîæåñòâî Rn\M. Î÷åâèäíî U ′ å ïîêðèòèå
çà M̃, è ïî äîêàçàíîòî ïî-ãîðå ìîæå äà ñå íàìåðÿò êðàåí áðîé îòâîðåíè ìíîæåñò-

âà Uα1
, . . . ,Uαk îò U , òàêà ÷å M̃ ⊂

(
Rn\M

)
∪ Uα1

∪ . . . ∪ Uαk . Òîâà îçíà÷àâà, ÷å

M ⊂ Uα1
∪ . . . ∪Uαk .

Óïðàæíåíèÿ.

1. Äîêàæåòå, ÷å:
à/ Îáåäèíåíèå íà ïðîèçâîëíà ôàìèëèÿ îò îòâîðåíè ìíîæåñòâà å

ñúùî îòâîðåíî.
á/ Ñå÷åíèå íà êðàåí áðîé îòâîðåíè ìíîæåñòâà å îòâîðåíî.

2. Äîêàæåòå, ÷å:
à/ Ñå÷åíèå íà ïðîèçâîëíà ôàìèëèÿ çàòâîðåíè ìíîæåñòâà å ñúùî

çàòâîðåíî.
á/ Îáåäèíåíèå íà êðàåí áðîé çàòâîðåíè ìíîæåñòâà å çàòâîðåíî.
Óïúòâàíå. Èçïîëçâàéòå òâúðäåíèå 2 è ðåçóëòàòà íà çàäà÷à 1.

3. Äîêàæåòå, ÷å ìíîæåñòâîòî îò òî÷êèòå íà ñãúñòÿâàíå íà äàäåíà
ðåäèöà å çàòâîðåíî.

4. Íåêà ìíîæåñòâîòî M íå å êîìïàêòíî. Äîêàæåòå, ÷å çàêëþ÷å-
íèåòî íà òåîðåìà 11 íå å âÿðíî, ò.å. ñúùåñòâóâà îòâîðåíî ïîêðèòèå íà
M, îò êîåòî íå ìîæå äà ñå èçáåðå êðàéíî ïîäïîêðèòèå.

Ïîÿñíåíèå: Ïðåäïîëîæåíèåòî, ÷å M íå å êîìïàêòíî, îçíà÷àâà,
÷å å íàëèöå åäíà îò äâåòå âúçìîæíîñòè (èëè è äâåòå): à/ M íå å îã-
ðàíè÷åíî, èëè á/ M íå å çàòâîðåíî. Ðàçãëåäàéòå äâåòå âúçìîæíîñòè
ïîîòäåëíî.

5. Íåêà M è N ñà çàòâîðåíè ïîäìíîæåñòâà íà Rn è íåêà Φ : M→
N å âçàèìíî åäíîçíà÷íî è âçàèìíî íåïðåêúñíàòî èçîáðàæåíèå (òîâà
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îçíà÷àâà, ÷å îáðàòíîòî ìó èçîáðàæåíèå îòN âM å ñúùî íåïðåêúñíàòî).
Äîêàæåòå, ÷å

Φ (Mo) = No , Φ (bM) = bN.

Çàáåëåæêà. Èçîáðàæåíèå ñ ãîðíèòå ñâîéñòâà ñå íàðè÷à õîìåî-
ìîðôèçúì ìåæäó M è N, à çà ìíîæåñòâàòà M è N â òîçè ñëó÷àé ñå
êàçâà, ÷å ñà õîìåîìîðôíè. Õîìåîìîðôíèòå ìíîæåñòâà ñà íåðàçëè÷èìè
îò ãëåäíà òî÷êà íà òîïîëîãèÿòà.
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1.3 Íåïðåêúñíàòîñò íà ôóíêöèè è èçîáðà-

æåíèÿ

Êàêòî è â ïúðâàòà ÷àñò íà àíàëèçà, ïðè íàñ ùå èãðàÿò îñíîâíà ðî-
ëÿ ïîíÿòèÿòà ôóíêöèÿ è èçîáðàæåíèå. Íåêà D å ïîäìíîæåñòâî íà Rn.
Êàçâàìå, ÷å å äàäåíî èçîáðàæåíèå îò D â Rm, àêî íà âñÿêà òî÷êà
x = (x1, . . . , xn) îò D å ñúïîñòàâåíà òî÷êàòà f (x) îò Rm. Â òàêúâ ñëó÷àé
ñå êàçâà îùå, ÷å f å ôóíêöèÿ ñ äåôèíèöèîííà îáëàñò D è ñúñ ñòîéíîñòè
â Rm. Âìåñòî f (x) ïîíÿêîãà ñå ïèøå f (x1, . . . , xn).

Â ñëó÷àÿ m = 1, ò.å. ôóíêöèÿòà f âçåìà ñòîéíîñòè â ìíîæåñòâîòî
íà ðåàëíèòå ÷èñëà, ùå êàçâàìå, ÷å f å ÷èñëîâà, èëè îùå ñêàëàðíà, ôóí-
êöèÿ. Â ìíîãîìåðíèÿ ñëó÷àé (ïðè m > 1) ùå êàçâàìå, ÷å f å âåêòîðíà
ôóíêöèÿ. *Âñÿêà âåêòîðíà ôóíêöèÿ ìîæå äà áúäå îïèñàíà ÷ðåç ÷èñëîâè
ôóíêöèè; íàèñòèíà, íåêà f å ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà â D ⊂ Rn è âçåìà-
ùà ñòîéíîñòè â Rm. Äà îçíà÷èì ÷ðåç f1(x), . . . , fm(x) êîîðäèíàòèòå íà
òî÷êàòà f(x) ∈ Rm. Òîãàâà f1(x), . . . , fm(x) ñà ÷èñëîâè ôóíêöèè âúðõó
D, êîèòî îïðåäåëÿò íàïúëíî ôóíêöèÿòà f . Òåçè ôóíêöèè ñå íàðè÷àò
êîîðäèíàòíè ôóíêöèè íà èçîáðàæåíèåòî f .

Ùå ñå çàíèìàåì ñ ïîíÿòèÿòà ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ è íåïðåêúñíà-
òîñò. Èçëîæåíèåòî ïî÷òè äîñëîâíî ïîâòàðÿ åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé, èçëî-
æåí â ÷àñò I, �1.8 è 1.10. Îòíîâî èìàìå äâå åêâèâàëåíòíè îïðåäåëåíèÿ
çà ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ (è ñúîòâåòíî äâå îïðåäåëåíèÿ çà íåïðåêúñíà-
òîñò) - íà Õàéíå è íà Êîøè.

Îïðåäåëåíèå íà Õàéíå çà ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ .Äàäåíà å
ôóíêöèÿòà f(P ) ñ äåôèíèöèîííà îáëàñò D ⊂ Rn è ñúñ ñòîéíîñòè â
Rm. Íåêà P0 ∈ D, è Q å òî÷êà îò Rm. Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà f(P )
êëîíè êúì Q ïðè P → P0, àêî çà âñÿêà ðåäèöà {Pk}k=1,2,... îò òî÷êè íà
D, çà êîÿòî Pk → P0 èìàìå f (Pk)→ Q â Rm.

Îïðåäåëåíèå íà Êîøè çà ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ.Ïðè ãîðíèòå
óñëîâèÿ êàçâàìå, ÷å f(P ) êëîíè êúì Q ïðè P → P0, àêî çà âñÿêî ε >
0 ñúùåñòâóâà δ > 0 òàêîâà, ÷å çà âñÿêà òî÷êà P îò D, çà êîÿòî
ρ (P, P0) < δ, èìàìå ρ (f(P ), Q) < ε.

*Èçïîëçâàò ñå ñúùî òàêà òåðìèíèòå "âåêòîðíîçíà÷íà ôóíêöèÿ" è "âåêòîð-
ôóíêöèÿ".
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Òåîðåìà 1. Îïðåäåëåíèÿòà íà Õàéíå è Êîøè çà ãðàíèöà íà ôóí-
êöèÿ ñà åêâèâàëåíòíè.

Äîêàçàòåëñòâî. Ùå çàïî÷íåì ñ ïî-ëåñíàòà ÷àñò - ùå äîïóñíåì,
÷å f(P ) êëîíè êúì Q ïðè P → P0 â ñìèñúë íà Êîøè, è ùå äîêàæåì, ÷å
òîâà å âÿðíî è â ñìèñúë íà Õàéíå. Íàèñòèíà, íåêà {Pk}k=1,2,... å ðåäèöà îò
òî÷êè íà D, êëîíÿùà êúì P0. Ùå äîêàæåì, ÷å f (Pk)→ Q. Äà èçáåðåì
ïðîèçâîëíî ε > 0, è äà âçåìåì ñúîòâåòíîòî δ > 0 ïî îïðåäåëåíèåòî íà
Êîøè. Òîãàâà ïî îïðåäåëåíèåòî íà ñõîäèìîñò íà ðåäèöè îò òî÷êè ìîæå
äà ñå íàìåðè ν òàêîâà, ÷å ρ (Pk, P0) < δ çà âñÿêî k > ν. Ñëåäîâàòåëíî
ïðè k > ν èìàìå ρ (f(P ), Q) < ε, êîåòî è òðÿáâàøå äà ñå äîêàæå.

Äîêàçàòåëñòâîòî, ÷å îò îïðåäåëåíèåòî íà Õàéíå ñëåäâà îïðåäåëå-
íèåòî íà Êîøè, å ïî-òðóäíî è ñå èçâúðøâà ÷ðåç äîïóñêàíå íà ïðîòèâíî-
òî. Ùå äîïóñíåì, ÷å îïðåäåëåíèåòî íà Êîøè íå å óäîâëåòâîðåíî, è ùå
äîêàæåì, ÷å íå å èçïúëíåíî è îïðåäåëåíèåòî íà Õàéíå.

Òâúðäåíèåòî "f(P ) íå êëîíè â ñìèñúë íà Êîøè êúì Q ïðè P →
P0" îçíà÷àâà, ÷å ñúùåñòâóâà ÷èñëî ε0 > 0 òàêîâà, ÷å ïî-íàòàòúøíàòà
÷àñò îò îïðåäåëåíèåòî íå å èçïúëíåíà: ò.å. çà âñÿêî δ > 0 ñúùåñòâóâà
òî÷êà Pδ ∈ D òàêàâà, ÷å ρ (Pδ, P0) < δ, íî ρ (f (Pδ) , Q) ≥ ε0. Çà äà ñâåäåì
íåùàòà äî ðåäèöè, äà äàäåì íà δ ñòîéíîñòè δ1 = 1, δ2 = 1/2, . . . , δk =
1/k, . . . è äà îçíà÷èì Pk = Pδk . Òîãàâà òåçè òî÷êè óäîâëåòâîðÿâàò óñ-
ëîâèÿòà Pk ∈ D, ρ (Pk, P0) < 1/k è ρ (f (Pk) , Q) ≥ ε0. Ñ äðóãè äóìè,
ðåäèöàòà {Pk}k=1,2,... îò òî÷êè íà D êëîíè êúì P0, íî ðåäèöàòà îò ôóí-
êöèîíàëíèòå ñòîéíîñòè {f (Pk)} íå êëîíè êúì Q.

Ïîíÿòèåòî ãðàíèöà íà èçîáðàæåíèå (èëè âåêòîð-ôóíêöèÿ) ëåñ-
íî ñå ñâåæäà êúì ñëó÷àÿ íà ãðàíèöè íà ÷èñëîâè ôóíêöèè. Íåêà
f1(P ), . . . , fm(P ) ñà êîîðäèíàòíèòå ôóíêöèè íà èçîáðàæåíèåòî f(P ), è
íåêà Q = (y1, . . . , ym). Òîãàâà:

Òâúðäåíèå 2.Èìàìå limP→P0 f(P ) = Q òîãàâà è ñàìî òîãàâà,
êîãàòî limP→P0 fi(P ) = yi çà âñÿêî i ìåæäó 1 è m.

Äîêàçàòåëñòâî. Ïî òåîðåìà 3 îò �2 ðåäèöàòà f (Pk) êëîíè êúì
Q òî÷íî òîãàâà, êîãàòî fi (Pk)→ yi çà i = 1, . . . ,m. Îòòóê, èçïîëçâàéêè
äåôèíèöèÿòà íà Õàéíå, ïîëó÷àâàìå òâúðäåíèåòî.

Îò òóê âåäíàãà ñëåäâà, ÷å ïðè ëèíåéíèòå îïåðàöèè � ñóìà íà âåê-
òîðíè ôóíêöèè è ïðîèçâåäåíèå íà âåêòîðíà ôóíêöèÿ ñ ÷èñëîâà ôóíê-
öèÿ � ìîæå äà ñå èçâúðøâà ãðàíè÷åí ïðåõîä. Ïî-òî÷íî, èìàìå:
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Òâúðäåíèå 3.
à/ Àêî f(P ) è g(P ) ñà âåêòîðíè ôóíêöèè ñúñ ñòîéíîñòè â Rm,

ïðèòåæàâàùè ãðàíèöè ïðè P → P0, òî limP→P0 (f(P ) + g(P )) =
limP→P0 f(P ) + limP→P0 g(P ).

á/ Àêî λ(P ) å ÷èñëîâà ôóíêöèÿ, à f(P ) - âåêòîðíà ôóíê-
öèÿ, è äâåòå ôóíêöèè ïðèòåæàâàò ãðàíèöè ïðè P → P0, òî
limP→P0 λ(P ) f(P ) = limP→P0 λ(P ) limP→P0 f(P ).

Íåïðåêúñíàòîñò íà ôóíêöèè.
Îïðåäåëåíèå.Íåêà å äàäåíà ôóíêöèÿòà f(P ) ñ äåôèíèöèîííà îá-

ëàñò D ⊂ Rn è ñúñ ñòîéíîñòè â Rm. Ùå êàçâàìå, ÷å f(P ) å íåïðåêúñ-
íàòà â òî÷êàòà P0 ∈ D, àêî

lim
P→P0

f(P ) = f (P0) .

Äâåòå åêâèâàëåíòíè îïðåäåëåíèÿ íà ïîíÿòèåòî ãðàíèöà íà ôóíê-
öèÿ âîäÿò äî äâå åêâèâàëåíòíè îïðåäåëåíèÿ íà íåïðåêúñíàòîñòòà:

Íåïðåêúñíàòîñò ïî Õàéíå.Ôóíêöèÿòà f(P ) å íåïðåêúñíàòà â
òî÷êàòà P0, àêî çà âñÿêà ðåäèöà {Pk}k=1,2,... îò òî÷êè íà D, çà êîÿòî
Pk → P0 èìàìå f (Pk)→ f (P0) â Rm.

Íåïðåêúñíàòîñò ïî Êîøè.Ôóíêöèÿòà f(P ) å íåïðåêúñíàòà â
òî÷êàòà P0, àêî çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà δ > 0 òàêîâà, ÷å çà âñÿêà
òî÷êà P îò D, çà êîÿòî ρ (P, P0) < δ, èìàìå ρ (f(P ), f (P0)) < ε.

Ðàçáèðà ñå, òåçè äâå îïðåäåëåíèÿ ñà åêâèâàëåíòíè, è íèå ìîæåì
äà èçïîëçâàìå òîâà îïðåäåëåíèå, êîåòî å ïî-óäîáíî â äàäåíà êîíêðåòíà
ñèòóàöèÿ. Îò îïðåäåëåíèåòî íà Õàéíå, êàêòî è â åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé,
âåäíàãà ñëåäâà, ÷å ñóìà, ïðîèçâåäåíèå è ÷àñòíî íà íåïðåêúñíàòè ôóí-
êöèè å ñúùî íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ.

Ïî ñúùèÿò íà÷èí îò òâúðäåíèå 3 ñëåäâà:
Òâúðäåíèå 4.Ñóìà íà äâå íåïðåêúñíàòè âåêòîðíè ôóíêöèè (ñúñ

ñòîéíîñòè â åäíî è ñúùî ïðîñòðàíñòâî Rm), êàêòî è ïðîèçâåäåíèå íà
íåïðåêúñíàòà ñêàëàðíà ôóíêöèÿ ñ íåïðåêúñíàòà âåêòîðíà ôóíêöèÿ, ñà
ñúùî íåïðåêúñíàòè.

Íåïðåêúñíàòîñò íà ñëîæíî èçîáðàæåíèå. Íåêà g å èçîáðàæå-
íèå ñ äåôèíèöèîííà îáëàñò E ⊂ Rn è ñòîéíîñòè â Rm, è f å èçîáðàæåíèå
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ñ äåôèíèöèîííà îáëàñò D ⊂ Rm è ñòîéíîñòè â Rp. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å
g(E) ⊂ D. Òîãàâà ìîæåì äà îïðåäåëèì èçîáðàæåíèåòî F ñ äåôèíèöè-
îííà îáëàñò E è ñòîéíîñòè â Rp ñ ôîðìóëàòà F (P ) = f(g(P )), P ∈ E.
Èçîáðàæåíèåòî F ñå íàðè÷à ñëîæíî, èëè ñúñòàâíî, èçîáðàæåíèå. Êàçâà
ñå îùå, ÷å èçîáðàæåíèåòî F å ñóïåðïîçèöèÿ íà èçîáðàæåíèÿòà f è g, è
ñå çàïèñâà êàòî F = f ◦ g. Êàêòî ñå âèæäà îò ñëåäâàùàòà òåîðåìà, ñó-
ïåðïîçèöèÿòà íà äâå íåïðåêúñíàòè èçîáðàæåíèÿ å ñúùî íåïðåêúñíàòî
èçîáðàæåíèå:

Òåîðåìà 5. Íåêà ôóíêöèÿòà g å íåïðåêúñíàòà â òî÷êàòà P0 ∈ E,
è f å íåïðåêúñíàòà â Q0 = g (P0). Òîãàâà ñúñòàâíàòà ôóíêöèÿ F (P ) =
f(g(P )) ñúùî å íåïðåêúñíàòà â P0.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà {Pk} å ðåäèöà îò òî÷êè íà E, êëîíÿùà êúì
P0. Òîãàâà ïî äåôèíèöèÿòà íà Õàéíå ðåäèöàòà Qk = g (Pk) êëîíè êúì
Q0 è ñëåäîâàòåëíî ðåäèöàòà F (Pk) = f (Qk) êëîíè êúì F (P0) = f (Q0).

Ïðèìåð. Ñëåäíèÿò ïðèìåð ïîêàçâà, ÷å íåïðåêúñíàòîñòòà ïî äâå
ïðîìåíëèâè å íåùî ïîâå÷å îò íåïðåêúñíàòîñòòà ïî âñÿêà îò òÿõ ïîîò-
äåëíî. Íåêà f(x, y) å îïðåäåëåíà ñ ôîðìóëàòà

f(x, y) =
x y

x2 + y2
ïðè (x, y) 6= (0, 0) , f(0, 0) = 0.

Òîãàâà ïðè âñÿêî ôèêñèðàíî y ôóíêöèÿòà f(x, y) å íåïðåêúñíà-
òà êàòî ôóíêöèÿ íà ïðîìåíëèâàòà x, è ïðè âñÿêî ôèêñèðàíî x - êàòî
ôóíêöèÿ íà y. Â òî÷êàòà (0, 0) îáà÷å ôóíêöèÿòà íå å íåïðåêúñíàòà. Íà-
èñòèíà, àêî Pn = (1/n, 1/n), òî f (Pn) → 1/2. Íåùî ïîâå÷å, àêî ðàçãëå-
äàìå ðåäèöà îò òî÷êè â R2, êîÿòî êëîíè êúì íà÷àëîòî íà êîîðäèíàòèòå,
íàìèðàéêè ñå âúðõó ïðàâàòà ñ óðàâíåíèå y = λx, òî ðåäèöàòà îò ôóíê-
öèîíàëíèòå ñòîéíîñòè êëîíè êúì λ

1+λ2
, ò.å. ãðàíè÷íàòà ñòîéíîñò çàâèñè

îò ïîñîêàòà, ïî êîÿòî ñå ñòðåìèì êúì òî÷êàòà.
Âúçìîæíà å è ïî-ñëîæíà ñèòóàöèÿ - åäíà ôóíêöèÿ äà èìà åäíà è

ñúùà ãðàíèöà ïî âñè÷êè ïðàâè, ìèíàâàùè ïðåç äàäåíà òî÷êà, è âúïðåêè
òîâà äà íå áúäå íåïðåêúñíàòà â òàçè òî÷êà - âèæ çàäà÷à 11.

Õàðàêòåðèçàöèÿ íà íåïðåêúñíàòèòå ôóíêöèè. Êàçâàìå, ÷å
åäíà ôóíêöèÿ å íåïðåêúñíàòà, àêî òÿ å íåïðåêúñíàòà âúâ âñè÷êè òî÷êè



32 ÃËÀÂÀ 1. ÄÈÔÅÐÅÍÖÈÀËÍÎ ÑÌßÒÀÍÅ

íà äåôèíèöèîííàòà ñè îáëàñò. Íèå ùå èçëîæèì åäíà õàðàêòåðèçàöèÿ
íà íåïðåêúñíàòèòå ôóíêöèè.

Íåêà f(P ) å ôóíêöèÿ ñ äåôèíèöèîííà îáëàñò D ⊂ Rn è ñúñ çíà÷å-
íèÿ â Rm. Íåêà M å ïîäìíîæåñòâî íà Rm. Ïîä ïðàîáðàç íà M îòíîñíî
f ðàçáèðàìå ìíîæåñòâîòî îò îíåçè òî÷êè P ∈ D òàêèâà, ÷å f(P ) ∈ M
(ðàçáèðà ñå, òîâà ìîæå äà å è ïðàçíîòî ìíîæåñòâî). Ïðàîáðàçúò íà M
îòíîñíî f ùå îçíà÷àâàìå ñ f−1(M).

Ùå èçïîëçâàìå åäíî îáîáùåíèå íà ïîíÿòèåòî îòâîðåíî ìíîæåñòâî.
Íåêà D ⊂ Rn, è V å ïîäìíîæåñòâî íà D. Ùå êàçâàìå, ÷å ìíîæåñòâîòî
V å îòâîðåíî â D, àêî çà âñÿêà òî÷êà P ∈ V ñúùåñòâóâà ε > 0, òàêà ÷å
B (P, ε) ∩D ⊂ V. Àêî D ñúâïàäà ñ öÿëîòî Rn, ïîëó÷àâàìå èçâåñòíîòî
âå÷å îïðåäåëåíèå íà îòâîðåíî ìíîæåñòâî.

Òåîðåìà 6.Ôóíêöèÿòà f(P ) ñ äåôèíèöèîííà îáëàñò D ⊂ Rn è
ñúñ ñòîéíîñòè â Rm å íåïðåêúñíàòà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî
çà âñÿêî îòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî U ⊂ Rm, íåãîâèÿ ïðàîáðàç f−1(U) å
îòâîðåí â D.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà f(P ) å íåïðåêúñíàòà âúâ âñè÷êè òî÷êè íà
D, è íåêà U ⊂ Rm å îòâîðåíî ìíîæåñòâî. Ùå äîêàæåì, ÷å f−1(U) å
îòâîðåíî â D. Íàèñòèíà, íåêà P0 ∈ f−1(U). Òîãàâà f (P0) ïðèíàäëåæè
íà U, è ïî îïðåäåëåíèåòî íà îòâîðåíî ìíîæåñòâî ñúùåñòâóâà ε > 0,
òàêà ÷å B (f (P0) , ε) ⊂ U. Ïî äåôèíèöèÿòà íà Êîøè çà íåïðåêúñíàòîñò
ìîæåì äà íàìåðèì δ > 0, òàêà ÷å çà âñÿêî P ∈ D, çà êîåòî ρ (P, P0) < δ,
èìàìå ρ (f (P ) , f (P0)) < ε. Ïðåâåäåíî íà åçèêà íà ìíîæåñòâàòà, òîâà
îçíà÷àâà, ÷å B (P0, δ) ∩D ⊂ f−1(U), êîåòî è òðÿáâàøå äà ñå äîêàæå.

Îáðàòíî, íåêà å äàäåíî, ÷å ïðàîáðàçúò íà âñÿêî îòâîðåíî ìíîæåñ-
òâî îòíîñíî f å îòâîðåí â D. Äà ôèêñèðàìå ïðîèçâîëíà òî÷êà P0 ∈ D.
Ùå äîêàæåì, ÷å f å íåïðåêúñíàòà ïî Êîøè â P0. Íàèñòèíà, äà âçåìåì
ïðîèçâîëíî ε > 0, è äà îçíà÷èì ñ U îòâîðåíîòî ìíîæåñòâî B (f (P0) , ε)
â Rm. Òîãàâà f−1(U) å îòâîðåíî â D, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å ñúùåñòâóâà
δ > 0, òàêà ÷å B (P0, δ) ∩D ⊂ f−1(U). Òîâà çíà÷è, ÷å çà âñÿêî P ∈ D,
óäîâëåòâîðÿâàùî ρ (P, P0) < δ, å èçïúëíåíî ρ (f (P ) , f (P0)) < ε.

Ñâîéñòâà íà íåïðåêúñíàòèòå ôóíêöèè âúðõó êîìïàêòíî
ìíîæåñòâî. Òåîðåìèòå íà Âàéåðùðàñ çà íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè âúðõó
êðàåí è çàòâîðåí èíòåðâàë ëåñíî ñå ïðåíàñÿò çà ñëó÷àÿ íà íåïðåêúñíàòè
÷èñëîâè ôóíêöèè âúðõó êîìïàêòíè ïîäìíîæåñòâà íà Rn:
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Òåîðåìà 7. (Ïúðâà òåîðåìà íà Âàéåðùðàñ). Âñÿêà íåïðåêúñ-
íàòà ÷èñëîâà ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà âúðõó êîìïàêòíî ìíîæåñòâî, å
îãðàíè÷åíà.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà ÷èñëîâàòà ôóíêöèÿ f(P ) å äåôèíèðàíà è
íåïðåêúñíàòà çà P ∈ D, êúäåòî D å êîìïàêòíî ïîäìíîæåñòâî íà Rn. Äà
äîïóñíåì, ÷å f íå å îãðàíè÷åíà, íàïðèìåð, îòãîðå. Òîãàâà ñúùåñòâóâà
ðåäèöà îò òî÷êè Pk ∈ D òàêèâà. ÷å f (Pk) ≥ k. Ñïîðåä �2.10 íèå ìîæåì
äà èçáåðåì íåéíà ñõîäÿùà ïîäðåäèöà Pkl → P0 ∈ D. Òîãàâà îò åäíà
ñòðàíà f (Pkl) > kl è ñëåäîâàòåëíî f (Pkl) → +∞. Îò äðóãà ñòðàíà,
îò íåïðåêúñíàòîñòòà íà f â òî÷êàòà P0 ñëåäâà, ÷å f (Pkl) → f (P0), è
ïîëó÷åíîòî ïðîòèâîðå÷èå äîêàçâà òåîðåìàòà.

Òåîðåìà 8. (Âòîðà òåîðåìà íà Âàéåðùðàñ). Âñÿêà íåïðåêúñ-
íàòà ÷èñëîâà ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà âúðõó êîìïàêòíî ìíîæåñòâî, äîñ-
òèãà íàé-ãîëÿìàòà è íàé-ìàëêàòà ñè ñòîéíîñò.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà M = supP∈D f(P ). Òîãàâà çà âñÿêî åñ-
òåñòâåíî k ÷èñëîòî M − 1/k âå÷å íå å ãîðíà ãðàíèöà çà ñòîéíîñòè-
òå íà ôóíêöèÿòà, è íèå ìîæå äà íàìåðèì òî÷êà Pk ∈ D òàêàâà. ÷å
M−1/k < f (Pk) ≤M . Îòíîâî ùå èçáåðåì ñõîäÿùà ïîäðåäèöà Pkl → P0.
Êàòî èçâúðøèì ãðàíè÷åí ïðåõîä â íåðàâåíñòâàòà

M − 1

kl
< f (Pkl) ≤M,

ïîëó÷àâàìå M ≤ f (P0) ≤M , ò.å. f (P0) = M .
Òâúðäåíèÿòà çà îãðàíè÷åíîñò îòäîëó è çà äîñòèãàíå íà òî÷íàòà

äîëíà ãðàíèöà ñå ïîëó÷àâàò àíàëîãè÷íî.

Çà èçîáðàæåíèÿ ãîðíèòå òâúðäåíèÿ íå ñå ïðåíàñÿò äîñëîâíî, íî ñå
çàìåñòâàò îò ñëåäâàùàòà òåîðåìà. Çà ñëó÷àÿ íà ÷èñëîâè ôóíêöèè òÿ å
åêâèâàëåíòíà ñ òåîðåìè 6 è 7 (ïîêàæåòå!).

Òåîðåìà 9.Îáðàçúò íà êîìïàêòíî ìíîæåñòâî ïðè íåïðåêúñíàòî
èçîáðàæåíèå å êîìïàêòåí.

Äîêàçàòåëñòâî.Íåêà f(P ) å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà
âúðõó êîìïàêòíîòî ìíîæåñòâî D ⊂ Rn è âçåìàùà ñòîéíîñòè â Rm. Ùå
ïîêàæåì, ÷å íåéíèÿò îáðàç f(D) ⊂ Rm, ñúñòîÿù ñå îò âñè÷êè òî÷êè
f(P ), P ∈ D, å êîìïàêòíî ïîäìíîæåñòâî íà Rm. Ïî òåîðåìà �2.10 å
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äîñòàòú÷íî äà ïîêàæåì, ÷å îò âñÿêà ðåäèöà îò òî÷êè Qk ∈ f(D) ìîæåì
äà èçáåðåì ïîäðåäèöà, ñõîäÿùà êúì òî÷êà îò f(D). Íåêà Qk = f (Pk).
Èçáèðàìå ïîäðåäèöà Pkl îò òî÷êè íà D, êëîíÿùà êúì P0 ∈ D. Òîãàâà
îò íåïðåêúñíàòîñòòà â òî÷êàòà P0 ïîëó÷àâàìå, ÷å Qkl → Q0 = f (P0).

Ðàâíîìåðíà íåïðåêúñíàòîñò. È òîâà ïîíÿòèå ñå ïðåíàñÿ îò åä-
íîìåðíèÿ ñëó÷àé ïî÷òè áåç èçìåíåíèÿ:

Îïðåäåëåíèå.Èçîáðàæåíèåòî f ñ äåôèíèöèîííà îáëàñòD ⊂ Rn

ñå íàðè÷à ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòî â D, àêî çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà
δ > 0, òàêà ÷å çà âñåêè äâå òî÷êè P è Q îò D, çà êîèòî ρ(P,Q) < δ,
èìàìå ρ(f(P ), f(Q)) < ε.

Òåîðåìà 10. (Òåîðåìà íà Êàíòîð).Âñÿêî èçîáðàæåíèå, äåôè-
íèðàíî âúðõó êîìïàêòíî ìíîæåñòâî è íåïðåêúñíàòî â íåãî, å è ðàâ-
íîìåðíî íåïðåêúñíàòî.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà äîïóñíåì, ÷å èçáðàæåíèåòî f , äåôèíèðàíî è
íåïðåêúñíàòî âúðõó êîìïàêòíîòî ìíîæåñòâî D, íå å ðàâíîìåðíî íåï-
ðåêúñíàòî. Òîãàâà ñúùåñòâóâà ÷èñëî ε0 > 0 òàêîâà, ÷å ïî-íàòàòúøíàòà
÷àñò îò îïðåäåëåíèåòî íå å èçïúëíåíà, ò.å. çà âñÿêî δ > 0 ñúùåñòâóâàò
òî÷êè Pδ, Qδ ∈ D òàêèâà, ÷å ρ (Pδ, Qδ) < δ, íî ρ (f (Pδ) , f (Qδ)) ≥ ε0.
Äà äàäåì íà δ ñòîéíîñòè δk = 1/k, . . . è äà îçíà÷èì Pk = Pδk , Qk =
Qδk . Òîãàâà òåçè òî÷êè óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèÿòà ρ (Pk, Qk) < 1/k è
ρ (f (Pk) , f (Qk)) ≥ ε0. Íåêà {Pkl}, l = 1, 2, . . ., å ñõîäÿùà ïîäðåäèöà
íà ðåäèöàòà {Pk}. Äà îçíà÷èì ãðàíèöàòà è ñ P0. Î÷åâèäíî ðåäèöàòà
{Qkl}, l = 1, 2, . . ., êëîíè êúì ñúùàòà ãðàíèöà. Òîãàâà f (Pkl) → f (P0),
f (Qkl)→ f (P0), è f (Pkl)− f (Qkl)→ ~0, êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà äîïóñêà-
íåòî, ÷å ρ (f (Pkl) , f (Qkl)) ≥ ε0.

Ëèíåéíî ñâúðçàíè ìíîæåñòâà. Òåîðåìà çà ìåæäèííèòå
ñòîéíîñòè. Â ïúðâàòà ÷àñò íà àíàëèçà ñå äîêàçâà ñëåäíîòî ñâîéñòâî íà
íåïðåêúñíàòèòå ôóíêöèè: íåêà f(x) å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ, äåôèíè-
ðàíà âúðõó èíòåðâàë (âèäà íà èíòåðâàëà íå å îò çíà÷åíèå). Àêî A è B ñà
ñòîéíîñòèòå íà ôóíêöèÿòà â äâå òî÷êè îò äåôèíèöèîííèÿ èíòåðâàë, è C
å ÷èñëî ìåæäó A è B, òî ñúùåñòâóâà òî÷êà, â êîÿòî f(x) âçåìà ñòîéíîñò
C. Òåîðåìàòà íå å âÿðíà, àêî ïðîïóñíåì óñëîâèåòî, ÷å äåôèíèöèîíàòà
îáëàñò å èíòåðâàë: íàïðèìåð, íåêà äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî å îáåäè-
íåíèå íà äâà íåïðåñè÷àùè ñå èíòåðâàëà, è f(x) å ðàâíà íà êîíñòàíòàòà
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0 âúðõó ïúðâèÿ, è íà 1 - âúðõó âòîðèÿ. Òàêà îïðåäåëåíàòà ôóíêöèÿ å
íåïðåêúñíàòà, íî ìåæäèííàòà ñòîéíîñò 1/2 íå ñå äîñòèãà â íèêîÿ òî÷êà.

Çà äà óñïååì äà ïðåíåñåì òàçè òåîðåìà â ìíîãîìåðíèÿ ñëó÷àé,
òðÿáâà äà ìîæåì äà ïðàâèì ðàçãðàíè÷åíèå ìåæäó äâàòà ñëó÷àÿ çà ïîä-
ìíîæåñòâà íà Rn. Îáùî êàçàíî, òðÿáâà äà ðàçäåëèì ìíîæåñòâàòà, êîèòî
"ñå ñúñòîÿò îò åäíî ïàð÷å", îò òåçè, êîèòî ñà "îò íÿêîëêî ïàð÷åòà". Òîâà
âîäè äî ïîíÿòèåòî ëèíåéíà ñâúðçàíîñò íà ìíîæåñòâî. Òîâà å ìíîæåñò-
âî, âñåêè äâå òî÷êè íà êîåòî ìîæå äà áúäàò ñúåäèíåíè ñ íåïðåêúñíàòà
ëèíèÿ. Ùå íàïîìíèì ïîíÿòèåòî íåïðåêúñíàòà êðèâà ëèíèÿ â Rn (âèæ
÷àñò I, �2.12, êúäåòî òîâà ïîíÿòèå å äåôèíèðàíî çà êðèâè â Rn):

Îïðåäåëåíèå. Ïîä íåïðåêúñíàòà êðèâà ëèíèÿ â Rn ðàçáèðàìå
íåïðåêúñíàòî èçîáðàæåíèå íà êðàéíèÿ è çàòâîðåí èíòåðâàë [a, b] â
ïðîñòðàíñòâîòî Rn.

Òàêà, âñÿêà íåïðåêúñíàòà êðèâà â Rn ñå çàäàâà ñ âåêòîðíà ôóíêöèÿ
ϕ(t) = (ϕ1(t), . . . , ϕn(t)), t ∈ [a, b]. Ñúñ ñúùèÿ òåðìèí ùå îçíà÷àâàìå è
ìíîæåñòâîòî îò ñòîéíîñòèòå íà ϕ(t): Γϕ = {ϕ(t)}t∈[a,b]. Òî÷êèòå ϕ(a) è
ϕ(b) ñå íàðè÷àò ñúîòâåòíî íà÷àëíà è êðàéíà òî÷êà íà êðèâàòà Γϕ.

Îïðåäåëåíèå. Åäíî ìíîæåñòâî D ⊂ Rn ñå íàðè÷à ëèíåéíî ñâúð-
çàíî, àêî çà âñåêè äâå òî÷êè P , Q îò D ñúùåñòâóâà íåïðåêúñíàòà
êðèâà Γϕ, ñúäúðæàùà ñå â D, ñ íà÷àëíà òî÷êà P è êðàéíà òî÷êà Q.

Íàïðèìåð, âñÿêî èçïúêíàëî ìíîæåñòâî å ëèíåéíî ñâúðçàíî. Ùå
íàïîìíèì, ÷å åäíî ìíîæåñòâî ñå íàðè÷à èçïúêíàëî, àêî òî ñúäúðæà
çàåäíî ñ âñåêè äâå ñâîè òî÷êè è îòñå÷êàòà, êîÿòî ãè ñâúðçâà. Òàêèâà
ìíîæåñòâà ñà êðúãà, ïðàâîúãúëíèêà, òðèúãúëíèêà è äð. Îòñå÷êàòà, êî-
ÿòî ñâúðçâà òî÷êèòå P è Q, ìîæå äà ñå ïàðàìåòðèçèðà ïî ôîðìóëàòà
ϕ(t) = (1−t) P +t Q, è ñëåäîâàòåëíî ïðåäñòàâëÿâà íåïðåêúñíàòà êðèâà,
ñúåäèíÿâàùà òåçè òî÷êè.

Îáðàòíî, îáåäèíåíèåòî íà äâà íåïðåñè÷àùè ñå êðúãà íå å ëèíåéíî
ñâúðçàíî (äîêàæåòå!).

Çàáåëåæêà. Äðóãî, áëèçêî ïî õàðàêòåð ñâîéñòâî íà ìíîæåñòâàòà
â Rn ñå äàâà â îïðåäåëåíèåòî íà ñâúðçàíî ìíîæåñòâî - âèæ çàäà÷è 13-17.

Òåîðåìà 11. (Òåîðåìà çà ìåæäèííèòå ñòîéíîñòè.) Íåêà f å
íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ âúðõó ëèíåéíî ñâúðçàíîòî ìíîæåñòâî D ⊂ Rn,
P è Q ñà äâå òî÷êè îòD, è A = f(P ), B = f(Q). Íåêà C å ÷èñëî ìåæäó
A è B. Òîãàâà ñúùåñòâóâà òî÷êà L ∈ D òàêàâà, ÷å f(L) = C.
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Äîêàçàòåëñòâî.Ùå ñâåäåì çàäà÷àòà êúì åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé, äî-
êàçàí â I �1.11, ñëåäñòâèå 2. Íåêà èçîáðàæåíèåòî ϕ(t) : [a, b] → Rn äà
îïðåäåëÿ íåïðåêúñíàòà êðèâà, ëåæàùà â D è ñúåäèíÿâàùà òî÷êèòå P
è Q. Äà îïðåäåëèì ôóíêöèÿòà íà åäíà ïðîìåíëèâà F (t) ïî ôîðìóëàòà
F (t) = f (ϕ(t)), t ∈ [a, b]. Òîãàâà èìàìå F (a) = A, F (b) = B, è ñëåäîâà-
òåëíî ñúùåñòâóâà òî÷êà ξ ∈ (a, b) òàêàâà, ÷å F (ξ) = C. Íåêà L = ϕ(ξ);
òîãàâà f(L) = F (ξ) = C.

Óïðàæíåíèÿ.

1. Äîêàæåòå, ÷å åâêëèäîâîòî ðàçñòîÿíèå ρ(P,Q) â Rn å ðàâíîìåðíî
íåïðåêúñíàòî ïî äâåòå ïðîìåíëèâè åäíîâðåìåííî, ò.å. ñå ÿâÿâà íåïðå-
êúñíàòà ôóíêöèÿ íà òî÷êàòà (P,Q) ∈ R2n.

Óïúòâàíå. Äîêàæåòå íåðàâåíñòâîòî

|ρ (P1, Q1)− ρ (P2, Q2)| ≤ ρ (P1, P2) + ρ (Q1, Q2) .

2. Êàòî ñëåäñòâèå ïîêàæåòå, ÷å àêî f(P ) å íåïðåêúñíàòà âåêòîð-
íîçíà÷íà ôóíêöèÿ, òî ||f(P )|| = ρ(P,~0) å íåïðåêúñíàòà ÷èñëîâà ôóí-
êöèÿ. Â ÷àñòíîñò, àêî ÷èñëîâàòà ôóíêöèÿ ϕ(P ) å íåïðåêúñíàòà, òî è
|ϕ(P )| å ñúùî òàêàâà.

3. Äîêàæåòå, ÷å ìèíèìóìúò è ìàêñèìóìúò íà êðàåí áðîé ÷èñëîâè
ôóíêöèè å ñúùî íåïðåêúñíàòà.

Óïúòâàíå. Â ñëó÷àÿ íà äâå ôóíêöèè èçïîëçâàéòå ðàâåíñòâàòà

max (f(P ), g(P )) =
f(P ) + g(P ) + |f(P )− g(P )|

2
,

min (f(P ), g(P )) =
f(P ) + g(P )− |f(P )− g(P )|

2
.

Â îáùèÿ ñëó÷àé òâúðäåíèåòî ñå äîêàçâà ÷ðåç èíäóêöèÿ ïî áðîÿ íà ôóí-
êöèèòå.

4. (Ðàçñòîÿíèå ìåæäó òî÷êà è ìíîæåñòâî.) Íåêà P å òî÷êà è A å
ïîäìíîæåñòâî íà Rn. Ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó P è A ñå îïðåäåëÿ ïî ôîð-
ìóëàòà

ρ(P,A) = inf {ρ(P,Q) : Q ∈ A} .
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à/ Äîêàæåòå, ÷å |ρ(P,A)− ρ(Q,A)| ≤ ρ(P,Q) è ñëåäîâàòåëíî
ρ(P,A) å ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ íà P .

á/ Íåêà A å çàòâîðåíî. Äîêàæåòå, ÷å â ãîðíàòà äåôèíèöèÿ ìèíè-
ìóìúò ñå äîñòèãà, ò.å. ñúùåñòâóâà Q ∈ A òàêîâà, ÷å ρ(P,A) = ρ(P,Q).

â/ Ïîêàæåòå êàòî ñëåäñòâèå îò á/, ÷å àêî A å çàòâîðåíî è P /∈ A,
òî ρ(P,A) > 0.

5. (Ðàçñòîÿíèå ìåæäó äâå ìíîæåñòâà.) Íåêà A è B ñà ïîäìíîæåñ-
òâà íà Rn. Äà ïîëîæèì

ρ(A,B) = inf {ρ(P,Q) : P ∈ A , Q ∈ B} .

à/ Äîêàæåòå, ÷å ρ(A,B) = infP∈A ρ(P,B) = infQ∈B ρ(Q,A).
á/ Äîêàæåòå, ÷å àêî A è B ñà íåïðåñè÷àùè ñå ïîäìíîæåñòâà íà

Rn, êàòî A å êîìïàêòíî, à B å çàòâîðåíî, òî â ãîðíàòà äåôèíèöèÿ ìè-
íèìóìúò ñå äîñòèãà, ò.å. ñúùåñòâóâàò òî÷êè P ∈ A è Q ∈ B òàêèâà, ÷å
ρ(P,Q) = ρ(A,B).

â/ Äîêàæåòå, ÷å àêî ìíîæåñòâàòà A è B óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâè-
ÿòà îò á/, òî ρ(A,B) > 0. Äàéòå ïðèìåð íà íåïðåñè÷àùè ñå çàòâîðåíè
ïîäìíîæåñòâà A è B íà R2 òàêèâà, ÷å ρ(A,B) = 0.

6. Íåêà M å êîìïàêòíî ìíîæåñòâî â Rn è U = {Uα}α∈A å íåãîâî
îòâîðåíî ïîêðèòèå. Äîêàæåòå, ÷å ñúùåñòâóâà δ > 0 (íàðè÷àíî ÷èñëî íà
Ëåáåã íà ïîêðèòèåòî U) òàêîâà, ÷å çà âñÿêî P ∈ M êúëáîòî B(P, δ) ñå
ñúäúðæà â íÿêîå îò îòâîðåíèòå ìíîæåñòâà Uα.

Óïúòâàíå. Ñïîðåä òåîðåìàòà íà Õàéíå-Áîðåë ìîæåì äà ñ÷èòàìå,
÷å ïîêðèòèåòî å êðàéíî, ò.å. ÷å M ⊂ U1 ∪ . . . ∪Uk.

Äà îçíà÷èì ñ fi(P ) ôóíêöèÿòà, ðàâíà íà ðàçñòîÿíèåòî îò P äî
äîïúëíåíèåòî Rn \Ui íà ìíîæåñòâîòî Ui. Íåêà

f(P ) = max (f1(P ), . . . , fk(P )) .

Èçïîëçâàéêè çàäà÷è 3 è 4, ïîêàæåòå, ÷å f(P ) å íåïðåêúñíàòà ôóíê-
öèÿ, êîÿòî íå ñå àíóëèðà íèêúäå âúðõó M, è ñïîðåä âòîðàòà òåîðåìà
íà Âàéåðùðàñ ìèíèìàëíàòà è ñòîéíîñò òàì δ å ñòðîãî ïîëîæèòåëíà.
Íåêà òî÷êàòà P ∈M ïðèíàäëåæè íà ìíîæåñòâàòà Ui1 , . . . ,Uis . Òîãàâà
ïîíå åäíî îò ÷èñëàòà fi1(P ), . . . , fis(P ) å ïî-ãîëÿìî èëè ðàâíî íà δ, è
ñëåäîâàòåëíî êðúãúò B(P, δ) ñå ñúäúðæà â ñúîòâåòíîòî ìíîæåñòâî.
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7. Íåêà A è B ñà íåïðåñè÷àùè ñå çàòâîðåíè ïîäìíîæåñòâà íà Rn.
Ïîñòðîéòå íåïðåêúñíàòà â Rn ôóíêöèÿ f(P ) òàêàâà, ÷å f(P ) = 0 çà
P ∈ A, f(P ) = 1 çà P ∈ B, è 0 ≤ f(P ) ≤ 1.

Óïúòâàíå. Îïðåäåëåòå f(P ) ñ ôîðìóëàòà:

f(P ) =
ρ(P,A)

ρ(P,A) + ρ(P,B)
.

8. Íåêà A è B ñà êàòî â ãîðíàòà çàäà÷à. Äîêàæåòå, ÷å òå ìîãàò
äà áúäàò îòäåëåíè ñ íåïðåñè÷àùè ñå îêîëíîñòè, ò.å. ñúùåñòâóâàò äâå
îòâîðåíè ïîäìíîæåñòâà U,V íà Rn òàêèâà, ÷å A ⊂ U, B ⊂ V, è
U ∩V = Ø.

Óïúòâàíå. Ïîëîæåòå U = f−1 ((−∞, 1/2)), V = f−1 ((1/2,+∞)).

9. Íåêà F å çàòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî íà Rn è f(P ) å íåïðåêúñíà-
òà ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà âúðõó F è òàêàâà, ÷å |f(P )| ≤ C. Äîêàæåòå,
÷å ñúùåñòâóâà íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ g(P ), äåôèíèðàíà âúðõó öÿëîòî
ïðîñòðàíñòâî Rn, òàêà ÷å

|f(P )− g(P )| ≤ 2

3
C çà âñÿêî P ∈ F.

Óïúòâàíå. Íåêà îçíà÷èì ñ A ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè òî÷êè P ∈
F, çà êîèòî f(P ) ≤ −C/3, è ñB � òåçè, â êîèòî f(P ) ≥ C/3. Èçïîëçâàéêè
ðåçóëòàòà íà çàä. 7, ïîñòðîéòå ôóíêöèÿ g(P ), íåïðåêúñíàòà âúðõó Rn

òàêàâà, ÷å g(P ) = −C/3 ïðè P ∈ A, g(P ) = C/3 ïðè P ∈ B, è |g(P )| ≤
C/3 íàâñÿêúäå âúðõó Rn. Äîêàæåòå, ÷å ôóíêöèÿòà g(P ) óäîâëåòâîðÿâà
óñëîâèåòî íà çàäà÷àòà.

10. (Òåîðåìà íà Óðèñîí-Òèòöå çà ïðîäúëæåíèåòî). Íåêà F
å çàòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî íà Rn è ôóíêöèÿòà f(P ) å íåïðåêúñíàòà è
îãðàíè÷åíà âúðõó F: |f(P )| ≤ C. Äîêàæåòå, ÷å f(P ) ìîæå äà áúäå ïðî-
äúëæåíà äî ôóíêöèÿ g(P ), íåïðåêúñíàòà âúðõó öÿëîòî ïðîñòðàíñòâî
Rn, êàòî îòíîâî |g(P )| ≤ C.

Óïúòâàíå. Íåêà |f(P )| ≤ C. Íåêà g1(P ) å íåïðåêúñíàòà âúð-
õó Rn ôóíêöèÿ òàêàâà, ÷å |f(P )− g1(P )| ≤ 2

3
C (âèæ çàä. 9). Íåêà

f1(P ) = f(P )− g1(P ). Òîãàâà ñúùåñòâóâà íåïðåêúñíàòà âúðõó Rn ôóí-
êöèÿ g2(P )òàêàâà, ÷å |f1(P )− g2(P )| ≤

(
2
3

)2
C è ò.í. Ïîëó÷àâàìå ðåäèöà
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{gn(P )} îò íåïðåêúñíàòè âúðõó Rn ôóíêöèè, çà êîèòî |gn(P )| ≤ C

3n
è

|f(P )− (g1(P ) + g2(P ) + . . .+ gn(P ))| ≤
(

2

3

)n
C

âúðõó F. Äà îçíà÷èì

g(P ) =
∞∑
n=1

gn(P ).

Äîêàæåòå, ÷å âúðõó F ôóíêöèèòå f(P ) è g(P ) ñúâïàäàò. Èçïîëçâàéêè
ôàêòà, ÷å ñóìà íà ðàâíîìåðíî ñõîäÿù ðåä îò íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè å
ñúùî íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ, ïîêàæåòå, ÷å g(P ) å íåïðåêúñíàòà âúðõó
Rn.

Ñëåäâàùèòå ïî-íàòàòúê çàäà÷è 11 - 15 ïîêàçâàò, ÷å ðåçóëòàòèòå
íà òîçè è ïðåäíèòå ïàðàãðàôè íå çàâèñÿò îò èçáîðà íà íîðìà â Rn. Â
÷àñòíîñò, âñè÷êè âúçìîæíè íîðìè îïðåäåëÿò åäíà è ñúùà ñõîäèìîñò �
âúâåäåíàòà â �2 ïîêîîðäèíàòíà ñõîäèìîñò.

11. Íåêà ||P ||′ å íîðìà â Rn, ò.å. ÷èñëîâà ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿ-
âàùà óñëîâèÿòà 1'/ - 3'/ îò �1. Äîêàæåòå, ÷å ||P ||′ å íåïðåêúñíàòà â
òî÷êàòà ~0.

Óïúòâàíå. Íåêà ~e1, . . . ~en ñà êîîðäèíàòíèòå âåêòîðè â Rn. Òîãàâà
çà òî÷êàòà P ñ êîîðäèíàòè (x1, . . . , xn) å â ñèëà âåêòîðíîòî ðàâåíñòâî
P = x1~e1 + . . .+ xn~en, è îò íåðàâåíñòâîòî íà òðèúãúëíèêà ïîëó÷àâàìå

||P ||′ ≤
n∑
i=1

|xi| ||~ei||′ ≤
√∑(

||~ei||′
)2
√∑

x2
i .

12. Àêî ||P ||′ å êàêòî â ïðåäíàòà çàäà÷à, äîêàæåòå, ÷å ||P ||′ å ðàâ-
íîìåðíî íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ â Rn.

Óïúòâàíå. Ïîêàæåòå, ÷å
∣∣||P ||′ − ||Q||′∣∣ ≤ ||P −Q||′, è èçïîëçâàé-

òå ãîðíîòî íåðàâåíñòâî çà P −Q.
13. Íåêà ||P ||′ å ïðîèçâîëíà íîðìà â Rn, óäîâëåòâîðÿâàùà óñëîâè-

ÿòà 1′/ - 3′/, è íåêà ||P || å îáè÷àéíàòà åâêëèäîâà íîðìà â Rn. Äîêàæåòå,
÷å ñúùåñòâóâàò êîíñòàíòè c, C, 0 < c ≤ C, òàêà ÷å çà âñÿêî P ∈ Rn äà
èìàìå

c ||P || ≤ ||P ||′ ≤ C ||P || .
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Óïúòâàíå. Íåêà S å ñôåðà â Rn ñ öåíòúð â íà÷àëîòî è ðàäèóñ
åäèíèöà (ò.å. ìíîæåñòâîòî îò òî÷êèòå â Rn ñ åâêëèäîâà íîðìà åäèíèöà).
Äà îçíà÷èì ñúîòâåòíî ñ c è C íàé-ìàëêàòà è íàé-ãîëÿìàòà ñòîéíîñò
íà ôóíêöèÿòà ||P ||′ âúðõó S (êîèòî ñúùåñòâóâàò ñïîðåä òåîðåìèòå íà
Âàéåðùðàñ). Ïîêàæåòå, ÷å òå óäîâëåòâîðÿâàò ãîðíèòå íåðàâåíñòâà.

Çàáåëåæêà. Êàçâàìå, ÷å íîðìèòå ||P || è ||P ||′ ñà åêâèâàëåíòíè,
àêî ñúùåñòâóâàò ïîëîæèòåëíè êîíñòàíòè c è C. çà êîèòî íåðàâåíñòâîòî
îò çàäà÷àòà âèíàãè å óäîâëåòâîðåíî. Â òàçè òåðìèíîëîãèÿ, òâúðäåíèåòî
íà çàäà÷àòà ìîæå äà ñå ôîðìóëèðà òàêà: Âñÿêà íîðìà â Rn å åêâèâà-
ëåíòíà íà åâêëèäîâàòà.

14. Íåêà ||P || è ||P ||′ ñà íîðìè â Rn, è ρ(P,Q), ρ′(P,Q) ñà ïîðîäå-
íèòå îò òÿõ ðàçñòîÿíèÿ (âèæ �1.) Äîêàæåòå, ÷å ||P || è ||P ||′ ñà åêâèâà-
ëåíòíè òî÷íî òîãàâà, êîãàòî ðàçñòî÷íèÿòà ρ, ρ′ ïîðàæäàò åäíà è ñúùà
ñõîäèìîñò íà ðåäèöè îò òî÷êè â Rn.

Óïúòâàíå. Äîñòàòú÷íî å äà äîêàæåòå çàäà÷àòà çà ðåäèöè, êëîíÿ-
ùè êúì íóëàòà. Â åäíàòà ïîñîêà òâúðäåíèåòî ñëåäâà íåïîñðåäñòâåíî îò
äåôèíèöèÿòà íà åêâèâàëåíòíîñò. Îáðàòíî, íåêà çà âñÿêî åñòåñòâåíî k
ñúùåñòâóâà òî÷êà Pk ∈ Rn òàêàâà, ÷å ||Pk||′ > k ||Pk||. Òîãàâà ðåäèöàòà
Qk =

1√
k ||Pk||

Pk óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà ||Qk|| → 0, ||Qk||′ → +∞.

15. Íåêà ||P ||′ å ïðîèçâîëíà íîðìà â Rn, óäîâëåòâîðÿâàùà óñëîâè-
ÿòà 1′/ - 3′/. Èçïîëçâàéêè òâúðäåíèÿòà íà çàäà÷è 8 è 9, äîêàæåòå, ÷å
ñõîäèìîñòòà îòíîñíî ||P ||′ íà ðåäèöè îò òî÷êè â Rn ñúâïàäà ñ ïîêîîð-
äèíàòíàòà ñõîäèìîñò (âèæ òåîðåìà 3 îò �2).

Ïîÿñíåíèå. Êàçâàìå, ÷å ðåäèöàòà {Pk} êëîíè êúì P0 îòíîñíî
íîðìàòà ||P ||′, àêî ||Pk − P0||′ → 0 (â äåôèíèöèÿòà çà ñõîäèìîñò â �2 çà
òàçè öåë å èçïîëçâàíà åâêëèäîâàòà íîðìà.)

16. Íåêà f(x, y) å ôóíêöèÿòà â R2, äåôèíèðàíà ñ ôîðìóëèòå:

f(x, y) =
x2 y

x4 + y2
ïðè (x, y) 6= (0, 0) , f(0, 0) = 0.

Äîêàæåòå, ÷å f(x, y) íå å íåïðåêúñíàòà â íà÷àëîòî íà êîîðäèíàòíà-
òà ñèñòåìà, íî å íåïðåêúñíàòà ïî âñÿêà ïðàâà, ìèíàâàùà ïðåç íà÷àëîòî.

Óïúòâàíå. Âñÿêà ïðàâà ïðåç íà÷àëîòî ñå ïàðàìåòðèçèðà ñ ôîð-
ìóëèòå x = λt, y = µt, t ∈ R, ïðè ïîäõîäÿùè λ è µ. Ëåñíî ñå âèæäà,
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÷å ôóíêöèÿòà f (λt, µt), ïîëó÷åíà ÷ðåç çàìåñòâàíå ïî òåçè ôîðìóëè, å
íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ íà t. Îò äðóãà ñòðàíà, ðåäèöàòà Pn = (1/n, 1/n2)
êëîíè êúì (0, 0), íî f (Pn)→ 1/2.

17. Äîêàæåòå, ÷å ïîäìíîæåñòâîòî V íà ìíîæåñòâîòî D å îòâîðå-
íî â D (ñïîðåä äåôèíèöèÿòà, ïðåäõîæäàùà òåîðåìà 6) òîãàâà è ñàìî
òîãàâà, êîãàòî ñúùåñòâóâà îòâîðåíî ìíîæåñòâî U, òàêà ÷å V = D ∩U.

18. Åäíî ïîäìíîæåñòâî M íà Rn ñå íàðè÷à ñâúðçàíî, àêî íå ñú-
ùåñòâóâàò äâå íåïðåñè÷àùè ñå îòâîðåíè ìíîæåñòâà U è V, òàêà ÷å
M ⊂ U ∪V (Ñ äðóãè äóìè, M íå ìîæå äà ñå ðàçëîæè íà äâå îòâîðåíè
â íåãî íåïðåñè÷àùè ñå ïîäìíîæåñòâà.) Äîêàæåòå, ÷å âñåêè èíòåðâàë å
ñâúðçàíî ïîäìíîæåñòâî íà R.

Óïúòâàíå. Íåêà I = [a, b] ⊂ U ∪V, êàòî U ∩V = Ø. Äà èçáåðåì
òî÷êè α ∈ U, β ∈ V. Ðàçãëåäàéòå òî÷êàòà

γ = supx, x ∈ [α, β] ∩ U,

è ïîêàæåòå, ÷å γ å êîíòóðíà òî÷êà çà U è V. Ñëåäîâàòåëíî, γ íå ìîæå
äà ïðèíàäëåæè íèòî íà U, íèòî íà V.

19. Äîêàæåòå, ÷å âñÿêî ëèíåéíî ñâúðçàíî ìíîæåñòâî å ñâúðçàíî.
Óïúòâàíå. Äà äîïóñíåì, ÷åM ⊂ U∪V, êàòîU∩V = Ø, è ϕ(t), t ∈

[a, b], å ïàðàìåòðèçàöèÿ íà íåïðåêúñíàòà êðèâà, ñâúðçâàùà òî÷êà îò U
ñ òî÷êà îò V. Òîãàâà èíòåðâàëúò [a, b] ñå ïðåäñòàâÿ êàòî îáåäèíåíèå íà
íåïðåñè÷àùèòå ñå îòâîðåíè ìíîæåñòâà ϕ−1(U) è ϕ−1(V).

20. Äà îçíà÷èì ñ M ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà f(x), çàäàäåíà ñ
ôîðìóëàòà

f(x) = sin
1

x
ïðè x 6= 0 , f(0) = 0

(âèæ ãðàôèêàòà â I, ñòð. 92.)
Äîêàæåòå, ÷å M å ñâúðçàíî, íî íå å ëèíåéíî ñâúðçàíî.

21. Äîêàæåòå, ÷å âñÿêî îòâîðåíî ñâúðçàíî ïîäìíîæåñòâî íà Rn å
è ëèíåéíî ñâúðçàíî.

22. Äîêàæåòå, ÷å àêî f å íåïðåêúñíàòà ÷èñëîâà ôóíêöèÿ âúðõó
ñâúðçàíîòî ìíîæåñòâîM, òî çà íåÿ å âàëèäíà òåîðåìàòà çà ìåæäèííèòå
ñòîéíîñòè (òåîðåìà 11).
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Óïúòâàíå. Äà äîïóñíåì, ÷å ÷èñëàòà A è B ñà ñòîéíîñòè íà ôóí-
êöèÿòà f , A < C < B, è ÷èñëîòî C íå å ñòîéíîñò íà f . Òîãàâà ùå èìàìå
M ⊂ f−1 ((−∞, C)) ∪ f−1 ((C,+∞)).

23. Íåêà f(P ) å ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà è íåïðåêúñíàòà âúðõó îòâî-
ðåíîòî è îãðàíè÷åíî ìíîæåñòâî D ⊂ Rn. Äîêàæåòå, ÷å f å ðàâíîìåðíî
íåïðåêúñíàòà âúðõó D òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî òÿ ñå ïðîäúëæàâà
äî íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ f(P ) âúðõó çàòâîðåíàòà îáâèâêà D íà D.

Çàáåëåæêà. Â åäíàòà ïîñîêà ãîðíîòî òâúðäåíèå å íåïîñðåäñòâåíî
ñëåäñòâèå íà òåîðåìà 10; íàèñòèíà, àêî f(P ) ñúùåñòâóâà, òî òÿ å ðàâíî-
ìåðíî íåïðåêúñíàòà âúðõó D, è ñëåäîâàòåëíî ñúùîòî å âÿðíî è çà f(P ).
Òðóäíàòà ÷àñò íà çàäà÷àòà å äà ñå ïîñòðîè íåïðåêúñíàòî ïðîäúëæåíèå
íà ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòàòà ôóíêöèÿ f(P ) â òî÷êèòå îò êîíòóðà bD
íà D.

Óïúòâàíå.Íåêà P0 ∈ bD è Pk → P0, Pk ∈ D. Äîêàæåòå, ÷å ðåäèöà-
òà {f (Pk)} óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî íà Êîøè è ñëåäîâàòåëíî å ñõîäÿùà
(âèæ ò. 8 îò �1.6 â ÷àñò I). Ïîêàæåòå, ÷å ãðàíè÷íàòà ñòîéíîñò f (P0) íå
çàâèñè îò èçáîðà íà ðåäèöàòà {Pk}, êëîíÿùà êúì P0. Äîêàæåòå, ÷å òàêà
ïðîäúëæåíàòà ôóíêöèÿ f (P ) å íåïðåêúñíàòà âúðõó D.
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1.4 Äèôåðåíöèðóåìîñò íà ôóíêöèè è èçîá-

ðàæåíèÿ. Äèôåðåíöèðàíå íà ñúñòàâíè

ôóíêöèè

-100

-50

0

50

100-100

-50

0

50

100-10 000

-5000

0

5000

10 000

Ãðàôèêà íà ôóíêöèÿòà f(x, y) = x2 − y2

è äîïèðàòåëíè âåêòîðè êúì ãðàôèêàòà.

Íåêà f (x1, . . . , xn) å ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà â îòâîðåíîòî ïîäìíî-
æåñòâî D íà Rn. Íàé-÷åñòî å òðóäíî äà ñè ïðåäñòàâèì íàãëåäíî ïîâåäå-
íèåòî íà òàçè ôóíêöèÿ; çà òàçè öåë ìîæåì äà ðàçãëåäàìå çàâèñèìîñòòà
íà ôóíêöèÿòà f îò âñÿêà åäíà ïðîìåíëèâà ïîîòäåëíî. Íåêà ôèêñèðàìå
òî÷êà x0 = (x0

1, . . . , x
0
n) îòD, è äà âúâåäåì ñëåäíèòå (n íà áðîé) ôóíêöèè

íà åäíà ïðîìåíëèâà:

ϕi(t) = f
(
x0

1, . . . , x
0
i−1, t, x

0
i+1, . . . , x

0
n

)
,



44 ÃËÀÂÀ 1. ÄÈÔÅÐÅÍÖÈÀËÍÎ ÑÌßÒÀÍÅ

êàòî ôóíêöèÿòà ϕi(t) å äåôèíèðàíà â îêîëíîñò íà òî÷êàòà x0
i . Ôóí-

êöèèòå ϕ1, . . . , ϕn ùå íàðè÷àìå ÷àñòè÷íè ôóíêöèè, ñúîòâåòñòâàùè íà
ôóíêöèÿòà íà ìíîãî ïðîìåíëèâè f(x). Íà ÷åðòåæà å äàäåíà ãðàôèêàòà
íà ôóíêöèÿòà f(x, y) = x2− y2, ò.å. ìíîæåñòâîòî îò òî÷êè (x, y, z) ∈ R3,
çà êîèòî z = f(x, y), è ëåæàùèòå âúðõó íåÿ ãðàôèêè íà íÿêîè îò ÷àñ-
òè÷íèòå è ôóíêöèè.

Âúçìîæåí å è äðóã íà÷èí çà îíàãëåäÿâàíå íà ïîâåäåíèåòî íà åä-
íà ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè � ÷ðåç òàêà íàðå÷åíèòå ëèíèè íà íèâî,
("õîðèçîíòàëè") ò.å. ëèíèèòå, çàäàäåíè ñ óðàâíåíèåòî f(x, y) = a ïðè
ðàçëè÷íèòå ñòîéíîñòè íà a. Òîçè íà÷èí ñå èçïîëçóâà íàïðèìåð çà ïðåäñ-
òàâÿíå íà ðåëåôà íà ìåñòíîñòòà âúðõó ôèçè÷åñêèòå êàðòè. Â ãðàôèêàòà
ïî-äîëó ñà ïðåäñòàâåíè õîðèçîíòàëèòå âúðõó ãðàôèêàòà íà äàäåíà ôóí-
êöèÿ (îòëÿâî), è õîðèçîíòàëèòå çà ñúùàòà ôóíêöèÿ â ðàâíèíàòà Oxy
(îòäÿñíî).

Õîðèçîíòàëè âúðõó ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà è â ðàâíèíàòà Oxy.

×àñòíè ïðîèçâîäíè íà ôóíêöèÿ. Ìîæåì äà ðàçãëåäàìå ïðî-
èçâîäíèòå íà íàïèñàíèòå ïî-ãîðå ÷àñòè÷íè ôóíêöèè (ñòèãà òå äà ñúùåñ-
òâóâàò). Ñ äðóãè äóìè, ìîæåì äà äèôåðåíöèðàìå ôóíêöèÿòà f(x) ïî
åäíà îò ïðîìåíëèâèòå x1, . . . , xn, êàòî îñòàíàëèòå ïðîìåíëèâè ñà ôèê-
ñèðàíè. Òàêà ñòèãàìå äî ñëåäíàòà äåôèíèöèÿ:

Äåôèíèöèÿ.Ïîä ÷àñòíà ïðîèçâîäíà íà ôóíêöèÿòà f (x1, . . . , xn)
ïî ïðîìåíëèâàòà xi â òî÷êàòà x0 = (x0

1, . . . , x
0
n) ùå ðàçáèðàìå (àêî
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ñúùåñòâóâà) ãðàíèöàòà

∂f

∂xi

(
x0
)

= ϕ′i(x
0
i ) =

= lim
h→0

f
(
x0

1, . . . , x
0
i−1, x

0
i + h, x0

i+1, . . . , x
0
n

)
− f

(
x0

1, . . . , x
0
i−1, x

0
i , x

0
i+1, . . . , x

0
n

)
h

.

×àñòíàòà ïðîèçâîäíà íà f(x) ïî xi ñå îçíà÷àâà îùå è ñ f ′xi .
Çà íàãëåäíîñò ùå ïîâòîðèì òàçè äåôèíèöèÿ çà ôóíêöèÿ íà äâå

ïðîìåíëèâè f(x, y):

f ′x (x0, y0) = lim
h→0

f (x0 + h, y0)− f (x0, y0)

h
,

f ′y (x0, y0) = lim
k→0

f (x0, y0 + k)− f (x0, y0)

k
.

Çàáåëåæêà. Òðÿáâà äà ñå îòáåëåæè, ÷å (çà ðàçëèêà îò ñëó÷àÿ
íà åäíà ïðîìåíëèâà) íàëè÷èåòî íà ÷àñòíè ïðîèçâîäíè, ïî âñè÷êè ïðî-
ìåíëèâè è âúâ âñÿêà òî÷êà, îùå íå îçíà÷àâà, ÷å ôóíêöèÿòà å "äîá-
ðà". Äà ñè ïðèïîìíèì ôóíêöèÿòà, ðàçãëåäàíà â ïðèìåðà â �3: f(x, y) =
x y
x2+y2

ïðè (x, y) 6= (0, 0), f(0, 0) = 0. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å f(x, y) ïðèòåæà-
âà íàâñÿêúäå ÷àñòíè ïðîèçâîäíè ïî x è y; îò äðóãà ñòðàíà, êàêòî áåøå
ïîêàçàíî òàì, ôóíêöèÿòà íå å íåïðåêúñíàòà â (0, 0).

Ôîðìóëà çà íàðàñòâàíåòî íà ôóíêöèÿ íà ìíîãî ïðîìåíëè-
âè. Çà äà îáÿñíèì ñìèñúëà íà èçâåäåíîòî ïî-äîëó ðàâåíñòâî, îòíà÷àëî
ùå ñè ïðèïîìíèì ñëó÷àÿ íà ôóíêöèÿ íà åäíà ïðîìåíëèâà. Íåêà f(x) å
ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà â îêîëíîñò íà òî÷êàòà x0 ∈ R è äèôåðåíöèðóåìà
â òàçè òî÷êà. Çíàåì, ÷å f ′ (x0) = limh→0

f(x0+h)−f(x0)
h

. Àêî îçíà÷èì

α(h) =
f (x0 + h)− f (x0)

h
− f ′ (x0) ,

òî ùå ïîëó÷èì, ÷å limh→0 α(h) = 0, è

f (x0 + h) = f (x0) + f ′ (x0)h+ α(h)h.
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Òîâà ðàâåíñòâî ëåñíî ñå èíòåðïðåòèðà ãåîìåòðè÷åñêè: àêî çàìåñ-
òèì h ñ x− x0, ïúðâèòå äâå ñúáèðàåìè îòäÿñíî äàâàò óðàâíåíèåòî

y = f (x0) + f ′ (x0) (x− x0)

íà äîïèðàòåëíàòà ïðàâà êúì ãðàôèêàòà íà f â òî÷êàòà x0. Òðåòîòî
ñúáèðàåìî å "îñòàòúê", íàìàëÿâàù ïî-áúðçî îò âåëè÷èíàòà h.

Ùå èçâåäåì ïîäîáíà ôîðìóëà çà ôóíêöèÿ íà íÿêîëêî ïðîìåíëèâè.

Òåîðåìà 1 (ôîðìóëà çà íàðàñòâàíåòî çà ôóíêöèÿ íà ìíîãî
ïðîìåíëèâè, I ôîðìà.) Íåêà f (x1, . . . , xn) å ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà â
îêîëíîñò íà òî÷êàòà x = (x1, . . . , xn), è íåêà âñè÷êè ÷àñòíè ïðîèçâîä-
íè f ′xi , i = 1, . . . , n, ñúùåñòâóâàò è ñà íåïðåêúñíàòè â òàçè îêîëíîñò.
Òîãàâà çà äîñòàòú÷íî ìàëêè ïî íîðìà âåêòîðè h = (h1, . . . , hn) å â ñèëà
ðàâåíñòâîòî:

(∗) f(x+ h) = f(x) +
n∑
i=1

f ′xi(x) hi +
n∑
i=1

αi(h) hi,

êúäåòî αi(h) ñà ôóíêöèè, êëîíÿùè êúì íóëà ïðè h→ 0.

Ïðåäè äà äîêàæåì òàçè ôîðìóëà. ùå îáÿñíèì íåéíèÿ ñìèñúë, êàòî
ÿ íàïèøåì ïî äðóã íà÷èí. Ïúðâèòå äâå ñúáèðàåìè îòäÿñíî ñå íàðè÷àò
ëèíåéíà ÷àñò íà íàðàñòâàíåòî, à òðåòîòî � îñòàòúê. Ëèíåéíàòà ÷àñò íà
ôóíêöèÿòà ïðåäñòàâëÿâà ïðèáëèçèòåëåí èçðàç çà ñòîéíîñòèòå íà ôóíê-
öèÿòà áëèçî äî x, ëåñåí çà ïðåñìÿòàíå è îïåðèðàíå. Îñòàòúêúò íè äàâà
ïðåäñòàâà çà òî÷íîñòòà íà òîâà ïðèáëèæåíèå. Àêî îçíà÷èì ñ r(h) îñòà-
òúêà â ãîðíàòà ôîðìóëà:

r(h) =
n∑
i=1

αi(h) hi,

òî î÷åâèäíî èìàìå lim
h→0

r(h)

||h||
= 0, è ïîëó÷àâàìå:

II ôîðìà íà ôîðìóëàòà çà íàðàñòâàíåòî:

(∗∗) f(x+ h) = f(x) +
n∑
i=1

f ′xi(x) hi + r(h),
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êúäåòî r(h) = o (||h||). *

Ïîíÿêîãà å óäîáíî ãîðíàòà ôîðìóëà äà ñå çàïèñâà ïî äðóã íà÷èí:
àêî îçíà÷èì ∆f = f(x+ h)− f(x), è âìåñòî hi íàïèøåì ∆xi (íàðàñòâà-
íåòî íà ïðîìåíëèâàòà xi), èìàìå

∆f =
n∑
i=1

f ′xi(x) ∆xi + o (||h||) .

Äîêàçàòåëñòâî íà ôîðìóëàòà çà íàðàñòâàíåòî: Ùå èçïîëç-
âàìå òåîðåìàòà çà êðàéíèòå íàðàñòâàíèÿ (âèæ I, �2.3): Àêî ôóíêöèÿòà
ϕ(x) å íåïðåêúñíàòà â èíòåðâàëà [x0, x0 + h] è äèôåðåíöèðóåìà âúâ âúò-
ðåøíîñòòà ìó, òî ñúùåñòâóâà ÷èñëî θ ∈ (0, 1) òàêîâà, ÷å
ϕ (x0 + h)− ϕ (x0) = hϕ′ (x0 + θh).

Çà ÿñíîòà íàé-íàïðåä ùå äàäåì äîêàçàòåëñòâîòî çà ôóíêöèÿ íà
äâå ïðîìåíëèâè. Èìàìå:

f (x+ h, y + k)− f(x, y) =

= (f(x+ h, y + k)− f(x, y + k)) + (f(x, y + k)− f(x, y)) =

= h f ′x(x+ θ1h, y + k) + k f ′y(x, y + θ2k),

çà ïîäõîäÿùè θ1, θ2 ∈ (0, 1). Äà îçíà÷èì

α(h, k) = f ′x(x+ θ1h, y + k)−f ′x(x, y + k), β(h, k) = f ′y(x, y+θ2k)−f ′y(x, y).

Îò íåïðåêúñíàòîñòòà íà ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè íà f ñëåäâà, ÷å ôóíê-
öèèòå α(h, k), β(h, k) êëîíÿò êúì íóëà ïðè h, k → 0. Êàòî íàïðàâèì
çàìåñòâàíå, ãîðíîòî ðàâåíñòâî äîáèâà òúðñåíèÿ âèä

f (x+ h, y + k)−f(x, y) = h f ′x(x, y) + k f ′y(x, y) + h α(h, k) + k β(h, k).

Â îáùèÿ ñëó÷àé íà ôóíêöèÿ íà n ïðîìåíëèâè f (x1, . . . , xn) äî-
êàçàòåëñòâîòî ñå ïðîâåæäà ïî ñúùèÿ íà÷èí. Íåêà h = (h1, . . . , hn) å
äîñòàòú÷íî ìàëêî ïî íîðìà. Äà îçíà÷èì ∆f = f(x+ h)− f(x), è íåêà

∆if = f (x1, . . . , xi−1, xi + hi, xi+1 + hi+1, . . . , xn + hn) −
*Äâåòå ôîðìè íà ôîðìóëàòà çà íàðàñòâàíåòî î÷åâèäíî ñà ðàâíîñèëíè; íàèñòèíà,

àêî èìàìå ôîðìóëàòà (∗∗), è îçíà÷èì αi(h) = hi
||h||2 r(h), òî îò íåÿ ñå ïîëó÷àâà

ôîðìóëàòà (∗).
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− f (x1, . . . , xi−1, xi, xi+1 + hi+1, . . . , xn + hn) .

Î÷åâèäíî èìàìå

∆f =
n∑
i=1

∆if.

Ðàçãëåæäàéêè f (x1, . . . , xn) êàòî ôóíêöèÿ ñàìî íà ïðîìåíëèâàòà
xi (ò.å. ôèêñèðàéêè âñè÷êè îñòàíàëè ïðîìåíëèâè), è ïðèëàãàéêè êúì
òàçè ôóíêöèÿ òåîðåìàòà çà êðàéíèòå íàðàñòâàíèÿ, èìàìå

∆if = hif
′
xi

(x1, . . . , xi−1, xi + θihi, xi+1 + hi+1, . . . , xn + hn) , θi ∈ (0, 1).

Àêî îçíà÷èì

αi(h) = f ′xi (x1, . . . , xi + θihi, xi+1 + hi+1, . . . , xn + hn)− f ′xi (x1, . . . , xn) ,

òî, ïîðàäè íåïðåêúñíàòîñòòà íà ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè, èìàìå αi(h)→ 0
ïðè h→ 0.

Îò äðóãà ñòðàíà, ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å ∆f =
∑n

i=1 ∆if , îòêúäåòî

∆f =
n∑
i=1

(
f ′xi (x1, . . . , xn) + αi(h)

)
hi =

n∑
i=1

f ′xi(x)hi +
n∑
i=1

αi(h) hi.

Çàáåëåæêà 1. Ñàìî ñúùåñòâóâàíåòî íà ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè (áåç
òÿõíàòà íåïðåêúñíàòîñò) íå å äîñòàòú÷íî çà âàëèäíîñòòà íà äîêàçàíàòà
ôîðìóëà; íàèñòèíà, ëåñíî ñå âèæäà, ÷å àêî åäíà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿâà
ôîðìóëàòà çà íàðàñòâàíåòî, òî òÿ å íåïðåêúñíàòà. Ïî-ãîðå îáà÷å íèå
âèäÿõìå ïðèìåð íà ôóíêöèÿ, ïðèòåæàâàùà ÷àñòíè ïðîèçâîäíè, êîÿòî
íå å íåïðåêúñíàòà.

Ñëåäâàùèòå äâå çàáåëåæêè ùå áúäàò èçïîëçâàíè ïðè äîêàçàòåëñ-
òâîòî íà ëåìàòà íà Ñàðä â êðàÿ íà �2.6.

Çàáåëåæêà 2. Ôóíêöèèòå αi(h), r(h) çàâèñÿò îò èçáîðà íà òî÷êàòà x. Àêî
îáà÷å äåôèíèöèîííàòà îáëàñòD å êîìïàêòíî ìíîæåñòâî, òî ïî òåîðåìàòà íà Êàíòîð
ïðîèçâîäíèòå f ′xi ñà ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòè âúðõó D, è ñëåäîâàòåëíî ôóíêöèèòå
αi(h) âúâ ôîðìóëàòà (∗) ìîãàò äà áúäàò èçáðàíè íåçàâèñèìî îò x. Ñëåäîâàòåëíî,
àêî îçíà÷èì ñ rx(h) îñòàòúêà âúâ ôîðìóëàòà (∗∗), òî ñúùåñòâóâà ôóíêöèÿ α(h), íå
çàâèñåùà îò x è êëîíÿùà êúì íóëà ïðè h→ 0, òàêà ÷å

|rx(h)| ≤ α(h) ||h||
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çà âñÿêî x â êîìïàêòíîòî ìíîæåñòâî D.

Çàáåëåæêà 3. Â ìíîãî ñëó÷àè å ïî-óäîáíî ôóíêöèÿòà α(h) äà å ôóíêöèÿ íà
ñêàëàðåí, à íå íà âåêòîðåí àðãóìåíò. Äà ïîëîæèì

α(t) = sup
||h||=t

α(h),

è íèå ïîëó÷àâàìå îöåíêàòà

|rx(h)| ≤ α(||h||) ||h|| .

Ëåñíî ñå äîêàçâà (÷ðåç äîïóñêàíå íà ïðîòèâíîòî) ÷å limt→0 α(t) = 0.

Ïðàêòè÷åñêè ïðèëîæåíèÿ íà ôîðìóëàòà çà íàðàñòâàíåòî.
Íåêà âåëè÷èíàòà f å çàäàäåíà êàòî ôóíêöèÿ f (x1, . . . , xn) íà íåçàâè-
ñèìèòå âåëè÷èíè x1, . . . , xn. Àêî ñå çíàå, ÷å âñÿêà îò âåëè÷èíèòå xi ñå
èçìåðâà ñúñ ñúîòâåòíà òî÷íîñò ∆xi, òî êàêâà ùå áúäå òî÷íîñòòà ∆f , ñ
êîÿòî ïîëó÷àâàìå âåëè÷èíàòà f? Çà îòãîâîð íà òîçè âúïðîñ îáèêíîâåíî
ñå èçïîëçâà ëèíåéíàòà ÷àñò íà ôîðìóëàòà çà íàðàñòâàíåòî:

∆f ≈
n∑
i=1

∂f

∂xi
(x)∆xi.

Ïðèìåð. Ñëåäíàòà çàäà÷à ÷åñòî âúçíèêâà â ãåîäåçèÿòà: îò òî÷êà-
òà A ñå íàáëþäàâàò íåäîñòúïíèòå òî÷êè B è C. Èçâåñòíè ñà ðàçñòîÿíè-
ÿòà AC = b è AB = c, êàêòî è úãúëúò α ìåæäó ~AC è ~BC. Äà ñå íàìåðè
ðàçñòîÿíèåòî a = |BC| ìåæäó òî÷êèòå B è C. (âèæ ÷åðòåæà).

c

a

b

Α

A

B C

ha
Β Γ

×åðòåæ êúì ïðèìåðà.

Âúïðîñíîòî ðàçñòîÿíèå a = a(b, c, α) ìîæå äà áúäå èç÷èñëåíî ïî
êîñèíóñîâàòà òåîðåìà:
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a(b, c, α) =
√
b2 + c2 − 2 b c cosα.

Òîãàâà ëèíåéíàòà ÷àñò íà ôîðìóëàòà çà íàðàñòâàíåòî íè äàâà:

∆a ≈ b− c.cosα
a

∆b+
c− b.cosα

a
∆c+

bc sinα
a

∆α.

Êàòî âçåìåì ïðåä âèä î÷åâèäíèòå ãåîìåòðè÷íè ðàâåíñòâà

b− c.cosα = a cos γ, c− b.cosα = a cosβ, bc sinα = a ha,

ïîëó÷àâàìå óäîáíàòà çà èçïîëçâàíå ôîðìóëà

∆a ≈ cos γ.∆b+ cosβ.∆c+ ha.∆α.

Äðóã ïîäîáåí ïðèìåð å äàäåí â çàäà÷à 3.

Äåôèíèöèÿ íà äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ. Êàêòî ÷åñòî ñå
ñëó÷âà â ìàòåìàòèêàòà, çà îïðåäåëåíèå íà äàäåí êëàñ îò îáåêòè ñå ïðè-
åìà òîâà òÿõíî ñâîéñòâî, êîåòî ñå èçïîëçâà ïðè ðàáîòàòà ñ òÿõ. Â ñëó÷àÿ
òîâà å ôîðìóëàòà çà íàðàñòâàíåòî. Òàêà, (ìàêàð ÷å òîâà ìîæå äà èçã-
ëåæäà èçêóñòâåíî), äèôåðåíöèðóåìè ôóíêöèè íà íÿêîëêî ïðîìåíëèâè
ñå íàðè÷àò òåçè ôóíêöèè, çà êîèòî òÿ å óäîâëåòâîðåíà. Ïî-òî÷íî, èìàìå:

Äåôèíèöèÿ. Íåêà f (x1, . . . , xn) å ôóíêöèÿ íà n ïðîìåíëèâè, îï-
ðåäåëåíà â îêîëíîñò íà òî÷êàòà x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn. Êàçâàìå, ÷å
ôóíêöèÿòà f å äèôåðåíöèðóåìà â òî÷êàòà x, àêî ñóùåñòâóâàò êîí-
ñòàíòè A1, . . . , An, êàêòî è ôóíêöèè α1(h), . . . , αn(h), êëîíÿùè êúì
íóëà ïðè h → 0, òàêà ÷å çà äîñòàòú÷íî ìàëêè ïî íîðìà âåêòîðè
h = (h1, . . . , hn) å â ñèëà ðàâåíñòâîòî

f(x+ h) = f(x) +
n∑
i=1

Ai hi +
n∑
i=1

αi(h) hi

Â ÷àñòíîñò, âåäíàãà ñå âèæäà, ÷å àêî ôóíêöèÿòà å äèôåðåíöèðóåìà
â åäíà òî÷êà, òî òÿ å íåïðåêúñíàòà â òàçè òî÷êà.

Ãîðíàòà äåôèíèöèÿ ñå ïðåíàñÿ è çà èçîáðàæåíèÿ:
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Äåôèíèöèÿ. Èçîáðàæåíèåòî

f (x1, . . . , xn) = (f1 (x1, . . . , xn) , . . . , fk (x1, . . . , xn)) ,

äåôèíèðàíî â Rn è ñúñ ñòîéíîñòè â Rk, ñå íàðè÷à äèôåðåíöèðóåìî â
òî÷êàòà x, àêî âñè÷êèòå ìó êîîðäèíàòíè ôóíêöèè fi, i = 1, . . . , k, ñà
äèôåðåíöèðóåìè â òàçè òî÷êà.

Ñ äðóãè äóìè, äèôåðåíöèðóåìè èçîáðàæåíèÿ ñà òåçè, êîèòî äîáðå
ñå ïðèáëèæàâàò ñ ëèíåéíè èçîáðàæåíèÿ îêîëî äàäåíàòà òî÷êà.

Çàáåëåæêà. Ïî-ãîðå áåøå ïîêàçàíî, ÷å àêî åäíà ôóíêöèÿ íà åäíà
ïðîìåíëèâà ïðèòåæàâà ïðîèçâîäíà â äàäåíà òî÷êà, òî òÿ óäîâëåòâîðÿâà
â òàçè òî÷êà ôîðìóëàòà çà íàðàñòâàíåòî. Ñëåäîâàòåëíî, çà ôóíêöèè íà
åäíà ïðîìåíëèâà ãîðíàòà äåôèíèöèÿ ñúâïàäà ñ îáè÷àéíàòà.

Ñåãà òåîðåìà 1 ìîæå äà ñå ôîðìóëèðà òàêà:
Òåîðåìà 1′.Àêî ôóíêöèÿòà f ïðèòåæàâà íåïðåêúñíàòè ÷àñòíè

ïðîèçâîäíè â îêîëíîñò íà òî÷êàòà x, òî òÿ å äèôåðåíöèðóåìà â òàçè
òî÷êà.

Îáðàòíîòî òâúðäåíèå íå å âÿðíî, íî ìîæå äà ñå äîêàæå íåùî ïî-
ñëàáî:

Òåîðåìà 2.Àêî ôóíêöèÿòà f å äèôåðåíöèðóåìà â òî÷êàòà x, òî
òÿ ïðèòåæàâà ÷àñòíè ïðîèçâîäíè â òàçè òî÷êà, è ñà â ñèëà ðàâåíñ-
òâàòà

Ai =
∂f

∂xi
(x), i = 1, . . . , n.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà âçåìåì âåêòîð h, êîéòî èìà ñàìî åäíà íåíó-
ëåâà êîîðäèíàòà ñ íîìåð i: h = t~ei = (0, . . . 0, t, 0, . . . , 0) (òóê è ïî-äîëó
ñ ~ei îçíà÷àâàìå âåêòîð ñ äúëæèíà åäèíèöà, íàñî÷åí ïî îñòà xi). Òîãàâà
ðàâåíñòâîòî îò äåôèíèöèÿòà äîáèâà âèäà:

f (x+ t~ei) = f(x) + t Ai + t αi (t~ei) ,

è ñïîðåä îïðåäåëåíèåòî íà ÷àñòíà ïðîèçâîäíà èìàìå

∂f

∂xi
(x) = lim

t→0

f (x+ t~ei)− f (x)

t
= lim

t→0
(Ai + αi (t~ei)) = Ai .
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Â ÷àñòíîñò, îòòóê ñå âèæäà, ÷å êîíñòàíòèòå Ai â äåôèíèöèÿòà çà
äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ ñà îïðåäåëåíè åäíîçíà÷íî.

Ðàçáèðà ñå, îò äèôåðåíöèðóåìîñòòà â äàäåíà òî÷êà íå ñëåäâàò íèòî
ñúùåñòâóâàíåòî íà ÷àñòíè ïðîèçâîäíè â îêîëíîñò íà òî÷êàòà, íèòî �
îùå ïîâå÷å � òÿõíàòà íåïðåêúñíàòîñò. ×èòàòåëÿò ñàì ìîæå äà íàìåðè
ñúîòâåòíèòå ïðèìåðè äîðè çà ôóíêöèè íà åäíà ïðîìåíëèâà.

Äîïèðàòåëíà ðàâíèíà êúì ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿ íà íÿ-
êîëêî ïðîìåíëèâè. Íåêà f (x1, . . . , xn) å ôóíêöèÿ íà n ïðîìåíëèâè,
äåôèíèðàíà è äèôåðåíöèðóåìà â îáëàñòòà D ⊂ Rn. Êàêòî çíàåì, íåé-
íàòà ãðàôèêà Gf å ïîäìíîæåñòâîòî íà Rn+1, îïðåäåëåíî ñ óñëîâèÿòà

Gf =
{

(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 : (x1, . . . , xn) ∈ D, xn+1 = f (x1, . . . , xn)
}
.

Äåôèíèöèÿ. Íåêà x0 = (x0
1, . . . , x

0
n) å òî÷êà îò D, è (x0, f (x0)) å

ñúîòâåòíàòà òî÷êà îò Gf . Ïîä äîïèðàòåëíà ðàâíèíà êúì ãðàôèêàòà

Gf â òî÷êàòà (x0, f (x0)) ùå ðàçáèðàìå ðàâíèíàòà â Rn+1 ñ óðàâíåíèå
y = l (x1, . . . , xn), êúäåòî

l (x1, . . . , xn) = f
(
x0
)

+
n∑
i=1

∂f

∂xi

(
x0
) (
xi − x0

i

)
.

Îò ôîðìóëàòà çà íàðàñòâàíå íà äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ ñëåäâà
ñëåäíàòà õàðàêòåðèçàöèÿ íà äîïèðàòåëíàòà ðàâíèíà:

Ôóíêöèÿòà l(x) å åäèíñòâåíàòà ëèíåéíà ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿ-
âàùà óñëîâèåòî

f(x)− l(x) = o
(∣∣∣∣x− x0

∣∣∣∣) .
Ñ äðóãè äóìè, èçìåæäó âñè÷êè ðàâíèíè â Rn+1, ìèíàâàùè ïðåç

òî÷êàòà (x0, f (x0)), äîïèðàòåëíàòà ðàâíèíà å ðàçïîëîæåíà íàé-áëèçêî
äî ãðàôèêàòà íà f(x).

Äåôèíèöèÿ. Ïîä äîïèðàòåëåí âåêòîð êúì Gf â òî÷êàòà
(x0, f (x0)) ðàçáèðàìå âñåêè (ñâîáîäåí) âåêòîð, êîëèíåàðåí ñ äîïèðàòåë-
íàòà ðàâíèíà â òàçè òî÷êà.

Î÷åâèäíî äîïèðàòåëíèòå âåêòîðè â òî÷êàòà (x0, f (x0)) îáðàçó-
âàò n-ìåðíî ëèíåéíî ïîäïðîñòðàíñòâî íà Rn+1, íàðè÷àíî äîïèðàòåëíî
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ïîäïðîñòðàíñòâî Tx0Gf êúì ãðàôèêàòà Gf â òàçè òî÷êà. Ëåñíî ìîæåì
äà ïîñî÷èì åäèí áàçèñ â òîâà ïðîñòðàíñòâî: òîé ñå ñúñòîè îò äîïèðà-
òåëíèòå âåêòîðè êúì ãðàôèêèòå íà ÷àñòè÷íèòå ôóíêöèè â òàçè òî÷êà
(ùå íàïîìíèì, ÷å ïîä i-òà ÷àñòè÷íà ôóíêöèÿ ðàçáèðàìå ôóíêöèÿòà íà
ïðîìåíëèâàòà xi, ïîëó÷åíà îò f (x1, . . . , xn) ÷ðåç çàìðàçÿâàíå íà âñè÷êè
îñòàíàëè ïðîìåíëèâè).

Òàêà ïîëó÷àâàìå n+ 1-ìåðíèòå âåêòîðè

li =

(
0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0,

∂f

∂xi

(
x0
))

,

êàòî åäèíèöàòà â äÿñíàòà ÷àñò å ïîñòàâåíà íà i-òî ìÿñòî. Òàêà íàïè-
ñàíèòå n íà áðîé âåêòîðè ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè è êîëèíåàðíè ñ äî-
ïèðàòåëíàòà ðàâíèíà (ïðîâåðåòå!), è ñëåäîâàòåëíî îáðàçóâàò áàçèñ â
äîïèðàòåëíîòî ïðîñòðàíñòâî.

Ãðàôèêà íà ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè. Äà ðàçãëåäàìå, â
÷àñòíîñò, ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà íà äâå ïðîìåíëèâè f(x, y), çàäàäåíà
â îêîëíîñò D íà òî÷êàòà (x0, y0). Òîãàâà ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà ñå
îïðåäåëÿ â R3 ñ ðàâåíñòâîòî

z = f(x, y), (x, y) ∈ D,

è äîïèðàòåëíîòî ïîäïðîñòðàíñòâî â òî÷êàòà îò ãðàôèêàòà, ëåæàùà íàä
(x0, y0), ñå ïîðàæäà îò âåêòîðèòå

(1, 0, f ′x (x0, y0)) è
(
0, 1, f ′y (x0, y0)

)
.

(âèæ ÷åðòåæà â íà÷àëîòî íà ïàðàãðàôà.)
Äîïèðàòåëíàòà ðàâíèíà â òàçè òî÷êà èìà óðàâíåíèåòî z = l(x, y),

êúäåòî

l(x, y) = f (x0, y0) + f ′x (x0, y0) (x− x0) + f ′y (x0, y0) (y − y0) .

Äîïèðàòåëíà ðàâíèíà êúì ãðàôèêàòà íà èçîáðàæåíèå.
Ùå âúâåäåì àíàëîãè÷íè íà ãîðíèòå ïîíÿòèÿ è çà âåêòîðíî-çíà÷íà
ôóíêöèÿ, ò.å. çà èçîáðàæåíèå îò Rn â Rk. Íåêà f (x1, . . . , xn) =
(f1 (x1, . . . , xn) , . . . , fk (x1, . . . , xn)) å äèôåðåíöèðóåìî èçîáðàæåíèå, äå-
ôèíèðàíî â ïîäìíîæåñòâî D íà Rn è âçåìàùî ñòîéíîñòè â Rk. Ùå
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îçíà÷àâàìå òî÷êèòå íà ïðîñòðàíñòâîòî Rn+k ÷ðåç (x, y), êúäåòî x =
(x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yk) ñà òî÷êè â Rn è Rk ñúîòâåòíî. Ïîä ãðà-
ôèêà Gf íà èçîáðàæåíèåòî f ùå ðàçáèðàìå ïîäìíîæåñòâîòî íà Rn+k,
îïðåäåëåíî ñ óñëîâèÿòà

Gf =
{

(x, y) ∈ Rn+k : x ∈ D, y = f(x)
}
.

Äåôèíèöèÿ. Íåêà x0 ∈ D. Ïîä äîïèðàòåëíà ðàâíèíà êúì Gf â
òî÷êàòà (x0, f (x0)) ùå ðàçáèðàìå n-ìåðíàòà ðàâíèíà â Rn+k, îïðåäå-
ëåíà ñ ðàâåíñòâàòà

yj = fj
(
x0
)

+
n∑
i=1

∂fj
∂xi

(
x0
) (
xi − x0

i

)
, j = 1, . . . , k.

Àêî îòíîâî âúâåäåì ïîíÿòèÿòà äîïèðàòåëåí âåêòîð è äîïèðàòåëíî
ïîäïðîñòðàíñòâî ïî ñúùèÿ íà÷èí, êàêòî ïî-ãîðå, ùå ïîëó÷èì áàçèñ îò
n íà áðîé äîïèðàòåëíè âåêòîðè îò âèäà

li =

(
0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0,

∂f1

∂xi

(
x0
)
, . . . ,

∂fk
∂xi

(
x0
))

, i = 1, . . . , n,

êàòî îòíîâî åäèíèöàòà â äÿñíàòà ÷àñò å ïîñòàâåíà íà i-òî ìÿñòî. Ïî-
ðîäåíîòî îò òåçè âåêòîðè n-ìåðíî ëèíåéíî ïîäïðîñòðàíñòâî íà Rn+k ñå
íàðè÷à äîïèðàòåëíî ïîäïðîñòðàíñòâî êúì ãðàôèêàòà Gf íà èçîáðàæå-
íèåòî f .

Àðèòìåòè÷íè îïåðàöèè ñ äèôåðåíöèðóåìè ôóíêöèè.
Êàêòî è â ñëó÷àÿ íà ôóíêöèè íà åäíà ïðîìåíëèâà, ïðè àðèòìå-

òè÷íè îïåðàöèè ñ äèôåðåíöèðóåìè ôóíêöèè ðåçóëòàòúò îòíîâî å äèôå-
ðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ:

Òåîðåìà 3.Àêî ôóíêöèèòå íà n ïðîìåíëèâè f(x) è g(x) ñà äèôå-
ðåíöèðóåìè â òî÷êàòà x0 ∈ Rn, òî òÿõíàòà ñóìà f(x) + g(x), ïðî-

èçâåäåíèå f(x).g(x), è, àêî g (x0) 6= 0, òÿõíîòî ÷àñòíî f(x)
g(x)

, ñà ñúùî
äèôåðåíöèðóåìè â òàçè òî÷êà.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà h å äîñòàòú÷íî ìàëúê ïî íîðìà âåêòîð îò
Rn. Äà íàïèøåì ôîðìóëàòà çà íàðàñòâàíåòî â òî÷êàòà x0 çà ôóíêöèèòå
f(x) è g(x):

f
(
x0 + h

)
= f

(
x0
)

+
n∑
i=1

Aihi + rf (h),
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g
(
x0 + h

)
= g

(
x0
)

+
n∑
i=1

Bihi + rg(h),

êúäåòî A1, . . . , An, B1, . . . , Bn ñà ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè íà f(x) è g(x) â
x0, è rf (h), rg(h) = o (||h||). Êàòî ñúáåðåì äâåòå ðàâåíñòâà, ïîëó÷àâàìå

(f + g)
(
x0 + h

)
= (f + g)

(
x0
)

+
n∑
i=1

(Ai +Bi)hi + rf (h) + rg(h).

Òúé êàòî çà îñòàòúêà â ãîðíàòà ôîðìóëà èìàìå r(h) = rf (h) +
rg(h) = o (||h||), òî ïîëó÷åíîòî ðàâåíñòâî èçðàçÿâà äèôåðåíöèðóåìîñòòà
íà (f + g)(x) â x0.

Çà äà ïîëó÷èì ôîðìóëàòà çà íàðàñòâàíåòî çà f(x)g(x), äà óìíî-
æèì äâåòå ðàâåíñòâà. Ïîëó÷àâàìå:

f
(
x0 + h

)
g
(
x0 + h

)
= f

(
x0
)
g
(
x0
)

+
n∑
i=1

Cihi + r(h),

êúäåòî Ci = g (x0)Ai + f (x0)Bi, è

r(h) =

(
f
(
x0
)

+
n∑
i=1

Aihi

)
rg(h)+

(
g
(
x0
)

+
n∑
i=1

Bihi

)
rf (h)+rf (h)rg(h).

Èìàìå

r(h)

||h||
=

(
f
(
x0
)

+
n∑
i=1

Aihi

)
rg(h)

||h||
+

(
g
(
x0
)

+
n∑
i=1

Bihi

)
rf (h)

||h||
+rf (h)

rg(h)

||h||
,

è ñëåäîâàòåëíî r(h)
||h|| → 0 ïðè h→ 0.

Íàêðàÿ, íåêà g (x0) 6= 0. Çà äà äîêàæåì, ÷å f(x)
g(x)

å äèôåðåíöèðóåìà

â x0, å äîñòàòú÷íî äà âèäèì, ÷å 1
g(x)

å äèôåðåíöèðóåìà â òàçè òî÷êà.

Íàèñòèíà, òúé êàòî f(x)
g(x)

= f(x). 1
g(x)

, äèôåðåíöèðóåìîñòòà íà ÷àñòíîòî
ùå ñëåäâà îò äîêàçàíàòà ïî-ãîðå äèôåðåíöèðóåìîñò íà ïðîèçâåäåíèå íà
äèôåðåíöèðóåìè ôóíêöèè.

Çà äà äîêàæåì, ÷å 1
g(x)

å äèôåðåíöèðóåìà â x0, äà îçíà÷èì

∆

(
1

g

)
=

1

g (x0 + h)
− 1

g (x0)
.
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Òúé êàòî g(x) å íåïðåêúñíàòà â x0, òî ñúùîòî å âÿðíî è çà 1
g(x)

, ò.å.

∆
(

1
g

)
→ 0 ïðè h→ 0. Èìàìå

∆

(
1

g

)
=
g (x0)− g (x0 + h)

g (x0) g (x0 + h)
= − 1

g (x0)
∆g

(
1

g (x0)
+ ∆

(
1

g

))
=

= − 1

g2 (x0)
∆g − 1

g (x0)
∆g ∆

(
1

g

)
=

n∑
i=1

(
− Bi

g2 (x0)

)
hi + r(h),

êúäåòî

r(h) = − 1

g2 (x0)
rg(h) − 1

g (x0)
∆g ∆

(
1

g

)
.

Òîãàâà
r(h)

||h||
= − 1

g2 (x0)

rg(h)

||h||
− 1

g (x0)

∆g

||h||
∆

(
1

g

)
.

Îò äèôåðåíöèðóåìîñòòà íà g(x) ñëåäâà, ÷å ∆g
||h|| å îãðàíè÷åíà ïðè äîñòà-

òú÷íî ìàëêè h (äîêàæåòå!), è ñëåäîâàòåëíî r(h)
||h|| → 0 ïðè h→ 0.

Äèôåðåíöèðàíå íà ñúñòàâíè ôóíêöèè.
Ïðè íàìèðàíå íà ÷àñòíè ïðîèçâîäíè íà ñóìà, ïðîèçâåäåíèå è ò.í.

íà ôóíêöèè íà íÿêîëêî ïðîìåíëèâè íå å íåîáõîäèìî äà ñå çíàå íèùî
ïîâå÷å îò èçâåñòíèòå ôîðìóëè çà ïðîèçâîäíà íà àðèòìåòè÷íè îïåðàöèè
ñ ôóíêöèè íà åäíà ïðîìåíëèâà*. Åäèí âúïðîñ, ïðè êîéòî ïîëîæåíèå-
òî å ðàçëè÷íî, å äèôåðåíöèðàíåòî íà ñëîæíè, èëè ñúñòàâíè, ôóíêöèè.
Ùå íàïîìíèì ôîðìóëàòà çà ñëó÷àÿ íà åäíà ïðîìåíëèâà: ïðè äàäåíè
ôóíêöèè f(x) è ϕ(t) (âúíøíà è âúòðåøíà ôóíêöèÿ), ïðîèçâîäíàòà íà
ñúñòàâíàòà ôóíêöèÿ F (t) = f(ϕ(t)) ñå äàâà ñ ôîðìóëàòà

F ′(t) = f ′(ϕ(t)).ϕ′(t),

ò.å. ïðîèçâîäíàòà íà ñúñòàâíàòà ôóíêöèÿ å ðàâíà íà ïðîèçâåäåíèåòî
íà ïðîèçâîäíèòå íà âúíøíàòà è âúòðåøíàòà ôóíêöèÿ. Ùå äîêàæåì,
÷å ïîäîáíà ôîðìóëà ñúùåñòâóâà è çà ñúñòàâíà ôóíêöèÿ íà íÿêîëêî
ïðîìåíëèâè. Ùå çàïî÷íåì ñ ïî-ïðîñòèÿ âàðèàíò íà òåîðåìàòà:

*Âñúùíîñò ãîðíèòå èç÷èñëåíèÿ äîêàçâàò îùå âåäíúæ òåçè ôîðìóëè.
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Òåîðåìà 4.Íåêà f(x) = f (x1, . . . , xn) å ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà â
îêîëíîñò íà òî÷êàòà x0 = (x0

1, . . . , x
0
n), è íåêà ôóíêöèèòå íà åäíî ïðî-

ìåíëèâî (ϕ1(t), . . . , ϕn(t)) ñà äåôèíèðàíè è äèôåðåíöèðóåìè â îêîëíîñò
íà òî÷êàòà t0 ∈ R, ïðè êîåòî x0

i = ϕi (t
0), i = 1, . . . , n. Äà ïðåäïîëî-

æèì, ÷å f(x) å äèôåðåíöèðóåìà (â ñìèñúë íà ãîðíîòî îïðåäåëåíèå) â
x0, à ϕ1(t), . . . , ϕn(t) - â t0. Òîãàâà ñúñòàâíàòà ôóíêöèÿ

F (t) = f (ϕ1(t), . . . , ϕn(t))

å äèôåðåíöèðóåìà â òî÷êàòà t0, êàòî íåéíàòà ïðîèçâîäíà ñå äàâà ñ
ôîðìóëàòà

F ′
(
t0
)

=
∂f

∂x1

(
x0
)
ϕ′1
(
t0
)

+ . . .+
∂f

∂xn

(
x0
)
ϕ′n
(
t0
)

=
n∑
i=1

∂f

∂xi

(
x0
)
ϕ′i
(
t0
)
.

Ñ äðóãè äóìè, ôîðìóëàòà çà ïðîèçâîäíàòà íà ñúñòàâíàòà ôóíêöèÿ
ñå ñúñòîè îò òîëêîâà ñúáèðàåìè, êîëêîòî ñà ïðîìåíëèâèòå, êàòî âñÿêî
îò òÿõ íàïîäîáÿâà ïî ôîðìà èçðàçà çà ïðîèçâîäíà íà ñúñòàâíà ôóíêöèÿ
íà åäíà ïðîìåíëèâà.

Äîêàçàòåëñòâî íà òåîðåìàòà. Ãðóáî êàçàíî, äîêàçàòåëñòâîòî ñå
ñúñòîè â çàìåíÿíå íà ôóíêöèÿòà ñ íåéíàòà ëèíåéíà ÷àñò. Íåêà t å òî÷êà
äîñòàòú÷íî áëèçêà äî t0. Äà îçíà÷èì ∆t = t − t0, ∆xi = ϕi(t) − ϕi (t0),
∆x = (∆x1, . . . ,∆xn). Èìàìå

lim
∆t→0

∆xi
∆t

= ϕ′i
(
t0
)
.

Íåêà ∆F = F (t)− F (t0) = f (x0 + ∆x)− f (x0). Òîãàâà îò ôîðìó-
ëàòà çà íàðàñòâàíåòî èìàìå

∆F =
n∑
i=1

f ′xi
(
x0
)

∆xi +
n∑
i=1

αi (∆x) ∆xi,

êàòî αi (∆x)→ 0 ïðè ∆x→ 0. Ñëåäîâàòåëíî,

∆F

∆t
=

n∑
i=1

∂f

∂xi

(
x0
) ∆xi

∆t
+

n∑
i=1

αi (∆x)
∆xi
∆t
→

n∑
i=1

∂f

∂xi

(
x0
)
ϕ′i
(
t0
)
.
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Ïðèìåð. Íåêà f(u, v) = uv, u > 0, v > 0, è íåêà ϕ(t), ψ(t)
ñà äèôåðåíöèðóåìè ôóíêöèè ñ ïîëîæèòåëíè ñòîéíîñòè. Àêî ïîëîæèì
F (t) = ϕ(t)ψ(t) = f(ϕ(t), ψ(t)), òî îò ãîðíàòà òåîðåìà ïîëó÷àâàìå

F ′(t) = ψ(t).ϕ(t)ψ(t)−1.ϕ′(t) + lnϕ(t).ϕ(t)ψ(t).ψ′(t).

Òàçè ôîðìóëà å èçâåñòíà îò ïúðâàòà ÷àñò íà êóðñà, êúäåòî òÿ ñå
èçâåæäà ÷ðåç ïðåäâàðèòåëíî ëîãàðèòìóâàíå.

Ùå äîêàæåì àíàëîãè÷íàòà òåîðåìà çà âåêòîðíè ôóíêöèè (èçîáðà-
æåíèÿ):

Òåîðåìà 4′.Íåêà f(x) = f (x1, . . . , xn) å ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà è
äèôåðåíöèðóåìà â îêîëíîñò íà òî÷êàòà x0 = (x0

1, . . . , x
0
n), à âåêòîð-

íàòà ôóíêöèÿ ϕ(t) = (ϕ1(t), . . . , ϕn(t)), çàâèñåùà îò àðãóìåíòà t =
(t1, . . . , tk) ∈ Rk, å äåôèíèðàíà â îêîëíîñò íà òî÷êàòà t0 = (t01, . . . , t

0
k),

ïðè êîåòî ϕ (t0) = x0. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å ôóíêöèÿòà íà n ïðîìåíëè-
âè f(x) å äèôåðåíöèðóåìà â x0, à èçîáðàæåíèåòî ϕ(t) (ò.å. íåãîâèòå
êîìïîíåíòè ϕ1(t), . . . , ϕn(t)) - â òî÷êàòà t0. Òîãàâà ñúñòàâíàòà ôóíê-
öèÿ F (t) = f(ϕ(t)) å äèôåðåíöèðóåìà â t0, è ñà â ñèëà ðàâåíñòâàòà:

∂F

∂tj

(
t0
)

=
n∑
i=1

∂f

∂xi

(
x0
) ∂ϕi
∂tj

(
t0
)
, j = 1, . . . , k.

Çàáåëåæêà. Òóê íîâîòî â ñðàâíåíèå ñ òåîðåìà 4 ñå ñúñòîè åäèí-
ñòâåíî âúâ ôàêòà, ÷å ôóíêöèÿòà F (t) å äèôåðåíöèðóåìà êàòî ôóíêöèÿ
íà k ïðîìåíëèâè ñïîðåä îïðåäåëåíèåòî íà íàñòîÿùèÿ ïàðàãðàô, à íå
ñàìî ïî âñÿêà ïðîìåíëèâà ïîîòäåëíî.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà, êàêòî ïî-ãîðå, ∆t = t − t0, ∆tj = tj − t0j ,
∆xi = ϕi(t)−ϕi (t0), ∆x = (∆x1, . . . ,∆xn). Ôîðìóëàòà çà íàðàñòâàíèÿòà,
ïðèëîæåíà êúì ôóíêöèèòå f, ϕ1(t), . . . , ϕn(t), íè äàâà ðàâåíñòâàòà

∆f =
n∑
i=1

∂f

∂xi

(
x0
)

∆xi +
n∑
i=1

αi (∆x) ∆xi,

∆ϕi =
n∑
i=1

∂ϕi
∂tj

(
t0
)

∆tj +
n∑
i=1

βi,j (∆t) ∆tj,
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êúäåòî ôóíêöèèòå αi (∆x), βi,j (∆t) êëîíÿò êúì íóëà ïðè ∆x, ðåñï. ∆t
êëîíÿùè êúì íóëà. Ïðåìèíàâàéêè â ïúðâîòî îò ðàâåíñòâàòà êúì ïðî-
ìåíëèâèòå t, çàìåñòâàìå ∆xi ñ ∆ϕi, è âìåñòî ∆f ïèøåì ∆F . Ùå îò-
äåëèì â îòäåëíî ñúáèðàåìî ÷ëåíîâåòå, ñúäúðæàùè íÿêîÿ îò áåçêðàéíî
ìàëêèòå ôóíêöèè αi (∆x), βi,j (∆t). Ðàçìåñòâàéêè ðåäà íà ñóìèðàíå, ïî-
ëó÷àâàìå:

∆F =
k∑
j=1

(
n∑
i=1

∂f

∂xi

(
x0
) ∂ϕi
∂tj

(
t0
))

∆tj + r (∆t) ,

êúäåòî îñòàòúêúò r (∆t) ñå äàâà ñ ôîðìóëèòå

r (∆t) =
k∑
j=1

γj (∆t) ∆tj,

êàòî

γj (∆t) =
n∑
i=1

(
∂f

∂xi

(
x0
)
βi,j (∆t) + αi (∆ϕ)

∂ϕi
∂tj

(
t0
)

+ αi (∆ϕ) βi,j (∆t)

)
.

Î÷åâèäíî èìàìå γj (∆t)→ 0 ïðè ∆t→ 0, è ñëåäîâàòåëíî çà ôóíê-
öèÿòà F (t) â òî÷êàòà t0 å èçïúëíåíà ôîðìóëàòà çà íàðàñòâàíåòî, ò.å. òÿ
å äèôåðåíöèðóåìà â òàçè òî÷êà. Ïîïúòíî ðàâåíñòâîòî çà ∆F íè äàâà
îùå âåäíàæ ôîðìóëè çà ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè íà F (t) â t0.

Ìàòðè÷íà ïðîèçâîäíà íà èçîáðàæåíèå.
Íåêà D ⊂ Rn è èçîáðàæåíèåòî

f(x) : D→ Rm, x = (x1, . . . , xn) ∈ D

èìà êîìïîíåíòè f(x) = (f1(x), . . . , fm(x)), êúäåòî f1(x), . . . , fm(x) ñà äè-
ôåðåíöèðóåìè ôóíêöèè â D. Àêî ðàçãëåäàìå âñè÷êè ïúðâè ÷àñòíè ïðî-
èçâîäíè ∂fi

∂xj
(x) íà êîîðäèíàòíèòå ôóíêöèè, ïîëó÷àâàìå n.m íà áðîé

ðàçëè÷íè ïðîèçâîäíè, è êàðòèíàòà èçãëåæäà äîñòà ñëîæíà. Ñèòóàöèÿ-
òà ñòàâà çíà÷èòåëíî ïî-îáîçðèìà, àêî ïîäðåäèì òåçè ïðîèçâîäíè â åäíà
n×m - ìàòðèöà. Òàêà ñòèãàìå äî ñëåäíàòà äåôèíèöèÿ:
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Äåôèíèöèÿ. Ïîä ìàòðè÷íà ïðîèçâîäíà íà èçîáðàæåíèåòî f(x)
â òî÷êàòà x0 ùå ðàçáèðàìå ìàòðèöàòà

Df
(
x0
)

=

{
∂fi
∂xj

(
x0
)}

i=1,...,m
j=1,...,n

=


∂f1
∂xj1

(x0) ∂f1
∂x2

(x0) . . . ∂f1
∂xn

(x0)
∂f2
∂x1

(x0) ∂f2
∂x2

(x0) . . . ∂f2
∂xn

(x0)

. . . . . . . . . . . .
∂fm
∂x1

(x0) ∂fm
∂x2

(x0) . . . ∂fm
∂xn

(x0)

 .

Â ÷àñòíîñò, ìàòðè÷íàòà ïðîèçâîäíà íà åäíà ñêàëàðíà ôóíêöèÿ íà
n ïðîìåíëèâè ñúâïàäà ñ n-ìåðíèÿ âåêòîð, ñúñòàâåí îò íåéíèòå ÷àñòíè
ïðîèçâîäíè.

Èçïîëçâàíåòî íà îïåðàöèèòå ñ ìàòðèöè ïîçâîëÿâà äà ñå äàäå ïðîñò
âèä íà ôîðìóëàòà çà íàðàñòâàíåòî è ôîðìóëàòà çà ïðîèçâîäíà íà ñúñ-
òàâíà ôóíêöèÿ çà èçîáðàæåíèÿ. Ùå íàïîìíèì, ÷å âñÿêà n×m � ìàòðèöà
ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà êàòî ëèíååí îïåðàòîð îò Rn â Rm. Íåêà, êàêòî
ïî-ãîðå, f(x) : D → Rm, x = (x1, . . . , xn) ∈ D å m � ìåðíà âåêòîð-
ôóíêöèÿ, è h = (h1, . . . , hn) å âåêòîð íà íàðàñòâàíåòî íà àðãóìåíòà. Äà
íàïèøåì çà âñÿêà îò êîìïîíåíòèòå f1(x), . . . , fm(x) íà èçîáðàæåíèåòî
f(x) ôîðìóëàòà çà íàðàñòâàíåòî âúâ ôîðìàòà (∗∗) çà òî÷êàòà x0 è íà-
ðàñòâàíåòî h. Íàïèñâàéêè ïîëó÷åíèòå m íà áðîé ñêàëàðíè ðàâåíñòâà
êàòî ðàâåíñòâî ìåæäó m-ìåðíè âåêòîðè, ïîëó÷àâàìå:

Ôîðìóëà çà íàðàñòâàíåòî çà âåêòîð-ôóíêöèè. Ïðè ãîðíèòå
óñëîâèÿ èìàìå

f
(
x0 + h

)
= f

(
x0
)

+ Df
(
x0
)
◦ h + r(h),

êúäåòî r(h) å m � ìåðíà âåêòîð-ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿâàùà óñëîâèåòî:

||r(h)|| = o (||h||) .

Ìàòðèöàòà Df (x0), ðàçãëåæäàíà êàòî îïåðàòîð îò Rn â Rn, ñå
íàðè÷à äèôåðåíöèàë íà èçîáðàæåíèåòî f(x) â òî÷êàòà x0.

Ùå ïîêàæåì, ÷å ïðè ãîðíèÿ ïîäõîä è òåîðåìàòà çà äèôåðåíöèðàíå
íà ñúñòàâíî èçîáðàæåíèå äîáèâà ñúâñåì ïðîñò âèä, àíàëîãè÷åí íà òîçè
ïðè ôóíêöèè íà åäíà ïðîìåíëèâà. Ùå íàïîìíèì, ÷å íà âñÿêà äâîéêà
ìàòðèöè A,B ñ ðàçìåðíîñò ñúîòâ. n×m è k×n ñå ñúïîñòàâÿ ìàòðèöàòà
A ◦ B ñ ðàçìåðíîñò k ×m: àêî A = {aij}, B = {bpq}, òî A ◦ B = {cls} ñ
cls =

∑n
i=1 bli.ais.
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Íåêà ñåãà âåêòîð-ôóíêöèÿòà ϕ(t) = (ϕ1(t), . . . , ϕn(t)) å îïðåäåëå-
íà â îêîëíîñò íà òî÷êàòà t0 = (t01, . . . , t

0
k) ∈ Rk, à âåêòîð-ôóíêöèÿòà

f(x) = (f1(x), . . . , fm(x)) - â îêîëíîñò íà òî÷êàòà x0 = ϕ (t0) ∈ Rn. Òî-
ãàâà ñúñòàâíàòà ôóíêöèÿ F (t) = f(ϕ(t)) å îïðåäåëåíà â îêîëíîñò íà
òî÷êàòà t0 è âçåìà ñòîéíîñòè â ïðîñòðàíñòâîòî Rk.

Òåîðåìà 4.Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å ôóíêöèèòå f(x) è ϕ(t) ñà äèôå-
ðåíöèðóåìè ñúîòâåòíî â òî÷êèòå t0 è x0 = ϕ (t0). Òîãàâà ñúñòàâíàòà
ôóíêöèÿ F (t) = f(ϕ(t)) å äèôåðåíöèðóåìà â òî÷êàòà t0, è å â ñèëà
ðàâåíñòâîòî

DF
(
t0
)

= Df
(
x0
)
◦Dϕ

(
t0
)
.

Äîêàçàòåëñòâî. Â ñúùíîñò òâúðäåíèåòî ïðåäñòàâëÿâà ñàìî äðó-
ãà ôîðìóëèðîâêà íà ðåçóëòàòà íà òåîðåìà 4′. Íàèñòèíà, òî ñå ïîëó÷àâà
íåïîñðåäñòâåíî îò äàäåíîòî ïî-ãîðå îïðåäåëåíèå íà ïðîèçâåäåíèå íà
ìàòðèöè è îò äîêàçàíèòå ïî-ãîðå ðàâåíñòâà

∂Fl
∂tj

(
t0
)

=
n∑
i=1

∂fl
∂xi

(
x0
) ∂ϕi
∂tj

(
t0
)
.

Ôóíêöèîíàëíà äåòåðìèíàíòà íà èçîáðàæåíèå.
Ïî-íàòàòúê ÷åñòî ùå ñå íàëàãà äà ðàçãëåæäàìå èçîáðàæåíèÿ, êî-

èòî äåéñòâàò îò Rn â Rn, èëè, ïî-òî÷íî, ñà äåôèíèðàíè â ïîäìíîæåñòâî
íà Rn è âçåìàò ñòîéíîñòè â Rn. Òîãàâà òÿõíàòà ìàòðè÷íà ïðîèçâîäíà
ïðåäñòàâëÿâà êâàäðàòíà ìàòðèöà, è íèå ìîæå äà ðàçãëåäàìå íåéíàòà
äåòåðìèíàíòà, êîÿòî èãðàå ìíîãî âàæíà ðîëÿ â ïî-íàòàòúøíèòå ðàçã-
ëåæäàíèÿ.

Äåôèíèöèÿ. Íåêà âåêòîð-ôóíêöèÿòà f(x) = (f1(x), . . . , fn(x)),
âçåìàùà ñòîéíîñòè â Rn, å äåôèíèðàíà â îêîëíîñò íà òî÷êàòà x0 =
ϕ (t0) ∈ Rn. Ïîä ôóíêöèîíàëíà äåòåðìèíàíòà, èëè ÿêîáèàí, íà f(x) â
òî÷êàòà x0, ùå ðàçáèðàìå ÷èñëîòî

D (f1, . . . , fn)

D (x1, . . . , xn)

(
x0
)

= det
(
Df

(
x0
))
.
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FHu,vL

u

v

x

y

D E

Èçîáðàæåíèå íà R2 â R2

Òåîðåìà 5.(îñíîâíî ñâîéñòâî íà ôóíêöèîíàëíèòå äåòåðìèíàíòè).
Ôóíêöèîíàëíàòà äåòåðìèíàíòà íà ïðîèçâåäåíèåòî íà äâå èçîáðàæå-
íèÿ å ðàâíà íà ïðîèçâåäåíèåòî íà òÿõíèòå ôóíêöèîíàëíè äåòåðìè-
íàíòè.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà F (t) = f(ϕ(t)). Òúé êàòî äåòåðìèíàíòà íà
ïðîèçâåäåíèå íà äâå êâàäðàòíè ìàòðèöè å ðàâíà íà ïðîèçâåäåíèåòî íà
òÿõíèòå äåòåðìèíàíòè, òî òâúðäåíèåòî íåïîñðåäñòâåíî ñëåäâà îò òåîðå-
ìà 4.

Äîêàçàíîòî ðàâåíñòâî ñå çàïèñâà âúâ âèäà

D (F1, . . . , Fn)

D (t1, . . . , tn)

(
t0
)

=
D (f1, . . . , fn)

D (x1, . . . , xn)

(
x0
)
.
D (ϕ1, . . . , ϕn)

D (t1, . . . , tn)

(
t0
)
.

Âèæäà ñå, ÷å íà÷èíúò íà çàïèñâàíå å òàêà ñúñòàâåí, ÷å äà ïîäñåùà
÷èòàòåëÿ çà ïðàâèëíàòà ôîðìóëà: ãîðíîòî ðàâåíñòâî ìîæå äà ñå òúëêó-
âà êàòî "ñúêðàùàâàíå" íà D (x1, . . . , xn) ñ "ðàâíîòî ìó"D (ϕ1, . . . , ϕn).
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Ïðîèçâîäíà íà îáðàòíîòî èçîáðàæåíèå. Êàêòî çíàåì, èçîá-
ðàæåíèåòî f : X → Y îò ìíîæåñòâîòî X â ìíîæåñòâîòî Y å áèåêòèâíî
(âçàèìíî åäíîçíà÷íî), àêî çà âñÿêà òî÷êà y ∈ Y ñúùåñòâóâà òî÷íî åäèí
ïðîîáðàç â X, ò.å. òàêîâà x ∈ X, ÷å f(x) = y. Ïîëàãàéêè x = g(y), ïî-
ëó÷àâàìå îáðàòíîòî èçîáðàæåíèå g = f−1 : Y → X. Ëåñíî ñå âèæäà,
÷å ñà èçïúëíåíè ðàâåíñòâàòà g ◦ f = IX , f ◦ g = IY , êúäåòî IX è IY ñà
èäåíòè÷íèòå èçîáðàæåíèÿ íà ïðîñòðàíñòâàòà X è Y â ñåáå ñè.

Òåîðåìà 6.Íåêà f(x) å áèåêòèâíî èçîáðàæåíèå íà ìíîæåñò-
âîòî D ⊂ Rn â ìíîæåñòâîòî E ⊂ Rn è g(y) å íåãîâîòî îáðàòíî
èçîáðàæåíèå. Íåêà èçîáðàæåíèåòî f(x) å äèôåðåíöèðóåìî â òî÷êàòà
x0 ∈ D, à èçîáðàæåíèåòî g(y) - â òî÷êàòà y0 = f (x0). Òîãàâà ñà â
ñèëà ðàâåíñòâàòà:

Dg
(
y0
)

= Df
(
x0
)−1

,
D (g1, . . . , gn)

D (y1, . . . , yn)

(
y0
)

=

(
D (f1, . . . , fn)

D (x1, . . . , xn)

(
x0
))−1

.

Äîêàçàòåëñòâî. Îò ðàâåíñòâîòî g(f(x)) = x è òåîðåìàòà çà
ïðîèçâîäíà íà ñúñòàâíî èçîáðàæåíèå ñëåäâà ìàòðè÷íîòî ðàâåíñòâî
Dg (y0) ◦ Df (x0) = I, êúäåòî I å åäèíè÷íàòà n × n ìàòðèöà, êîåòî å
ïúðâîòî îò ãîðíèòå ðàâåíñòâà. Âòîðîòî ðàâåíñòâî ñëåäâà îò öèòèðàíî-
òî ïî-ãîðå ñâîéñòâî íà äåòåðìèíàíòàòà.

Â ÷àñòíîñò, îò òóê ñå âèæäà, ÷å ïðè óñëîâèÿòà íà òåîðåìàòà èìàìå
D(f1,...,fn)
D(x1,...,xn)

(x0) 6= 0.

Çàáåëåæêà. Â ïàðàãðàô 1.8, òåîðåìà 7, íèå ùå ïîêàæåì, ÷å å
âÿðíî è îáðàòíîòî òâúðäåíèå: àêî ôóíêöèîíàëíàòà äåòåðìèíàíòà íà
åäíî äèôåðåíöèðóåìî áèåêòèâíî èçîáðàæåíèå å ðàçëè÷íà îò íóëà, òî
îáðàòíîòî ìó èçîáðàæåíèå ñúùî å äèôåðåíöèðóåìî.

Óïðàæíåíèÿ.

1.Ôóíêöèÿòà f (~x) = f (x1, . . . , xn) ñå íàðè÷à õîìîãåííà îò ñòåïåí
k, àêî çà âñÿêî ÷èñëî t å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî

f (t~x) = tkf (~x) .

Äîêàæåòå, ÷å çà ôóíêöèèòå, õîìîãåííè îò ñòåïåí k, å â ñèëà ðà-
âåíñòâîòî íà Îéëåð:

x1
∂f

∂x1

(~x) + . . .+ xn
∂f

∂xn
(~x) = k f (t~x) .
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2. Äîêàæåòå, ÷å ôóíêöèÿòà f(x, y) = 3
√
xy íå å äèôåðåíöèðóåìà â

òî÷êàòà (0, 0), à ôóíêöèÿòà g(x, y) = cos 3
√
xy å äèôåðåíöèðóåìà â òàçè

òî÷êà.

3. Âèñî÷èíàòà a = |OB| íà ïëàíèíñêè âðúõ ìîæå äà ñå îïðåäåëè
ïî ôîðìóëàòà

a(b, α) = b tg α,

êúäåòî b = |OA| å ðàçñòîÿíèåòî ïî õîðèçîíòàëàòà ìåæäó âúðõà è íàá-
ëþäàòåëÿ, à α å úãúëúò, ïîä êîéòî ñå âèæäà âúðõà (âèæ ÷åðòåæà).

a

b

Α

A

B

O

×åðòåæ êúì çàäà÷à 3.

Èçïîëçâàéêè ëèíåéíàòà ÷àñò íà ôîðìóëàòà çà íàðàñòâàíåòî, äî-
êàæåòå, ÷å å âàëèäíà ñëåäíàòà ôîðìóëà çà ãðåøêàòà:

∆a ≈ tg α.∆b+
b

cos 2α
.∆α.

4. Íàïèøåòå ôîðìóëàòà çà íàðàñòâàíåòî çà ôóíêöèèòå:
à/ f(x, y) = 1

sin (xy)
îêîëî òî÷êàòà (π/3, 1/2).

á/ f(x, y) = xy îêîëî òî÷êàòà (2, 2).
â/ Èçïîëçâàéêè á/, ïðåñìåòíåòå 2.012.01 ñ òî÷íîñò äî 0.01.
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1.5 Ïðîèçâîäíà ïî íàïðàâëåíèå è ãðàäèåíò

Çà ôóíêöèè íà åäíà ïðîìåíëèâà ïúðâàòà ïðîèçâîäíà â äàäåíà òî÷êà
èìà ïðîñò ãåîìåòðè÷åí ñìèñúë - òÿ å ðàâíà íà úãëîâèÿ êîåôèöèåíò
íà äîïèðàòåëíàòà êúì ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà â òàçè òî÷êà. Ñ äðóãè
äóìè, òÿ èçðàçÿâà "ñòðúìíîñòòà" íà ãðàôèêàòà â òàçè òî÷êà (àêî ôóíê-
öèÿòà íàðàñòâà, ïðîèçâîäíàòà å ïîëîæèòåëíà, è ò.í.). Çà ôóíêöèè íà n
ïðîìåíëèâè ïúðâèòå ïðîèçâîäíè ñà n íà áðîé, è òÿõíàòà èíòåðïðåòàöèÿ
íå å òîëêîâà î÷åâèäíà.

Çà äà ñè èçÿñíèì ãåîìåòðè÷íèÿ ñìèñúë íà ïúðâèòå ïðîèçâîäíè,
ùå ñè ïîñëóæèì ñ àíàëîãèÿòà, êîÿòî ñïîìåíàõìå â íà÷àëîòî íà ïðåäíèÿ
ïàðàãðàô: ùå ðàçãëåäàìå ãðàôèêàòà íà äàäåíà ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåí-
ëèâè êàòî ðåëåô íà ÷àñò îò çåìíàòà ïîâúðõíîñò. Òàêà, äà ñè ïðåäñòà-
âèì, ÷å ñå íàìèðàìå íà ñêëîíà íà íÿêàêúâ õúëì (âèæ ÷åðòåæà). Òîãàâà
ñòðúìíîñòòà íà ïúòåêàòà, ïî êîÿòî âúðâèì, çàâèñè îò íåéíàòà ïîñîêà:
íèå ìîæå äà òðúãíåì ïðàâî íàãîðå (ãîëÿì ïîëîæèòåëåí íàêëîí), ïðàâî
íàäîëó (ãîëÿì îòðèöàòåëåí), èëè äà ïîåìåì ïî õîðèçîíòàëàòà - òîãàâà
ïúòåêàòà å õîðèçîíòàëíà è íàêëîíúò å íóëåâ. Òåçè ñúîáðàæåíèÿ âîäÿò
äî ïîíÿòèåòî ïðîèçâîäíà ïî íàïðàâëåíèå, êîåòî ùå èçëîæèì ïî-äîëó.

Ïðîèçâîäíà ïî íàïðàâëåíèå. Íåêà f (x) = f (x1, . . . , xn) å ôóí-
êöèÿ íà n ïðîìåíëèâè, äèôåðåíöèðóåìà â òî÷êàòà x0, è íåêà ~e =
(e1, . . . , en) å n-ìåðåí âåêòîð ñ íîðìà åäèíèöà (ò.å. ||e|| =

√∑n
i=1 e

2
i = 1.)*

Äåôèíèöèÿ. Ïîä ïðîèçâîäíà íà ôóíêöèÿòà f(x) ïî íàïðàâëåíèå
~e â òî÷êàòà x0 ùå ðàçáèðàìå ãðàíèöàòà

∂f

∂~e

(
x0
)

= lim
t→0

f (x0 + t~e)− f (x0)

t
.

Ùå èçðàçèì ∂f
∂~e

(x0) ÷ðåç ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè íà f(x). Ïðàâàòà,
ìèíàâàùà ïðåç òî÷êàòà x0 è êîëèíåàðíà íà âåêòîðà ~e, ìîæå äà ñå ïàðà-
ìåòðèçèðà ñ óðàâíåíèÿòà

x(t) =
(
x0

1 + te1, . . . , x
0
n + ten

)
.

*Êîìïîíåíòèòå e1, . . . , en íà åäèíè÷íèÿ âåêòîð ~e ñå íàðè÷àò íåãîâè
äèðåêòîðíè êîñèíóñè. Àêî îçíà÷èì ñ ~xi åäèíè÷íèÿ êîîðäèíàòåí âåêòîð ïî îñ-
òà xi, òî êîìïîíåíòàòà ei å ðàâíà íà ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå 〈~e, ~xi〉 è ñëåäîâàòåëíî
íà êîñèíóñà íà úãúëà ìåæäó ~e è îñòà xi.
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(Òúé êàòî ||e|| = 1, ïàðàìåòúðúò t ñúâïàäà ñ îðèåíòèðàíîòî ðàçñòîÿíèå
îò òåêóùàòà òî÷êà x(t) äî íà÷àëíàòà òî÷êà x0.)

Òîãàâà îãðàíè÷åíèåòî íà f (x) âúðõó òàçè ïðàâà ñå ïðåäñòàâÿ ñ
ôóíêöèÿòà íà åäíà ïðîìåíëèâà

ϕ(t) = f(x(t)) = f
(
x0

1 + te1, . . . , x
0
n + ten

)
.

Ïðèëàãàéêè çà ôóíêöèÿòà ϕ(t) = f (x0
1 + te1, . . . , x

0
n + ten) ïðàâèëîòî çà

äèôåðåíöèðàíå íà ñúñòàâíà ôóíêöèÿ, ïîëó÷àâàìå ðàâåíñòâîòî

(∗) ∂f

∂~e

(
x0
)

=
n∑
i=1

ei
∂f

∂xi

(
x0
)
.

Äåôèíèöèÿòà íà ïðîèçâîäíà ïî íàïðàâëåíèå îáîáùàâà ïîíÿòèåòî
÷àñòíà ïðîèçâîäíà, äåôèíèðàíî â ïðåäíèÿ ïàðàãðàô. Íàèñòèíà, àêî
â ðîëÿòà íà ~e âçåìåì i-òèÿò êîîðäèíàòåí âåêòîð ~ei (òîâà å âåêòîð ñ
êîîðäèíàòà åäèíèöà íà i-òîòî ìÿñòî è íóëè íà îñòàíàëèòå ìåñòà), òî îò
ôîðìóëàòà (∗) ïîëó÷àâàìå:

∂f

∂~ei

(
x0
)

=
∂f

∂xi

(
x0
)
.

Çàáåëåæêà. Ïî-íàòàòúê íèå ùå èçïîëçâàìå äåôèíèöèÿòà çà ïðî-
èçâîäíà ïî íàïðàâëåíèå è ôîðìóëàòà (∗) çà ïðîèçâîëåí n-ìåðåí âåêòîð
~h = (h1, . . . , hn), áåç äà èçèñêâàìå óñëîâèåòî

∣∣∣∣∣∣~h∣∣∣∣∣∣ = 1. Òîãàâà îïðåäå-

ëåíèåòî ãóáè äèðåêòåí ãåîìåòðè÷åí ñìèñúë, íî îñíîâíèòå ìó ñâîéñòâà
îñòàâàò â ñèëà. Çà ïî-íàòàòúøíè öåëè ùå âúâåäåì îçíà÷åíèåòî:

D~hf(x) =
∂f

∂~h
(x) =

n∑
i=1

hi
∂f

∂xi
(x) .

Àêî îçíà÷èì ñ Di îïåðàöèÿòà íà äèôåðåíöèðàíå ïî ïðîìåíëèâàòà xi, å
â ñèëà ðàâåíñòâîòî ìåæäó îïåðàòîðè

D~h =
n∑
i=1

hiDi.
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Ãðàäèåíò íà ôóíêöèÿ. Äà ðàçãëåäàìå, ïðè ôèêñèðàíà òî÷êà
x0, çàâèñèìîñòòà íà ïðîèçâîäíàòà ïî íàïðàâëåíèå f ′~e (x0) îò åäèíè÷íèÿ
âåêòîð ~e. Ñ äðóãè äóìè, ïèòà ñå ïî êîå íàïðàâëåíèå ïðîèçâîäíàòà íà
ôóíêöèÿòà å íàé-ãîëÿìà, ðåñï. íàé-ìàëêà. Çà öåëòà ùå èçïîëçâàìå ïî-
íÿòèåòî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå íà âåêòîðè îò Rn, êîåòî ìîæå äà áúäå
äåôèíèðàíî ïî àíàëèòè÷åí è ãåîìåòðè÷åí ïúò (âèæ �1). Ùå íàïîìíèì,
÷å çà äâà âåêòîðà ~a = (a1, . . . , an), ~b = (b1, . . . , bn) îò Rn ñêàëàðíîòî
ïðîèçâåäåíèå ñå äåôèíèðà ñ ôîðìóëàòà〈

~a,~b
〉

=
n∑
i=1

aibi.

Â ñèëà å ðàâåíñòâîòî〈
~a,~b
〉

= ||~a||
∣∣∣∣∣∣~b∣∣∣∣∣∣ cos^(~a,~b) ,

êúäåòî ^
(
~a,~b
)
îçíà÷àâà úãúëà ìåæäó âåêòîðèòå ~a è ~b.

Äåôèíèöèÿ. Ïîä ãðàäèåíò íà ôóíêöèÿòà íà n ïðîìåíëèâè
f (x1, . . . , xn) â òî÷êàòà x0 ùå ðàçáèðàìå n-ìåðåí âåêòîð ñ êîîðäèíà-
òè, ðàâíè íà ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè â òàçè òî÷êà:

−−→
grad f

(
x0
)

=

(
∂f

∂x1

(
x0
)
,
∂f

∂x2

(
x0
)
, . . . ,

∂f

∂xn

(
x0
))

.

Òîãàâà ôîðìóëàòà (∗) ìîæå äà ñå íàïèøå è òàêà:

(∗∗) ∂f

∂~e

(
x0
)

=
〈−−→
grad f

(
x0
)
, ~e
〉

=
∣∣∣∣∣∣−−→grad f

(
x0
)∣∣∣∣∣∣ cos∠(−−→grad f

(
x0
)
, ~e
)
,

òúé êàòî ||~e|| = 1.
Çíàåì, ÷å íàé-ãîëÿìàòà ñòîéíîñò íà êîñèíóñà íà åäèí úãúë å ðàâíà

íà åäèíèöà è ñå äîñòèãà çà úãúë, ðàâåí íà íóëà. Îòòóê ïîëó÷àâàìå:

Òåîðåìà 1.Ïðîèçâîäíàòà ïî íàïðàâëåíèå
∂f

∂~e

(
x0
)
â òî÷êàòà (x0)

âçåìà íàé-ãîëÿìàòà ñè ñòîéíîñò, êîãàòî âåêòîðà ~e å åäíîïîñî÷åí ñ
âåêòîðà

−−→
grad f (x0), ò.å.

~e =

−−→
grad f (x0)∣∣∣∣∣∣−−→grad f (x0)

∣∣∣∣∣∣ .
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Â òîçè ñëó÷àé èìàìå

∂f

∂~e

(
x0
)

=
∣∣∣∣∣∣−−→grad f

(
x0
)∣∣∣∣∣∣ .

Ñ äðóãè äóìè, èìàìå ñëåäíàòà ãåîìåòðè÷íà èíòåðïðåòàöèÿ íà âåê-
òîðà

−−→
grad f (x0): ïîñîêàòà ìó ñúâïàäà ñ ïîñîêàòà, â êîÿòî f(x) ðàñòå íàé-

áúðçî, à ãîëåìèíàòà ìó å ðàâíà íà íàêëîíà íà ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà
â òàçè ïîñîêà.

Ãðàäèåíò íà ôóíêöèÿòà â äàäåíà òî÷êà è âåêòîðè,
äîïèðàòåëíè êúì õîðèçîíòàëàòà.

Ùå ïîñî÷èì îùå åäíà ãåîìåòðè÷íà õàðàêòåðèçàöèÿ íà âåêòîðà
−−→
grad f (x0). Îò ôîðìóëàòà (∗∗) ñå âèæäà, ÷å ∂f

∂~e

(
x0
)

= 0 òî÷íî òîãàâà,

êîãàòî ~e å ïåðïåíäèêóëÿðåí íà
−−→
grad f (x0). Èíà÷å êàçàíî, àêî ñå äâèæèì

ïî "õîðèçîíòàëàòà", íàïðàâëåíèåòî íà äâèæåíèåòî âúâ âñåêè ìîìåíò ùå
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áúäå ïåðïåíäèêóëÿðíî íà ãðàäèåíòà â ñúîòâåòíàòà òî÷êà. Òàêà, çàñåãà
íà èíòóèòèâíî íèâî, ñòèãàìå äî òâúðäåíèåòî (âèæ ÷åðòåæà).

Òåîðåìà 2. Ãðàäèåíòúò íà åäíà ôóíêöèÿ â äàäåíà òî÷êà å ïåð-
ïåíäèêóëÿðåí íà ëèíèÿòà íà íèâî íà ôóíêöèÿòà, ìèíàâàùà ïðåç òàçè
òî÷êà.

-1 0 1 2 3

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

Ãðàäèåíò è ëèíèè íà íèâî íà äàäåíà ôóíêöèÿ.

Òî÷íàòà ôîðìóëèðîâêà íà òîâà òâúðäåíèå å ñëåäíàòà: ãðàäèåíòúò
å ïåðïåíäèêóëÿðåí íà äîïèðàòåëíàòà êúì ëèíèÿòà íà íèâî â òî÷êàòà.
(Çà äîïèðàòåëíà êúì ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíà êðèâà âèæ ÷àñò I, �2.12.)
Ïàðàìåòðèçèðàíåòî íà ëèíèÿòà íà íèâî, êàêòî è äîêàçàòåëñòâîòî íà
ãîðíàòà òåîðåìà, ùå áúäå íàïðàâåíî â �8.

Çàáåëåæêà. Ãðàäèåíòúò íà äàäåíà ôóíêöèÿ áåøå äåôèíèðàí ïðè
íàëè÷èå íà äåêàðòîâà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà â ïðîñòðàíñòâîòî Rn. Òåî-
ðåìè 1 è 2 îáà÷å ïîêàçâàò, ÷å âåêòîðà

−−→
grad f(x) èìà èíâàðèàíòåí ãåî-

ìåòðè÷åí ñìèñúë, ò.å íå çàâèñè îò èçáîðà íà êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà, à
ñàìî îò ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå â Rn.

Ôîðìóëà çà êðàéíèòå íàðàñòâàíèÿ çà ôóíêöèè íà ìíîãî
ïðîìåíëèâè. Ùå îáîáùèì åäíà îò íàé-âàæíèòå ôîðìóëè íà äèôå-
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ðåíöèàëíîòî ñìÿòàíå çà åäíà ïðîìåíëèâà � ôîðìóëàòà çà êðàéíèòå íà-
ðàñòâàíèÿ, äîêàçàíà â I.�2.3 (è èçïîëçâàíà â ïðåäíèÿ ïàðàãðàô). Íåêà
x0 ∈ Rn, ~h = (h1, . . . , hn) (âåêòîð íà íàðàñòâàíåòî), è íåêà ôóíêöèÿòà
f(x) å äåôèíèðàíà è äèôåðåíöèðóåìà âúâ âñè÷êè òî÷êè îò îòñå÷êàòà,
ñâúðçâàùà òî÷êèòå x0 è x0 + ~h â Rn.

Òåîðåìà 3. Ïðè ãîðíèòå óñëîâèÿ ñúùåñòâóâà ÷èñëî θ ∈ (0, 1)
òàêîâà, ÷å

f
(
x0 + ~h

)
− f

(
x0
)

=
n∑
i=1

hi
∂f

∂xi

(
x0 + θ~h

)

Äîêàçàòåëñòâî. Äà âúâåäåì, êàêòî ïî-ãîðå, ïîìîùíàòà ôóíê-
öèÿ íà åäíà ïðîìåíëèâà ϕ(t) = f (x0

1 + th1, . . . , x
0
n + thn). Òîãàâà îò

óñëîâèåòî íà òåîðåìàòà ñëåäâà, ÷å òÿ å äèôåðåíöèðóåìà â èíòåðâà-
ëà [0, 1]. Îò åäíîìåðíàòà òåîðåìà çà êðàéíèòå íàðàñòâàíèÿ ñëåäâà, ÷å
ϕ(1)− ϕ(0) = ϕ′(θ) çà íÿêîå θ ∈ (0, 1). Òîãàâà òåîðåìàòà å ñëåäñòâèå íà
î÷åâèäíèòå ðàâåíñòâà

ϕ(0) = f
(
x0
)
, ϕ(1) = f

(
x0 + ~h

)
, ϕ′(t) =

n∑
i=1

hi
∂f

∂xi

(
x0 + t~h

)
.

Ñëåäñòâèå 4. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å ïðîèçâîäíèòå íà f(x) óäîâ-
ëåòâîðÿâàò íåðàâåíñòâîòî√√√√ n∑

i=1

(
∂f

∂xi
(x)

)2

≤ C.

Òîãàâà å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî∣∣∣f (x0 + ~h
)
− f

(
x0
)∣∣∣ ≤ C

∣∣∣∣∣∣~h∣∣∣∣∣∣ .
Äîêàçàòåëñòâî. Ãîðíîòî óñëîâèå âñúùíîñò îçíà÷àâà, ÷å

∣∣∣∣∣∣−−→grad f(x)
∣∣∣∣∣∣ ≤

C. Òâúðäåíèåòî íà òåîðåìàòà ìîæå äà ñå íàïèøå âúâ âèäà

f
(
x0 + ~h

)
− f

(
x0
)

=
〈
~h,
−−→
grad f

(
x0 + θ~h

)〉
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è ñëåäîâàòåëíî∣∣∣f (x0 + ~h
)
− f

(
x0
)∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∣∣~h∣∣∣∣∣∣ ∣∣∣∣∣∣−−→grad f

(
x0 + θ~h

)∣∣∣∣∣∣ ≤ C
∣∣∣∣∣∣~h∣∣∣∣∣∣ .

Óïðàæíåíèÿ.

1. Íåêà f(P ) å ðàäèàëíà ôóíêöèÿ â ðàâíèíàòà, ò.å. èìà âèäà

f(P ) = ϕ
(∣∣∣∣∣∣−→OP ∣∣∣∣∣∣) ,

êúäåòî O å ôèêñèðàíà òî÷êà â ðàâíèíàòà (íàïð. íà÷àëîòî), ||OP || å
ðàçñòîÿíèåòî îò òî÷êàòà O äî òî÷êàòà P , à ϕ(t) å ôóíêöèÿ íà åäíà
ïðîìåíëèâà, äåôèíèðàíà è äèôåðåíöèðóåìà ïðè t > 0. Äîêàæåòå, ÷å
f(P ) å äèôåðåíöèðóåìà ïðè P 6= O è

−−→
grad f(P ) = ϕ′

(∣∣∣∣∣∣−→OP ∣∣∣∣∣∣) . −→OP∣∣∣∣∣∣−→OP ∣∣∣∣∣∣ .
Çàáåëåæêà. Âåêòîðúò

−→
OP∣∣∣∣∣∣∣∣−→OP ∣∣∣∣∣∣∣∣ ïðåäñòàâëÿâà åäèíè÷åí âåêòîð, íà-

ñî÷åí îò O êúì P .

2. (Íþòîíîâî ãðàâèòàöèîííî ïîëå). Àêî èìàìå äâå ìàòåðèàë-
íè òî÷êè, òî, ñïîðåä òåîðèÿòà çà ãðàâèòàöèÿòà, ãðàâèòàöèîííàòà ñèëà
ìåæäó òÿõ å íàñî÷åíà ïî ñâúðçâàùàòà ãè ëèíèÿ, ïðàâî ïðîïîðöèîíàëíà
å íà ïðîèçâåäåíèåòî íà ìàñèòå, è îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëíà íà êâàäðàòà
íà ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó òÿõ. Ìàòåìàòè÷åñêèÿò èçðàç å ñëåäíèÿò: íåêà
èìàìå ìàñà M â òî÷êàòà O, è åäèíè÷íà ìàñà â òî÷êàòà P . Äà îçíà÷èì
ñ ~F (P ) = (Fx(P ), Fy(P ), Fz(P )) ñèëàòà, ñ êîÿòî òàçè ìàñà ñå ïðèâëè÷à
îò ïúðâàòà. Ïîêàæåòå, ÷å âåêòîðíîòî ïîëå*

~F (P ) = − c∣∣∣∣∣∣−→OP ∣∣∣∣∣∣3
(−→
OP
)
,

*Ïîä âåêòîðíî ïîëå, äåôèíèðàíî â îáëàñòòà D ⊂ Rn
ñå ðàçáèðà èçîáðàæåíèå,

ñúïîñòàâÿùî íà âñÿêà òî÷êà P ∈ D n-ìåðíèÿ âåêòîð ~F (P ) = (F1(P ), . . . , Fn(P )).
Òîâà ïîíÿòèå èìà ìíîãîáðîéíè ïðèëîæåíèÿ â ìàòåìàòèêàòà è ôèçèêàòà.
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êúäåòî c = kM è k å ãðàâèòàöèîííàòà êîíñòàíòà, óäîâëåòâîðÿâà ãîðíèòå
óñëîâèÿ. Ïîêàæåòå îùå, ÷å àêî ïîëîæèì Φ(P ) = c∣∣∣∣∣∣∣∣−→OP ∣∣∣∣∣∣∣∣ , òî å èçïúëíåíî
ðàâåíñòâîòî

~F (P ) =
−−→
gradΦ(P ).

Çàáåëåæêà. Ôóíêöèÿòà Φ(P ) ñå íàðè÷à ãðàâèòàöèîíåí ïîòåí-
öèàë. Â ìíîãî ñëó÷àè å ïî-ëåñíî äà ñå ðàáîòè ñúñ ñêàëàðíàòà ôóíêöèÿ
Φ(P ), îòêîëêîòî ñ âåêòîðíîòî ïîëå ~F (P ).

3. Íåêà F1, F2 ñà äâå ðàçëè÷íè òî÷êè îò ðàâíèíàòà, è f(P ) =
||F1P ||+ ||F2P ||. Äîêàæåòå, ÷å ïðè λ > ||F1F2|| ëèíèèòå íà íèâî íà ôóí-
êöèÿòà (ò.å. ìíîæåñòâîòî îò òî÷êè P , çà êîèòî f(P ) = λ) ïðåäñòàâëÿâàò
åëèïñè (ñ ôîêóñè â òî÷êèòå F1 è F2).

Óïúòâàíå. Èçáåðåòå êîîðäèíàòíà ñèñòåìà ñ íà÷àëî ñðåäàòà íà
îòñå÷êàòà F1F2 è àáñöèñíà îñ ïî òàçè îòñå÷êà. Äà îçíà÷èì p = 1

2
||F1F2||;

òîãàâà òî÷êèòå F1, F2 ùå èìàò êîîðäèíàòè (−p, 0) è (p, 0) ñúîòâåòíî. Äà
ïîëîæèì

a =
λ

2
, b =

√
a2 − p2.

Äîêàæåòå ÷ðåç äâóêðàòíî ïîâäèãàíå íà êâàäðàò, ÷å çà âñÿêà òî÷êà P =
(x, y) ðàâåíñòâîòî ||PF1||+ ||PF2|| = λ å åêâèâàëåíòíî ñ

x2

a2
+
y2

b2
= 1.

Çàáåëåæêà. Îò òàçè çàäà÷à ñëåäâà äîáðå ïîçíàòèÿò íà÷èí çà íà-
÷åðòàâàíå íà åëèïñà ñ ïîìîùòà íà âðúâ÷èöà è äâå ãâîçäåé÷åòà (ïîñî÷åòå
ãî!)

4. (Îïòè÷íî ñâîéñòâî íà åëèïñàòà.) Íåêà f(P ) = ||F1P || +
||F2P || å ôóíêöèÿòà îò ïðåäíàòà çàäà÷à. Äîêàæåòå, ÷å çà âñÿêà òî÷êà
P 6= F1, F2 âåêòîðúò

−−→
grad f(P ) å êîëèíåàðåí ñ úãëîïîëîâÿùàòà íà úãúëà,

îïðåäåëåí îò âåêòîðèòå
−−→
PF1,

−−→
PF2.

Óïúòâàíå. Äà îçíà÷èì f1(P ) =
∣∣∣∣∣∣−−→F1P

∣∣∣∣∣∣, f2(P ) =
∣∣∣∣∣∣−−→F2P

∣∣∣∣∣∣. Îò ðå-
çóëòàòà íà çàä. 1 ñå âèæäà, ÷å

−−→
grad f1(P ) =

−−→
F1P

||F1P ||
,
−−→
grad f2(P ) =

−−→
F2P

||F2P ||
.
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Äà íàíåñåì îò òî÷êàòà P åäèíè÷íèòå âåêòîðè

−−→
PQ1 =

−−→
grad f1(P ),

−−→
PQ2 =

−−→
grad f2(P ).

Òîãàâà

−−→
grad f(P ) =

−−→
grad f1(P ) +

−−→
grad f2(P ) =

−−→
PQ1 +

−−→
PQ2 = ~PQ.

Òúé êàòî ÷åòèðèúãúëíèêúò PQ1QQ2 å ðîìá, òî ^Q1PQ = ^Q2PQ.

F1 F2

Q1

Q2

Q

P

Îïòè÷íî ñâîéñòâî íà åëèïñàòà.

Çàáåëåæêà. Ðåçóëòàòúò íà çàäà÷àòà èìà ïðîñòà ãåîìåòðè÷íà èí-
òåðïðåòàöèÿ. Çàêîíúò çà îòðàçÿâàíå íà ñâåòëèíàòà ãëàñè, ÷å ïðè îòðà-
çÿâàíå îò ðàâíèíà ïàäàùèÿò è îòðàçåíèÿò ëú÷ ñêëþ÷âàò åäíàêâè úãëè
ñ íîðìàëàòà êúì ïîâúðõíèíàòà. Ñúùèÿò çàêîí å âàëèäåí è çà êðèâîëè-
íåéíà ïîâúðõíèíà; àêî ïîâúðõíèíàòà å ïðåäñòàâåíà êàòî ëèíèÿ íà íèâî
íà äàäåíà ôóíêöèÿ, òî ïî Òåîðåìà 2 îò ïàðàãðàôà íîðìàëàòà êúì íåÿ
å êîëèíåàðíà ñ ãðàäèåíòà íà ôóíêöèÿòà. Ðåçóëòàòà íà çàäà÷àòà ìîæå
äà ñå ôîðìóëèðà òàêà:

Àêî ïóñíåì ïðîèçâîëåí ñâåòëèíåí ëú÷ îò åäèíèÿ ôîêóñ íà åëèï-
ñàòà, ñëåä îòðàçÿâàíåòî â íåÿ òîé ùå ìèíå ïðåç äðóãèÿ è ôîêóñ.

5. Íåêà l å ïðàâà â ðàâíèíàòà è F å òî÷êà, êîÿòî íå ëåæè íà l. Íåêà
M å ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè òî÷êè P â ðàâíèíàòà, çà êîèòî ðàçñòîÿíèåòî∣∣∣∣∣∣−→FP ∣∣∣∣∣∣ îò òî÷êàòà P äî òî÷êàòà F å ðàâíî íà ðàçñòîÿíèåòî îò òî÷êàòà P

äî ïðàâàòà l (ò.å. íà äúëæèíàòà íà ïåðïåíäèêóëÿðà, ñïóñíàò îò P êúì
ïðàâàòà). Äîêàæåòå, ÷å ìíîæåñòâîòî M å ïàðàáîëà (ñ ôîêóñ â F ).
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Óïúòâàíå. Èçáåðåòå êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà â ðàâíèíàòà òàêà, ÷å
îñòà x äà ñúâïàäà ñ l, à òî÷êàòà F äà ëåæè íà îñòà y (ò.å. F = (0, p)).
Ïîêàæåòå, ÷å ìíîæåñòâîòî M ñå îïèñâà ñ óðàâíåíèåòî y = 1

2p
x2 + p

2
.

Çàáåëåæêà. Íåôîðìàëíî, ïàðàáîëàòà ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà êàòî
ãðàíè÷íî ïîëîæåíèå íà åëèïñàòà, àêî åäèíèÿò è ôîêóñ å íåïîäâèæåí, à
äðóãèÿò îòèâà â áåçêðàéíîñòòà.

6. (Îïòè÷íî ñâîéñòâî íà ïàðàáîëàòà.) Ïîêàæåòå, ÷å âñåêè
ñâåòëèíåí ëú÷, èçëèçàù îò ôîêóñà F íà ïàðàáîëàòà, ñëåä îòðàæåíèå
â ïàðàáîëàòà ñòàâà óñïîðåäåí íà íåéíàòà îñ. *

Óïúòâàíå. Àíàëîãè÷íî íà çàä. 4, äà ïîëîæèì f1(P ) =
∣∣∣∣∣∣−→FP ∣∣∣∣∣∣,

f2(x, y) = −y, è f(P ) = f1(P ) + f2(P ). Òîãàâà
−−→
grad f1(P ) =

−→
FP∣∣∣∣∣∣∣∣−→FP ∣∣∣∣∣∣∣∣ ,

−−→
grad f2(P ) = (0,−1). Ïàðàáîëàòà M ñúâïàäà ñ íóëåâàòà ëèíèÿ íà íè-
âî íà ôóíêöèÿòà f(P ), ò.å. ñ ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè òî÷êè P , çà êîèòî
f(P ) = 0. Êàêòî è ïî-ãîðå, ùå íàíåñåì îò òî÷êàòà P åäèíè÷íèòå âåê-
òîðè

−−→
PQ1 =

−−→
grad f1(P ),

−−→
PQ2 =

−−→
grad f2(P ). Îòíîâî ÷åòèðèúãúëíèêúò

PQ1QQ2 å ðîìá, è ñëåäîâàòåëíî ^Q1PQ = ^Q2PQ (âèæ ÷åðòåæà).

F

Q1

Q2

Q
P

P'

Îïòè÷íî ñâîéñòâî íà ïàðàáîëàòà.

*Ðàçáèðà ñå, âÿðíî å è îáðàòíîòî: àêî èçïðàòèòå êúì ïàðàáîëàòà ñíîï ëú÷è, óñ-
ïîðåäåí íà íåéíàòà îñ, ñëåä îòðàæåíèåòî âñè÷êè òå ùå ñå ñúáåðàò âúâ ôîêóñà íà
ïàðàáîëàòà. Òîâà ñâîéñòâî øèðîêî ñå èçïîëçâà â òåõíèêàòà, íàïðèìåð âúâ ôàðîâåòå
íà êîëèòå, â ïàðàáîëè÷íèòå àíòåíè è äð.
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1.6 Ïðîèçâîäíè îò ïî-âèñîê ðåä. Ôîðìóëà

íà Òåéëîð

Äîñåãà íèå ðàçãëåæäàõìå ñàìî ïðîèçâîäíè îò ïúðâè ðåä. Êàêòî çà ôóí-
êöèè íà åäíà ïðîìåíëèâà, íèå ìîæåì äà ïðîäúëæèì äà äèôåðåíöèðàìå

è äà ïîëó÷èì ÷àñòíè ïðîèçâîäíè îò ïî-âèñîê ðåä. Òàêà, ñ
∂2f

∂xi ∂xj
(x) èëè

ñ fxixj(x) îçíà÷àâàìå ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿòà
∂f

∂xi
ïî ïðîìåíëèâàòà

xj â òî÷êàòà x.
Íà ïðúâ ïîãëåä êàðòèíàòà èçãëåæäà äîñòà ñëîæíà: àêî f (x1, . . . , xn)

å ôóíêöèÿ íà n ïðîìåíëèâè, òî ïúðâèòå è ïðîèçâîäíè ñà n íà áðîé.
Âñÿêà îò òÿõ ìîæå äà áúäå äèôåðåíöèðàíà ïî n ïðîìåíëèâè, è òàêà
ïîëó÷àâàìå îáùî n2 ðàçëè÷íè âòîðè ïðîèçâîäíè, n3 - òðåòè, è nk ïðî-
èçâîäíè îò k-òè ðåä. Âñúùíîñò êàðòèíàòà å ìàëêî ïî-îïòèìèñòè÷íà:
â òîçè ïàðàãðàô íèå ùå ïîêàæåì, ÷å ïðè íÿêîè ëåêè ïðåäïîëîæåíèÿ
ñòîéíîñòòà íà ïðîèçâîäíèòå íå çàâèñè îò ðåäà, â êîéòî å èçâúðøåíî äè-
ôåðåíöèðàíåòî. Òàêà ñèòóàöèÿòà ñå îïðîñòÿâà � íàïðèìåð çà ôóíêöèÿ
íà äâå ïðîìåíëèâè ðàçëè÷íèòå ïðîèçâîäíè îò ðåä k íå ñà 2k, à ñàìî k+1
íà áðîé.

Ùå äîêàæåì òåîðåìàòà çà íåçàâèñèìîñòòà íà âèñøèòå ïðîèçâîäíè
îò ðåäà íà äèôåðåíöèðàíåòî íàé-íàïðåä çà ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè.

Òåîðåìà 1.Íåêà f(x, y) å ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè, äåôèíèðàíà
â îêîëíîñò íà òî÷êàòà (x0, y0). Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å ïúðâèòå ïðîèç-
âîäíè f ′x, f

′
y, è ñìåñåíèòå âòîðè ïðîèçâîäíè f ′′xy è f

′′
yx ñúùåñòâóâàò â

îêîëíîñò íà (x0, y0). Àêî f ′′xy è f
′′
yx ñà íåïðåêúñíàòè â òàçè òî÷êà, òî

ñòîéíîñòèòå èì â íåÿ ñà ðàâíè.
Äîêàçàòåëñòâî.Ùå àïðîêñèìèðàìå ñìåñåíèòå âòîðè ïðîèçâîäíè

ñ "äèôåðåí÷íè ÷àñòíè îò âòîðè ðåä". Íåêà h è k ñà äîñòàòú÷íî ìàëêè
÷èñëà. Äà îçíà÷èì

W (h, k) = f (x0 + h, y0 + k)− f (x0 + h, y0)− f (x0, y0 + k) + f (x0, y0) .

Ùå äîêàæåì ïîñëåäîâàòåëíî, ÷å

lim
h,k→0

W (h, k)

hk
= f ′′xy (x0, y0) , è ÷å lim

h,k→0

W (h, k)

hk
= f ′′yx (x0, y0) ,
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îòêúäåòî, ðàçáèðà ñå, ñëåäâà òâúðäåíèåòî íà òåîðåìàòà.
Çà òàçè öåë äà ðàçãëåäàìå ïîìîùíàòà ôóíêöèÿ

ϕ(x) = f (x, y0 + k)− f (x, y0) ,

äåôèíèðàíà çà ñòîéíîñòè íà x, äîñòàòú÷íî áëèçêè äî x0. Ãðóïèðàéêè â
èçðàçà çàW (h, k) ïúðâîòî ñ òðåòîòî, è âòîðîòî ñ ÷åòâúðòîòî ñúáèðàåìî,
ïîëó÷àâàìå ðàâåíñòâîòî

W (h, k) = ϕ (x0 + h)− ϕ (x0) = hϕ′ (x0 + θ1h) ,

çà ïîäõîäÿùî θ1 ∈ (0, 1) (ïî òåîðåìàòà çà êðàéíèòå íàðàñòâàíèÿ çà ôóí-
êöèÿòà ϕ). Òúé êàòî ϕ′(x) = f ′x (x, y0 + k)− f ′x (x, y0), òî

W (h, k) = hf ′x (x0 + θ1h, y0 + k)−f ′x (x0 + θ1h, y0) = hkf ′′xy (x0 + θ1h, y0 + θ2k) ,

êàòî ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ñå ïîëó÷àâà îòíîâî ÷ðåç ïðèëàãàíå íà òåî-
ðåìàòà çà êðàéíèòå íàðàñòâàíèÿ, òîçè ïúò çà ôóíêöèÿòà f ′x (x0 + θ1h, y)
íà ïðîìåíëèâàòà y. Òóê îòíîâî θ2 ∈ (0, 1) (ðàçáèðà ñå, ÷èñëàòà θ1 è θ2

çàâèñÿò îò h è k). Îòòóê

W (h, k)

hk
= f ′′xy (x0 + θ1h, y0 + θ2k) ,

è ñëåäîâàòåëíî ïðè h→ 0, k → 0 èìàìå

W (h, k)

hk
→ f ′′xy (x0, y0) .

ßñíî å, ÷å â ãîðíîòî ðàçñúæäåíèå ìåñòàòà íà x è y ìîãàò äà áúäàò
ðàçìåíåíè. Äà âúâåäåì äðóãà ïîìîùíà ôóíêöèÿ ψ(y) = f (x0 + h, y) −
f (x0, y). Òîãàâà W (h, k) = ψ (y0 + k) − ψ (y0) = kψ′ (y0 + θ3k), îòêúäåòî
êàêòî ïî-ãîðå ïîëó÷àâàìå

W (h, k)

hk
= f ′′yx (x0 + θ4h, y0 + θ3k) è lim

h→0, k→0

W (h, k)

hk
= f ′′yx (x0, y0) ,

îòêúäåòî f ′′xy (x0, y0) = f ′′yx (x0, y0).

Ñëåäñòâèå 2. Àêî ôóíêöèÿòà f (x1, . . . , xn) ïðèòåæàâà íåïðå-
êúñíàòè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè äî ðåä k â äàäåíà îêîëíîñò, òî òÿõíèòå
ñòîéíîñòè íå çàâèñÿò îò ðåäà íà äèôåðåíöèðàíå.
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Äîêàçàòåëñòâî. Çà óäîáñòâî íèå ùå âúâåäåì íîâè îçíà÷åíèÿ. Äà
îçíà÷èì ñ Di îïåðàöèÿòà íà äèôåðåíöèðàíå ïî ïðîìåíëèâàòà xi:

Dif(x) =
∂f

∂xi
(x).

(â ìàòåìàòèêàòà ÷åñòî ñå óïîòðåáÿâà òåðìèíà äèôåðåíöèàëåí îïåðàòîð).
Òîãàâà ïðîèçâîäíèòå îò ïî-âèñîê ðåä ñå ïîëó÷àâàò ÷ðåç ïîñëåäîâàòåëíî
ïðèëàãàíå íà ñúîòâåòíèòå îïåðàöèè:

∂kf

∂xi1 . . . ∂xik
(x) = Di1Di2 . . . Dikf(x).

Ïðè òåçè îçíà÷åíèÿ òâúðäåíèåòî íà òåîðåìà 1 îçíà÷àâà, ÷å ïðè íàïðà-
âåíèòå â íåÿ ïðåäïîëîæåíèÿ òåçè îïåðàöèè êîìóòèðàò, ò.å.

DiDjf(x) = DjDif(x)

çà âñåêè äâà èíäåêñà i, j, íàìèðàùè ñå ìåæäó 1 è n.
Íåêà ñåãà èçáåðåì ñèñòåìà i1, . . . , ik îò èíäåêñè ìåæäó 1 è n, è ðàçã-

ëåäàìå ïðîèçâîäíàòà
∂kf

∂xi1 . . . ∂xik
(x). Òðÿáâà äà äîêàæåì, ÷å ñòîéíîñòòà

íà òàçè ïðîèçâîäíà íå ñå ïðîìåíÿ ïðè ïðîèçâîëíî ðàçìåñòâàíå íà èí-
äåêñèòå i1, . . . , ik. Îò êàçàíîòî äîòóê ñå âèæäà, ÷å òàçè ñòîéíîñò íÿìà
äà ñå ïðîìåíè, àêî ðàçìåíèì ìåñòàòà íà äâå ñúñåäíè äèôåðåíöèðàíèÿ,
íàïðèìåð íà òåçè, îòãîâàðÿùè íà èíäåêñèòå ip è ip+1. Íàèñòèíà,

Di1 . . . Dip+1Dip . . . Dikf(x) = Di1 . . . Dip−1

(
Dip+1Dip

(
Dip+2 . . . Dikf(x)

))
=

= Di1 . . . Dip−1

(
DipDip+1

(
Dip+2 . . . Dikf(x)

))
=

= Di1 . . . DipDip+1 . . . Dikf(x).

Êàêòî å èçâåñòíî îò àëãåáðàòà, âñÿêî ðàçìåñòâàíå íà èíäåêñèòå
i1, . . . , ik ìîæå äà ñå ïîëó÷è ÷ðåç íÿêîëêî ïîñëåäîâàòåëíè ðàçìåñòâàíèÿ,
ðàçìåíÿùè ìåñòàòà íà äâà ñúñåäíè åëåìåíòà è íå çàñÿãàùè îñòàíàëèòå.
Òúé êàòî ïðè âñÿêî ðàçìåñòâàíå íà äâà ñúñåäíè èíäåêñà ðåçóëòàòà íå
ñå ïðîìåíÿ, òîé íÿìà äà ñå ïðîìåíè è ïðè ïðîèçâîëíî ðàçìåñòâàíå íà
èíäåêñèòå.
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Äåôèíèöèÿ. Àêî åäíà ôóíêöèÿ ïðèòåæàâà íåïðåêúñíàòè ÷àñ-
òíè ïðîèçâîäíè äî ðåä k âêëþ÷èòåëíî âúâ âúòðåøíîñòòà íà äåôè-
íèöèîííàòà ñè îáëàñò D, ÷å êàçâàìå, ÷å òÿ å k-êðàòíî ãëàäêà â D.

Ïðîñòðàíñòâîòî îò âñè÷êè òàêèâà ôóíêöèè ùå áåëåæèì ñ Ck(D).

Âàæåí ïðèìåð. Â òîçè ðàçäåë ùå íàìåðèì âèñøèòå ïðîèçâîä-
íè íà ïîìîùíàòà ôóíêöèÿ ϕ(t), èçïîëçâàíà â ïðåäíèÿ ïàðàãðàô. Ùå
ïðèïîìíèì íåéíàòà äåôèíèöèÿ: íåêà ôóíêöèÿòà f (x1, . . . , xn) å äåôè-
íèðàíà â îêîëíîñò íà òî÷êàòà x0 = (x0

1, . . . , x
0
n) è ïðèòåæàâà íåïðåêúñ-

íàòè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè äî ðåä m âêëþ÷èòåëíî (ò.å. f ∈ Cm(D)), è íåêà
~h = (h1, . . . , hn) ∈ Rn. Ôóíêöèÿòà ϕ(t) å îïðåäåëåíà â îêîëíîñò íà òî÷-
êàòà t = 0 ñ ôîðìóëàòà

ϕ(t) = f
(
x0

1 + th1, . . . , x
0
n + thn

)
.

Êàêòî â �5, ôîðìóëàòà çà äèôåðåíöèðàíå íà ñúñòàâíà ôóíêöèÿ íè äàâà

ϕ′(t) = D~hf
(
x0 + t~h

)
=

n∑
i=1

hiDif
(
x0 + t~h

)
.

Ïðèëàãàéêè ïîñëåäîâàòåëíî êúì ãîðíîòî ðàâåíñòâî ôîðìóëàòà çà
äèôåðåíöèðàíå íà ñúñòàâíà ôóíêöèÿ, ïîëó÷àâàìå

ϕ′′(t) = D~h

(
D~hf

(
x0 + t~h

))
=
(
D~h

)2
f
(
x0 + t~h

)
è ïî-îáùî

ϕ(k)(t) =
(
D~h

)k
f
(
x0 + t~h

)
çà k = 1, . . . ,m.

(Ùå ïîÿñíèì, ÷å ñ
(
D~h

)k
f ñå îçíà÷àâà ðåçóëòàòà îò k ïîñëåäîâàòåëíè

ïðèëàãàíèÿ íà äèôåðåíöèàëíèÿ îïåðàòîð D~h êúì ôóíêöèÿòà f .)
Íàøàòà çàäà÷à ñå ñâåäå êúì ñëåäíàòà: äà ñå èçðàçÿò ñòåïåíèòå(

D~h

)k
íà îïåðàòîðà D~h ÷ðåç îïåðàòîðèòå íà ÷àñòíî äèôåðåíöèðàíå

D1, . . . , Dn. Ùå ïðèïîìíèì, ÷å D~h =
∑n

i=1 hiDi. Âàæíî å äà ñå îòáå-
ëåæè, ÷å, êàêòî áåøå ïîêàçàíî ïî-ãîðå, â òîâà ïðåäñòàâÿíå îòäåëíèòå
ñúáèðàåìè hiDi, hjDj êîìóòèðàò ïîìåæäó ñè.
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Îò àëãåáðàòà çíàåì, ÷å çà âñåêè n åëåìåíòè a1, . . . , an íà äàäåí
êîìóòàòèâåí ïðúñòåí, è çà âñÿêî åñòåñòâåíî k, å â ñèëà ôîðìóëàòà

(a1 + . . .+ an)k =
∑

1 ≤ k1, . . . , kn ≤ n
k1 + . . .+ kn = k

(
k

k1, . . . , kn

)
ak11 . . . aknn ,

êúäåòî
(

k
k1,...,kn

)
îçíà÷àâà ò.íàð. ïîëèíîìåí êîåôèöèåíò*:(

k

k1, . . . , kn

)
=

k!

k1! . . . kn!
.

Ïðèëàãàéêè òàçè ôîðìóëà çà êîìóòèðàùèòå îïåðàòîðè
h1D1, . . . hnDn, ïîëó÷àâàìå(

D~h

)k
=

∑
1 ≤ k1, . . . , kn ≤ n
k1 + . . .+ kn = k

(
k

k1, . . . , kn

)
hk11 . . . hknn Dk1

1 . . . Dkn
n .

Â êðàéíà ñìåòêà íèå ïîëó÷èõìå:

Òåîðåìà 3. Çà äåôèíèðàíàòà ïî-ãîðå ôóíêöèÿ ϕ(t) å â ñèëà ðà-
âåíñòâîòî

ϕ(k)(t) =

=
∑

1 ≤ k1, . . . , kn ≤ n
k1 + . . .+ kn = k

(
k

k1, . . . , kn

)
hk11 . . . hknn

∂kf

∂k1x1 . . . ∂knxn

(
x0 + t~h

)
.

×åñòî ãîðíîòî ðàâåíñòâî ôîðìàëíî ñå çàïèñâà âúâ âèäà

ϕ(k)(t) = (h1D1 + . . .+ hnDn)k f
(
x0 + t~h

)
.

*îáîáùåíèå íà ïîíÿòèåòî "áèíîìåí êîåôèöèåíò", âúçíèêâàùî â áèíîìà íà Íþòîí
(âèæ ïî-äîëó).
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Çà ÿñíîòà íèå îòäåëíî ùå íàïèøåì òàçè ôîðìóëà çà ôóíêöèè íà
äâå ïðîìåíëèâè. Íåêà f(x, y) å m-êðàòíî äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ íà
ïðîìåíëèâèòå x è y, äåôèíèðàíà â îêîëíîñò íà òî÷êàòà (x0, y0), h, k ∈ R,
è ϕ(t) = f (x0 + th, y0 + tk). Òîãàâà çà âñÿêî n ìåæäó 1 è m å èçïúëíåíî
ðàâåíñòâîòî*

ϕ(n)(t) =

(
h
∂

∂ x
+ k

∂

∂ y

)n
f (x0 + th, y0 + tk) =

=
n∑
p=0

(
n

p

)
hpkn−p

∂nf

∂px ∂n−py
(x0 + th, y0 + tk) ,

êúäåòî
(
n
p

)
å áèíîìíèÿò êîåôèöèåíò(

n

p

)
=

n!

p ! (n− p)!
.

Ôîðìóëà íà Òåéëîð çà ôóíêöèè íà ìíîãî ïðîìåíëèâè. Â
íà÷àëîòî ùå ïðèïîìíèì ôîðìóëàòà íà Òåéëîð çà ôóíêöèè íà åäíà ïðî-
ìåíëèâà.(Âèæ ÷àñò I, �2.7.) Àêî ôóíêöèÿòà f(x) å äåôèíèðàíà â îêîë-
íîñò íà òî÷êàòà x0 è ïðèòåæàâà ïðîèçâîäíè äî ðåä n â òàçè îêîëíîñò,
çà äîñòàòú÷íî ìàëêè íàðàñòâàíèÿ h = ∆x å â ñèëà ôîðìóëàòà

f (x0 + h) =
k∑
p=0

f (p) (x0)

p!
(x− x0)p + Rk(h)

(ùå íàïîìíèì, ÷å ïîä íóëåâà ïðîèçâîäíà íà åäíà ôóíêöèÿ ñå ðàçáèðà
ñàìàòà ôóíêöèÿ). Çà îñòàòúêà Rk(h) å â ñèëà îöåíêàòà Rk(h) = o(hk),
ò.å.

lim
h→0

Rk(h)

hk
= 0.

Àêî f(x) ïðèòåæàâà è k + 1-âà ïðîèçâîäíà â x0, å â ñèëà ïî-òî÷íà
îöåíêà; íàé-÷åñòî çà îñòàòúêà ñå èçïîëçâà ôîðìóëàòà íà Ëàãðàíæ

Rk(h) =
f (k+1) (x0 + θh)

(k + 1)!
(x− x0)k+1

*×èòàòåëÿò ìîæå ñàì äà äîêàæå òîâà ðàâåíñòâî ÷ðåç èíäóêöèÿ ïî n, èçïîëçâàé-
êè ñâîéñòâàòà íà áèíîìíèòå êîåôèöèåíòè (âèæ ÷àñò I, ñòð. 148). Äîêàçàòåëñòâîòî
äîñëîâíî ïîâòàðÿ äîêàçàòåëñòâîòî íà áèíîìà íà Íþòîí.
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çà ïîäõîäÿùî èçáðàíî θ ∈ (0, 1).

Â òîçè ïàðàãðàô íèå ùå èçâåäåì àíàëîãè÷íà ôîðìóëà çà ôóíêöèÿ
íà ìíîãî ïðîìåíëèâè. Ùå èçïîëçâàìå ñúùèÿ ïîõâàò, êàêòî è â ïðåäèø-
íèòå ïàðàãðàôè: ñâåæäàíå íà âúïðîñà êúì ôóíêöèÿ íà åäíà ïðîìåíëè-
âà.

Íåêà f (x1, . . . , xn) åm-êðàòíî äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ íà n ïðî-
ìåíëèâè, äåôèíèðàíà â îêîëíîñò íà òî÷êàòà x0 = (x0

1, . . . , x
0
n). Íåêà

~h = (h1, . . . , hn) å âåêòîðà íà íàðàñòâàíåòî. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å îò-
ñå÷êàòà, ñâúðçâàùà òî÷êèòå x0 è x0 +~h, ñå ñúäúðæà â äåôèíèöèîííàòà
îáëàñò íà ôóíêöèÿòà f . Òîãàâà íèå ìîæåì äà îáðàçóâàìå ïîçíàòàòà âå÷å
ïîìîùíà ôóíêöèÿ

ϕ(t) = f
(
x0

1 + th1, . . . , x
0
n + thn

)
,

îïðåäåëåíà çà t ∈ [0, 1]. Êàêòî âèäÿõìå ïî-ãîðå, òÿ ïðèòåæàâà ïðîèçâîä-
íè äî ðåä m âêëþ÷èòåëíî, è íèå ìîæåì çà âñÿêî k ≤ m− 1 äà íàïèøåì
çà íåÿ ôîðìóëàòà íà Òåéëîð ñ t0 = 0 è ∆t = 1:

ϕ(1) =
k∑
p=0

ϕ(p)(0)

p!
+Rk,

ñ Rk = ϕ(k+1)(θ)
(k+1)!

çà íÿêîå θ ∈ (0, 1). Òúé êàòî ϕ(0) = f (x0) è ϕ(1) =

f
(
x0 + ~h

)
, òî ïðèïîìíÿéêè ñè ôîðìóëèòå çà ïðîèçâîäíèòå íà ϕ(t), èç-

âåäåíè ïî-ãîðå, ïîëó÷àâàìå

Ôîðìóëà íà Òåéëîð ñ îñòàòú÷åí ÷ëåí âúâ âèä íà Ëàãðàíæ.
Àêî f(x) ïðèòåæàâà ÷àñòíè ïðîèçâîäíè äî ðåä k + 1 âêëþ÷èòåëíî â
íÿêàêâà îêîëíîñò íà x0, â ñèëà å ðàâåíñòâîòî

f
(
x0 + ~h

)
=

k∑
p=0

1

p!

(
h1

∂

∂x1

+ . . .+ hn
∂

∂xn

)p
f
(
x0
)

+ Rk

(
~h
)
,

êúäåòî

Rk

(
~h
)

=
1

(k + 1)!

(
h1

∂

∂x1

+ . . .+ hn
∂

∂xn

)k+1

f
(
x0 + θ~h

)
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çà ïîäõîäÿùî θ ∈ (0, 1).

Çàáåëåæêà. Çà îñòàòú÷íèÿ ÷ëåí ìîæå äà áúäå èçïîëçâàíà âñÿêà
îò äðóãèòå ïîçíàòè îò ÷àñò I ôîðìóëè - ôîðìàòà íà Øëåìèëõ-Ðîø
èëè èíòåãðàëíàòà ôîðìóëà îò çàä. 3 íà �4.3, ÷àñò I; ðàçëèêèòå íå ñà
ñúùåñòâåíè.

Ñëåäñòâèå (îñòàòú÷åí ÷ëåí âúâ ôîðìàòà íà Ïåàíî).Íåêà
f(x) ïðèòåæàâà ÷àñòíè ïðîèçâîäíè äî ðåä k âêëþ÷èòåëíî, íåïðåêúñ-

íàòè â íÿêàêâà îêîëíîñò íà x0. Òîãàâà çà îñòàòúêà Rk

(
~h
)
å â ñèëà

ñúîòíîøåíèåòî Rk

(
~h
)

= o

(∣∣∣∣∣∣~h∣∣∣∣∣∣k), ò.å.
lim
~h→0

Rk

(
~h
)

∣∣∣∣∣∣~h∣∣∣∣∣∣k = 0.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà ïîëîæèì

αk1...kn(~h) =
∂kf

∂k1x1 . . . ∂knxn

(
x0 + ~h

)
− ∂kf

∂k1x1 . . . ∂knxn

(
x0
)
.

Îò íåïðåêúñíàòîñòòà íà k-òèòå ïðîèçâîäíè ñëåäâà, ÷å αk1...kn(~h) → 0

ïðè ~h→ 0.

Îò ôîðìóëàòà íà Ëàãðàíæ çà k − 1-âèÿ îñòàòúê Rk−1

(
~h
)
èìàìå

Rk−1

(
~h
)

=

∑
k1+...+kn=k

(
k

k1, . . . , kn

)
hk11 . . . hknn

(
∂kf

∂k1x1 . . . ∂knxn

(
x0
)

+ αk1...kn(θ~h)

)
,

îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå

Rk

(
~h
)

=
∑

k1+...+kn=k

(
k

k1, . . . , kn

)
hk11 . . . hknn αk1...kn(θ~h).
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Ñëåäîâàòåëíî

Rk

(
~h
)

∣∣∣∣∣∣~h∣∣∣∣∣∣k =
∑

k1+...+kn=k

(
k

k1, . . . , kn

)  h1∣∣∣∣∣∣~h∣∣∣∣∣∣
k1

. . .

 hn∣∣∣∣∣∣~h∣∣∣∣∣∣
kn

αk1...kn(θ~h).

Òúé êàòî αk1...kn(~h) → 0 ïðè ~h → 0, è
∣∣∣ hi||h|| ∣∣∣ ≤ 1, òîâà äîêàçâà

òâúðäåíèåòî.

Çàáåëåæêà. Àêî ïîèñêàìå íåùî ïîâå÷å - f(x) äà ïðèòåæàâà ÷àñ-
òíè ïðîèçâîäíè äî ðåä k + 1 (à íå ñàìî äî ðåä k) â îêîëíîñò íà x0, è
òå ñà îãðàíè÷åíè ïî ìîäóë îò êîíñòàíòàòà C, òî å âàëèäíà ïî-ñèëíàòà
îöåíêà ∣∣∣Rk

(
~h
)∣∣∣ ≤ C1

∣∣∣∣∣∣~h∣∣∣∣∣∣k+1

,

êúäåòî C1 = C.nk.
Íàèñòèíà, â òîçè ñëó÷àé ïî ìíîãîìåðíàòà òåîðåìà çà êðàéíèòå íà-

ðàñòâàíèÿ ùå èìàìå
∣∣∣αk1...kn(~h)

∣∣∣ ≤ C
∣∣∣∣∣∣~h∣∣∣∣∣∣, è çàìåñòâàíåòî èì â ãîðíàòà

îöåíêà çà
Rk(~h)

||~h||k
äàâà íóæíàòà ôîðìóëà.

Ñëó÷àé íà ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè. Ùå íàïèøåì ôîð-
ìóëàòà íà Òåéëîð â ñëó÷àÿ, êîãàòî f(x, y) å ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè,
íà÷àëíàòà òî÷êà å (x0, y0), íàðàñòâàíåòî ïî x å h, à íàðàñòâàíåòî ïî y -
k. Ïîëó÷àâàìå

f (x0 + h, y0 + k) =
n∑
p=0

1

p!

(
h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)p
f (x0, y0) + Rn (h, k) ,

êúäåòî

Rn (h, k) =
1

(n+ 1)!

(
h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)n+1

f (x0 + θh, y0 + θk)

çà ïîäõîäÿùî θ ∈ (0, 1).
Â ÷àñòíîñò, ïðè n = 2 èìàìå

f (x0 + h, y0 + k) = f (x0, y0) +

(
h
∂f

∂x
(x0, y0) + k

∂f

∂y
(x0, y0)

)
+
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+
1

2

(
h2 ∂

2f

∂x2
+ 2hk

∂2f

∂x∂y
+ k2 ∂

2f

∂y2

)
(x0, y0) + o

((√
h2 + k2

)2
)
.

Óïðàæíåíèÿ.

1. Íåêà f(x, y) å ôóíêöèÿòà, îïðåäåëåíà ñ ðàâåíñòâàòà

f(x, y) = xy
x2 − y2

x2 + y2
ïðè (x, y) 6= (0, 0) , f(0, 0) = 0.

Äîêàæåòå, ÷å ∂f
∂x

è ∂f
∂y

ñúùåñòâóâàò è ñà íåïðåêúñíàòè íàâñÿêúäå â

R2 è ÷å ñìåñåíèòå ïðîèçâîäíè â íóëàòà ñúùåñòâóâàò. Ïîêàæåòå, ÷å

∂2f

∂x ∂y
(0, 0) 6= ∂2f

∂y ∂x
(0, 0).

Îáÿñíåòå çàùî òîçè ôàêò íå ïðîòèâîðå÷è íà òåîðåìà 1.

2. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å ïúðâèòå ïðîèçâîäíè f ′x, f
′
y è ñìåñåíàòà

ïðîèçâîäíà f ′′xy ñúùåñòâóâàò â îêîëíîñò íà òî÷êàòà (x0, y0), è f ′′xy å íåï-
ðåêúñíàòà â òàçè òî÷êà. Òîãàâà f ′′yx (x0, y0) ñúùî ñúùåñòâóâà, è èìàìå
f ′′yx (x0, y0) = f ′′xy (x0, y0).

Èçïîëçâàéòå, ÷å â îçíà÷åíèÿòà íà òåîðåìà 1 èìàìå

f ′y (x0 + h, y0)− f ′y (x0, y0)

h
= lim

k→0

W (h, k)

hk
,

è äîêàçàíîòî â òàçè òåîðåìà ðàâåíñòâî

lim
h→0,k→0

W (h, k)

hk
= f ′′xy (x0, y0) .

3. Íàïèøåòå ôîðìóëàòà íà Òåéëîð ñ ÷ëåíîâå äî âòîðè ðåä âêëþ-
÷èòåëíî çà ôóíêöèÿòà xy îêîëî òî÷êàòà (2, 2). Ïðåñìåòíåòå 2.012.01 ñ
òî÷íîñò äî åäíà õèëÿäíà.
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1.7 Ëîêàëíè åêñòðåìóìè íà ôóíêöèè íà

ìíîãî ïðîìåíëèâè

Ëîêàëíè åêñòðåìóìè. Îïðåäåëåíèåòî íà ëîêàëåí åêñòðåìóì íà ôóí-
êöèÿ íà ìíîãî ïðîìåíëèâè çâó÷è ïî ñúùèÿ íà÷èí, êàêòî è çà ôóíêöèÿ
íà åäíà ïðîìåíëèâà:

Äåôèíèöèÿ.Íåêà ôóíêöèÿòà f(x) = f (x1, . . . , xn) å äåôèíè-
ðàíà â îáëàñòòà D ⊂ Rn. Òî÷êàòà x0 ∈ D ñå íàðè÷à òî÷êà íà
ëîêàëåí ìàêñèìóì çà f(x), àêî

à/ x0 å âúòðåøíà çà D, è

á/ ñúùåñòâóâà ε > 0 òàêîâà, ÷å f(x) ≤ f (x0) çà âñÿêî x ∈ D, çà
êîåòî ||x− x0|| < ε.

Àêî â á/ âìåñòî f(x) ≤ f (x0) ïèøåì f(x) ≥ f (x0), ïîëó÷àâàìå
îïðåäåëåíèåòî íà ëîêàëåí ìèíèìóì.

Ëîêàëíèÿò ìàêñèìóì èëè ìèíèìóì ñå íàðè÷à ñòðîã, àêî ïðè x 6=
x0 íåðàâåíñòâîòî å ñòðîãî.

Íàêðàÿ, ïîä òî÷êà íà ëîêàëåí åêñòðåìóì ùå ðàçáèðàìå òî÷êà, êî-
ÿòî å èëè ëîêàëåí ìèíèìóì, èëè ëîêàëåí ìàêñèìóì.

Ùå íàïîìíèì ðåçóëòàòèòå â åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé (âèæ ÷àñò I, �2.9):
çà äà áúäå òî÷êàòà x0, âúòðåøíà çà äåôèíèöèîííàòà îáëàñò íà äèôå-
ðåíöèðóåìàòà ôóíêöèÿ f(x), òî÷êà íà ëîêàëåí åêñòðåìóì, èìàìå

� íåîáõîäèìî óñëîâèå: àêî x0 å ëîêàëåí åêñòðåìóì, òî f ′ (x0) = 0
(òåîðåìà íà Ôåðìà).

� äîñòàòú÷íî óñëîâèå: àêî f ′ (x0) = 0 è f ′′ (x0) > 0, òî x0 å ëîêàëåí
ìèíèìóì; àêî f ′ (x0) = 0 è f ′′ (x0) < 0, òî x0 å ëîêàëåí ìàêñèìóì.
(äîêàçâà ñå ÷ðåç ðàçâèòèå ïî Òåéëîð îò ðåä 2 íà f(x) îêîëî òî÷êàòà x0.)

Åëåìåíòàðíè ïðèìåðè ïîêàçâàò, ÷å íèòî íåîáõîäèìîòî óñëîâèå å
äîñòàòú÷íî, íèòî äîñòàòú÷íîòî óñëîâèå å íåîáõîäèìî.

Çà ôóíêöèè íà íÿêîëêî ïðîìåíëèâè ñèòóàöèÿòà å àíàëîãè÷íà. Ùå
èçëîæèì íåîáõîäèìîòî óñëîâèå:

Òåîðåìà 1. (íåîáõîäèìî óñëîâèå çà ëîêàëåí åêñòðåìóì).
Íåêà òî÷êàòà x0 = (x0

1, . . . , x
0
n) å ëîêàëåí åêñòðåìóì çà ôóíêöèÿòà

f (x1, . . . , xn). Àêî â x0 òàçè ôóíêöèÿ ïðèòåæàâà ÷àñòíè ïðîèçâîäíè,
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òî âñè÷êè òå ñà ðàâíè íà íóëà, ò.å.

∂f

∂x1

(
x0
)

= . . . =
∂f

∂xn

(
x0
)

= 0.

Çàáåëåæêà. Òâúðäåíèåòî íà òåîðåìàòà ìîæå äà ñå çàïèøå âúâ
âèäà −−→

grad f
(
x0
)

= ~0.

Äîêàçàòåëñòâî. Ùå èçïîëçâàìå ñúîòâåòíèòå ÷àñòè÷íè ôóíêöèè
íà åäíà ïðîìåíëèâà. Ïî-ïîäðîáíî, çà äàäåíî i ìåæäó 1 è n äà îçíà÷èì
÷ðåç

ϕi(t) = f
(
x0

1, . . . , x
0
i−1, t, x

0
i+1, . . . , x

0
n

)
ôóíêöèÿòà, ïîëó÷åíà ÷ðåç ôèêñèðàíå íà âñè÷êè äðóãè ïðîìåíëèâè îñ-
âåí ïðîìåíëèâàòà xi. Î÷åâèäíî ôóíêöèÿòà íà åäíà ïðîìåíëèâà ϕi(t) å
äåôèíèðàíà â îêîëíîñò íà òî÷êàòà t = x0

i è ïðèòåæàâà ëîêàëåí åêñò-
ðåìóì â òàçè òî÷êà (äîêàæåòå!). Òîãàâà ñïîðåä òåîðåìàòà íà Ôåðìà çà
ôóíêöèè íà åäíà ïðîìåíëèâà èìàìå

∂f

∂xi

(
x0
)

= ϕ′
(
x0
i

)
= 0.

Óäîáíî å äà âúâåäåì ñëåäíîòî ïîíÿòèå:

Äåôèíèöèÿ.Òî÷êà, âúòðåøíà çà äåôèíèöèîííàòà îáëàñò, â êîÿ-
òî âñè÷êè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè íà ôóíêöèÿòà f ñå àíóëèðàò, íàðè÷àìå
êðèòè÷íà òî÷êà çà äàäåíàòà ôóíêöèÿ.

Îò ãîðíàòà òåîðåìà âåäíàãà ñëåäâà åäíî ïîëåçíî íàáëþäåíèå:
Ñëåäñòâèå 2.Àêî f(x) å åäíîêðàòíî ãëàäêà íåïðåêúñíàòà ôóíê-

öèÿ, äåôèíèðàíà âúðõó êîìïàêòíîòî ìíîæåñòâî D ⊂ Rn, òî íåéíèòå
íàé-ãîëÿìà è íàé-ìàëêà ñòîéíîñòè ñå äîñòèãàò èëè âúðõó êîíòóðà íà
D, èëè â íÿêîÿ îò êðèòè÷íèòå òî÷êè íà ôóíêöèÿòà.

Äîêàçàòåëñòâî. Íàèñòèíà, ñïîðåä âòîðàòà òåîðåìà íà Âàéåðù-
ðàñ ìèíèìàëíàòà è ìàêñèìàëíàòà ñòîéíîñò íà f(x) ñå äîñòèãàò â íÿêîè
òî÷êè íà D, êîèòî ìîãàò äà áúäàò âúòðåøíè èëè êîíòóðíè. Àêî ãëî-
áàëíèÿò ìàêñèìóì ñå äîñòèãà âúâ âúòðåøíà òî÷êà íà D, òî òàçè òî÷êà
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å ñúùî è ëîêàëåí ìàêñèìóì è ñëåäîâàòåëíî å êðèòè÷íà òî÷êà. Ðàçáèðà
ñå, ñúùîòî å âÿðíî è çà ãëîáàëíèÿ ìèíèìóì.

Çà íàìèðàíå íà äîñòàòú÷íîòî óñëîâèå ùå èçñëåäâàìå ÷ëåíà îò ðàç-
âèòèåòî ïî Òåéëîð, ñúäúðæàù âòîðèòå ïðîèçâîäíè íà ôóíêöèÿòà. Êàê-
òî ùå âèäèì, òîçè ÷ëåí ïðåäñòàâëÿâà êâàäðàòè÷íà ôóíêöèÿ íà êîîðäè-
íàòèòå íà íàðàñòâàíåòî h1, . . . , hn.

Ùå ïðèïîìíèì íÿêîè ïîíÿòèÿ îò ëèíåéíàòà àëãåáðà, çàñÿãàùè
òàêèâà ôóíêöèè (íàðè÷àíè îáèêíîâåíî êâàäðàòè÷íè ôîðìè). Íåêà A~h
å êâàäðàòè÷íà ôîðìà â Rn, äåôèíèðàíà ñ ôîðìóëàòà

A~h =
n∑
i=1

n∑
j=1

Aij hihj, Aij = Aji.

Äåôèíèöèÿ. Êâàäðàòè÷íàòà ôîðìà A ñå íàðè÷à
� ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíà (ñúîòâ. îòðèöàòåëíî îïðåäåëåíà),

àêî çà âñåêè íåíóëåâ âåêòîð ~h ∈ Rn, ~h 6= ~0, èìàìå A~h > 0 (ñúîòâ.

A~h < 0).

� çíàêîïðîìåíëèâà, àêî ñúùåñòâóâàò âåêòîðè ~h1, ~h2 ∈ Rn, òàêà

÷å A~h1 > 0, A~h2 < 0.
� ïîëîæèòåëíî (ñúîòâ. îòðèöàòåëíî) ïîëóîïðåäåëåíà, àêî çà âñå-

êè ~h ∈ Rn èìàìå A~h ≥ 0 (ñúîòâ. A~h ≤ 0).

Ïðèìåðè. Â ïðîñòðàíñòâîòî R2 ñ êîîðäèíàòè x, y ìîæåì äà ðàç-
ãëåäàìå êâàäðàòè÷íèòå ôîðìè, çàäàäåíè ñ ôîðìóëèòå*:

• x2 + y2 � ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíà,

• −x2 − y2 � îòðèöàòåëíî îïðåäåëåíà,

• x2 − y2 � çíàêîïðîìåíëèâà,

• x2 � ïîëîæèòåëíî ïîëóîïðåäåëåíà,

• −x2 � îòðèöàòåëíî ïîëóîïðåäåëåíà.

*Â àëãåáðàòà ñå äîêàçâà, ÷å âñÿêà êâàäðàòè÷íà ôîðìà âR2
ñå ïðèâåæäà êúì åäíà

îò èçáðîåíèòå ÷ðåç ëèíåéíà ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå.
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Êðèòåðèé çà îïðåäåëåíîñò. Íåêà A å íàïèñàíàòà ïî-ãîðå êâàä-
ðàòè÷íà ôîðìà ñ êîåôèöèåíòè Aij, i, j = 1, . . . , n, è íåêà îçíà÷èì ñ ∆k

k-òèÿò ãëàâåí ìèíîð íà ìàòðèöàòà îò êîåôèöèåíòèòå:

∆k = det {Aij}i,j=1,...,k .

Êðèòåðèÿò íà Ñèëâåñòúð ãëàñè, ÷å ôîðìàòà A å ïîëîæèòåëíî îïðåäå-
ëåíà, êîãàòî ∆k > 0, è îòðèöàòåëíî îïðåäåëåíà, àêî (−1)k∆k > 0, çà
k = 1, . . . , n. Àêî ïîíå åäèí îò ìèíîðèòå ñ ÷åòíè íîìåðà ∆2k < 0, òî
ôîðìàòà A å çíàêîïðîìåíëèâà.

Ñåãà ìîæåì äà ôîðìóëèðàìå äîñòàòú÷íîòî óñëîâèå çà åêñòðåìóì.
Òåîðåìà 3. (äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà ëîêàëåí åêñòðåìóì.)

Íåêà f (x1, . . . , xn) å äâóêðàòíî ãëàäêà ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà â îêîëíîñò
íà òî÷êàòà x0. Íåêà îñâåí òîâà x0 å êðèòè÷íà òî÷êà, ò.å.

∂f

∂x1

(
x0
)

= . . . =
∂f

∂xn

(
x0
)
.

Òîãàâà
à/ àêî êâàäðàòè÷íàòà ôîðìà

Af
(
x0
)
~h =

n∑
i=1

n∑
j=1

∂2f

∂xi ∂xj

(
x0
)
hihj

å ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíà, x0 å ñòðîã ëîêàëåí ìèíèìóì çà f .
á/ àêî Af (x0)~h å îòðèöàòåëíî îïðåäåëåíà, x0 å ñòðîã ëîêàëåí

ìàêñèìóì çà f .
â/ àêî Af (x0)~h å çíàêîïðîìåíëèâà, x0 íå å ëîêàëåí åêñòðåìóì çà

f .

Çàáåëåæêà. Íèùî íå ìîæå äà ñå òâúðäè â ñëó÷àèòå, êîãàòî
Af (x0)~h å ïîëóîïðåäåëåíà: òîçè ñëó÷àé ìîæå äà èìà èëè äà íÿìà ëî-
êàëåí åêñòðåìóì. Òàêà, àêî ðàçãëåäàìå ôóíêöèèòå

f(x, y) = x2 + y4 è g(x, y) = x2 − y4

â R2, òî â êðèòè÷íàòà òî÷êà (0, 0) èìàìå

Af ((0, 0)) (h, k) = Ag ((0, 0)) (h, k) = h2,



1.7. ËÎÊÀËÍÈ ÅÊÑÒÐÅÌÓÌÈ 89

íî ïúðâàòà ôóíêöèÿ ïðèòåæàâà ëîêàëåí åêñòðåìóì â òàçè òî÷êà, à âòî-
ðàòà � íå.

Â ÷àñòíîñò, îòòóê ñå âèæäà, ÷å äîñòàòú÷íîòî óñëîâèå îò òåîðåìàòà
íå å íåîáõîäèìî.

Äîêàçàòåëñòâî íà äîñòàòú÷íîòî óñëîâèå. Ùå íè å íóæíî ïî-
ìîùíî òâúðäåíèå çà êâàäðàòè÷íèòå ôîðìè:

Ëåìà. Íåêà A~h å ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà
â Rn. Òîãàâà ñúùåñòâóâàò êîíñòàíòè c è C, 0 < c ≤ C, òàêà ÷å çà
âñÿêî ~h ∈ Rn èìàìå

c
∣∣∣∣∣∣~h∣∣∣∣∣∣2 ≤ A~h ≤ C

∣∣∣∣∣∣~h∣∣∣∣∣∣2 .
Äîêàçàòåëñòâî íà ëåìàòà. Íåêà S å åäèíè÷íàòà ñôåðà â Rn,

ò.å. ìíîæåñòâîòî îò òåçè âåêòîðè ~h ∈ Rn, çà êîèòî
∣∣∣∣∣∣~h∣∣∣∣∣∣ = 1. Î÷åâèäíî

ìíîæåñòâîòî S å êîìïàêòíî, è ïî òåîðåìèòå íà Âàéåðùòðàñ íåïðåêúñ-
íàòà ôóíêöèÿ A~h äîñòèãà âúðõó íåãî ñâîÿòà íàé-ìàëêà è íàé-ãîëÿìà
ñòîéíîñò. Äà ãè îçíà÷èì ñúîòâåòíî ñ c è C, c ≤ C. Îò ïîëîæèòåëíàòà
îïðåäåëåíîñò ñëåäâà, ÷å c > 0 (íóëåâèÿò âåêòîð íå ïðèíàäëåæè íà S).
Íåêà ñåãà ~h å ïðîèçâîëåí íåíóëåâ âåêòîð. Òîãàâà

~h

||~h|| ∈ S, è ñëåäîâà-
òåëíî

A

 ~h∣∣∣∣∣∣~h∣∣∣∣∣∣
 =

1∣∣∣∣∣∣~h∣∣∣∣∣∣2A~h ∈ [c, C].

×èñëàòà c è C, ÷èåòî ñúùåñòâóâàíå ñå óñòàíîâÿâà îò ëåìàòà, ñå
íàðè÷àò ñúîòâåòíî äîëíà è ãîðíà ãðàíèöà íà êâàäðàòè÷íàòà ôîðìà.

Çà äîêàçàòåëñòâî íà äîñòàòú÷íîòî óñëîâèå ùå íàïèøåì ðàçâèòèåòî
íà f(x) îêîëî òî÷êàòà x0 ïî Òåéëîð äî âòîðèÿ ÷ëåí ñ îñòàòú÷åí ÷ëåí
âúâ ôîðìàòà íà Ïåàíî. Òúé êàòî ïúðâèòå ïðîèçâîäíè ñå àíóëèðàò â x0,
ñúîòâåòíèÿò ÷ëåí â òåéëîðîâîòî ðàçâèòèå îòñúñòâóâà. Çà äîñòàòú÷íî
ìàëêè ïî íîðìà âåêòîðè ~h ïîëó÷àâàìå

∆f = f
(
x0 + ~h

)
− f

(
x0
)

=
n∑
i=1

n∑
j=1

∂2f

∂xi ∂xj

(
x0
)
hihj + o

(∣∣∣∣∣∣~h∣∣∣∣∣∣2) ,
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îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå

∆f∣∣∣∣∣∣~h∣∣∣∣∣∣2 =
1∣∣∣∣∣∣~h∣∣∣∣∣∣2Af

(
x0
)
~h+

o

(∣∣∣∣∣∣~h∣∣∣∣∣∣2)∣∣∣∣∣∣~h∣∣∣∣∣∣2
è ñëåäîâàòåëíî

∆f∣∣∣∣∣∣~h∣∣∣∣∣∣2 −
1∣∣∣∣∣∣~h∣∣∣∣∣∣2Af

(
x0
)
~h −→~h→0 0.

Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å êâàäðàòè÷íàòà ôîðìà Af (x0) å ïîëîæèòåëíî
îïðåäåëåíà, è äà îçíà÷èì ñ c íåéíàòà äîëíà ãðàíèöà. Òîãàâà çà äîñòà-
òú÷íî ìàëêè ïî íîðìà ~h èìàìå

∆f∣∣∣∣∣∣~h∣∣∣∣∣∣2 −
1∣∣∣∣∣∣~h∣∣∣∣∣∣2Af

(
x0
)
~h > − c

2
è ñëåäîâàòåëíî

∆f∣∣∣∣∣∣~h∣∣∣∣∣∣2 ≥ c− c

2
=
c

2
> 0,

ò.å. ∆f > 0 çà äîñòàòú÷íî ìàëêè ~h, êîåòî äîêàçâà òî÷êà à/. Òî÷êà á/
ìîæå äà ñå äîêàæå ïî ñúùèÿ íà÷èí, èëè êàòî ñå ïðèëîæè òî÷êà à/ çà
ôóíêöèÿòà −f .

Àêî ôîðìàòà Af (x0) å çíàêîïðîìåíëèâà, òîâà îçíà÷àâà, ÷å ñúùåñ-
òâóâàò âåêòîðè ~h1, ~h2 ∈ Rn òàêèâà, ÷å Af (x0)~h1 > 0 è Af (x0)~h2 < 0.
Äà çàìåñòèì â ãîðíèòå ôîðìóëè âåêòîðà ~h ñ t~h1. Èìàéêè ïðåä âèä, ÷å
Af (x0) t~h1 = t2Af (x0)~h1, çà ìàëêè t èìàìå

f
(
x0 + t~h1

)
− f (x0)

t2
∣∣∣∣∣∣~h1

∣∣∣∣∣∣ =
1∣∣∣∣∣∣~h1

∣∣∣∣∣∣Af
(
x0
)
~h1 +

o

(∣∣∣∣∣∣t~h1
∣∣∣∣∣∣2)∣∣∣∣∣∣t~h1

∣∣∣∣∣∣2 .

Òúé êàòî âòîðîòî ñúáèðàåìî êëîíè êúì íóëà ïðè t → 0, ðàçëèêàòà

f
(
x0 + t~h1

)
− f (x0) å ïîëîæèòåëíà ïðè äîñòàòú÷íî ìàëêè ñòîéíîñòè

íà t. Ïî ñúùèÿ íà÷èí ñå âèæäà, ÷å f
(
x0 + t~h2

)
− f (x0) å îòðèöàòåëíà

ïðè äîñòàòú÷íî ìàëêè ñòîéíîñòè íà t, è ñëåäîâàòåëíî â x0 íå ìîæå äà
èìà íèòî ëîêàëåí ìèíèìóì, íèòî ëîêàëåí ìàêñèìóì.
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Îòíîâî ùå èçëîæèì îòäåëíî ñëó÷àÿ íà ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëè-
âè. Íåêà f(x, y) å äâóêðàòíî ãëàäêà ôóíêöèÿ â îêîëíîñò íà êðèòè÷íàòà
òî÷êà (x0, y0). Äà äàäåì íà x è íà y íàðàñòâàíèÿ ñúîòâåòíî h è k. Ïî
ôîðìóëàòà íà Òåéëîð

∆f = f (x0 + h, y0 + k)− f (x0, y0) =

=
1

2

(
h2f ′′xx (x0, y0) + 2hkf ′′xy (x0, y0) + k2f ′′yy (x0, y0)

)
+ o

((√
x2 + y2

)2
)
,

òúé êàòî ïî ïðåäïîëîæåíèå ïúðâèòå ïðîèçâîäíè íà ôóíêöèÿòà ñå àíó-
ëèðàò. Ñïîðåä òåîðåìà 3, çíàêà íà ðàçëèêàòà îòëÿâî ïðè äîñòàòú÷íî
ìàëêè h è k ñúâïàäà ñúñ çíàêà íà ïúðâèÿ ÷ëåí îòäÿñíî. Äà îçíà÷èì çà
ïðîñòîòà f ′′xx (x0, y0) = A, f ′′xy (x0, y0) = B, f ′′yy (x0, y0) = C. Äà ïðåäïîëî-
æèì, ÷å A 6= 0*. Èìàìå

Af (h, k) = Ah2 + 2Bhk + Ck2 = A

(
h2 + 2

B

A
hk +

C

A
k2

)
=

= A

((
h+

B

A
k

)2

+
AC −B2

A2
k2

)
.

Îòòóê ïîëó÷àâàìå:
à/ Ïðè AC − B2 > 0 è A > 0 èìàìå ∆f ≥ 0, ò.å. (x0, y0) å ëîêàëåí

ìèíèìóì.
á/ Ïðè AC − B2 > 0 è A < 0 èìàìå ∆f ≤ 0, ò.å. (x0, y0) å ëîêàëåí

ìèíèìóì.
â/ Íåêà AC − B2 < 0. Òîãàâà çà äâîéêè (h, k), çà êîèòî h = −B

A
k,

èçðàçúò â ñêîáèòå å îòðèöàòåëåí, à çà äâîéêè îò âèäà (h, 0) - ïîëîæè-
òåëåí. Ñëåäîâàòåëíî íàðàñòâàíåòî ∆f ìîæå äà èìà ðàçëè÷íè çíàöè, è
òî÷êàòà (x0, y0) íå ìîæå äà áúäå òî÷êà íà ëîêàëåí åêñòðåìóì.

Çàáåëåæêà. Ðàçáèðà ñå, äîêàçàíîòî ïî-ãîðå âåäíàãà ñëåäâà îò òå-
îðåìà 3 è êðèòåðèÿ íà Ñèëâåñòúð. Íàèñòèíà, â äâóìåðíèÿ ñëó÷àé èìàìå

∆1 = A è ∆2 =

∣∣∣∣ A B
B C

∣∣∣∣ = AC −B2.

*×èòàòåëÿò ëåñíî ùå ñúîáðàçè, ÷å òîâà ïðåäïîëîæåíèå íå íàìàëÿâà îáùíîñòòà.
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Ãëîáàëíè åêñòðåìóìè. Â ïîâå÷åòî ñëó÷àè å âàæíî äà íàìåðèì
íàé-ãîëÿìàòà è íàé-ìàëêàòà ñòîéíîñòè íà äàäåíà ôóíêöèÿ âúðõó öÿ-
ëîòî äåôèíèöèîííî ìíîæåñòâî, ò.å. ãëîáàëíèÿò ìèíèìóì è ìàêñèìóì
íà ôóíêöèÿòà. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî D íà
ôóíêöèÿòà f(x) å êîìïàêòíî ïîäìíîæåñòâî íà Rn. Òîãàâà ïî òåîðåìàòà
íà Âàéåðùðàñ f(x) äîñòèãà íàé-ìàëêàòà è íàé-ãîëÿìàòà ñè ñòîéíîñò â
ïîäõîäÿùè òî÷êè íà D. Òîãàâà ïîëó÷àâàìå ñëåäíàòà àëòåðíàòèâà (íàï-
ðèìåð, çà ìàêñèìàëíàòà ñòîéíîñò): ãëîáàëíèÿò ìàêñèìóì ìîæå äà ñå
äîñòèãíå èëè âúâ âúòðåøíà, èëè â êîíòóðíà òî÷êà íà D. Àêî ìàêñèìó-
ìúò ñå äîñòèãà âúâ âúòðåøíà òî÷êà, òî òîé å è ëîêàëåí, è íèå ìîæåì
äà èçïîëçâàìå ðàçâèòàòà ïî-ãîðå òåîðèÿ. Íèå îáà÷å âñå îùå íå ðàçïî-
ëàãàìå ñúñ ñðåäñòâà çà îòêðèâàíå íà åêñòðåìóìèòå âúðõó êîíòóðà bD
íà äåôèíèöèîííàòà îáëàñò. Çà ñëó÷àÿ íà "ãëàäúê" êîíòóð òîâà ùå áúäå
íàïðàâåíî â �9.

Â íÿêîè ñëó÷àè ïîäîáíè ðàçñúæäåíèÿ ìîãàò äà áúäàò ïðîâåäåíè
è çà íåêîìïàêòíè îáëàñòè � âèæ íàïð. çàäà÷è 2 è 3.

Ïðèëîæåíèå: Ìåòîä íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè. Â òîçè ïóíêò
ùå äàäåì åäíî ïðîñòî ïðèëîæåíèå íà íåîáõîäèìîòî óñëîâèå çà ëîêàëåí
åêñòðåìóì, êîåòî îáà÷å íàìèðà øèðîêî ïðèëîæåíèå â åñòåñòâåíèòå íà-
óêè. Íåêà x, y, z ñà íÿêàêâè âåëè÷èíè, è íèå èñêàìå äà ïîêàæåì, ÷å
ìåæäó òÿõ ñúùåñòâóâà ëèíåéíà çàâèñèìîñò îò âèäà

z = ax+ by + c.

Ïðîáëåìúò å äà ñå íàìåðÿò êîåôèöèåíòèòå a, b è c.
Ðàçáèðà ñå, òÿõíîòî îïðåäåëÿíå òðÿáâà äà ñå áàçèðà íà íàïðàâåíè-

òå èçìåðâàíèÿ. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å å ïðîâåäåíà ñåðèÿ îò n åêñïåðèìåí-
òà, â ðåçóëòàò íà êîèòî ñà èçìåðåíè âåëè÷èíèòå x1, y1, z1, . . . , xn, yn, zn.
Òðÿáâà äà ñå íàìåðÿò òàêèâà ñòîéíîñòè íà êîåôèöèåíòèòå, òàêà ÷å åê-
ñïåðèìåíòàëíî èçìåðåíèòå ñòîéíîñòè zk íàé-ìàëêî äà ñå ðàçëè÷àâàò îò
òåîðåòè÷íî íàìåðåíèòå ïî ôîðìóëàòà zk = axk + byk + c. Ìåòîäúò íà
íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè ñå ñúñòîè â ñëåäíîòî: äà ñå ìèíèìèçèðà ñóìàòà
îò êâàäðàòèòå íà îòêëîíåíèÿòà. Ïî-òî÷íî, àêî îçíà÷èì

F (a, b, c) =
n∑
k=1

((axk + byk + c)− zk)2 ,
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äà îïðåäåëèì êúäå òàçè ôóíêöèÿ äîñòèãà ìèíèìàëíàòà ñè ñòîéíîñò. Çà
êðèòè÷íèòå òî÷êè íà òàçè ôóíêöèÿ ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèÿòà:

F ′a = 2
n∑
k=1

xk ((axk + byk + c)− zk) = 0,

F ′b = 2
n∑
k=1

yk ((axk + byk + c)− zk) = 0,

F ′c = 2
n∑
k=1

((axk + byk + c)− zk) = 0.

Äà âúâåäåì íîâè îçíà÷åíèÿ: Íåêà îçíà÷èì ñ ~x, ~y, ~z n-ìåðíèòå âåê-
òîðè ~x = (x1, . . . , xn), ~y = (y1, . . . , yn), ~z = (z1, . . . , zn), è íåêà ~1 äà îçíà-
÷àâà n-ìåðíèÿò âåêòîð, ñúñòàâåí ñàìî îò åäèíèöè. Òîãàâà F (a, b, c) ñå
íàïèñâà êàòî

F (a, b, c) =
∣∣∣∣∣∣~z − a.~x− b.~y − c.~1∣∣∣∣∣∣2 .

Óðàâíåíèÿòà íà êðèòè÷íà òî÷êà, ñëåä ðàçêðèâàíå íà ñêîáèòå, ñà ëèíåé-
íè îòíîñíî a, b è c è èìàò âèäà:

a 〈~x, ~x〉+ b 〈~x, ~y〉+ c
〈
~x,~1
〉

= 〈~x, ~z〉 ,

a 〈~y, ~x〉+ b 〈~y, ~y〉+ c
〈
~y,~1
〉

= 〈~y, ~z〉 ,

a
〈
~1, ~x
〉

+ b
〈
~1, ~y
〉

+ c
〈
~1,~1
〉

=
〈
~1, ~z
〉
.

Â ëèíåéíàòà àëãåáðà ñå äîêàçâà, ÷å àêî âåêòîðèòå ~x, ~y è ~1 ñà ëèíåé-
íî íåçàâèñèìè*, òî äåòåðìèíàíòàòà, ñúñòàâåíà îò êîåôèöèåíòèòå ïðåä
íåèçâåñòíèòå, å ðàçëè÷íà îò íóëà (ò.íàð. äåòåðìèíàíò íà Ãðàì). Ñëåäî-
âàòåëíî ñèñòåìàòà ïðèòåæàâà åäèíñòâåíî ðåøåíèå çà a, b è c. Òúé êàòî
çà ôóíêöèÿòà F (a, b, c) å èçïúëíåíî

lim
||(a,b,c)||→∞

F (a, b, c) = +∞,

*Àêî âåêòîðèòå ~x, ~y è ~1 ñà ëèíåéíî çàâèñèìè, òîâà îçíà÷àâà, ÷å åäíà îò âåëè÷è-
íèòå x, y ñå èçðàçÿâà ëèíåéíî ÷ðåç äðóãàòà è å èçëèøíà â äàäåíèÿ ìîäåë.
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òî òàêà íàìåðåíàòà åäèíñòâåíà êðèòè÷íà òî÷êà å ëîêàëåí è ãëîáàëåí
ìèíèìóì íà ôóíêöèÿòà (âèæ çàä. 2).

Óïðàæíåíèÿ.

1. Íåêà â R2 å çàäàäåíà ôóíêöèÿòà f(x, y) = (y − x2) (y − 3x2).
Äîêàæåòå, ÷å:

à/ f(x, y) íÿìà ëîêàëåí åêñòðåìóì â òî÷êàòà (0, 0). (Óïúòâàíå: ðàç-
ãëåäàéòå òî÷êèòå îò âèäà (0, y) è (x, 2x2)).

á/ Îãðàíè÷åíèåòî íà ôóíêöèÿòà âúðõó ïðîèçâîëíà ïðàâà ïðåç òî÷-
êàòà (0, 0) ïðèòåæàâà ñòðîã ëîêàëåí ìèíèìóì â òàçè òî÷êà.

2. Íåêà f(x), x ∈ Rn, å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ òàêàâà, ÷å
lim||x||→∞ f(x) = +∞. Äîêàæåòå, ÷å ìèíèìàëíàòà ñòîéíîñò íà f(x) ñå
äîñòèãà â íÿêîÿ òî÷êà.

3. Íåêà f(x) å åäíîêðàòíî ãëàäêà ôóíêöèÿ â Rn, óäîâëåòâîðÿâàùà
óñëîâèÿòà íà ïðåäíàòà çàäà÷à. Äîêàæåòå, ÷å àêî f(x) ïðèòåæàâà ñàìî
åäíà êðèòè÷íà òî÷êà, òî â íåÿ ñå äîñòèãà ãëîáàëíèÿò ìèíèìóì.

4. Íåêà A, B è C ñà òðè òî÷êè â ðàâíèíàòà, íå ëåæàùè íà åäíà
ïðàâà. Íàìåðåòå òî÷êàòà â ðàâíèíàòà, çà êîÿòî ñóìàòà îò ðàçñòîÿíèÿòà
äî òåçè òî÷êè å ìèíèìàëíà.

Óïúòâàíå. Àêî îçíà÷èì

f(P ) =
∣∣∣∣∣∣−→AP ∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣−−→BP ∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣−→CP ∣∣∣∣∣∣ ,

òî, ñïîðåä çàä. 1 îò �1.5, èìàìå

−−→
grad f(P ) =

−→
AP∣∣∣∣∣∣−→AP ∣∣∣∣∣∣ +

−−→
BP∣∣∣∣∣∣−−→BP ∣∣∣∣∣∣ +

−→
CP∣∣∣∣∣∣−→CP ∣∣∣∣∣∣

çà âñè÷êè òî÷êè P , ðàçëè÷íè îò A, B è C (â òåçè òðè òî÷êè ôóíêöèÿòà
å íåïðåêúñíàòà, íî íå å äèôåðåíöèðóåìà). Òðèòå ñúáèðàåìè îòäÿñíî
ñà âåêòîðè ñ äúëæèíà åäèíèöà. Äîêàæåòå, ÷å ñóìàòà íà òðè åäèíè÷íè
âåêòîðà å ðàâíà íà íóëà ñàìî òîãàâà, êîãàòî úãëèòå ìåæäó âñåêè äâà îò
òÿõ ñà ðàâíè íà 120o. Âúçìîæíè ñà äâà ñëó÷àÿ:

1/ Âñè÷êè úãëè íà òðèúãúëíèêà ABC ñà ïî-ìàëêè îò 120o. Â òîçè
ñëó÷àé ïîêàæåòå, ÷å f(P ) èìà òî÷íî åäíà êðèòè÷íà òî÷êà, õàðàêòåðè-
çèðàùà ñå ñ óñëîâèåòî, ÷å îò íåÿ è òðèòå ñòðàíè íà òðèúãúëíèêà ñå
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âèæäàò ïîä úãúë 120o. Ïîêàæåòå (èçïîëçâàéêè çàä. 3), ÷å â íåÿ ñå äîñ-
òèãà ìèíèìàëíàòà ñòîéíîñò íà f(P ).

2. Àêî åäèí îò úãëèòå íà òðèúãúëíèêà ABC å ïî - ãîëÿì îò 120o,
òî f(P ) íÿìà êðèòè÷íè òî÷êè, è ìèíèìàëíàòà è ñòîéíîñò ñå äîñòèãà
âúâ ñúîòâåòíèÿ âðúõ íà òðèúãúëíèêà.
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1.8 Òåîðåìà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ

Ïúðâàòà òåîðåìà, ðàçãëåæäàíà â òîçè ïàðàãðàô, ñå îòíàñÿ äî ðåøà-
âàíå íà óðàâíåíèÿ îò âèäà F (x, y) = 0 ñïðÿìî åäíà îò ïðîìåíëèâèòå,
íàïðèìåð y. Äðóãàòà ïðîìåíëèâà - x - ñå ðàçãëåæäà êàòî ïàðàìåòúð, è
î÷åâèäíî ðåøåíèåòî òðÿáâà äà çàâèñè îò íåÿ. Äà çàïèøåì òîâà ðåøåíèå
âúâ âèäà y = f(x). Çà äà ïðîâåðèì äàëè òàêà äåôèíèðàíîòî y å ðåøåíèå
íà òúðñåíîòî óðàâíåíèå, òðÿáâà äà ãî çàìåñòèì â óðàâíåíèåòî. Ñòèãàìå
äî ðàâåíñòâîòî

F (x, f(x)) ≡ 0.

Äåôèíèöèÿ.Àêî ôóíêöèÿòà f(x) óäîâëåòâîðÿâà òúæäåñòâåíî
ãîðíîòî ðàâåíñòâî çà âñÿêî x îò äåôèíèöèîííàòà ñè îáëàñò, ùå êàç-
âàìå, ÷å òÿ å íåÿâíà ôóíêöèÿ, îïðåäåëåíà îò óðàâíåíèåòî F (x, y) = 0.

Ãåîìåòðè÷åñêè òîâà ìîæå äà ñå êàæå òàêà: ìíîæåñòâîòî îò òî÷êè â
ðàâíèíàòà, ÷èèòî êîîðäèíàòè óäîâëåòâîðÿâàò ðàâåíñòâîòî F (x, y) = 0,
äà ñå ïðåäñòàâè êàòî ãðàôèêà íà ôóíêöèÿòà f(x).

Ïî-äîëó íèå ðàçãëåæäàìå âúïðîñà çà ñúùåñòâóâàíå è åäèíñòâå-
íîñò íà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ. Ðàçáèðà ñå, íèå ùå ñå èíòåðåñóâàìå îò íåÿâ-
íè ôóíêöèè ñ õóáàâè ñâîéñòâà, â ÷àñòíîñò äèôåðåíöèðóåìè. Àêî f(x) å
òàêàâà ôóíêöèÿ, òî, äèôåðåíöèðàéêè ãîðíîòî ðàâåíñòâî ïî x è èçïîë-
çâàéêè òåîðåìàòà çà äèôåðåíöèðàíå íà ñúñòàâíè ôóíêöèè, ïîëó÷àâàìå

F ′x (x, f(x)) + f ′(x)F ′y (x, f(x)) ≡ 0,

îòêúäåòî

f ′(x) = −F
′
x (x, f(x))

F ′y (x, f(x))
.

Îòòóê ñå âèæäà. ÷å å åñòåñòâåíî äà íàëîæèì íà ôóíêöèÿòà F óñëîâèåòî
F ′y(x, y) 6= 0.

Ùå äàäåì åäèí ïðîñò ïðèìåð. Äà ðàçãëåäàìå óðàâíåíèåòî

F (x, y) = x2 + y2 −R2 = 0

îïðåäåëÿùî îêðúæíîñò ñ öåíòúð â íà÷àëîòî è ðàäèóñ R â ðàâíèíàòà
R2. ßñíî å, ÷å çà äà èìà óðàâíåíèåòî ðåøåíèå, òðÿáâà x ∈ [−R,R]. Â
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êðàéíèòå òî÷êè x = ±R ñå íàðóøàâà óñëîâèåòî F ′y(x, y) 6= 0. Ëåñíî ñå
âèæäà, ÷å â òåçè òî÷êè îêðúæíîñòòà íå ìîæå äà áúäå ïðåäñòàâåíà êàòî
ãðàôèêà íà äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ (òàíãåíòàòà �è ñòàâà âåðòèêàëíà).

Çà âñÿêî x îò îòâîðåíèÿ èíòåðâàë (−R,R) òîâà óðàâíåíèå èìà
òî÷íî äâå ðåøåíèÿ îòíîñíî y:

y = ±
√
R2 − x2.

Ñëåäîâàòåëíî âñÿêà íåÿâíà ôóíêöèÿ, îïðåäåëåíà îò ãîðíîòî óðàâíåíèå,
èìà âèäà

f(x) = ε(x)
√
R2 − x2,

êúäåòî ε(x) å ïðîèçâîëíà ôóíêöèÿ, âçåìàùà ñòîéíîñòè ïëþñ èëè ìèíóñ
åäèíèöà. Òàêèâà ôóíêöèè èìà áåçáðîéíî ìíîãî.

Àêî ñå èíòåðåñóâàìå ñàìî îò íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè, ïîëó÷àâàìå
ñàìî äâå íåÿâíè ôóíêöèè: y =

√
R2 − x2 è y = −

√
R2 − x2, ò.å. îòíîâî

íÿìà åäíîçíà÷íîñò. Çà äà ñå èçáåãíå íååäíîçíà÷íîñòòà, íåùàòà òðÿáâà
äà ñå ðàçãëåæäàò ëîêàëíî � äà ñå ôèêñèðà åäíî ðåøåíèå â äàäåíà òî÷êà
(òÿ ìîæå äà ëåæè âúðõó ãîðíàòà èëè äîëíàòà ïîëóîêðúæíîñò), è äà
ñå ðàçãëåäà íåïðåêúñíàòàòà ôóíêöèÿ, âçåìàùà ñúîòâåòíàòà ñòîéíîñò
â òàçè òî÷êà. Òîãàâà, â çàâèñèìîñò îò èçáðàíîòî ðåøåíèå â íà÷àëíàòà
òî÷êà, ùå ïîëó÷èì óðàâíåíèåòî íà ãîðíàòà èëè äîëíàòà ïîëóîêðúæíîñò.

Ñåãà âå÷å ñìå ïîäãîòâåíè äà äàäåì òî÷íàòà ôîðìóëèðîâêà íà òå-
îðåìàòà:

Òåîðåìà 1. (Òåîðåìà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ, ñëó÷àé íà åäíî
óðàâíåíèå). Íåêà F (x, y) å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ â R2, ïðèòåæàâà-
ùà íåïðåêúñíàòà ïðîèçâîäíà ïî y. Íåêà (x0, y0) å òî÷êà îò äåôèíèöè-
îííîòî �è ìíîæåñòâî, óäîâëåòâîðÿâàùà óñëîâèÿòà

F (x0, y0) = 0 , F ′y (x0, y0) 6= 0.

Òîãàâà çà äîñòàòú÷íî ìàëêè ïîëîæèíåëíè δ èìàìå:
à/ Ñúùåñòâóâà ôóíêöèÿ f(x), äåôèíèðàíà è íåïðåêúñíàòà â èí-

òåðâàëà (x0 − δ, x0 + δ), êîÿòî óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà:
1/ f (x0) = y0, è
2/ F (x, f(x)) ≡ 0 çà âñÿêî x ∈ (x0 − δ, x0 + δ).

á/ f(x) å åäèíñòâåíàòà íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ â èíòåðâàëà
(x0 − δ, x0 + δ), óäîâëåòâîðÿâàùà óñëîâèÿòà 1/ è 2/.
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â/ Àêî F (x, y) å äèôåðåíöèðóåìà â òî÷êàòà (x0, y0), òî f(x) å
äèôåðåíöèðóåìà â x0, êàòî

f ′ (x0) = −F
′
x (x0, y0)

F ′y (x0, y0)
.

Àêî F (x, y) å k-êðàòíî ãëàäêà â îêîëíîñò íà òî÷êàòà (x0, y0), òî
ñúùîòî å âÿðíî è çà f(x) â îêîëíîñò íà x0.

FHx,yL=0

_ _ _ _

+ + + + +

_

_

_

_

_

_

_

+

+

+

+

+

+

0

0

x0-∆ x0 x0+∆x1

y0-Ε

y0

y0+Ε

y1

Äîêàçàòåëñòâî íà òåîðåìàòà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ.

Äîêàçàòåëñòâî. Çà îïðåäåëåíîñò ìîæåì äà ïðåäïîëîæèì, ÷å
F ′y (x0, y0) > 0. Òîãàâà íåðàâåíñòâîòî F ′y (x, y) > 0 å âÿðíî è â íÿêàê-
âà îêîëíîñò U íà (x0, y0) â R2.
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Äà ðàçãëåäàìå F (x0, y) êàòî ôóíêöèÿ íà y; îò ãîðíîòî ñëåäâà, ÷å
òÿ å ñòðîãî ìîíîòîííî ðàñòÿùà â íÿêàêâà îêîëíîñò íà y0. Òúé êàòî
F (x0, y0) = 0, òî ïðè äîñòàòú÷íî ìàëêè ñòîéíîñòè íà ε > 0 ùå èìàìå

F (x0, y) > 0 ïðè y ∈ (y0, y0 + ε] , è F (x0, y) < 0 ïðè y ∈ [y0 − ε, y0) .

Äà ïðåêàðàìå ïðåç òî÷êèòå (x0, y0 − ε) è (x0, y0 + ε) õîðèçîíòàëíè îò-
ñå÷êè: òîãàâà çíàêúò íà F (x, y) ñå çàïàçâà â íÿêàêâà îêîëíîñò íà òåçè
òî÷êè (âèæ ÷åðòåæà, íà êîéòî ñà îçíà÷åíè çíàöèòå íà F (x, y) â ñúîò-
âåòíèòå òî÷êè).

Òîãàâà ìîæåì äà èçáåðåì (äîñòàòú÷íî ìàëêî) δ > 0, òàêà ÷å
� çà âñÿêî x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) èìàìå F (x, y0 − ε) < 0,

F (x, y0 + ε) > 0.
� ïðàâîúãúëíèêúò ∆ = [x0 − δ, x0 + δ]× [y0 − ε, y0 + ε] ñå ñúäúðæà

â îêîëíîñòòà U (ò.å. â íåãî F ′y > 0).
Äà ôèêñèðàìå x1 ∈ (x0 − δ, x0 + δ); òîãàâà ôóíêöèÿòà F (x1, y) å

ñòðîãî ìîíîòîííî ðàñòÿùà è íåïðåêúñíàòà â èíòåðâàëà [y0 − ε, y0 + ε],
âçåìà îòðèöàòåëíà ñòîéíîñò â ëåâèÿ ìó êðàé è ïîëîæèòåëíà - â äåñíèÿ.
Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíî y1 ∈ (y0 − ε, y0 + ε) òàêîâà, ÷å
F (x1, y1) = 0. Ïîëàãàéêè f (x1) = y1, ïîëó÷àâàìå ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà
â èíòåðâàëà (x0 − δ, x0 + δ) è óäîâëåòâîðÿâàùà óñëîâèÿòà 1/ è 2/ îò
òî÷êà à/.

Ùå îòáåëåæèì åäíî ñëåäñòâèå îò ãîðíàòà êîíñòðóêöèÿ: àêî (x, y)
e ïðîèçâîëíà òî÷êà îò ∆ òàêàâà, ÷å F (x, y) = 0, òî y = f(x).

Ùå äîêàæåì íåïðåêúñíàòîñòòà íà òàêà äåôèíèðàíàòà ôóíêöèÿ.
Íàé-íàïðåä ùå äîêàæåì íåïðåêúñíàòîñòòà â òî÷êàòà x0. Ãîðíàòà êîíñ-
òðóêöèÿ ìîæå äà ñå èçëîæè ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: çà âñÿêî äîñòàòú÷íî ìàë-
êî ε > 0 íèå íàìåðèõìå δ > 0, òàêà ÷å çà âñÿêî x, çà êîåòî |x− x0| < δ,
ùå èìàìå |f(x)− f (x0)| < ε; òîâà å òî÷íî äåôèíèöèÿòà íà Êîøè çà
íåïðåêúñíàòîñò.

Äà âçåìåì ñåãà ïðîèçâîëíî x1 ∈ (x0 − δ, x0 + δ), è íåêà y1 = f (x1);
òîãàâà íèå ìîæåì äà ïîâòîðèì ãîðíàòà êîíñòðóêöèÿ, èçáèðàéêè äîñòà-
òú÷íî ìàëêî ε1 > 0 è çàâèñåùà îò íåãî δ1 > 0, è êîíñòðóèðàéêè íåÿâíà-
òà ôóíêöèÿ f̃(x) çà x ∈ (x1 − δ1, x1 + δ1). Êàêòî äîêàçàõìå, ôóíêöèÿòà
f̃(x) å íåïðåêúñíàòà â x1.

Íèå ìîæåì äà èçáåðåì ε1 è δ1 òîëêîâà ìàëêè, ÷å ïðàâîúãúëíè-
êúò ∆1 = [x1 − δ1, x1 + δ1] × [y1 − ε1, y1 + ε1] äà ñå ñúäúðæà â ∆. Òîãà-
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âà, ïîðàäè îòáåëÿçàíàòà ïî-ãîðå åäèíñòâåíîñò, èìàìå f̃(x) = f(x) çà
x ∈ (x1 − δ1, x1 + δ1), è ñëåäîâàòåëíî f(x) å íåïðåêúñíàòà â x1. Ñ òîâà
ïîäòî÷êà à/ å äîêàçàíà.

Ïîäòî÷êà á/: Íåêà f̃(x) å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà â
îêîëíîñò íà x0 è óäîâëåòâîðÿâàùà óñëîâèÿòà 1/ è 2/. Òîãàâà çà ñòîé-

íîñòè íà x, äîñòàòú÷íî áëèçêè äî x0, òî÷êàòà ñ êîîðäèíàòè
(
x, f̃(x)

)
ùå

ïðèíàäëåæè íà ïðàâîúãúëíèêà ∆. Îò ãîðåêàçàíîòî ñå âèæäà, ÷å òîãàâà(
x, f̃(x)

)
= (x, f(x)), ò.å. f̃(x) è f(x) ùå ñúâïàäàò â íÿêàêâà îêîëíîñò

íà òî÷êàòà x0.
Äà îçíà÷èì ñåãà ñ x1 òî÷íàòà ãîðíà ãðàíèöà íà òî÷êèòå, çà êîèòî

f̃(x) = f(x); àêî äîïóñíåì, ÷å x1 å â äåôèíèöèîííàòà îáëàñò íà f̃(x) è
f(x), òî ïîâòàðÿéêè ñúùèòå ðàçñúæäåíèÿ çà x1 âìåñòî çà x0, ïîëó÷àâà-
ìå, ÷å f̃(x) è f(x) ñúâïàäàò â îêîëíîñò íà x1, ò.å. ïðîòèâîðå÷èå. Ñ òîâà
á/ å äîêàçàíî.

Äîêàçàòåëñòâî íà â/: Àêî íè å èçâåñòíî, ÷å íåÿâíàòà ôóíêöèÿ f(x)
å äèôåðåíöèðóåìà, òî, êàêòî áåøå ïîêàçàíî â íà÷àëîòî íà ïàðàãðàôà,
ôîðìóëàòà çà f ′ (x0) ñå ïîëó÷àâà ÷ðåç äèôåðåíöèðàíå íà ðàâåíñòâîòî
F (x, f(x)) ≡ 0.

Çà äà äîêàæåì äèôåðåíöèðóåìîñòòà íà f(x), ùå èçïîëçâàìå ôîð-
ìóëàòà çà íàðàñòâàíåòî çà äèôåðåíöèðóåìàòà ôóíêöèÿ F (x, y). Íåêà x
å äîñòàòú÷íî áëèçêî äî x0, y = f(x), ∆y = y− y0 = f(x)− f (x0). Òîãàâà

∆F = F (x, y)− F (x0, y0) = 0− 0 = 0,

è ôîðìóëàòà çà íàðàñòâàíåòî äàâà

0 = ∆F = F ′x (x0, y0) ∆x+F ′y (x0, y0) ∆y+α (∆x,∆y) ∆x+β (∆x,∆y) ∆y,

êúäåòî α (∆x,∆y) , β (∆x,∆y)→ 0 ïðè ∆x,∆y → 0. Òîãàâà

lim
∆x→0

∆y

∆x
= − lim

∆x→0

F ′x (x0, y0) + α (∆x,∆y)

F ′y (x0, y0) + β (∆x,∆y)
= −F

′
x (x0, y0)

F ′y (x0, y0)
.

Îòòóê ñëåäâà äèôåðåíöèðóåìîñòòà íà f(x) â x0, êàêòî è ôîðìóëàòà çà
ïðîèçâîäíàòà è; ðàçáèðà ñå, ñúùàòà ôîðìóëà å âàëèäíà çà âñÿêî x îò
äåôèíèöèîííèÿ èíòåðâàë.
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Äà äîïóñíåì, ÷å F (x, y) ïðèòåæàâà ïðîèçâîäíè äî ðåä k: òîãàâà,
äèôåðåíöèðàéêè äîêàçàíàòà ôîðìóëà çà f ′(x), ïîëó÷àâàìå k-êðàòíàòà
äèôåðåíöèðóåìîñò íà f(x).

Ãåîìåòðè÷íà èíòåðïðåòàöèÿ. Íåêà F (x, y) å åäíîêðàòíî ãëàäêà
ôóíêöèÿ â R2. Äà îçíà÷èì ñ M ìíîæåñòâîòî íà íóëèòå íà F (x, y), ò.å.
îò òî÷êèòå (x, y) â ðàâíèíàòà, çà êîèòî F (x, y) = 0. Ùå ïðåäïîëîæèì,
÷å â íèòî åäíà òî÷êà îò M äâåòå ïúðâè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè Fx(x, y) è
Fy(x, y) íå ñå àíóëèðàò åäíîâðåìåííî. Òîãàâà äîêàçàíàòà ïî-ãîðå òåîðå-
ìà äîïóñêà ñëåäíàòà ãåîìåòðè÷íà èíòåðïðåòàöèÿ:

Òåîðåìà 2. Ïðè ãîðíîòî óñëîâèå ìíîæåñòâîòî M ëîêàëíî (ò.å.
â íÿêàêâà îêîëíîñò íà âñÿêà ñâîÿ òî÷êà) ñå ïðåäñòàâÿ êàòî ãðàôèêà
íà ãëàäêà ôóíêöèÿ.

Íàèñòèíà, äà ôèêñèðàìå íÿêàêâà òî÷êà (x0, y0) ∈ M. Àêî èìàìå
F ′y (x0, y0) 6= 0, è f(x) å ñúîòâåòíàòà íåÿâíà ôóíêöèÿ, îò ãîðíîòî äî-
êàçàòåëñòâî ñå âèæäà, ÷å â íÿêàêâà îêîëíîñò íà (x0, y0) ðàâåíñòâàòà
F (x, y) = 0 è y = f(x) ñà åêâèâàëåíòíè. Àíàëîãè÷íî, àêî F ′x (x0, y0) 6= 0,
òî îêîëî (x0, y0) ìíîæåñòâîòî M ñå ïðåäñòàâÿ ñ óðàâíåíèåòî x = f(y).

Çàáåëåæêà 1. Êàêòî ïîêàçâà ïðèìåðúò ñ îêðúæíîñòòà, äàäåí ïî-
ãîðå, ïðåäñòàâÿíåòî íà M êàòî ãðàôèêà íà ôóíêöèÿ ìîæå äà íå å âúç-
ìîæíî ãëîáàëíî.

Çàáåëåæêà 2. Ãðàôèêèòå íà ãëàäêèòå ôóíêöèè ñà ÷àñòåí ñëó-
÷àé íà ðåãóëÿðíè ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíè êðèâè (âèæ ÷àñò I, �2.12).
Ñëåäîâàòåëíî ëîêàëíî ìíîæåñòâîòî M ïðèòåæàâà ðåãóëÿðíà ïàðàìåò-
ðèçàöèÿ. Òîâà âå÷å å âÿðíî è ãëîáàëíî - ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å â òàêúâ
ñëó÷àé ëîêàëíèòå ïàðàìåòðèçàöèè ìîãàò äà áúäàò "ñëåïåíè" è äà ñå
ïîëó÷è ðåãóëÿðíà ïàðàìåòðèçàöèÿ íà öÿëàòà êðèâà.

Â êðàéíà ñìåòêà ãåîìåòðè÷íèÿò ñìèñúë íà òåîðåìà 2 ìîæå äà ñå
ôîðìóëèðà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

Íåêà F (x, y) å åäíîêðàòíî ãëàäêà ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè, êà-

òî çà âñè÷êè (x, y) èìàìå
−−→
gradF (x, y) 6= ~0. Òîãàâà ìíîæåñòâîòî M,

îïðåäåëåíî ñ óðàâíåíèåòî F (x, y) = 0, ïðåäñòàâëÿâà ðåãóëÿðíà åäíîê-
ðàòíî ãëàäêà êðèâà â ðàâíèíàòà.

Äîêàçàòåëñòâî íà òåîðåìà 2 îò �5. Ñåãà íèå ìîæåì äà äî-
êàæåì òåîðåìà 2 îò �5, êîÿòî òâúðäè, ÷å ãðàäèåíòúò íà ôóíêöèÿ íà
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äâå ïðîìåíëèâè â äàäåíà òî÷êà å ïåðïåíäèêóëÿðåí íà ëèíèÿòà íà íèâî,
ìèíàâàùà ïðåç òàçè òî÷êà.

Äà óòî÷íèì ôîðìóëèðîâêàòà: Íåêà Γ ⊂ R2 å ðåãóëÿðíà ïàðàìåò-
ðè÷íî çàäàäåíà êðèâà, (x0, y0) ∈ Γ, è ~v å âåêòîð ñ íà÷àëî â òî÷êàòà
(x0, y0). Ùå êàçâàìå, ÷å ~v å ïåðïåíäèêóëÿðåí íà Γ, àêî ~v å ïåðïåíäèêó-
ëÿðåí íà äîïèðàòåëíàòà ïðàâà êúì Γ â (x0, y0).

Íåêà å äàäåíà åäíîêðàòíî ãëàäêàòà ôóíêöèÿ F (x, y) íà äâå ïðî-
ìåíëèâè è (x0, y0) å òî÷êà îò äåôèíèöèîííàòà è îáëàñò. Òåîðåìàòà èìà
ñìèñúë, àêî

−−→
gradF (x0, y0) 6= ~0. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å F ′y (x0, y0) 6= 0. Íå-

êà F (x0, y0) = a; òîãàâà ëèíèÿòà íà íèâî La, ìèíàâàùà ïðåç (x0, y0),
ñå ïðåäñòàâÿ ñ óðàâíåíèåòî F (x, y)− a = 0. Î÷åâèäíî ïðîèçâîäíàòà ïî
y íà ëÿâàòà ñòðàíà íà òîâà ðàâåíñòâî ñúâïàäà ñ F ′y (x0, y0) è å ðàçëè÷-
íà îò íóëà. Àêî îçíà÷èì ñ f(x) íåÿâíàòà ôóíêöèÿ, îïðåäåëåíà îò òîâà
ðàâåíñòâî, òî â îêîëíîñò íà (x0, y0) ìíîæåñòâîòî La ñúâïàäà ñ ãðàôè-
êàòà íà f(x). Äîïèðàòåëíàòà êúì òàçè ãðàôèêà â (x0, y0) å êîëèíåàðíà
ñ âåêòîðà ~l (x0) = (1, f ′ (x0)). Òàêà îðòîãîíàëíîñòòà íà âåêòîðèòå ~l (x0)

è
−−→
gradF (x0, y0) ñå ñâåæäà äî ðàâåíñòâîòî

F ′x (x0, y0) + f ′ (x0)F ′y (x0, y0) = 0,

êîåòî áåøå ïîëó÷åíî ïî-ãîðå ÷ðåç äèôåðåíöèðàíå íà òúæäåñòâîòî
F (x, f(x)) ≡ 0.

Ëåñíî ñå äîêàçâà è àíàëîãè÷íàòà òåîðåìà çà ëèíèèòå íà íèâî íà
ôóíêöèÿ F (x1, . . . , xn) íà n ïðîìåíëèâè â ïðîñòðàíñòâîòî Rn.

Ñëåäñòâèå.Äîïèðàòåëíàòà êúì ëèíèÿòà íà íèâî íà F (x, y), ìè-
íàâàùà ïðåç òî÷êàòà (x0, y0), èìà óðàâíåíèå

F ′x (x0, y0) (x− x0) + F ′y (x0, y0) (y − y0) = 0.

Àíàëîãè÷íî, äîïèðàòåëíàòà ðàâíèíà êúì ëèíèÿòà íà íèâî íà
ôóíêöèÿòà F (x, y, z) â R3 ñå äàâà ñ óðàâíåíèåòî

F ′x (x0, y0, z0) (x− x0) + F ′y (x0, y0, z0) (y − y0) + F ′y (x0, y0, z0) (z − z0) = 0.

Òåîðåìà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ çà åäíî óðàâíåíèå è íÿêîë-
êî ïàðàìåòúðà. Â ñëåäâàùèÿ ïî ñëîæíîñò ñëó÷àé, êîéòî ùå ðàçãëå-
äàìå, îòíîâî èìàìå åäíî óðàâíåíèå F (x, y) = 0, êîåòî òðÿáâà äà áúäå
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ðåøåíî îòíîñíî ïðîìåíëèâàòà y, íî â òîçè ñëó÷àé ïàðàìåòúðà x å âå÷å
âåêòîðíà - n-ìåðíà - ïðîìåíëèâà, ò.å. x = (x1, . . . , xn). Ôîðìóëèðîâêàòà
è äîêàçàòåëñòâîòî â òîçè ñëó÷àé ïî÷òè íàïúëíî ñúâïàäàò ñ äàäåíèòå
ïî-ãîðå, è íèå ñàìî ùå ôîðìóëèðàìå òåîðåìàòà.

Òåîðåìà 3. (Òåîðåìà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ, ñëó÷àé íà åäíî
óðàâíåíèå è íÿêîëêî ïàðàìåòúðà). Íåêà F (x, y) = F (x1, . . . , xn, y)
å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ â Rn+1, ïðèòåæàâàùà íåïðåêúñíàòà ÷àñòíà
ïðîèçâîäíà ïî y. Íåêà (x0, y0) = (x0

1, . . . , x
0
n, y0) å òî÷êà îò äåôèíèöè-

îííîòî è ìíîæåñòâî, óäîâëåòâîðÿâàùà óñëîâèÿòà

F
(
x0, y0

)
= 0 , F ′y

(
x0, y0

)
6= 0.

Òîãàâà:
à/ Çà äîñòàòú÷íî ìàëêî δ > 0 ñúùåñòâóâà ôóíêöèÿ f(x) =

f (x1, . . . , xn), äåôèíèðàíà è íåïðåêúñíàòà â êúëáîòî B (x0, δ) ⊂ Rn ñ
öåíòúð x0 è ðàäèóñ δ, è óäîâëåòâîðÿâàùà óñëîâèÿòà:

1/ f (x0) = y0, è
2/ F (x, f(x)) ≡ 0 çà âñÿêî x ∈ B (x0, δ).

á/ f(x) å åäèíñòâåíàòà íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ â êúëáîòî
B (x0, δ), óäîâëåòâîðÿâàùà óñëîâèÿòà 1/ è 2/.

â/ Àêî F (x, y) å äèôåðåíöèðóåìà â òî÷êàòà (x0, y0), òî f(x) å
äèôåðåíöèðóåìà â x0, êàòî

∂f

∂xi

(
x0
)

= −
∂F
∂xi

(x0, y0)
∂F
∂y

(x0, y0)
, i = 1, . . . , n.

Òåîðåìà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ (îáù ñëó÷àé). Òóê ùå ôîðìó-
ëèðàìå è äîêàæåì òåîðåìà, àíàëîãè÷íà íà äàäåíàòà ïî-ãîðå, çà ñëó÷àÿ
íà n óðàâíåíèÿ ñ n íåèçâåñòíè è ïðîèçâîëåí áðîé ïàðàìåòðè. Êàòî íà-
÷àëî ùå ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ n = 2. Íåêà èìàìå óðàâíåíèÿòà

F (x, y, u, v) = 0,

G(x, y, u, v) = 0,
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êúäåòî F è G ñà åäíîêðàòíî ãëàäêè ôóíêöèè íà ÷åòèðè ïðîìåíëèâè, è
íåêà íàøàòà öåë å äà ãè ðàçðåøèì îòíîñíî ïðîìåíëèâèòå u è v, ò.å. äà
èçðàçèì u è v ÷ðåç ïàðàìåòðèòå x è y. Ïî-òî÷íî, íèå èñêàìå äà íàìåðèì
ôóíêöèè u(x, y) è v(x, y) òàêèâà, ÷å ïðè çàìåñòâàíåòî èì â óðàâíåíèÿòà
äà ïîëó÷èì òúæäåñòâà îòíîñíî x è y:

F (x, y, u(x, y), v(x, y)) ≡ 0,

G(x, y, u(x, y), v(x, y)) ≡ 0.

Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å äèôåðåíöèðóåìèòå ôóíêöèè u(x, y) è v(x, y)
ñà âå÷å íàìåðåíè, äà ñå îïèòàìå äà ïðåñìåòíåì òÿõíèòå ïðîèçâîäíè,
íàïðèìåð, ïî x. Äèôåðåíöèðàéêè ïî x ãîðíèòå òúæäåñòâà, ïîëó÷àâàìå

F ′x + u′xF
′
u + v′xF

′
v ≡ 0,

G′x + u′xG
′
u + v′xG

′
v ≡ 0.

Òåçè ðàâåíñòâà ìîãàò äà ñå ðàçãëåæäàò êàòî ñèñòåìà îò ëèíåéíè
óðàâíåíèÿ îòíîñíî íåèçâåñòíèòå u′x, v

′
x. Êàêòî çíàåì îò ëèíåéíàòà àë-

ãåáðà, àêî äåòåðìèíàíòàòà îò êîåôèöèåíòèòå ïðåä íåèçâåñòíèòå íå ñå
àíóëèðà, òå èìàò åäèíñòâåíî ðåøåíèå, çàäàäåíî ñ ôîðìóëèòå íà Êðà-
ìåð. Ñ äðóãè äóìè, àêî ïðåäïîëîæèì, ÷å∣∣∣∣ F ′u F ′v

G′u G′v

∣∣∣∣ =
D(F,G)

D(u, v)
6= 0,

òî ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè íà u(x, y) è v(x, y) îòíîñíî x ùå ñå çàäàâàò ñ
ôîðìóëèòå

u′x = −

∣∣∣∣ F ′x F ′v
G′x G′v

∣∣∣∣∣∣∣∣ F ′u F ′v
G′u G′v

∣∣∣∣ , v
′
x = −

∣∣∣∣ F ′u F ′x
G′u G′x

∣∣∣∣∣∣∣∣ F ′u F ′v
G′u G′v

∣∣∣∣ .
Àêî ñå îïèòàìå äà íàìåðèì u′y, v

′
y, îòíîâî ùå ñòèãíåì äî óñëîâèåòî

D(F,G)

D(u, v)
6= 0; ÿñíî å, ÷å òîâà óñëîâèå çàìåñòâà óñëîâèåòî F ′y 6= 0, íàëà-

ãàíî â ñëó÷àÿ íà åäíî óðàâíåíèå. Èìàéêè òîâà ïðåäâèä, âå÷å ìîæåì
äà ôîðìóëèðàìå îáùèÿ âèä íà òåîðåìàòà - ñëó÷àÿ íà n óðàâíåíèÿ ñ n
íåèçâåñòíè è m ïàðàìåòúðà:
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Òåîðåìà 4. (Òåîðåìà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ - îáù ñëó÷àé.)
Íåêà

F1 (x1, . . . , xm, y1, . . . , yn) , . . . , Fn (x1, . . . , xm, y1, . . . , yn)

ñà n åäíîêðàòíî ãëàäêè ôóíêöèè, äåôèíèðàíè â îòâîðåíî ïîäìíîæåñ-
òâî íà Rn+m. Íåêà (x0, y0) = (x0

1, . . . , x
0
m, y

0
1, . . . , y

0
n) å òî÷êà îò äåôè-

íèöèîííîòî èì ìíîæåñòâî, òàêà ÷å

F1

(
x0, y0

)
= . . . = Fn

(
x0, y0

)
= 0,

D (F1, . . . , Fn)

D (y1, . . . , yn)

(
x0, y0

)
6= 0.

Òîãàâà:
à/ Çà äîñòàòú÷íî ìàëêî δ > 0 ñúùåñòâóâàò ôóíêöèè f1(x) =

f1 (x1, . . . , xm) , . . . , fn(x) = fn (x1, . . . , xm), äåôèíèðàíè è íåïðåêúñíàòè
â êúëáîòî B (x0, δ) ⊂ Rm ñ öåíòúð x0 è ðàäèóñ δ, è óäîâëåòâîðÿâàùè
óñëîâèÿòà:

1/ f1 (x0) = y0
1, . . . , fn (x0) = y0

n, è
2/ Fj (x1, . . . , xm, f1(x), . . . , fn(x)) ≡ 0 çà j = 1, 2, . . . , n è çà âñÿ-

êî x = (x1, . . . , xm) ∈ B (x0, δ).

á/ f1(x), . . . , fn(x) å åäèíñòâåíàòà ñèñòåìà îò n ôóíêöèè â êúë-
áîòî B (x0, δ), óäîâëåòâîðÿâàùà óñëîâèÿòà 1/ è 2/.

â/ Ôóíêöèèòå f1(x), . . . , fn(x) ñà äèôåðåíöèðóåìè â òî÷êàòà x0.

Äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà ñå èçâúðøâà ÷ðåç èíäóêöèÿ ïî áðîÿ
íà óðàâíåíèÿòà n. Çà äà îáÿñíèì îáà÷å èäåÿòà ïî-äîáðå, ùå èçëîæèì
îòäåëíî äîêàçàòåëñòâîòî íà ÷àñòíèÿ ñëó÷àé, ðàçãëåäàí ïî-ãîðå.

Äîêàçàòåëñòâî â ñëó÷àÿ n = 2. Òðÿáâà äà ðåøèì óðàâíåíèÿòà
F (x, y, u, v) = 0, G(x, y, u, v) = 0 îòíîñíî u è v â îêîëíîñò íà òî÷êàòà
(x0, y0, u0, v0) ïðè óñëîâèå, ÷å F (x0, y0, u0, v0) = G (x0, y0, u0, v0) = 0 è
D(F,G)
D(u,v)

6= 0. Ùå ñëåäâàìå îáè÷àéíèÿ ìåòîä íà ðåøàâàíå íà ñèñòåìè îò äâå
óðàâíåíèÿ - ùå îïðåäåëèì åäíàòà îò íåèçâåñòíèòå âåëè÷èíè îò åäíîòî
óðàâíåíèå è ùå ÿ çàìåñòèì â äðóãîòî, êàòî ïîëó÷èì â ðåçóëòàò åäíî
óðàâíåíèå ñ åäíî íåèçâåñòíî.

Äà îòáåëåæèì íàé-íàïðåä, ÷å îò óñëîâèåòî íà òåîðåìàòà ñëåäâà, ÷å
ïîíå åäíà îò ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè F ′u, F

′
v, G

′
u, G

′
v íå ñå àíóëèðà â òî÷êàòà
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(x0, y0, u0, v0); ìîæå äà ïðåäïîëîæèì, ÷å G′v (x0, y0, u0, v0) 6= 0. Ñëåäîâà-
òåëíî ìîæå äà ïðèëîæèì òåîðåìàòà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ çà óðàâíåíè-
åòî

G(x, y, u, v) = 0

è äà ãî ðåøèì îòíîñíî ïðîìåíëèâàòà v. Ïîëó÷àâàìå ôóíêöèÿ ϕ(x, y, u)
ñúñ ñâîéñòâàòà

G(x, y, u, ϕ(x, y, u)) ≡ 0, ϕ (x0, y0, u0) = v0.

×ðåç äèôåðåíöèðàíå íà ãîðíîòî òúæäåñòâî ïî u ïîëó÷àâàìå

ϕ′u(x, y, u) = −G
′
u(x, y, u, ϕ(x, y, u))

G′v(x, y, u, ϕ(x, y, u))
.

Äà çàìåñòèì ïðîìåíëèâàòà v â ïúðâîòî óðàâíåíèå ñ ϕ(x, y, u); ïîëó÷à-
âàìå óðàâíåíèåòî

F̃ (x, y, u)
def
= F (x, y, u, ϕ(x, y, u)) = 0.

Ïî òåîðåìàòà çà äèôåðåíöèðàíå íà ñúñòàâíè ôóíêöèè ïîëó÷àâàìå

F̃ ′u = F ′u + ϕ′uF
′
v = F ′u −

G′u
G′v

F ′v =
1

G′v
.
D(F,G)

D(u, v)
,

êîåòî ïî óñëîâèå íå ñå àíóëèðà â òî÷êàòà (x0, y0, u0, v0). Ñëåäîâàòåëíî
ìîæåì äà ïðèëîæèì òåîðåìàòà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ êúì óðàâíåíèåòî
F̃ (x, y, u) = 0. Äà îçíà÷èì ïîëó÷åíàòà ôóíêöèÿ ñ u(x, y), è íåêà v(x, y) =
ϕ(x, y, u(x, y)). Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å òàêà ïîñòðîåíàòà äâîéêà ôóíêöèè
u(x, y), v(x, y) óäîâëåòâîðÿâà èñêàíèòå óñëîâèÿ, ò.å.

F (x, y, u(x, y), v(x, y)) ≡ 0, G(x, y, u(x, y), v(x, y)) ≡ 0,

u (x0, y0) = u0, v (x0, y0) = v0.

Äîêàçàòåëñòâî â îáùèÿ ñëó÷àé. Äîêàçàòåëñòâîòî ñå èçâúðøâà
÷ðåç èíäóêöèÿ ïî áðîÿ íà óðàâíåíèÿòà n (áðîÿò íà ïàðàìåòðèòå íå å îò
çíà÷åíèå). Îòíîâî ñå èçïîëçâà ìåòîäúò íà çàìåñòâàíåòî. Îò óñëîâèåòî
D(F1,...,Fn)
D(y1,...,yn)

(x0, y0) 6= 0 ñëåäâà, ÷å ïîíå åäèí îò åëåìåíòèòå íà ñúîòâåòíàòà
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ìàòðèöà íå ñå àíóëèðà. Ñìåíÿéêè, àêî å íåîáõîäèìî, íîìåðàöèÿòà íà
óðàâíåíèÿòà è íåèçâåñòíèòå, ìîæå äà ñ÷èòàìå, ÷å

∂Fn
∂yn

(
x0, y0

)
6= 0.

Ñëåäîâàòåëíî êúì óðàâíåíèåòî

Fn (x1, . . . , xm, y1, . . . , yn) = 0

ìîæå äà áúäå ïðèëîæåíà òåîðåìàòà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ îòíîñíî ïðî-
ìåíëèâàòà yn. Ïîëó÷àâàìå ôóíêöèÿ yn = ϕ (x1, . . . , xm, y1, . . . , yn−1) òà-
êàâà, ÷å ðàâåíñòâîòî

Fn (x1, . . . , xm, y1, . . . , yn−1, ϕ (x1, . . . , xm, y1, . . . , yn−1)) = 0

å òúæäåñòâåíî èçïúëíåíî ïî x1, . . . , xm, y1, . . . , yn−1. ×ðåç äèôåðåíöèðà-
íå ïîëó÷àâàìå ðàâåíñòâàòà

∂Fn
∂yi

+
∂ϕ

∂yi
· ∂Fn
∂yn

= 0 çà i = 1, . . . , n− 1.

Äà âúâåäåì ñåãà ôóíêöèèòå

F̃j (x1, . . . , xm, y1, . . . , yn−1)
def
=

def
= Fj (x1, . . . , xm, y1, . . . , yn−1, ϕ (x1, . . . , xm, y1, . . . , yn−1))

çà j = 1, . . . , n − 1. Îòíîâî îñíîâíàòà òðóäíîñò å â äîêàçàòåëñòâîòî íà
ðàâåíñòâîòî

D
(
F̃1, . . . , F̃n−1

)
D (y1, . . . , yn−1)

(
x0

1, . . . , x
0
m, y

0
1, . . . , y

0
n−1

)
6= 0.

Çà i, j = 1, . . . , n− 1 èìàìå

∂F̃j
∂yi

=
∂Fj
∂yi

+
∂ϕ

∂yi
· ∂Fn
∂yn

.
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Äà ðàçãëåäàìå ñåãà äåòåðìèíàíòàòà

D (F1, . . . , Fn)

D (y1, . . . , yn)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂F1

∂y1
· · · ∂F1

∂yn−1

∂F1

∂yn

· · · · · · · · · · · ·
∂Fn−1

∂y1
· · · ∂Fn−1

∂yn−1

∂Fn−1

∂yn
∂Fn
∂y1

· · · ∂Fn
∂yn−1

∂Fn
∂yn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Äà ïðåîáðàçóâàìå òàçè äåòåðìèíàíòà, êàòî âçåìåì ïîñëåäíèÿ

ñòúëá, óìíîæåí ïî ∂ϕ
∂y1

è ãî ïðèáàâèì êúì ïúðâèÿ, óìíîæåí ïî ∂ϕ
∂y2

ãî

ïðèáàâèì êúì âòîðèÿ,... , óìíîæåí ïî ∂ϕ
∂yn−1

ãî ïðèáàâèì êúì n− 1-âèÿ.
Êàêòî çíàåì, ïðè òåçè îïåðàöèè ñòîéíîñòòà íà äåòåðìèíàíòàòà íå ñå
èçìåíÿ. Êàòî âçåìåì ïðåä âèä ïîëó÷åíèòå ïî-ãîðå ðàâåíñòâà, èìàìå

D (F1, . . . , Fn)

D (y1, . . . , yn)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂F̃1

∂y1
· · · ∂F̃1

∂yn−1

∂F1

∂yn

· · · · · · · · · · · ·
∂F̃n−1

∂y1
· · · ∂F̃n−1

∂yn−1

∂Fn−1

∂yn

0 · · · 0 ∂Fn
∂yn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
D
(
F̃1, . . . , F̃n−1

)
D (y1, . . . , yn−1)

· ∂Fn
∂yn

,

îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå òúðñåíîòî íåðàâåíñòâî
D(F̃1,...,F̃n−1)
D(y1,...,yn−1)

6= 0.
Ñåãà ñïîðåä èíäóêòèâíîòî ïðåäïîëîæåíèå ìîæåì äà ðåøèì ñèñ-

òåìàòà îò óðàâíåíèÿ F̃1 = 0, . . . , F̃n−1 = 0, îòíîñíî íåèçâåñòíèòå
y1, . . . , yn−1, ò.å. äà ïîëó÷èì ôóíêöèè f1(x), . . . , fn−1(x), êîèòî, çàìåñ-
òåíè â òåçè óðàâíåíèÿ, äà äàâàò òúæäåñòâà ïî x. Çà äà íàìåðèì íåèç-
âåñòíîòî yn, äà ïîëîæèì

fn (x1, . . . , xn) = ϕ (x1, . . . , xn, f1 (x1, . . . , xn) , . . . , fn−1 (x1, . . . , xn)) .

Îò êîíñòðóêöèÿòà å ÿñíî, ÷å çàìåñòâàéêè â óðàâíåíèÿòà F1 =
0, . . . , Fn = 0 íåèçâåñòíèòå y1, . . . , yn ñ ôóíêöèèòå f1(x), . . . , fn(x),
ïîëó÷àâàìå òúæäåñòâà ïî x. Ëåñíî ñå ïðîâåðÿâàò è ðàâåíñòâàòà
fi (x

0
1, . . . , x

0
n) = y0

i , i = 1, . . . , n. Òåîðåìàòà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ å äîêà-
çàíà.

Ãåîìåòðè÷íà èíòåðïðåòàöèÿ. Êàêòî âå÷å íàïðàâèõìå â ÷àñ-
òíèÿ ñëó÷àé íà åäíî óðàâíåíèå, òåîðåìàòà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ ìî-
æå äà áúäå èçïîëçâàíà çà îïèñàíèå íà íÿêîè ãåîìåòðè÷íè îáåêòè. Ïî-
ñïåöèàëíî, íåêà F1 (x1, . . . , xn+k) , . . . , Fn (x1, . . . , xn+k) ñà n íà áðîé åä-
íîêðàòíî ãëàäêè ôóíêöèè, çàäàäåíè â íÿêàêâà îáëàñò â Rn+k. Íåêà M
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å ïîäìíîæåñòâîòî íà Rn+k, îïðåäåëåíî ñ óðàâíåíèÿòà

F1 (x1, . . . , xn+k) = 0,

. . . . . . . . . . . .

Fn (x1, . . . , xn+k) = 0.

Áåç äîïúëíèòåëíè óñëîâèÿ âúðõó ôóíêöèèòå Fi(x) ñòðóêòóðàòà íà ìíî-
æåñòâîòî M òðóäíî ìîæå äà áúäå îïèñàíà; ìîæå äà ñå ñëó÷è íàïðèìåð
èçìåæäó òåçè ôóíêöèè äà èìà ïîâòàðÿùè ñå, èëè íÿêîè îò òÿõ äà ñà
òúæäåñòâåíî íóëà. Çàòîâà âúðõó ôóíêöèèòå îáèêíîâåíî ñå íàëàãà ñëåä-
íîòî:

Óñëîâèå çà ðåãóëÿðíîñò: Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèèòå
F1(x), . . . , Fn(x) îáðàçóâàò ðåãóëÿðíà ñèñòåìà îò ôóíêöèè , àêî òÿõíèòå

ãðàäèåíòè
−−→
gradF1(x), . . . ,

−−→
gradFn(x) ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè çà âñÿêî x.

Ïðè ãîðíîòî ïðåäïîëîæåíèå ìíîæåñòâîòî M ìîæå (ïîíå ëîêàëíî)
äà áúäå ëåñíî îïèñàíî:

Òåîðåìà 5. Àêî ôóíêöèèòå F1, . . . , Fn îáðàçóâàò ðåãóëÿðíà ñèñ-
òåìà, òî ìíîæåñòâîòî M îò òÿõíèòå îáùè íóëè ìîæå ëîêàëíî (â
îêîëíîñò íà âñÿêà ñâîÿ òî÷êà) äà ñå ïðåäñòàâè êàòî ãðàôèêà íà èçîá-
ðàæåíèå îò Rk â Rn.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà ðàçãëåäàìå ìàòðèöàòà ñ n ðåäà è n+k ñòúëáà,
îáðàçóâàíà îò êîîðäèíàòèòå íà âåêòîðèòå

−−→
gradF1 (x0) , . . . ,

−−→
gradFn (x0):

∂F1

∂x1
(x0) ∂F1

∂x2
(x0) . . . ∂F1

∂xn+k
(x0)

∂F2

∂x1
(x0) ∂F2

∂x2
(x0) . . . ∂F2

∂xn+k
(x0)

. . . . . . . . . . . .
∂Fn
∂x1

(x0) ∂Fn
∂x2

(x0) . . . ∂Fn
∂xn+k

(x0)


Îò ëèíåéíàòà àëãåáðà çíàåì, ÷å âåêòîðèòå íà ðåäîâåòå íà ãîðíàòà

ìàòðèöà ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè òî÷íî òîãàâà, êîãàòî òÿ å îò ìàêñèìàëåí
ðàíã n, ò.å. ìàòðèöàòà ïðèòåæàâà ïîíå åäíà ðàçëè÷íà îò íóëà ïîääåòåð-
ìèíàíòà îò ðåä n. Âñÿêà òàêàâà äåòåðìèíàíòà ñå ïîëó÷àâà ÷ðåç èçáîð
íà n ðàçëè÷íè ñòúëáà íà ìàòðèöàòà; àêî òîâà ñà ñòúëáîâåòå ñ íîìåðà
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i1, . . . , in, 1 ≤ i1 < . . . < in ≤ n+ k, òî ïîëó÷åíàòà äåòåðìèíàíòà å ðàâíà
íà

D (F1, . . . , Fn)

D (xi1 , . . . , xin)

(
x0
)
.

Ïîíå åäíà îò òåçè äåòåðìèíàíòè òðÿáâà äà å ðàçëè÷íà îò íóëà;
ðàçìåñòâàéêè, àêî å íåîáõîäèìî, íîìåðàöèÿòà íà ïðîìåíëèâèòå, ìîæåì
äà ñ÷èòàìå, ÷å òîâà å äåòåðìèíàíòàòà, îáðàçóâàíà îò ïúðâèòå n ñòúëáà,
ò.å.

D (F1, . . . , Fn)

D (x1, . . . , xn)

(
x0
)
6= 0.

Ñåãà ìîæåì äà ïðèëîæèì òåîðåìàòà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ è äà
ðåøèì óðàâíåíèÿòà F1(x) = . . . = Fn(x) = 0 îòíîñíî ïðîìåíëèâèòå
x1, . . . , xn. Ïîëó÷àâàìå, ÷å â íÿêàêâà îêîëíîñò íà x0 êîîðäèíàòèòå íà
òî÷êèòå îò M óäîâëåòâîðÿâàò óðàâíåíèÿòà

x1 = f1 (xn+1, . . . , xn+k) ,

. . . . . . . . .

xn = fn (xn+1, . . . , xn+k) ,

ò.å. ëîêàëíî ìíîæåñòâîòî M ñå ïðåäñòàâÿ êàòî ãðàôèêà íà èçîáðàæå-
íèåòî îò Rk â Rn, îïðåäåëåíî îò ôóíêöèèòå f1, . . . , fn.

Äåôèíèöèÿ. Ìíîæåñòâîòî M, óäîâëåòâîðÿâàùî ãîðíîòî óñëî-
âèå, ñå íàðè÷à ïîäìíîãîîáðàçèå íà Rn+k, îïðåäåëåíî îò óðàâíåíèÿòà

F1(x) = . . . = Fn(x) = 0.

Ñåãà ùå äîêàæåì ìíîãîìåðíèÿ àíàëîã íà òåîðåìà 2 îò �5. Ùå
èçïîëçâàìå âúâåäåíîòî â �4 ïîíÿòèå çà äîïèðàòåëíî ïîäïðîñòðàíñòâî
êúì ãðàôèêàòà íà èçîáðàæåíèå.

Òåîðåìà 6. Äîïèðàòåëíîòî ïîäïðîñòðàíñòâî Tx0M êúì M â
òî÷êàòà x0 ñúâïàäà ñ ïðîñòðàíñòâîòî îò âñè÷êè âåêòîðè â Rn+k, îð-
òîãîíàëíè íà âåêòîðèòå

−−→
gradF1 (x0) , . . . ,

−−→
gradFn (x0).

Ñ äðóãè äóìè, âåêòîðèòå
−−→
gradF1 (x0) , . . . ,

−−→
gradFn (x0) îáðàçóâàò

áàçèñ â îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå Tx0M
⊥ êúì äîïèðàòåëíîòî ïðîñò-

ðàíñòâî Tx0M.
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Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà, êàêòî ïî-ãîðå, ïðåäñòàâèì ëîêàëíî M êà-
òî ãðàôèêà íà èçîáðàæåíèåòî îïðåäåëåíî îò ôóíêöèèòå f1, . . . , fn. Ñ
äðóãè äóìè, ëîêàëíîM ñå ïàðàìåòðèçèðà ñ ïðîìåíëèâèòå xn+1, . . . , xn+k.
Çà âñÿêî j = 1, . . . , n å èçïúëíåíî òúæäåñòâîòî

Fj (f1 (xn+1, . . . , xn+k) , . . . , fn (xn+1, . . . , xn+k) , xn+1, . . . , xn+k) ≡ 0.

Äà äèôåðåíöèðàìå òîâà òúæäåñòâî ïî ïðîìåíëèâàòà xn+p, êúäåòî
p å ìåæäó 1 è n. Ïîëó÷àâàìå:

n∑
i=1

∂Fj
∂xi

∂fi
∂xn+p

+
∂Fj
∂xn+p

≡ 0.

Îò äðóãà ñòðàíà, â �4 âèäÿõìå, ÷å äîïèðàòåëíîòî ïðîñòðàíñòâî
êúì M ñå ïîðàæäà îò âåêòîðèòå ~lp, p = 1, . . . , k:

~lp =

(
∂f1

∂xn+p

, . . . ,
∂fn
∂xn+p

, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0

)
,

êàòî åäèíèöàòà å ðàçïîëîæåíà íà p-òî ìÿñòî èçìåæäó ïîñëåäíèòå k êî-
îðäèíàòè íà âåêòîðà ~lp. * Òîãàâà ãîðíîòî òúæäåñòâî ìîæå äà ñå íàïèùå
âúâ âèäà 〈

~lp,
−−→
gradFj

〉
= 0.

Òîâà ðàâåíñòâî å èçïúëíåíî çà âñè÷êè j = 1, . . . , n è p = 1, . . . , k. Îò
óñëîâèåòî íà òåîðåìàòà ñëåäâà, ÷å îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà âåê-
òîðèòå

−−→
gradF1 (x0) , . . . ,

−−→
gradFn (x0) èìà ðàçìåðíîñò k. Ñëåäîâàòåëíî òî

ñúâïàäà ñ ëèíåéíîòî ïðîñòðàíñòâî, ïîðîäåíî îò âåêòîðèòå ~l1, . . . , ~lk, ò.å.
ñ äîïèðàòåëíîòî ïðîñòðàíñòâî êúì M.

Çàáåëåæêà. Îò äîêàçàíàòà òåîðåìà ñå âèæäà, ÷å äîïèðàòåëíîòî
ïðîñòðàíñòâî êúì M íå çàâèñè îò íà÷èíà íà ïðåäñòàâÿíåòî ìó êàòî
ãðàôèêà, ò.å îò òîâà, êîè èçìåæäó ïðîìåíëèâèòå x1, . . . , xn+k ùå èçáå-
ðåì çà íåçàâèñèìè ïðîìåíëèâè. Íåùî ïîâå÷å: îò òåîðåìàòà ñå âèæäà,
÷å äîïèðàòåëíîòî ïîäïðîñòðàíñòâî íå çàâèñè îò èçáîðà íà îðòîãîíàë-
íà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà â äàäåíîòî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Íàèñòèíà,

*â ñðàâíåíèå ñ �4 òóê ñà ðàçìåíåíè ìåñòàòà íà çàâèñèìèòå è íåçàâèñèìèòå ïðî-
ìåíëèâè
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êàêòî áåøå ïîêàçàíî â �4, ãðàäèåíòúò íà äàäåíà ôóíêöèÿ èìà ãåîìåòðè-
÷åí ñìèñúë è íå çàâèñè îò êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà,à ñàìî îò ñêàëàðíîòî
ïðîèçâåäåíèå â åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî.

Òåîðåìà çà îáðàòíîòî èçîáðàæåíèå. Åäíî îò âàæíèòå ïðè-
ëîæåíèÿ íà òåîðåìàòà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ å òåîðåìàòà çà îáðàòíîòî
èçîáðàæåíèå. Íåêà

f(x) = (f1 (x1, . . . , xn) , . . . , fn (x1, . . . , xn))

å åäíîêðàòíî ãëàäêî èçîáðàæåíèå, äåôèíèðàíî â îòâîðåíîòî ìíîæåñòâî
D ∈ Rn. Íåêà îñâåí òîâà

D (f1, . . . , fn)

D (x1, . . . , xn)
(x) 6= 0 çà âñÿêî x ∈ D

(òàêîâà èçîáðàæåíèå ùå íàðè÷àíå ðåãóëÿðíî). Òåîðåìàòà ãëàñè, ÷å âñÿ-
êî ðåãóëÿðíî èçîáðàæåíèå ëîêàëíî å îáðàòèìî.

Òåîðåìà 7. (Òåîðåìà çà îáðàòíîòî èçîáðàæåíèå). Íåêà f(x)
å èçîáðàæåíèå, óäîâëåòâîðÿâàùî ãîðíèòå óñëîâèÿ, è íåêà x0 ∈ D è
y0 = f (x0) ∈ f(D). Òîãàâà ñúùåñòâóâàò îêîëíîñòè U è V íà òî÷êèòå
x0 è y0, è åäíîêðàòíî ãëàäêî ðåãóëÿðíî èçîáðàæåíèå g(y) : V → U,
îáðàòíî íà èçîáðàæåíèåòî f(x) (Ñ äðóãè äóìè, f(g(y)) çà âñÿêî y ∈
V.)

Â ÷àñòíîñò, îò òåîðåìàòà ñëåäâà, ÷å îáðàçúò f(D) íà èçîáðàæåíè-
åòî f å îòâîðåíî ìíîæåñòâî â Rn.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà ðàçãëåäàìå ãðàôèêàòà Γf íà èçîáðàæåíèåòî
f(x), ò.å. ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè òî÷êè (x, y) = (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) ∈
R2n, çà êîèòî y = f(x). Î÷åâèäíî ìíîæåñòâîòî Γf ìîæå äà ñå çàäàäå ñ
óðàâíåíèÿòà

F1 (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn)
def
= f1 (x1, . . . , xn)− y1 = 0,

. . . . . . . . . . . . ,

Fn (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn)
def
= fn (x1, . . . , xn)− yn = 0.
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Äà âçåìåì òî÷êàòà (x0, y0) ∈ Γf . Èìàìå

D (F1, . . . , Fn)

D (x1, . . . , xn)

(
x0, y0

)
=
D (f1, . . . , fn)

D (x1, . . . , xn)

(
x0
)
6= 0

è ñëåäîâàòåëíî îêîëî òàçè òî÷êà ìîæåì äà ïðèëîæèì òåîðåìà-
òà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ, ñ÷èòàéêè y1, . . . , yn çà íåçàâèñèìè ïðî-
ìåíëèâè è èçðàçÿâàéêè ÷ðåç òÿõ x1, . . . , xn. Ñ äðóãè äóìè, â íÿ-
êàêâà îêîëíîñò V íà òî÷êàòà y0 ñúùåñòâóâàò åäèíñòâåíè ôóíêöèè
g1 (y1, . . . , yn) , . . . , gn (y1, . . . , yn), è îïðåäåëåíî îò òÿõ èçîáðàæåíèå g(y) :
V→ Rn, óäîâëåòâîðÿâàùè óñëîâèÿòà

1/ g (y0) = x0, è
2/ Fk (g(y), y) = 0, k = 1, . . . , n.
Ðàâåíñòâàòà 2/ ìîãàò äà ñå íàïèøàò âúâ âèäà

fk (g1 (y1, . . . , yn) , . . . , gn (y1, . . . , yn)) = yk, k = 1, . . . , n,

ò.å. f(g(y)) = y. Äà îçíà÷èì U = g(V); òîãàâà, òúé êàòî V å îòâîðåíî,
ìíîæåñòâîòî U ñúäúðæà âñÿêà ñâîÿ òî÷êà çàåäíî ñ íåéíà îêîëíîñò, ò.å.
U å ñúùî îòâîðåíî.

Íàêðàÿ, ðåãóëÿðíîñòòà íà èçîáðàæåíèåòî g(y) ñëåäâà îò îñíîâíî-
òî ñâîéñòâî íà ôóíêöèîíàëíèòå äåòåðìèíàíòè. Íàèñòèíà, ò.6 îò �4 çà
ïðîèçâîäíà íà îáðàòíî èçîáðàæåíèå ïîêàçâà, ÷å

D (g1, . . . , gn)

D (y1, . . . , yn)
6= 0.

Çàáåëåæêà. Àêî ïðåäâàðèòåëíî ñå çíàå, ÷å èçîáðàæåíèåòî f å
âçàèìíî åäíîçíà÷íî, òî îáðàòíîòî ìó èçîáðàæåíèå å ñúùî òàêîâà è
èçîáðàçÿâà f(D) âúðõó D. Ñïîðåä äîêàçàíàòà òåîðåìà òî å åäíîêðàòíî
ãëàäêî è ðåãóëÿðíî íàâñÿêúäå.

Â îáùèÿ ñëó÷àé îáà÷å ëîêàëíàòà îáðàòèìîñò íå âëå÷å ñëåä ñåáå ñè
ãëîáàëíà. Ïðèìåð çà òîâà ùå áúäå äàäåí â ñëåäâàùèÿ ïàðàãðàô.

Óïðàæíåíèÿ.

1. Äîêàæåòå, ÷å àêî M å åëèïñîèä â R3, çàäàäåí ñ ðàâåíñòâîòî
x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
= 1, è (x0, y0, z0) ∈ M , òî äîïèðàòåëíàòà ðàâíèíà êúì M â

òî÷êàòà (x0, y0, z0) ñå çàäàâà ñ óðàâíåíèåòî
x0

a2
x+

y0

b2
y +

z0

c2
z = 1.
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2. Íåêà (x0, y0) å ðåãóëÿðíà òî÷êà íà êðèâàòà, îïðåäåëåíà ñ óðàâ-
íåíèåòî F (x, y) = 0. Äîêàæåòå, ÷å àêî (x0, y0) å èíôëåêñíà òî÷êà, òî â
íåÿ å óäîâëåòâîðåíî ðàâåíñòâîòî

F ′′xx.
(
F ′y
)2 − 2F ′′xy.F

′
x.F

′
y + F ′′yy. (F

′
x)

2
= 0.

Óïúòâàíå. Ïðåäñòàâåòå ëîêàëíî êðèâàòà âúâ âèäà y = f(x) (èëè
x = f(y)) è ïðåîáðàçóâàéòå ðàâåíñòâîòî f ′′(x0) = 0.

Çàáåëåæêà. Íåêà AF (h, k) å êâàäðàòè÷íàòà ôîðìà,ñúñòàâåíà îò
âòîðèòå ïðîèçâîäíè íà ôóíêöèÿòà F (x, y) â òî÷êàòà (x0, y0) (âèæ äîñòà-
òú÷íîòî óñëîâèå çà ëîêàëåí åêñòðåìóì íà ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè
� òåîðåìà 3 îò �1.7). Íåêà ~h å âåêòîð, äîïèðàòåëåí êúì ëèíèÿòà íà íèâî
íà F â òàçè òî÷êà (ò.å. îðòîãîíàëåí íà âåêòîðà

−−→
gradF (x0, y0)). Òîãàâà

òâúðäåíèåòî íà çàäà÷à 2 îçíà÷àâà, ÷å AF (~h) = 0.

3. Íåêà ìíîæåñòâîòî M ⊂ R3 å îïðåäåëåíî ñ ðàâåíñòâîòî

z = x+ y.ϕ(z),

íåêà â òî÷êàòà (x0, y0, z0) îò M å èçïúëíåíî 1 − y0.ϕ
′ (z0) 6= 0, è íåêà

z = z(x, y) å íåÿâíàòà ôóíêöèÿ, îïðåäåëåíà îò óðàâíåíèåòî íà M îêîëî
òàçè òî÷êà. Äîêàæåòå ðàâåíñòâîòî

z′y = ϕ(z).z′x.

4. Íåêà ìíîæåñòâîòî M ⊂ R4 å îïðåäåëåíî ñ ðàâåíñòâàòà

x+ y + z + t = a, x2 + y2 + z2 + t2 = b2, x3 + y3 + z3 + t3 = c3,

è íåêà â òî÷êàòà (x0, y0, z0, t0) ∈ M ïúðâèòå òðè êîîðäèíàòè ñà äâå ïî
äâå ðàçëè÷íè. Äîêàæåòå, ÷å â îêîëíîñò íà òàçè òî÷êà âúðõó M êîîð-
äèíàòèòå x, y è z ìîãàò äà áúäàò èçðàçåíè êàòî íåÿâíè ôóíêöèè íà t.
Èçðàçåòå ïðîèçâîäíèòå x′(t), y′(t) è z′(t) ÷ðåç ïðîìåíëèâèòå x, y, z è t.

5. Íåêà å äàäåíî, ÷å êóáè÷íîòî óðàâíåíèå

x3 + a0x
2 + b0x+ c0 = 0

ïðèòåæàâà òðè ðàçëè÷íè ðåàëíè êîðåíà x0
1 < x0

2 < x0
3. Íåêà òî÷êàòà

(a, b, c) ñå èçìåíÿ â ìàëêà îêîëíîñò íà (a0, b0, c0) â R3, è äà îçíà÷èì ñ
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x1 (a, b, c) < x2 (a, b, c) < x3 (a, b, c) ñúîòâåòíèòå êîðåíè íà óðàâíåíèåòî
x3 + ax2 + bx + c = 0. Äîêàæåòå, ÷å x1, x2, x3 ñà ãëàäêè ôóíêöèè íà
êîåôèöèåíòèòå (a, b, c).

Óïúòâàíå. Èçðàçåòå a, b, c ÷ðåç x1, x2, x3 ïî ôîðìóëèòå íà Âèåò,
äîêàæåòå, ÷å

D (a, b, c)

D (x1, x2, x3)
= (x1 − x2) (x2 − x3) (x3 − x1) 6= 0,

è èçïîëçâàéòå òåîðåìàòà çà îáðàòíîòî èçîáðàæåíèå.
Çàáåëåæêà. Àíàëîãè÷íî òâúðäåíèå å âÿðíî è çà óðàâíåíèå îò n-

òà ñòåïåí, ïðèòåæàâàùî n ðàçëè÷íè (íå íåïðåìåííî ðåàëíè) êîðåíè.
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1.9 Ïîëÿðíè è ñôåðè÷íè êîîðäèíàòè

Ïîëÿðíà ñìÿíà íà êîîðäèíàòèòå â R2. Ùå ïðèïîìíèì ïîíÿòè-
åòî ïîëÿðíà ñìÿíà íà êîîðäèíàòèòå, ïîçíàòî îò ÷àñò I. Íåêà D =

{(ρ, θ) : ρ > 0} ⊂ R2 è èçîáðàæåíèåòî îò D â R2\ {(0, 0)} å îïðåäåëå-
íî ñ ôîðìóëèòå

x = ρ cos θ, y = ρ sin θ.

Ëåñíî ñå ñìÿòà, ÷å

D(x, y)

D(ρ, θ)
(ρ, θ) =

∣∣∣∣ x′ρ x′θ
y′ρ y′θ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ cos θ −ρ sin θsin θ ρ cos θ

∣∣∣∣ = ρ > 0.

Ìîæåì äà ïðèëîæèì òåîðåìà 7 îò ïðåäíèÿ ïàðàãðàô, îò êîÿòî ñå âèæ-
äà, ÷å ãîðíîòî èçîáðàæåíèå å ëîêàëíî îáðàòèìî. Î÷åâèäíî îáà÷å òî íå å
ãëîáàëíî îáðàòèìî, òúé êàòî âñÿêà òî÷êà îò R2\ {(0, 0)} èìà áåçêðàéíî
ìíîãî ïðàîáðàçè (ñúñ ñòîéíîñòè íà θ, ðàçëè÷àâàùè ñå ñúñ öåëî÷èñëåíè
êðàòíè íà 2π.) Çà äà èçáåãíåì íååäíîçíà÷íîñòòà, òðÿáâà äà îãðàíè÷èì
èíòåðâàëà, â êîéòî ñå ìåíè ïîëÿðíèÿò úãúë θ. Ñòàíäàðòíèÿò èçáîð å
θ ∈ [0, 2π); òîãàâà íàïèñàíàòà ïî-ãîðå ñìÿíà ïîðàæäà âçàèìíî åäíîç-
íà÷íî è íåïðåêúñíàòî èçîáðàæåíèå íà ìíîæåñòâîòî (0,+∞) × [0, 2π) â
R2\ {(0, 0)}.

Îáðàòíîòî ìó èçîáðàæåíèå îáà÷å íå å íåïðåêúñíàòî: íàèñòèíà,
àêî âçåìåì îêðúæíîñò â R2 ñ öåíòúð íà÷àëîòî, è òî÷êàòà ñå äâèæè
ïî íåÿ ñðåùó ÷àñîâíèêîâàòà ñòðåëêà, òî ïðè äîáëèæàâàíå íà òî÷êàòà
êúì àáñöèñíàòà îñ îòäîëó ñòîéíîñòèòå íà θ êëîíÿò êúì 2π (âìåñòî êúì
íóëà). Òîâà ñå äúëæè íà ôàêòà, ÷å äåôèíèöèîííàòà îáëàñò íå å îòâîðåíî
ìíîæåñòâî, è òåîðåìà 7 íå ìîæå äà áúäå ïðèëîæåíà.

Äà ñòåñíèì îùå äåôèíèöèîííàòà îáëàñò: èìåííî, àêî ñ R+ îçíà÷èì
ïîëîæèòåëíèÿ ëú÷ íà àáñöèñíàòà îñ, òî ãîðíèòå ôîðìóëè îïðåäåëÿò
âçàèìíî åäíîçíà÷íî èçîáðàæåíèå íà ìíîæåñòâîòî (0,+∞) × (0, 2π) â
R2\R+. Ñåãà âå÷å ìîæåì äà ïðèëîæèì ãëîáàëíèÿ âàðèàíò íà òåîðåìà 7,
êîÿòî ïîêàçâà, ÷å ñúùåñòâóâà åäíîêðàòíî ãëàäêî* îáðàòíî èçîáðàæåíèå.

Ôîðìóëèòå çà îáðàòíîòî èçîáðàæåíèå ìîãàò äà áúäàò ïîñî÷åíè â
ÿâåí âèä: î÷åâèäíî èìàìå ρ =

√
x2 + y2. Âúçñòàíîâÿâàíåòî íà θ ïî x è y

å ìàëêî ïî-ñëîæíî; â îòâîðåíèÿ ïúðâè êâàäðàíò å âÿðíà ôîðìóëàòà θ =

*âñúùíîñò áåçêðàéíî ãëàäêî.
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P

Θ

Ρ

x

y

Ïîëÿðíè êîîðäèíàòè â ðàâíèíàòà

arctg y
x
. Ïðåäëàãàìå íà ÷èòàòåëÿ ñàìîñòîÿòåëíî äà íàìåðè ôîðìóëèòå

çà äðóãèòå êâàäðàíòè.
Ïî-íàãëåäíà ïðåäñòàâà çà ïîëÿðíàòà ñìÿíà íà êîîðäèíàòèòå ìî-

æåì äà ïîëó÷èì, àêî ðàçãëåäàìå íåéíèòå êîîðäèíàòíè ëèíèè, ò.å. ëèíè-
èòå, ïîëó÷åíè ïðè ôèêñèðàíå íà åäíà îò êîîðäèíàòèòå ρ, θ, è ïðîìåíÿíå
íà äðóãàòà êîîðäèíàòà. Òàêà, ïðè ïîëàãàíå ρ = R è ïðîìÿíà íà θ ïîëó-
÷àâàìå ôàìèëèÿ îò êîíöåíòðè÷íè îêðúæíîñòè ñ öåíòúð â íà÷àëîòî; ïðè
ôèêñèðàíå íà θ ñå ïîëó÷àâàò ëú÷è, çàïî÷âàùè â íà÷àëîòî è ñêëþ÷âàùè
ñúîòâåòíèÿò úãúë ñ àáñöèñíàòà îñ (âèæ ÷åðòåæà).

Êîìïëåêñíà ôîðìà íà ïîëÿðíèòå êîîðäèíàòè. Â ðàâíèíàòà
ìîæåì äà âúâåäåì êîìïëåêñíàòà êîîðäèíàòà z = x + i y, êúäåòî x è y
ñà îáè÷àéíèòå äåêàðòîâè êîîðäèíàòè, à i å èìàãèíåðíàòà åäèíèöà. Àêî
âúâåäåì ïîëÿðíèòå êîîðäèíàòè %, θ, ëåñíî ìîæåì äà èçðàçèì êîîðäè-
íàòàòà z ÷ðåç òÿõ:

z = % cos θ + i % sin θ = %(cos θ + i sin θ) = % eiθ.

Êàêòî ùå âèäèì, êîìïëåêñíèÿò çàïèñ óëåñíÿâà ìíîãî îò ïðåñìÿòàíèÿòà.

Ñôåðè÷íà ñìÿíà íà êîîðäèíàòèòå â R3. Ùå çàïî÷íåì ñ åäíà
ïî-ïðîñòà ñìÿíà â R3: òÿ ñúïîñòàâÿ íà âñÿêà òðîéêà (ρ, θ, z) òî÷êàòà
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(x, y, z) ∈ R3 ïî ôîðìóëèòå

x = ρ cos θ, y = ρ sin θ, z = z.

Ñ äðóãè äóìè, ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå ñå ïðàâè ñàìî â ðàâíèíàòà (x, y).
Î÷åâèäíî èìàìå

D(x, y, z)

D(ρ, θ, z)
=
D(x, y)

D(ρ, θ)
= ρ.

Òàçè ñìÿíà íà êîîðäèíàòèòå â R3 ñå íàðè÷à öèëèíäðè÷íà.
Ùå îïèøåì ïî-ñëîæíàòà ñôåðè÷íà ñìÿíà â R3. Íåêà P = (x, y, z)

å ïðîèçâîëíà òî÷êà îò R3. Íåéíàòà ïðîåêöèÿ âúðõó ðàâíèíàòà (Oxy) å
P1 = (x, y, 0). Íåêà ρ =

√
x2 + y2 + z2 è ρ1 =

√
x2 + y2 ñà ðàçñòîÿíèÿòà

íà òî÷êèòå P è P1 äî íà÷àëîòî. Ïîëÿðíàòà ñìÿíà íà êîîðäèíàòèòå â
ðàâíèíàòà (Oxy) èìà âèäà

x = ρ1 cos θ, y = ρ1 sin θ.

Äà îçíà÷èì ñ ϕ úãúëà ìåæäó îñòà z è ðàäèóñ-âåêòîðà ~P íà òî÷-
êàòà P . Î÷åâèäíî ϕ âçåìà ñòîéíîñòè ìåæäó 0 è π. Â ïðàâîúãúëíèÿ
òðèúãúëíèê OP1P ïîëó÷àâàìå ðàâåíñòâàòà

ρ1 = ρ sinϕ, z = ρ cosϕ.

Îáåäèíÿâàéêè òàêà íàïèñàíèòå ðàâåíñòâà, ïîëó÷àâàìå ôîðìóëè, èçðà-
çÿâàùè äåêàðòîâèòå êîîðäèíàòè (x, y, z) ÷ðåç ρ, θ, ϕ:

x = ρ cos θ sinϕ,
y = ρ sin θ sinϕ,
z = ρ cosϕ, ρ ≥ 0, θ ∈ [0, 2π), ϕ ∈ [0, π].

Êîîðäèíàòèòå (ρ, θ, ϕ) ñå íàðè÷àò ñôåðè÷íè êîîðäèíàòè â R3. Ùå
ïðåñìåòíåì ôóíêöèîíàëíàòà äåòåðìèíàíòà íà ñúîòâåòíàòà ñìÿíà íà
ïðîìåíëèâèòå: òîâà ìîæå äà áúäå èçâúðøåíî äèðåêòíî, íî ïî-ëåñíî å
äà ñå èçïîëçâà ïðåäñòàâÿíåòî íà ñôåðè÷íàòà ñìÿíà êàòî ïðîèçâåäåíèå
íà äâå öèëèíäðè÷íè ñìåíè:

D (x, y, z)

D (ρ, θ, ϕ)
=

D (x, y, z)

D (ρ1, θ, z)
.
D (ρ1, θ, z)

D (ρ, θ, ϕ)
=

D (x, y)

D (ρ1, θ)
.
D (ρ1, z)

D (ρ, ϕ)
= ρ1ρ = ρ2 sinϕ.
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P

P1

j

Θ

Ρ

Ρ1

x

y

0

z

Ñôåðè÷íè êîîðäèíàòè â òðèìåðíîòî ïðîñòðàíñòâî

Îòòóê ñå âèæäà, ÷å ñôåðè÷íàòà ñìÿíà íà êîîðäèíàòèòå å ðåãóëÿðíà ïðè
ρ > 0, θ ∈ [0, 2π), ϕ ∈ (0, π).

Çà äà ñè ïðåäñòàâèì íàãëåäíî ñôåðè÷íèòå êîîðäèíàòè, ùå îïè-
øåì ëèíèèòå, ïîëó÷åíè ïðè ôèêñèðàíå íà íÿêîè îò òÿõ è ïðîìÿíà íà
äðóãè. Äà ôèêñèðàìå ρ = R; òîãàâà ïðè ïðîìÿíà íà θ è ϕ òî÷êàòà ñ
êîîðäèíàòè (ρ, θ, ϕ) îïèñâà ñôåðà ñ öåíòúð â íà÷àëîòî íà êîîðäèíàòèòå
è ðàäèóñ R. Ìîæåì äà ñè ïðåäñòàâèì òàçè ñôåðà êàòî çåìíîòî êúëáî;
ïðè òîâà òî÷êèòå (0, 0, R) è (0, 0,−R) îòãîâàðÿò ñúîòâåòíî íà ñåâåðíèÿ
è þæíèÿ ïîëþñ. Äà ôèêñèðàìå ϕ ∈ (0, π) è äà ìåíèì θ; òîâà îòãîâàðÿ
íà âúðòåíå íà òî÷êàòà îêîëî îñòà z. Òàêà ïîëó÷åíèòå ëèíèè â ãåîãðàôè-
ÿòà ñå íàðè÷àò ïàðàëåëè. Ïðè ϕ = 0 è ϕ = π òå ñå èçðàæäàò â òî÷êè -
ñúîòâåòíî ñåâåðíèÿò è þæíèÿò ïîëþñ íà ñôåðàòà. Îáðàòíî, àêî ôèêñè-
ðàìå θ è ìåíèì ϕ ìåæäó 0 è π, ïîëó÷àâàìå ïîëóîêðúæíîñò, ñâúðçâàùà
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Êîîðäèíàòíè ëèíèè âúðõó ñôåðàòà

ñåâåðíèÿ è þæíèÿ ïîëþñ - ò.å. ìåðèäèàí âúðõó ñôåðàòà. Ñ äðóãè äóìè,
êîîðäèíàòàòà ϕ îòãîâàðÿ íà ãåîãðàôñêàòà øèðèíà, à êîîðäèíàòàòà θ -
íà ãåîãðàôñêàòà äúëæèíà*.

Îáîáùåíè ñôåðè÷íè êîîðäèíàòè. Ùå ïîêàæåì êàê ìîãàò äà
ñå âúâåäàò êîîðäèíàòè, àíàëîãè÷íè íà ñôåðè÷íèòå, â ïðîñòðàíñòâàòà
Rn ïðè n > 3. Ùå çàïî÷íåì çà íàãëåäíîñò ñ ïðîñòðàíñòâîòî R4 ñ êî-
îðäèíàòè x, y, z, t. Íåêà P = (x, y, z, t) å ïðîèçâîëíà òî÷êà îò R4. Íå-

êà P1 = (x, y, z, 0), ρ1 =
∣∣∣ ~P1

∣∣∣ è ρ =
∣∣∣~P ∣∣∣. Äà îïðåäåëèì úãëèòå θ è ϕ

òàêà, ÷å (ρ1, θ, ϕ) äà ñà ñôåðè÷íèòå êîîðäèíàòè íà òî÷êàòà (x, y, z), è
íåêà ϕ1 äà å úãúëà ìåæäó ðàäèóñ-âåêòîðà ~P è îñòà t. Êàêòî ïî-ãîðå, îò
ïðàâîúãúëíèÿ òðèúãúëíèê OP1P ïîëó÷àâàìå ðàâåíñòâàòà ρ1 = ρ sinϕ1,
t = ρ cosϕ1. Çàìåñòâàéêè, ïîëó÷àâàìå:

x = ρ cos θ sinϕ sinϕ1,
y = ρ sin θ sinϕ sinϕ1,
z = ρ cosϕ sinϕ1,
t = ρ cosϕ1, ρ ≥ 0, θ ∈ [0, 2π), ϕ, ϕ1 ∈ [0, π].

*Ðàçëè÷èåòî ìåæäó êîîðäèíàòèòå, èçïîëçâàíè â ìàòåìàòèêàòà è â ãåîãðàôèÿòà,
å âúïðîñ íà êîíâåíöèÿ; òàêà, â ãåîãðàôèÿòà äúëæèíàòà ñå ìåíè ìåæäó 180o çàïàäíà
äúëæèíà è 180o èçòî÷íà äúëæèíà, ò.å. ìåæäó −π è π, à øèðèíàòà - ìåæäó 90o

ñåâåðíà è 90o þæíà øèðèíà, ò.å. ìåæäó −π/2 è π/2.
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Ëåñíî ñå ïðåñìÿòà ñúîòâåòíàòà ôóíêöèîíàëíà äåòåðìèíàíòà:

D (x, y, z, t)

D (ρ, θ, ϕ, ϕ1)
=

D (x, y, z, t)

D (ρ1, θ, ϕ, t)
.
D (ρ1, θ, ϕ, t)

D (ρ, θ, ϕ, ϕ1)
=

=
D (x, y, z)

D (ρ1, θ, ϕ)
.
D (ρ1, t)

D (ρ, ϕ1)
= ρ2

1 sinϕ .ρ = ρ3 sin 2ϕ1 sinϕ,

è ñìÿíàòà å ðåãóëÿðíà ïðè ρ > 0, θ ∈ [0, 2π), ϕ, ϕ1 ∈ (0, π).

Ñúùàòà êîíñòðóêöèÿ å âúçìîæíà è â îáùèÿ ñëó÷àé. Çà óäîáñòâî
ùå îçíà÷èì ðàçìåðíîñòòà ñ n + 2, n > 0. Äà îçíà÷èì êîîðäèíàòèòå â
ïðîñòðàíñòâîòî Rn+2 ñ (x, y, z1, . . . , zn). Èìàìå:

Òåîðåìà. Íåêà P = (x, y, z1, . . . , zn) ∈ Rn+2. Ñúùåñòâóâàò âåëè-
÷èíè ρ ≥ 0, θ ∈ [0, 2π), ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn ∈ [0, π], òàêà ÷å ñà èçïúëíåíè
ðàâåíñòâàòà

x = ρ cos θ sinϕ1 sinϕ2 . . . sinϕn,
y = ρ sin θ sinϕ1 sinϕ2 . . . sinϕn,
z1 = ρ cosϕ1 sinϕ2 . . . sinϕn,
z2 = ρ cosϕ2 sinϕ3 . . . sinϕn,
. . . . . . . . . . . .,
zn = ρ cosϕn.
Èçïúëíåíî å ðàâåíñòâîòî

D (x, y, z1, . . . , zn)

D (ρ, θ, ϕ1, . . . , ϕn)
= ρn+1 sin nϕn . . . sinϕ1,

è ñìÿíàòà å åäíîçíà÷íà è ðåãóëÿðíà ïðè ρ > 0, θ ∈ [0, 2π),
ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn ∈ (0, π).

Äîêàçàòåëñòâî.Ùå ïðîâåäåì äîêàçàòåëñòâîòî ÷ðåç èíäóêöèÿ ïî
n. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å òâúðäåíèåòî å âÿðíî â ïðîñòðàíñòâîòî Rn+2,
è íåêà P = (x, y, z1, . . . , zn, zn+1) ∈ Rn+3. Êàêòî ïî-ãîðå, äà ïîëîæèì

P1 = (x, y, z1, . . . , zn, 0), ρ1 =
∣∣∣ ~P1

∣∣∣ è ρ =
∣∣∣~P ∣∣∣. Äà îçíà÷èì ñ ρ1, θ, ϕ1, . . . , ϕn

îáîáùåíèòå ïîëÿðíè êîîðäèíàòè íà òî÷êàòà (x, y, z1, . . . , zn), êîèòî ñú-
ùåñòâóâàò ñïîðåä èíäóêòèâíîòî ïðåäïîëîæåíèå. Íåêà ϕn+1 å úãúëà
ìåæäó ðàäèóñ-âåêòîðà ~P íà òî÷êàòà è îñòà zn+1. Èìàìå ðàâåíñòâàòà

ρ1 = ρ sinϕn+1, zn+1 = ρ cosϕn+1.
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Çàìåñòâàéêè ρ1 âúâ ôîðìóëèòå çà x, y, z1, . . . , zn, ïîëó÷àâàìå ñúîòâåò-
íèòå ôîðìóëè â Rn+3.

Ïî îñíîâíîòî ñâîéñòâî íà ôóíêöèîíàëíèòå äåòåðìèíàíòè èìàìå:

D (x, y, z1, . . . , zn, zn+1)

D (ρ, θ, ϕ1, . . . , ϕn, ϕn+1)
=

=
D (x, y, z1, . . . , zn, zn+1)

D (ρ1, θ, ϕ1, . . . , ϕn, zn+1)
.
D (ρ1, θ, ϕ1, . . . , ϕn, zn+1)

D (ρ, θ, ϕ1, . . . , ϕn, ϕn+1)
=

=
D (x, y, z1, . . . , zn)

D (ρ1, θ, ϕ1, . . . , ϕn)
.
D (ρ1, zn+1)

D (ρ, ϕn+1)
=

= ρn+1
1 sin nϕn . . . sinϕ1 .ρ = ρn+2 sin n+1ϕn+1 sin

nϕn . . . sinϕ1.

Óïðàæíåíèÿ.

1. Íåêà f(x, y) å ôóíêöèÿ â ðàâíèíàòà, óäîâëåòâîðÿâàùà òúæäåñ-
òâîòî

∆f =
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
≡ 0

(òàêèâà ôóíêöèè ñå íàðè÷àò õàðìîíè÷íè). Íåêà f̃ (ρ, θ) å ôóíêöèÿòà,
ïîëó÷åíà îò íåÿ ñëåä ïîëÿðíà ñìÿíà íà êîîðäèíàòèòå, ò.å.

f̃ (ρ, θ) = f (ρ cos θ, ρ sin θ) .

Äîêàæåòå, ÷å ôóíêöèÿòà f̃ óäîâëåòâîðÿâà òúæäåñòâîòî

f̃ ′′rr +
1

r
f̃ ′r +

1

r2
f̃ ′′θθ ≡ 0.

2. Íåêà Γ å ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíà êðèâà â ðàâíèíàòà ñ óðàâíåíèÿ

ρ = ρ(t), θ = θ(t), t ∈ [t1, t2] .

Äîêàæåòå, ÷å äúëæèíàòà íà Γ ñå äàâà ñ ôîðìóëàòà

l (Γ) =

∫ t2

t1

√
ρ′(t)2 + ρ2(t) θ′(t)2 dt.
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Ïîêàæåòå êàê èçãëåæäà òàçè ôîðìóëà â ñëó÷àÿ, êîãàòî çà ïàðà-
ìåòúð ñëóæè ïîëÿðíèÿò úãúë θ, ò.å. êîãàòî êðèâàòà ñå çàäàâà ñ óðàâíå-
íèåòî ρ = ρ(θ).

Óïúòâàíå. Èçïîëçâàéòå ôîðìóëàòà

l (Γ) =

∫ t2

t1

√
x′(t)2 + y′(t)2 dt

çà äúëæèíà íà ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíà êðèâà (âèæ ÷àñò I, �4.4).

3. Íåêà Γ ⊂ R3 å ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíà êðèâà â ñôåðè÷íè êîîð-
äèíàòè:

ρ = ρ(t), θ = θ(t), ϕ = ϕ(t), t ∈ [t1, t2] .

Äîêàæåòå, ÷å íåéíàòà äúëæèíà ñå äàâà ñ ôîðìóëàòà

l (Γ) =

∫ t2

t1

√
ρ′(t)2 + ρ2(t) sin 2ϕ(t) θ′(t)2 + ρ2(t) ϕ′(t)2 dt.

Ïîêàæåòå êàê èçãëåæäà òàçè ôîðìóëà çà êðèâà, ðàçïîëîæåíà íà
ïîâúðõíîñòòà íà ñôåðà, ò.å. çà ñëó÷àÿ ρ(t) ≡ R.

4. Íåêà P è Q ñà òî÷êè âúðõó ñôåðàòà, ëåæàùè íà åäèí è ñúùè
ìåðèäèàí. Äîêàæåòå, ÷å íàé-êðàòêàòà ñúåäèíÿâàùà ãè êðèâà âúðõó ñôå-
ðàòà ìèíàâà ïî òîçè ìåðèäèàí. Ïîêàæåòå, ÷å òâúðäåíèåòî íå å âÿðíî,
àêî çàìåíèì "ìåðèäèàí" ñ "ïàðàëåë".

Óïúòâàíå. Íåêà Γ å ïðîèçâîëíà ãëàäêà êðèâà âúðõó ñôåðàòà,
ñâúðçâàùà òî÷êèòå P è Q. Ïî ôîðìóëàòà îò çàäà÷à 3 ïîëó÷àâàìå:

l(Γ) = R

t2∫
t1

√
sin 2ϕ(t) θ′(t)2 + ϕ′(t)2 dt ≥ R

t2∫
t1

√
ϕ′(t)2 dt ≥

≥ R

∣∣∣∣∣∣
t2∫
t1

ϕ′(t) dt

∣∣∣∣∣∣ = R |ϕ(t2)− ϕ(t1)| ,

êîåòî å òî÷íî ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó P è Q ïî ìåðèäèàíà.

5. Äîêàæåòå, ÷å íàé-êðàòêîòî ðàçñòîÿíèå ìåæäó äâå òî÷êè âúðõó
ñôåðàòà å ïî äúãà îò ãîëÿìàòà îêðúæíîñò, ìèíàâàùà ïðåç òî÷êèòå.
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Ïîÿñíåíèå. Ïîä ãîëÿìà îêðúæíîñò âúðõó ñôåðàòà ñå ðàçáèðà
òàêàâà îêðúæíîñò, ÷èèòî ðàäèóñ å ðàâåí íà ðàäèóñà íà ñôåðàòà. Ïðåç
âñåêè äâå òî÷êè ìèíàâà òî÷íî åäíà ãîëÿìà îêðúæíîñò � òÿ ñå ïîëó÷àâà
êàòî ñå÷åíèå íà ñôåðàòà ñ ðàâíèíàòà, îïðåäåëåíà îò òåçè äâå òî÷êè è
öåíòúðà íà ñôåðàòà.

Óïúòâàíå. Íåêà ñà äàäåíè äâå òî÷êè îò ñôåðàòà. Ìîæåì äà èç-
áåðåì òàêà êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà â ïðîñòðàíñòâîòî, ÷å òå äà ëåæàò íà
åäèí è ñúù ìåðèäèàí, êîéòî ùå áúäå è ÷àñò îò ãîëÿìàòà îêðúæíîñò,
îïðåäåëåíà îò òÿõ. Òâúðäåíèåòî òîãàâà ñëåäâà îò çàä. 4.

Çàáåëåæêà. Íåêà èìàìå äâà ãðàäà îò ñåâåðíîòî ïîëóêúëáî, êîèòî
ëåæàò íà åäèí è ñúùè ïàðàëåë. Òîãàâà íàé-êðàòêàòà ëèíèÿ ìåæäó òåçè
ãðàäîâå ìèíàâà çíà÷èòåëíî ïî íà ñåâåð îò òîçè ïàðàëåë. Òàêà íàïðèìåð
ñàìîëåòèòå, ëåòÿùè ìåæäó Ñîôèÿ è Íþ-Éîðê, ìèíàâàò áëèçî äî þæíèÿ
áðÿã íà Ãðåíëàíäèÿ.

Äâèæåíèå íà ìàòåðèàëíà òî÷êà â Íþòîíîâî ïîëå. Çàêîíè
íà Êåïëåð. Íåêà

~F (P ) = − c∣∣∣∣∣∣−→P ∣∣∣∣∣∣3 .−→P
å Íþòîíîâîòî ãðàâèòàöèîííî ïîëå, ïîðîäåíî îò ìàñà, ðàçïîëîæåíà â
íà÷àëîòî íà êîîðäèíàòèòå. Íàøàòà öåë å äà èçñëåäâàìå äâèæåíèåòî íà
ìàòåðèàëíà òî÷êà ñ åäèíè÷íà ìàñà ïîä äåéñòâèåòî íà òîâà ïîëå. Ùå
íàïîìíèì, ÷å ïî òðåòèÿ çàêîí íà Íþòîí âåêòîðúò íà óñêîðåíèåòî íà
òî÷êàòà ñúâïàäà ñ âåêòîðà íà ïîëåòî.

Ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å äâèæåíèåòî ñå èçâúðøâà â ðàâíèíàòà Oxy,
â êîÿòî ùå âúâåäåì êîìïëåêñíà êîîðäèíàòà P = z = x + i y = % eiθ.
Òîãàâà ñèëàòà ~F (P ) ùå èìà âèäà

~F (z) = − c z

|z|3
= − c

%2
eiθ.

Íåêà òðàåêòîðèÿòà íà òî÷êàòà ñå äàâà ñ êîìïëåêñíîòî óðàâíåíèå

z = z(t) = %(t) eiθ(t).

6. Äîêàæåòå ÷ðåç äèôåðåíöèðàíå, ÷å âåêòîðèòå íà ñêîðîñòòà v(t)
è íà óñêîðåíèåòî a(t) ñå äàâàò ñ ôîðìóëèòå

v(t) = z′(t) = %′(t) eiθ(t) + i %(t) θ′(t) eiθ(t),
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a(t) = z′′(t) =
((
%′′(t)− %(t) (θ′(t))

2
)

+ i (2%′(t)θ′(t) + %(t)θ′′(t))
)
eiθ(t).

7.Èçïîëçâàéêè òðåòèÿ çàêîí íà Íþòîí, äîêàæåòå, ÷å ñà èçïúëíåíè
ñëåäíèòå äâå (ðåàëíè) òúæäåñòâà:

%′′(t)− %(t) (θ′(t))
2

= − c

%(t)2
,

2%′(t)θ′(t) + %(t)θ′′(t) = 0.

8. Äîêàæåòå, ÷å âòîðîòî ðàâåíñòâî å ðàâíîñèëíî ñ ðàâåíñòâîòî
(%(t)2.θ′(t))

′
= 0, è ñëåäîâàòåëíî å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî

%(t)2.θ′(t) = const = h.

9. (Çàêîí íà Êåïëåð çà ïëîùíàòà
ñêîðîñò) Çà ëèöåòî íà êðèâîëèíååí
ñåêòîð íà ïîëÿðíî çàäàäåíà êðèâà å â
ñèëà äîêàçàíàòà â �4.5 íà ÷àñò I ôîð-
ìóëà

µ(D) =
1

2

∫ t1

t0

%(t)2 dθ(t)

(âèæ ÷åðòåæà).

O P
0

P
1

DΘ
D

Äîêàæåòå, ÷å çà äâèæåíèå â Íþòîíîâî ïîëå îò ðåçóëòàòà íà çàä.
8 ñëåäâà, ÷å

µ(D) =
h

2
(t1 − t0).

Çàáåëåæêà. Ïîëó÷èõìå çíàìåíèòèÿ çàêîí íà Êåïëåð: ïðè äâè-
æåíèå íà ïëàíåòàòà îêîëî ñëúíöåòî ïëîùíàòà ñêîðîñò å åäíà è ñúùà
âúâ âñåêè ìîìåíò. Èíà÷å êàçàíî, çà åäíàêâè âðåìåíà ðàäèóñ-âåêòîðúò
òî÷êàòà ½çàìèòà� ñåêòîðè ñ ðàâíè ëèöà.

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å òîçè ðåçóëòàò å âåðåí è çà ïðîèçâîëíî öåíò-
ðàëíî ïîëå.

Â ñëåäâàùèòå çàäà÷è ùå ïîêàæåì, ÷å òðàåêòîðèÿòà íà äâèæåíèåòî
íà òî÷êàòà â Íþòîíîâî ïîëå ïðåäñòàâëÿâà êîíè÷íî ñå÷åíèå.
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10. Ïîêàæåòå êàòî ñëåäñòâèå îò çàäà÷è 7 è 8, ÷å ôóíêöèÿòà %(t)
óäîâëåòâîðÿâà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå

%′′(t) =
h2

%(t)3
− c

%(t)2
.

Ãîðíîòî óðàâíåíèå ñå ðåøàâà, êàòî çà ïàðàìåòúð ñå âçåìå ïîëÿð-

íèÿ úãúë θ, à çà íåèçâåñòíà ôóíêöèÿ � ôóíêöèÿòà u =
1

%
. Ïî-òî÷íî,

âúâåæäà ñå ôóíêöèÿ u(θ) òàêàâà, ÷å

u(θ(t)) =
1

%(t)
.

11. Èçïîëçâàéêè ðàâåíñòâîòî θ′(t) = hu2(θ(t)) îò çàä. 8, äîêàæåòå
ðàâåíñòâàòà

%′(t) =

(
1

u(θ(t))

)′
= −hu′(θ(t)),

%′′(t) = −hu′′(θ(t)).θ′(t) = −h2u′′(θ(t)).u2(θ(t)).

Äîêàæåòå, èçïîëçâàéêè çàä. 10, ÷å ôóíêöèÿòà u(θ) óäîâëåòâîðÿâà
óðàâíåíèåòî

u′′(θ) + u(θ) =
c

h2
.

12. Ðåøåòå óðàâíåíèåòî îò çàä. 11 è äîêàæåòå, ÷å u(θ) èìà âèäà

u(θ) =
c

h2
+ A cos (θ − θ0).

Óïúòâàíå. Ïîëîæåòå w(θ) = u(θ) − c
h2

è äîêàæåòå, ÷å w(θ) óäîâ-
ëåòâîðÿâà óðàâíåíèåòî w′′ + w = 0. Èçïîëçâàéòå èçâåñòíèÿ îò äèôå-
ðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ ôàêò, ÷å âñÿêî ðåøåíèå íà òîâà óðàâíåíèå èìà
âèäà w(θ) = A cos (θ − θ0).

Çàáåëåæêà. Òàêà ïîëó÷åíîòî ðåøåíèå ìîæå äà ñå îïðîñòè. Çàâúð-
òàéêè êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà â ðàâíèíàòà è îçíà÷àâàéêè θ − θ0 îòíîâî
ñ θ, ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å θ0 = 0. Âúâåæäàéêè êàòî íîâè ïàðàìåòðè
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ïîëîæèòåëíèòå ÷èñëà C = h2

c
è e = Ah2

c
, ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèåòî íà

îðáèòàòà â ïîëÿðíè êîîðäèíàòè (îçíà÷àâàéêè %(θ) =
1

u(θ)
):

%(θ) =
C

1 + e cos θ
.

Óðàâíåíèÿòà â äåêàðòîâè êîîðäèíàòè äîáèâàò âèäà

x(θ) =
C cos θ

1 + e cos θ
, y(θ) =

C sin θ
1 + e cos θ

.

Êàêòî ùå âèäèì â ñëåäâàùèòå çàäà÷è, òàêà îïðåäåëåíàòà êðèâà
ïðåäñòàâëÿâà êîíè÷íî ñå÷åíèå (åëèïñà, ïàðàáîëà èëè õèïåðáîëà), îñ-
òà íà êîÿòî ñúâïàäà ñ àáñöèñíàòà îñ è åäèí îò ôîêóñèòå ñå íàìèðà â
íà÷àëîòî íà êîîðäèíàòèòå (ùå íàïîìíèì, ÷å òàì å ðàçïîëîæåíà ïðèâ-
ëè÷àùàòà ìàñà). Âèäúò íà òîâà ñå÷åíèå ñå îïðåäåëÿ îò ïàðàìåòúðà e,
êîéòî ñå íàðè÷à åêöåíòðèöèòåò íà îðáèòàòà.

13. (åëèïòè÷íà îðáèòà). Íåêà 0 ≤ e < 1. Äà îçíà÷èì

a =
C

1− e2
, p = ae =

C e

1− e2
, b =

C√
1− e2

.

Äîêàæåòå, ÷å çà âñÿêî θ å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî

(x(θ) + p)2

a2
+
y(θ)2

b2
≡ 1.

Ñ äðóãè äóìè, îðáèòàòà ïðåäñòàâëÿâà åëèïñà ñ îñè, óñïîðåäíè íà
êîîðäèíàòíèòå, è ñ öåíòúð â òî÷êàòà (−p, 0). Ïàðàìåòúðúò e ñúâïàäà ñ
îáè÷àéíèÿ åêñöåíòðèöèòåò íà åëèïñàòà:

e =

√
1− b2

a2
.

Óïúòâàíå. Íàïèøåòå óðàâíåíèåòî íà êðèâàòà âúâ âèäà

%(θ) = C − e x(θ).

è ïîâäèãíåòå íà êâàäðàò.
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14. (ïàðàáîëè÷íà îðáèòà). Íåêà e = 1. Òîãàâà θ ∈ (−π, π). Ïî-
êàæåòå, ÷å å â ñèëà ðàâåíñòâîòî

%(θ) = C − x(θ),

è, ñëåäîâàòåëíî

x(θ) =
C2 − y(θ)2

2C
.

Îðáèòàòà å ïàðàáîëà, ÷èÿòî îñ ñúâïàäà ñ àáñöèñíàòà îñ.

14. (õèïåðáîëè÷íà îðáèòà). Íåêà e > 1. Àêî îçíà÷èì θ0 =
arccos

(
−1
e

)
, òî äåôèíèöèîííèÿò èíòåðâàë å θ ∈ (−θ0, θ0). Ùå îçíà÷èì

a =
C

e2 − 1
, p = ae =

C e

e2 − 1
, b =

C√
e2 − 1

.

Äîêàæåòå, ÷å çà âñÿêî θ å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî

(x(θ)− p)2

a2
− y(θ)2

b2
≡ 1.

Îðáèòàòà ïðåäñòàâëÿâà êëîí îò õèïåðáîëà ñ îñè, óñïîðåäíè íà êî-
îðäèíàòíèòå, è ñ öåíòúð â òî÷êàòà (p, 0).
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1.10 Îáâèâêè íà ôàìèëèè îò êðèâè

Â òîçè ïàðàãðàô ùå èçëîæèì åäíî ïðèëîæåíèå íà ðàçâèòàòà ïî-ãîðå
òåõíèêà, îòíàñÿùî ñå çà ôàìèëèè îò êðèâè â ðàâíèíàòà. Â òåîðåìà 2
îò ïðåäíèÿ ïàðàãðàô è â ïîñëåäâàëàòà ÿ çàáåëåæêà áåøå ïîêàçàíî, ÷å
ãëàäêèòå êðèâè â ðàâíèíàòà ìîãàò äà áúäàò çàäàäåíè ñ óðàâíåíèÿ îò
âèäà

F (x, y) = 0,

êúäåòî F (x, y) å åäíîêðàòíî ãëàäêà ôóíêöèÿ íà x, y è
−−→
gradF (x, y) 6= ~0.

Òóê ùå ðàçãëåæäàìå ôàìèëèè îò åäíîêðàòíî ãëàäêè êðèâè â ðàâíèíàòà.
Ñ äðóãè äóìè, âúâåæäà ñå ïàðàìåòúð a, èçìåíÿù ñå â äàäåí èíòåðâàë,
òàêà ÷å íà âñÿêà íåãîâà ñòîéíîñò ñúîòâåòñòâà äàäåíà êðèâà Γa, îïðåäå-
ëåíà ÷ðåç óðàâíåíèåòî F (x, y, a) = 0.

Ïî-òî÷íî, èìàìå

Äåôèíèöèÿ. Íåêà å äàäåíà åäíîêðàòíî ãëàäêàòà ôóíêöèÿ íà
òðè ïðîìåíëèâè F (x, y, a), êàòî (x, y) ∈ D ⊂ R2, a ∈ ∆ = (a1, a2),
è íåêà íàâñÿêúäå äà å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî

|F ′x|+
∣∣F ′y∣∣ > 0.

Òîãàâà êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà F ïîðàæäà ôàìèëèÿòà îò êðèâè
{Γa}a∈∆, êàòî ïðè âñÿêà ôèêñèðàíà ñòîéíîñò íà a êðèâàòà Γa ⊂ R2 ñå
ñúñòîè îò òî÷êèòå (x, y) â ðàâíèíàòà, óäîâëåòâîðÿâàùè ðàâåíñòâîòî
F (x, y, a) = 0:

Γa =
{

(x, y) ∈ R2 : F (x, y, a) = 0
}
.

Ùå âúâåäåì ïîíÿòèåòî îáâèâêà íà ôàìèëèÿ îò êðèâè. Ïúðâîòî
ïîíÿòèå, êîåòî ùå íè òðÿáâà, å ïîíÿòèåòî äîïèðàíå íà êðèâè:

Äåôèíèöèÿ. Ùå êàçâàìå, ÷å äâå ðåãóëÿðíè åäíîêðàòíî ãëàäêè
êðèâè, ìèíàâàùè ïðåç äàäåíà òî÷êà, ñå äîïèðàò â òàçè òî÷êà, àêî
äîïèðàòåëíèòå èì ïðàâè â òàçè òî÷êà ñúâïàäàò.

Äåôèíèöèÿ. Ðåãóëÿðíàòà è åäíîêðàòíî ãëàäêà êðèâà Γ ùå íà-
ðè÷àìå îáâèâêà íà ôàìèëèÿòà {Γa}a∈∆, àêî ïðåç âñÿêà òî÷êà îò Γ
ïðåìèíàâà òî÷íî åäíà êðèâà îò ôàìèëèÿòà {Γa}, è â òàçè òî÷êà äâå-
òå êðèâè ñå äîïèðàò.
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Ùå èçâåäåì ïàðàìåòðè÷íèòå óðàâíåíèÿ íà îáâèâêàòà íà äàäåíà
ôàìèëèÿ îò êðèâè (àêî òàêàâà îáâèâêà ñúùåñòâóâà). Ùå èçáåðåì çà
ïàðàìåòúð èíäåêñà a íà êðèâàòà Γa îò ôàìèëèÿòà, ìèíàâàùà ïðåç ñú-
îòâåòíàòà òî÷êà. Ïî-òî÷íî, íåêà

x = x(a), y = y(a) , a ∈ ∆

ñà ïàðàìåòðè÷íèòå óðàâíåíèÿ íà Γ. Ùå èñêàìå êðèâèòå Γ è Γa äà ìè-
íàâàò ïðåç òî÷êàòà (x(a), y(a)) è äà ñå äîïèðàò â íåÿ.

Ïúðâîòî óñëîâèå íè äàâà, ÷å (x(a), y(a)) ∈ Γa, ò.å.

F (x(a), y(a), a) = 0.

Äèôåðåíöèðàéêè òîâà ðàâåíñòâî ïî a, ïîëó÷àâàìå

x′(a)F ′x + y′(a)F ′y + F ′a = 0,

êàòî ïðîèçâîäíèòå íà F ñå âçåìàò â òî÷êàòà (x(a), y(a), a).
Äà èçðàçèì è óñëîâèåòî çà äîïèðàíå. Êàêòî çíàåì, äîïèðàòåëíè-

ÿò âåêòîð êúì Γ â òàçè òî÷êà å ðàâåí íà (x′(a), y′(a)). Îò äðóãà ñòðàíà,
äîêàçàíàòà â ïðåäíèÿ ïàðàãðàô òåîðåìà 2 îò �5 ïîêàçâà, ÷å äîïèðàòåë-
íèÿò âåêòîð êúì Γa å îðòîãîíàëåí íà âåêòîðà

(
F ′x, F

′
y

)
â ñúîòâåòíàòà

òî÷êà, è ñëåäîâàòåëíî òîâà å âÿðíî è çà äîïèðàòåëíèÿ âåêòîð êúì Γ.
Ïîëó÷àâàìå, ÷å ðàâåíñòâîòî

x′(a)F ′x + y′(a)F ′y = 0

å íåîáõîäèìî è äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà äîïèðàíåòî íà êðèâèòå Γ è Γa.
Èçâàæäàéêè òîâà ðàâåíñòâî îò ïîëó÷åíîòî ïî-ãîðå, ïîëó÷àâàìå,

÷å F ′a = 0. Â êðàéíà ñìåòêà çà ïàðàìåòðè÷íèòå ôóíêöèè íà òúðñåíàòà
îáâèâêà ïîëó÷èõìå ñèñòåìàòà óðàâíåíèÿ

F (x(a), y(a), a) = 0

F ′a (x(a), y(a), a) = 0.

Ñèñòåìè îò ïîäîáåí âèä áÿõà ðàçãëåäàíè â ïðåäíèÿ ïàðàãðàô. Òàêà
ñòèãàìå äî ñëåäíîòî òâúðäåíèå:
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Òåîðåìà. Íåêà ôóíêöèÿòà F (x, y, a) å äâóêðàòíî ãëàäêà è óäîâ-
ëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà ∣∣∣∣ F ′x F ′y

F ′′ax F ′′ay

∣∣∣∣ 6= 0, F ′′aa 6= 0.

Òîãàâà ïîðîäåíàòà îò íåÿ ôàìèëèÿ îò êðèâè â ðàâíèíàòà ïðèòåæàâà
îáâèâêà.

Äîêàçàòåëñòâî. Êàòî ïðèëîæèì òåîðåìàòà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ
êúì óðàâíåíèÿòà

F (x, y, a) = 0, F ′a(x, y, a) = 0

îòíîñíî íåèçâåñòíèòå x è y è èìàéêè ïðåä âèä ïúðâîòî îò ãîðíèòå
óñëîâèÿ, ïîëó÷àâàìå ñúùåñòâóâàíåòî íà äâóêðàòíî ãëàäêè ôóíêöèè
x(a), y(a), óäîâëåòâîðÿâàùè ãîðíèòå óðàâíåíèÿ. Êàòî äèôåðåíöèðàìå
âòîðîòî îò óðàâíåíèÿòà ïî a, ïîëó÷àâàìå

x′F ′′ax + y′F ′′ay = −F ′′aa 6= 0,

ò.å. x′(a) è y′(a) íå ñå àíóëèðàò åäíîâðåìåííî.
Äà îçíà÷èì ñ Γ ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíàòà êðèâà, îïðåäåëåíà ñ ïà-

ðàìåòðè÷íîòî ïðåäñòàâÿíå x = x(a), y = y(a). Òîêó-ùî âèäÿõìå, ÷å
òîâà ïàðàìåòðè÷íî ïðåäñòàâÿíå å ðåãóëÿðíî. Äèôåðåíöèðàéêè ïúðâîòî
óðàâíåíèå ïî a è èçâàæäàéêè îò íåãî âòîðîòî, ïîëó÷àâàìå ðàâåíñòâîòî
x′(a)F ′x + y′(a)F ′y = 0, îò êîåòî, êàêòî âèäÿõìå, ñëåäâà äîïèðàíåòî íà
êðèâèòå Γ è Γa.

Çàáåëåæêà. Óñëîâèÿòà íà òåîðåìàòà íå ñà çàäúëæèòåëíè çà ñú-
ùåñòâóâàíåòî íà îáâèâêà. Â êîíêðåòíèòå çàäà÷è îáèêíîâåíî òå íå
ñå ïðîâåðÿâàò, à çàäà÷àòà ñå ñâåæäà äî ðåøàâàíå íà óðàâíåíèÿòà
F (x, y, a) = 0, F ′a(x, y, a) = 0 îòíîñíî íåèçâåñòíèòå x è y.

Ïðèìåðè. 1. Íåêà ðàçãëåäàìå ôàìèëèÿòà îò îêðúæíîñòè ñ äà-
äåí ðàäèóñ r, ÷èèòî öåíòúð ñå äâèæè ïî àáöèñíàòà îñ. Àêî îçíà÷èì ñ
a êîîðäèíàòàòà íà öåíòúðà íà îêðúæíîñòòà, âèæäàìå, ÷å ñúîòâåòíàòà
îêðúæíîñò ñå äàâà ñ óðàâíåíèåòî

F (x, y, a) = (x− a)2 + y2 − r2 = 0.
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Äèôåðåíöèðàéêè ïî a, ïîëó÷àâàìå âòîðîòî óðàâíåíèå çà îáâèâêàòà:

F ′a(x, y, a) = −2 (x− a) = 0.

Îòòóê âèæäàìå, ÷å îáâèâêàòà íà ôàìèëèÿòà ñå ñúñòîè îò ïðàâèòå y = r
è y = −r.

-30 -20 -10 10 20 30

-10

-5

5

10

Ïðèìåð 1

2. Íåêà å äàäåíà îòñå÷êà ñ äúëæèíà L, ÷èèòî êðàèùà ñå ïëúç-
ãàò ñúîòâåòíî ïî àáñöèñíàòà è îðäèíàòíàòà îñ. Äà ñå îïðåäåëè âèäà íà
ôèãóðàòà â ðàâíèíàòà, çàïúëíåíà îò âñè÷êè âúçìîæíè ïîëîæåíèÿ íà
îòñå÷êàòà.

Äà ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ, êîãàòî îòñå÷êàòà ñå íàìèðà â ïúðâè êâàä-
ðàíò. Àêî åäèíèÿò êðàé íà îòñå÷êàòà èìà êîîðäèíàòè (a, 0), òî êîîðäè-
íàòèòå íà äðóãèÿ è êðàé ñà

(
0,
√
L2 − a2

)
. Ïðèïîìíÿéêè ñè îòðåçîâîòî

óðàâíåíèå íà ïðàâà ëèíèÿ, ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèåòî íà ïîëó÷åíàòà ôà-
ìèëèÿ îò ïðàâè:

F (x, y, a) =
x

a
+

y√
L2 − a2

− 1 = 0, a ∈ [0, L].

Èìàìå
Fa(x, y, a) = − x

a2
+

ay

(L2 − a2)3/2
= 0.

Ðåøàâàéêè óðàâíåíèÿòà îòíîñíî x è y, ïîëó÷àâàìå

x =
a3

L2
, y =

(L2 − a2)
3/2

L2
.
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Èçêëþ÷âàéêè a, ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèåòî íà îáâèâêàòà:

x2/3 + y2/3 = L2/3.

Â îñòàíàëèòå òðè êâàäðàíòà ñå ïîëó÷àâà ñúùîòî óðàâíåíèå, è íèå ïî-
ëó÷àâàìå, ÷å îáâèâêà å êðèâàòà, íàðå÷åíà àñòðîèäà. Â êðàéíà ñìåòêà
òúðñåíàòà ôèãóðà å îãðàäåíà îò ïîëó÷åíàòà êðèâà è ñå ñúñòîè îò âñè÷êè
òî÷êè (x, y) ∈ R2, ÷èèòî êîîðäèíàòè óäîâëåòâîðÿâàò íåðàâåíñòâîòî

|x|2/3 + |y|2/3 ≤ L2/3.

3. Ïàðàáîëà íà áå-

L

L

Ïðèìåð 2

çîïàñíîñòòà.Íåêà ñè ïðåä-
ñòàâèì îðúäèå, ðàçïîëîæå-
íî â íà÷àëîòî íà êîîðäè-
íàòèòå è ñòðåëÿùî ñ îïðå-
äåëåíà íà÷àëíà ñêîðîñò, íî
ïîä ðàçëè÷íè úãëè. Äà ñå
îïðåäåëè ìíîæåñòâîòî îò
òî÷êèòå â ðàâíèíàòà, êîè-
òî ìîãàò äà áúäàò äîñòèã-
íàòè îò ñíàðÿäèòå.

Àêî ñíàðÿäúò å èçñò-
ðåëÿí ñ íà÷àëíà ñêîðîñò v
ïîä úãúë α êúì õîðèçîíòà,
óðàâíåíèÿòà íà äâèæåíèå-
òî ìó èìàò âèäà

x = t v cosα,

y = t v sinα− g

2
t2,

êúäåòî g å çåìíîòî óñêîðåíèå. Èçêëþ÷âàéêè âðåìåòî t, ïîëó÷àâàìå
óðàâíåíèåòî íà òðàåêòîðèÿòà íà äâèæåíèåòî

y = − g

2v2cos 2α
x2 + x tgα.
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Äà ïîëîæèì a = tgα; òîãàâà ïðè âàðèðàíå íà úãúëà α ñúîòâåòíàòà
ôàìèëèÿ îò ïàðàáîëè ñå ïîðàæäà îò ôóíêöèÿòà

F (x, y, a) = −k
(
1 + a2

)
x2 + ax− y = 0.

(çà ìîìåíòà ñìå ïîëîæèëè k = g
2v2

).

Ñëåäâàùîòî óðàâíå-
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30

Ïàðàáîëà íà áåçîïàñíîñòòà

íèå îò ñèñòåìàòà å

Fa(x, y, a) = x− 2kax2 = 0,

îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå ïà-
ðàìåòðè÷íèòå óðàâíåíèÿ íà
îáâèâêàòà

x =
1

2ka
, y =

1

4k

(
1

a2
− 1

)
.

Èçêëþ÷âàéêè ïàðàìåòúðà
a, ïîëó÷àâàìå îáâèâêàòà íà ïîëó÷åíàòà ñèñòåìà îò ïàðàáîëè, êîÿòî ñå
îêàçâà ñúùî ïàðàáîëà (ò.íàð. ïàðàáîëà íà áåçîïàñíîñòòà), ñ óðàâíåíèå:

y =
1

4k
− k x2 =

v2

2g
− g

2v2
x2.

Â êðàéíà ñìåòêà çîíàòà íà áåçîïàñíîñòòà, ò.å. ìíîæåñòâîòî îò îíåçè òî÷-
êè (x, y) â ðàâíèíàòà, êîèòî íå ìîãàò äà áúäàò äîñòèãíàòè ïðè íèêàêúâ
úãúë íà èçñòðåëâàíå, ñå îïèñâà ñ íåðàâåíñòâîòî:

y >
v2

2g
− g

2v2
x2.

4. Îò ãîðíèòå òðè ïðèìåðà ÷èòàòåëÿò ìîæå äà îñòàíå ñ âïå÷àòëå-
íèåòî, ÷å îáâèâêàòà âèíàãè îãðàæäà ÷àñòòà îò ðàâíèíàòà, çàïúëíåíà îò
ôàìèëèÿòà êðèâè. Ùå äàäåì ïðèìåð, êîãàòî òîâà íå å òàêà. Äà âçåìåì
ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà y = x3 è äà ÿ ïëúçãàìå óñïîðåäíî íà àáöèñíàòà
îñ. Ïîëó÷àâàìå ôàìèëèÿ îò êðèâè, îïðåäåëåíà ñ óðàâíåíèåòî

F (x, y, a) = (x− a)3 − y = 0.
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Ðåøàâàéêè ïîëó÷åíàòà ñèñòåìà, âèæäàìå, ÷å åäèíñòâåíàòà îáâèâêà íà
òàçè ôàìèëèÿ ñúâïàäà ñ àáñöèñíàòà îñ, äîêàòî êðèâèòå îò ôàìèëèÿòà
çàïúëâàò öÿëàòà ðàâíèíà.

Â òîçè ïðèìåð ñå âèæäà ñúùî, ÷å îáâèâêàòà ñúùåñòâóâà, ìàêàð ÷å
óñëîâèÿòà íà òåîðåìàòà íå ñà óäîâëåòâîðåíè (ïîêàæåòå!).

5. Âñÿêà ðåãóëÿðíà êðèâà ñúâïàäà ñ îáâèâêàòà íà ôàìèëèÿòà îò
ñîáñòâåíèòå ñè òàíãåíòè. Çà óëåñíåíèå ùå äîêàæåì òîâà â ñëó÷àÿ, êîãàòî
êðèâàòà å ÿâíî çàäàäåíà, ò.å. å ïðåäñòàâåíà êàòî ãðàôèêà íà ãëàäêà
ôóíêöèÿ. Íåêà Γ ñå çàäàâà ñ óðàâíåíèåòî

y = f(x), x ∈ ∆.

Ùå ïðåäïîëàãàìå, ÷å f(x) å äâóêðàòíî ãëàäêà è f ′′(x) 6= 0. Äîïèðà-
òåëíàòà ëèíèÿ êúì Γ, ìèíàâàùà ïðåç òî÷êàòà (a, f(a)), èìà óðàâíåíèå
y = f(a) + f ′(a)(x − a), è ñëåäîâàòåëíî ôàìèëèÿòà îò òàíãåíòèòå ñå
çàäàâà ÷ðåç óðàâíåíèåòî

F (x, y, a) = −y + f(a) + f ′(a)(x− a) = 0.

Òúé êàòî F ′a(x, y, a) = f ′′(a)(x− a), òî çà îáâèâêàòà ïîëó÷àâàìå óðàâíå-
íèÿòà x = a, y = f(a), ò.å. òÿ ñúâïàäà ñ Γ.

6. Òóê ùå ðàçãëåäàìå îáâèâêàòà íà ôàìèëèÿòà îò íîðìàëèòå íà
äàäåíà êðèâà, è ùå äîêàæåì, ÷å òÿ ñúâïàäà ñ åâîëþòàòà íà êðèâàòà.*

Ïîíÿòèåòî åâîëþòà íà äàäåíà äâóêðàòíî ãëàäêà êðèâà ñ íåíóëåâà
êðèâèíà áåøå âúâåäåíî â òîì I, �4.4, è îçíà÷àâàøå ãåîìåòðè÷íîòî ìÿñòî
íà âñè÷êè öåíòðîâå íà êðèâèíàòà íà êðèâàòà. Íåêà äâóêðàòíî ãëàäêàòà
ðåãóëÿðíà êðèâà G å çàäàäåíà ñ ïàðàìåòðè÷íèòå óðàâíåíèÿ

x = ϕ(a), y = ψ(a), a ∈ ∆.

Íîðìàëàòà êúì êðèâàòà G â òî÷êàòà (ϕ(a), ψ(a)) å êîëèíåàðíà ñ âåêòîðà
(−ψ′(a), ϕ′(a)) è ñëåäîâàòåëíî ñå îïèñâà ñ ïàðàìåòðè÷íèòå óðàâíåíèÿ

x = ϕ(a)− t ψ′(a), y = ψ(a) + t ϕ′(a), t ∈ R.
*Òîçè ôàêò áåøå äàäåí áåç îáîñíîâêà ïðè ðàçãëåæäàíåòî íà ãåîìåòðè÷íèÿ ñìèñúë

íà åâîëþòàòà, íàïðàâåíî â I, �4.4.
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Åëèìèíèðàéêè ïàðàìåòúðà t, ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèåòî íà íîðìàëàòà
âúâ âèäà

F (x, y, a) = ψ′(a) (y − ψ(a)) + ϕ′(a) (x− ϕ(a)) = 0.

Îòòóê ïîëó÷àâàìå

Fa(x, y, a) = ψ′′(a) (y − ψ(a))− (ψ′(a))
2

+ ϕ′′(a) (x− ϕ(a))− (ϕ′(a))
2
.

Òàêà óðàâíåíèÿòà íà îáâèâêàòà ïðèäîáèâàò âèäà
ψ′(a) (y − ψ(a)) + ϕ′(a) (x− ϕ(a)) = 0,
ψ′′(a) (y − ψ(a)) + ϕ′′(a) (x− ϕ(a)) = (ψ′(a))2 + (ϕ′(a))2 .

Ùå íàïîìíèì, ÷å êðèâèíà-

Åâîëþòàòà íà åëèïñàòà êàòî
îáâèâêà íà íåéíèòå íîðìàëè

òà k(a) íà êðèâàòà G â òî÷êàòà
(ϕ(a), ψ(a)) ñå äàâà ñ ôîðìóëàòà

k(a) =
ϕ′(a)ψ′′(a)− ϕ′′(a)ψ′(a)

(ϕ′(a)2 + ψ′(a)2)
3
2

.

Òàêà, óñëîâèåòî k(a) 6= 0 ìîæå
äà ñå íàïèøå âúâ âèäà∣∣∣∣ ψ′(a) ϕ′(a)

ψ′′(a) ϕ′′(a)

∣∣∣∣ 6= 0.

Ñëåäîâàòåëíî, àêî ðàçãëåäàìå
ãîðíèòå óðàâíåíèÿ êàòî ëèíåé-
íè óðàâíåíèÿ ñïðÿìî ïðîìåí-
ëèâèòå y − ψ(a), x − ϕ(a), òî
òå ïðèòåæàâàò åäèíñòâåíî ðåøå-
íèå. Èçïîëçâàéêè ôîðìóëèòå íà

Êðàìåð, ïîëó÷àâàìå ðåøåíèÿòà íà ñèñòåìàòà:

x(a) = ϕ(a)− ϕ′(a)2 + ψ′(a)2

ϕ′(a)ψ′′(a)− ϕ′′(a)ψ′(a)
ψ′(a),

y(a) = ψ(a) +
ϕ′(a)2 + ψ′(a)2

ϕ′(a)ψ′′(a)− ϕ′′(a)ψ′(a)
ϕ′(a).



1.10. ÎÁÂÈÂÊÈ ÍÀ ÔÀÌÈËÈÈ ÎÒ ÊÐÈÂÈ 137

Ëåñíî å äà ñå âèäè, ÷å ïîëó÷åíèòå ôîðìóëè ñúâïàäàò ñ ïàðàìåòðè÷-
íîòî ïðåäñòàâÿíå íà åâîëþòàòà íà G, èçâåäåíî â òîì I, �4.4 ïî ñúâñåì
ðàçëè÷åí íà÷èí.

Óïðàæíåíèÿ.
1. (çàäà÷à, äàäåíà çà êàíäèäàò-ñòóäåíòñêè èçïèò çà ÔÌÈ íà ÑÓ

ïðåç 1999 ã. ) Äàäåíî å óðàâíåíèåòî

3x2 − (6a+ 1)x+ a2 + 6a− 3 = 0.

Äà ñå íàìåðÿò ñòîéíîñòèòå íà a, çà êîèòî äàäåíîòî óðàâíåíèå ïðèòåæàâà
êîðåí u, òàêà ÷å ñòîéíîñòòà íà

∣∣u−√2
∣∣ äà å ìèíèìàëíà.

Óïúòâàíå. Ðàçáèðà ñå, çàäà÷àòà ïðèòåæàâà åëåãàíòíî åëåìåíòàð-
íî ðåøåíèå. Çà äà ðåøèòå çàäà÷àòà ñ ïîìîùòà íà òåîðèÿòà íà îáâèâêèòå,
íàìåðåòå îáâèâêàòà íà ñåìåéñòâîòî îò ïàðàáîëè, îïðåäåëåíî îò ðàâåíñ-
òâàòà

F (x, y, a) = −y + 3x2 − (6a+ 1)x+ a2 + 6a− 3 = 0,

è ðàçãëåäàéòå ïðåñå÷íèòå è òî÷êè ñ àáñöèñíàòà îñ.

2. Äàäåíà å åëèïñàòà

x2

p2
+
y2

q2
= 1.

Çà âñÿêà ñòîéíîñò íà a ∈ [−p, p ] äà ïðåêàðàìå âåðòèêàëíàòà õîðäà íà
åëèïñàòà ïðåç òî÷êàòà (a, 0), è äà îçíà÷èì ñ Γa îêðúæíîñòòà, èìàùà
òàçè õîðäà çà äèàìåòúð. Äîêàæåòå, ÷å îáâèâêàòà íà ôàìèëèÿòà {Γa} å
åëèïñà ñúñ ñúùèòå îñè íà ñèìåòðèÿ êàòî äàäåíàòà.

Çàáåëåæêà.Îò äîêàçàòåëñòâîòî ñå âèæäà, ÷å îáâèâêàòà ùå äîêîñ-
âà ñàìî òåçè êðèâè Γa, çà êîèòî |a| ≤ p2√

p2+q2
, ò.å. îáâèâêàòà ñúùåñòâóâà

ñàìî çà ÷àñò îò äàäåíàòà ôàìèëèÿ.

3. (Õàðàêòåðèñòè÷íè òî÷êè). Íåêà å äàäåíà ôàìèëèÿòà {Γa}
îò ãëàäêè êðèâè. Íåêà ôèêñèðàìå äàäåíà ñòîéíîñò íà a è çà äîñòàòú÷-
íî ìàëêè ñòîéíîñòè íà íàðàñòâàíåòî h äà îçíà÷èì ñ (xh, yh) íÿêàêâà
ïðåñå÷íà òî÷êà íà êðèâèòå Γa è Γa+h. Äà äîïóñíåì, ÷å ïðè h → 0 ïðå-
ñå÷íèòå òî÷êè (xh, yh) èìàò ãðàíèöà (x0, y0). Òîãàâà òî÷êàòà (x0, y0) ñå
íàðè÷à õàðàêòåðèñòè÷íà òî÷êà çà ôàìèëèÿòà {Γa}.



138 ÃËÀÂÀ 1. ÄÈÔÅÐÅÍÖÈÀËÍÎ ÑÌßÒÀÍÅ

Äîêàæåòå, ÷å õàðàêòåðèñòè÷íèòå òî÷êè ëåæàò âúðõó îáâèâêàòà íà
ôàìèëèÿòà.

Óïúòâàíå. Î÷åâèäíî êîîðäèíàòèòå xh, yh íà ïðåñå÷íàòà òî÷êà
óäîâëåòâîðÿâàò óðàâíåíèÿòà

F (xh, yh, a) = 0, F (xh, yh, a+ h) = 0.

Èçïîëçâàéêè òåîðåìàòà çà êðàéíèòå íàðàñòâàíèÿ, äîêàæåòå, ÷å òàçè
ñèñòåìà å åêâèâàëåíòíà íà

F (xh, yh, a) = 0, F ′a (xh, yh, a+ θh) = 0, θ ∈ (0, 1),

è íàïðàâåòå ãðàíè÷åí ïðåõîä ïðè h→ 0.

Çàáåëåæêà. Îò ðàçãëåäàíèÿ ïî-ãîðå ïðèìåð 4 ñå âèæäà, ÷å íå
âèíàãè òî÷êèòå îò îáâèâêàòà ñà õàðàêòåðèñòè÷íè.
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1.11 Óñëîâíè ëîêàëíè åêñòðåìóìè. Ìíîæè-

òåëè íà Ëàãðàíæ

Â çàäà÷àòà çà òúðñåíå íà ìàêñèìàëíà è ìèíèìàëíà ñòîéíîñòè íà ôóí-
êöèÿ íà ìíîãî ïðîìåíëèâè â îáëàñò D ⊂ Rn, ðàçãëåäàíà â �7, îñòàíà
îòêðèò ñëåäíèÿ ïðîáëåì: äà ñå íàìåðÿò åêñòðåìàëíèòå ñòîéíîñòè íà
ôóíêöèÿòà âúðõó ãðàíèöàòà bD íà îáëàñòòà D. Àêî íàïðèìåð D å êúë-
áî, òî âúçíèêâà âúïðîñúò çà òúðñåíå íà åêñòðåìóìèòå íà ôóíêöèÿòà
âúðõó îãðàíè÷àâàùàòà ãî ñôåðà. Íà òàêàâà çàäà÷à å ïîñâåòåí íàñòîÿ-
ùèÿò ïàðàãðàô.

Íåêà M å ïîäìíîæåñòâî íà Rn è f(x) å ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà
âúðõó M .

Äåôèíèöèÿ. Êàçâàìå, ÷å òî÷êàòà x0 ∈ M å òî÷êà íà óñëîâåí
ëîêàëåí ìàêñèìóì íà ôóíêöèÿòà f(x) âúðõó ìíîæåñòâîòî M, àêî
ñúùåñòâóâà ε > 0, òàêà ÷å çà çà âñÿêà òî÷êà x ∈ M, çà êîÿòî
||x− x0|| < ε, äà èìàìå

f(x) ≤ f
(
x0
)
.

Êàêòî ñå âèæäà, òîâà îïðåäåëåíèå ñå ðàçëè÷àâà îò äàäåíîòî â �5
îïðåäåëåíèå íà (áåçóñëîâåí) ëîêàëåí ìàêñèìóì ïî òîâà, ÷å ñå ðàçãëåæ-
äàò ñàìî ñòîéíîñòèòå íà f(x) âúðõó ìíîæåñòâîòî M.

Àêî çàìåñòèì ãîðíîòî íåðàâåíñòâî ñ ïðîòèâîïîëîæíîòî ìó, ïî-
ëó÷àâàìå äåôèíèöèÿòà íà óñëîâåí ëîêàëåí ìèíèìóì. Íàé-ñåòíå, äâåòå
äåôèíèöèè ñå îáåäèíÿâàò â ïîíÿòèåòî óñëîâåí ëîêàëåí åêñòðåìóì.

Ùå ðàçãëåäàìå åäíà åëåìåíòàðíà ãåîìåòðè÷íà çàäà÷à: èçìåæäó
âñè÷êè ïðàâîúãúëíèöè ñ äàäåí ïåðèìåòúð äà ñå íàìåðè òîçè ñ ìàêñè-
ìàëíî ëèöå. Àêî îçíà÷èì ñ x è y ñòðàíèòå íà ïðàâîúãúëíèêà, ñòèãàìå
äî ñëåäíàòà ôîðìóëèðîâêà:

Çàäà÷à: Àêî ìíîæåñòâîòîM ⊂ R2 å ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè òî÷êè
(x, y) ∈ R2, óäîâëåòâîðÿâàùè óñëîâèÿòà x > 0, y > 0, x + y = p, äà ñå
íàìåðè ìàêñèìàëíàòà ñòîéíîñò âúðõó M íà ôóíêöèÿòà f(x, y) = xy.

Ðàçáèðà ñå, çàäà÷àòà ñå ðåøàâà åëåìåíòàðíî, êàòî ñå èçðàçè y ÷ðåç
x è ñëåä òîâà ñå íàìåðè ìàêñèìóìà íà ïîëó÷åíàòà ôóíêöèÿ íà åäíà ïðî-
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ìåíëèâà. Íèå îáà÷å èçïîëçâàìå çàäà÷àòà çà èëþñòðèðàíå íà ðàçâèòèòå
ïî-äîëó ìåòîäè.

Ìíîæèòåëè íà Ëàãðàíæ - ñëó÷àé íà åäíî óðàâíåíèå â R2.
Çà äà èçÿñíèì èäåÿòà, â òàçè òî÷êà ùå ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ, êîãàòî M
å ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè òî÷êè (x, y) ∈ R2, çà êîèòî F (x, y) = 0. Òóê
F (x, y) å åäíîêðàòíî ãëàäêà ôóíêöèÿ íà 2 ïðîìåíëèâè, äåôèíèðàíà â
îáëàñò â R2 è óäîâëåòâîðÿâàùà óñëîâèåòî

−−→
gradF (x, y) 6= ~0,

ò.å. ïúðâèòå �è ÷àñòíè ïðîèçâîäíè íèêúäå íå ñå àíóëèðàò åäíîâðåìåííî.
Íàëèöå å ñëåäíîòî íåîáõîäèìî óñëîâèå çà óñëîâåí ëîêàëåí åêñòðåìóì:

Òåîðåìà 1. Íåêà åäíîêðàòíî ãëàäêàòà ôóíêöèÿ f (x, y) äîñòèãà
óñëîâåí ëîêàëåí åêñòðåìóì âúðõó M â òî÷êàòà (x0, y0) ∈ M. Òîãàâà
ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà λ òàêàâà, ÷å

−−→
grad f (x0, y0) = λ

−−→
gradF (x0, y0) .

Ðåàëíîòî ÷èñëî λ ñå íàðè÷à ìíîæèòåë íà Ëàãðàíæ, ñúîòâåòñòâàù
íà äàäåíàòà åêñòðåìàëíà çàäà÷à.

Ëåñíî ñå âèæäà êàê òåîðåìà 1 ìîæå äà áúäå èçïîëçâàíà çà íàìè-
ðàíå íà ïîäîçðèòåëíèòå çà óñëîâåí ëîêàëåí åêñòðåìóì òî÷êè: ðàçãëåæ-
äàìå ñèñòåìàòà îò òðè óðàâíåíèÿ ñ òðè íåèçâåñòíè (x, y, λ):

f ′x(x, y) = λF ′x(x, y), f ′y(x, y) = λF ′y(x, y), F (x, y) = 0,

îò êîÿòî íàìèðàìå êîîðäèíàòèòå (x, y) íà òúðñåíàòà òî÷êà (îáèêíîâåíî
òðåòîòî íåèçâåñòíî λ íå å îò çíà÷åíèå è ñå åëèìèíèðà). Íàïðèìåð â
äàäåíàòà ïî-ãîðå çàäà÷à çà ïðàâîúãúëíèöèòå ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèÿòà

x = λ, y = λ, x+ y = p.

Î÷åâèäíî åäèíñòâåíîòî èì ðåøåíèå å òî÷êàòà A = (p/2, p/2), è â íåÿ ñå
äîñòèãà òúðñåíèÿò ìàêñèìóì.

Ãåîìåòðè÷íà èíòåðïðåòàöèÿ. Ïðåäè äîêàçàòåëñòâîòî ùå äàäåì
ãåîìåòðè÷íà èíòåðïðåòàöèÿ íà òâúðäåíèåòî íà òåîðåìàòà. Äà ñè ñïîì-
íèì Òåîðåìà 2 îò �5, ÷èåòî äîêàçàòåëñòâî äàäîõìå â ïðåäíèÿ ïàðàãðàô.
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Òåîðåìàòà ãëàñè, ÷å ãðàäèåíòúò íà ôóíêöèÿòà â äàäåíà òî÷êà å ïåðïåí-
äèêóëÿðåí íà ëèíèÿòà íà íèâî íà ôóíêöèÿòà, ìèíàâàùà ïðåç ñúùàòà
òî÷êà. Ñïîðåä Òåîðåìà 1, âåêòîðèòå

−−→
grad f (x0, y0) è

−−→
gradF (x0, y0) ñà

êîëèíåàðíè; òîâà îçíà÷àâà, ÷å ëèíèèòå íà íèâî íà ôóíêöèèòå f(x, y) è
F (x, y), ìèíàâàùè ïðåç òî÷êàòà (x0, y0), èìàò îáùà òàíãåíòà, ò.å. ñå äî-
ïèðàò ïîìåæäó ñè. Î÷åâèäíî ëèíèÿòà íà íèâî íà F (x, y), ìèíàâàùà ïðåç
(x0, y0), ñúâïàäà ñ ìíîæåñòâîòî M, îïèñâàíî ñ óðàâíåíèåòî F (x, y) = 0.
Òàêà ñòèãàìå äî ñëåäíàòà ôîðìóëèðîâêà íà Òåîðåìà 1:

Â òî÷êàòà (x0, y0) ìíîæåñòâîòî M ñå äîïèðà äî ëèíèÿòà íà
íèâî íà f(x, y), ìèíàâàùà ïðåç òàçè òî÷êà.

Íà ÷åðòåæà òåîðåìàòà å èëþñòðèðàíà çà çàäà÷àòà çà ïðàâîúãúë-
íèöèòå, äàäåíà ïî-ãîðå; ïðåäñòàâåíè ñà ìíîæåñòâîòî M (îòñå÷êà), è
ëèíèèòå íà íèâî íà ôóíêöèÿòà f(x, y) = xy.

M

fH
x
,
yL

=
c

A

0 p

p

M

A

Âëÿâî -ëèíèè íà íèâî íà ôóíêöèÿòà f(x, y) = xy,
òî÷êà íà óñëîâåí ëîêàëåí åêñòðåìóì íà f(x, y) âúðõó M.

Âäÿñíî - ñúîòâåòíèòå ëèíèè âúðõó ãðàôèêàòà íà f(x, y).

Ìîæåì äà äàäåì è äðóãà èíòåðïðåòàöèÿ íà òåîðåìàòà: äà ñè ïðåä-
ñòàâèì, êàêòî â �5, ïëàíèíñêà ìåñòíîñò, êàòî ôóíêöèÿòà f(x, y) çàäàâà
íàäìîðñêàòà âèñî÷èíà â äàäåíà òî÷êà, è ìíîæåñòâîòî M - êàòî ïúòåêà
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â òàçè ìåñòíîñò. Òîãàâà â íàé-âèñîêàòà ñè òî÷êà ïúòåêàòà ñòàâà õîðè-
çîíòàëíà, ò.å. äîïèðà ñå äî õîðèçîíòàëàòà, ìèíàâàùà ïðåç òàçè òî÷êà.

Äîêàçàòåëñòâî íà òåîðåìà 1. Òðÿáâà äà äîêàæåì ðàâåíñòâàòà

∂f

∂x
(x0, y0) = λ

∂F

∂x
(x0, y0) ,

∂f

∂y
(x0, y0) = λ

∂F

∂y
(x0, y0) .

Ùå èçïîëçâàìå òåîðåìàòà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ, çà äà ïàðàìåòðèçèðà-
ìå ìíîæåñòâîòî M îêîëî òî÷êàòà (x0, y0). (Âèæ òåîðåìà 2 îò ïðåäíèÿ
ïàðàãðàô.) Òúé êàòî

−−→
gradF (x0, y0) 6= ~0, ìîæåì äà ïðåäïîëîæèì íàïðè-

ìåð, ÷å ∂F
∂y

(x0, y0) 6= 0. Òîãàâà â íÿêàêâà îêîëíîñò íà òî÷êàòà x0 ñúùåñ-
òâóâà åäíîêðàòíî ãëàäêà ôóíêöèÿ ϕ (x), óäîâëåòâîðÿâàùà óñëîâèÿòà

ϕ (x0) = y0, F (x, ϕ(x)) ≡ 0.

Äèôåðåíöèðàéêè ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ïî x â òî÷êàòà x0, ïîëó÷àâàìå

∂F

∂x
(x0, y0) + ϕ′ (x0)

∂F

∂y
(x0, y0) = 0.

Îò äðóãà ñòðàíà, çàìåñòâàéêè y ñ ϕ(x), ïîëó÷àâàìå ôóíêöèÿòà
íà åäíà ïðîìåíëèâà g(x) = f (x, ϕ(x)), îïðåäåëåíà â îêîëíîñò íà x0.
Òî÷êèòå îò âèäà (x, ϕ(x)) ïðèíàäëåæàò íà M; ñëåäîâàòåëíî, àêî f(x, y)
ïðèòåæàâà óñëîâåí ëîêàëåí åêñòðåìóì â òî÷êàòà (x0, y0), òî g(x) ïðèòå-
æàâà ëîêàëåí åêñòðåìóì îò ñúùèÿ âèä â òî÷êàòà x0. Îòòóê ñëåäâà, ÷å
ïðîèçâîäíàòà è â òàçè òî÷êà ñå àíóëèðà:

g′ (x0) =
∂f

∂x
(x0, y0) + ϕ′ (x0)

∂f

∂y
(x0, y0) = 0.

Äà èçðàçèì ϕ′ (x0) îò ïðåäèøíîòî ðàâåíñòâî è äà ãî çàìåñòèì òóê; ïî-
ëó÷àâàìå

∂f

∂x
(x0, y0)− ∂F

∂x
(x0, y0)

(
∂f
∂y

(x0, y0)
∂F
∂y

(x0, y0)

)
= 0.

Ïîëàãàéêè λ =

∂f
∂y

(x0, y0)
∂F
∂y

(x0, y0)
, âèæäàìå, ÷å è äâåòå èñêàíè ðàâåíñòâà

ñà èçïúëíåíè.
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Çàáåëåæêà. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å íåîáõîäèìîòî óñëîâèå çà ëîêà-
ëåí åêñòðåìóì, äàäåíî â òåîðåìàòà, íå å äîñòàòú÷íî. Íàèñòèíà, íåêà
F (x, y) = y (ìíîæåñòâîòî M ñúâïàäà ñ àáñöèñíàòà îñ) è f(x, y) = x3 +y.
Òîãàâà â òî÷êàòà (0, 0) ãðàäèåíòèòå íà ôóíêöèèòå f è F ñà êîëèíåàðíè,
íî â òàçè òî÷êà íÿìàìå óñëîâåí ëîêàëåí åêñòðåìóì.

Ìíîæèòåëè íà Ëàãðàíæ - îáù ñëó÷àé. Íåêà ñåãà M å ïîäì-
íîæåñòâî íà Rn, çàäàäåíî ñ óñëîâèÿòà

F1 (x1, . . . , xn) = F2 (x1, . . . , xn) = . . . = Fk (x1, . . . , xn) = 0,

êúäåòî F1 (x1, . . . , xn) , . . . , Fk (x1, . . . , xn) å ðåãóëÿðíà ñèñòåìà îò åäíîê-
ðàòíî ãëàäêè ôóíêöèè, äåôèíèðàíè â îáëàñò â Rn. Ùå íàïîìíèì, ÷å
óñëîâèåòî çà ðåãóëÿðíîñò îçíà÷àâà, ÷å òÿõíèòå ãðàäèåíòè−−→
gradF1(x), . . . ,

−−→
gradFk(x) ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè çà âñÿêî x îò äåôèíè-

öèîííàòà èì îáëàñò.*

Òåîðåìà 2. Íåêà åäíîêðàòíî ãëàäêàòà ôóíêöèÿ f (x1, . . . , xn)
äîñòèãà óñëîâåí ëîêàëåí åêñòðåìóì âúðõó M â òî÷êàòà x0 =
(x0

1, . . . , x
0
n) ∈ M . Òîãàâà ñúùåñòâóâàò êîíñòàíòè λ1, . . . , λk òàêèâà,

÷å

−−→
grad f

(
x0
)

=
k∑
i=1

λi
−−→
gradFi

(
x0
)
.

Êàêòî è ïî-ãîðå, ÷èñëàòà λ1, . . . , λk ñå íàðè÷àò
ìíîæèòåëè íà Ëàãðàíæ çà äàäåíàòà çàäà÷à.

Ãåîìåòðè÷íà èíòåðïðåòàöèÿ. Â òåîðåìà 6 îò ïðåäíèÿ ïàðàãðàô
áåøå ïîêàçàíî, ÷å âåêòîðèòå−−→
gradF1(x0), . . . ,

−−→
gradFk(x0) îáðàçóâàò áàçèñ â îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå

íà äîïèðàòåëíîòî ïðîñòðàíñòâî êúì M â òî÷êàòà x0. Òàêà òâúðäåíèåòî
íà òåîðåìàòà ìîæå äà ñå ôîðìóëèðà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

Âåêòîðúò
−−→
grad f (x0) å ïåðïåíäèêóëÿðåí êúì äîïèðàòåëíîòî ïðîñ-

òðàíñòâî êúì M â òî÷êàòà x0.

*Îò óñëîâèåòî çà ðåãóëÿðíîñò ñå âèæäà, ÷å áðîÿò k íà ôóíêöèèòå íå ìîæå äà
íàäâèøàâà ðàçìåðíîñòòà n íà ïðîñòðàíñòâîòî. Çàäà÷àòà å ñìèñëåíà ñàìî ïðè k < n,
êîåòî ùå ñìÿòàìå çà èçïúëíåíî.
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Êàçàíî ïî-ñâîáîäíî, ëèíèÿòà íà íèâî íà ôóíêöèÿòà f , ìèíàâàùà
ïðåç òî÷êàòà x0, ñå äîïèðà êúì ìíîæåñòâîòî M â òàçè òî÷êà.

Äîêàçàòåëñòâî íà òåîðåìà 2. Ñìåíÿéêè, àêî å íóæíî, íîìåðàòà
íà ïðîìåíëèâèòå, ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å

D (F1, . . . , Fk)

D (x1, x2, . . . , xk)

(
x0
)
6= 0.

Ðàçñúæäàâàéêè êàêòî â òåîðåìà 5 îò ïàðàãðàô 1.6, ìîæåì â îêîëíîñò
íà òî÷êàòà x0 äà ïðåäñòàâèì ìíîæåñòâîòî M ÷ðåç ðàâåíñòâàòà

x1 = ϕ1 (xk+1, . . . , xn)

. . . . . . . . . . . .

xk = ϕk (xk+1, . . . , xn) .

Âçåìàéêè ïðåä âèä òåîðåìà 6 îò ïðåäíèÿ ïàðàãðàô, âèæäàìå, ÷å
äîêàçàòåëñòâîòî ùå áúäå èçâúðøåíî, àêî äîêàæåì, ÷å

−−→
grad f (x0) å îð-

òîãîíàëåí íà âåêòîðèòå ~l1, . . . , ~ln−k, îïðåäåëåíè ñ ôîðìóëèòå

~lp =

(
∂ϕ1

∂xk+p

(
x0
)
, . . . ,

∂ϕk
∂xk+p

(
x0
)
, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0

)
,

êàòî åäèíèöàòà å ðàçïîëîæåíà íà p-òî ìÿñòî èçìåæäó ïîñëåäíèòå n− k
êîîðäèíàòè íà âåêòîðà ~lp.

Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà

g (xk+1, . . . , xn) = f (ϕ1 (xk+1, . . . , xn) , . . . , ϕk (xk+1, . . . , xn) , xk+1, . . . , xn) .

Òúé êàòî f(x) äîñòèãà óñëîâåí ëîêàëåí åêñòðåìóì â òî÷êàòà x0, òî ôóí-
êöèÿòà g (xk+1, . . . , xn) äîñòèãà ëîêàëåí åêñòðåìóì îò ñúùèÿ âèä â òî÷-
êàòà

(
x0
k+1, . . . , x

0
n

)
. Ñëåäîâàòåëíî, â òàçè òî÷êà ñà èçïúëíåíè ðàâåíñò-

âàòà
∂g

∂xk+1

= . . . =
∂g

∂xn
= 0.

Ïî òåîðåìàòà çà äèôåðåíöèðàíå íà ñúñòàâíè ôóíêöèè ïðè p = 1, . . . , n−
k èìàìå

∂g

∂xk+p

(
x0
k+1, . . . , x

0
n

)
=

k∑
i=1

∂f

∂xi

(
x0
)
.
∂ϕi
∂xk+p

(
x0
k+1, . . . , x

0
n

)
+

∂f

∂xk+p

(
x0
)
,
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èëè, ñ äðóãè äóìè, ïðè p = 1, . . . , n− k èìàìå〈−−→
grad f

(
x0
)
, ~lp

〉
= 0,

êîåòî äîêàçâà òâúðäåíèåòî íà òåîðåìàòà.
Îò òâúðäåíèåòî íà òåîðåìàòà ëåñíî ñå èçâåæäà ðåöåïòà çà îòêðè-

âàíå íà òî÷êèòå, â êîèòî ìîæå äà ñå î÷àêâà óñëîâåí ëîêàëåí åêñòðåìóì.
Ïîäîçðèòåëíàòà òî÷êà x òðÿáâà äà óäîâëåòâîðÿâà óðàâíåíèÿòà

∂f

∂xj
(x) =

k∑
i=1

λi
∂Fi
∂xj

(x), j = 1, . . . , n.

Êàòî äîáàâèì è óðàâíåíèÿòà çà âðúçêà F1(x) = . . . = Fk(x) = 0, ïî-
ëó÷àâàìå n+ k óðàâíåíèÿ çà n+ k íåèçâåñòíè x1, . . . , xn, λ1, . . . , λk. Ïî-
íàòàòúê öåëòà å äà ñå åëèìèíèðàò ïðîìåíëèâèòå λ1, . . . , λk è äà ñå íàìå-
ðÿò ñòîéíîñòèòå íà x1, . . . , xn. Íàêðàÿ, òðÿáâà äà ñå ïðîâåðè äàëè òàêà
ïîëó÷åíàòà òî÷êà å íàèñòèíà òî÷êà íà åêñòðåìóì, è îò êàêúâ âèä å òîé;
îáèêíîâåíî òîâà ñå âèæäà íåïîñðåäñòâåíî.

Íåîáõîäèìîòî óñëîâèå çà óñëîâåí ëîêàëåí åêñòðåìóì, êîåòî òîêó-ùî äîêàçàõ-
ìå, çàñÿãà ïúðâèòå ïðîèçâîäíè íà èçñëåäâàíàòà ôóíêöèÿ è å àíàëîãè÷íî íà íåîáõî-
äèìîòî óñëîâèå çà îáèêíîâåí åêñòðåìóì - àíóëèðàíå íà âñè÷êè ïúðâè ïðîèçâîäíè â
åêñòðåìàëíàòà òî÷êà (ò. 1 îò �7). Ñåãà ùå äîêàæåì è äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà óñëî-
âåí ëîêàëåí åêñòðåìóì, èçïîëçâàùî âòîðèòå ïðîèçâîäíè íà ôóíêöèÿòà, ò.å. àíàëîã
íà òåîðåìà 3 îò ñúùèÿ ïàðàãðàô. Òðÿáâà äà îòáåëåæèì îáà÷å, ÷å ïðè ðåøàâàíå íà
êîíêðåòíè çàäà÷è òîâà óñëîâèÿ ðÿäêî ñå èçïîëçâà.

Ðàçáèðà ñå, äîñòàòú÷íèòå óñëîâèÿ, êîèòî òúðñèì, òðÿáâà äà âêëþ÷âàò è äî-
êàçàíèòå ïî-ãîðå íåîáõîäèìè óñëîâèÿ. Íåêà f, F1, . . . , Fk ñà êàêòî â òåîðåìà 2. Ùå
êàçâàìå, ÷å òî÷êàòà x0 å êðèòè÷íà òî÷êà íà ôóíêöèÿòà f(x) âúðõó ìíîæåñòâîòî M ,
àêî ñúùåñòâóâàò êîíñòàíòè λ1, . . . , λk òàêèâà, ÷å

−−−→
grad f

(
x0
)

=

k∑
i=1

λi
−−−→
gradFi

(
x0
)
.

Òåîðåìà 3. (Äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà óñëîâåí ëîêàëåí åêñòðåìóì.) Íå-
êà F1(x), . . . , Fk(x) å ðåãóëÿðíà ñèñòåìà îò äâóêðàòíî ãëàäêè ôóíêöèè, îïðåäåëåíè
â îáëàñò â Rn

, M ⊂ Rn
å ìíîæåñòâîòî îò òÿõíèòå îáùè íóëè, è f(x) å äâóê-

ðàòíî ãëàäêà ôóíêöèÿ, îïðåäåëåíà â îêîëíîñò íà M. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å x0 å
êðèòè÷íà òî÷êà íà ôóíêöèÿòà f(x) âúðõó ìíîæåñòâîòî M, è íåêà λ1, . . . , λk ñà
ñúîòâåòíèòå êîíñòàíòè. Äà îïðåäåëèì ôóíêöèÿòà Φ(x) ñ ôîðìóëàòà:

Φ(x) = f(x)−
k∑
i=1

λi Fi (x) .
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Òîãàâà, àêî îãðàíè÷åíèåòî âúðõó ïîäïðîñòðàíñòâîòî Tx0M íà êâàäðàòè÷íàòà ôîð-
ìà

AΦ

(
x0
)
~h =

n∑
i=1

n∑
j=1

∂2Φ

∂xi ∂xj

(
x0
)
hihj

å ïîëîæèòåëíî (îòðèöàòåëíî) îïðåäåëåíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà, òî x0 å òî÷êà íà
ëîêàëåí åêñòðåìóì íà f(x) âúðõó M, è òîçè åêñòðåìóì å ìèíèìóì (ìàêñèìóì).

Äîêàçàòåëñòâî. Íàé-íàïðåä ùå îòáåëåæèì,÷å âúðõó M ôóíêöèèòå f(x) è
Φ(x) ñúâïàäàò, è å äîñòàòú÷íî äà ñå äîêàæå, ÷å x0 å ëîêàëåí óñëîâåí åêñòðåìóì çà

Φ(x). Îò äåôèíèöèÿòà íà ôóíêöèÿòà Φ(x) ñëåäâà ðàâåíñòâîòî
−−−→
gradΦ

(
x0
)

= ~0, ò.å.

âñè÷êè ïúðâè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè íà Φ(x) ñå àíóëèðàò â òî÷êàòà x0.*

Â ïðåäèøíèÿ ïàðàãðàô áåøå îòáåëÿçàíî, ÷å äîïèðàòåëíîòî ïðîòðàíñòâî
Tx0M íå çàâèñè îò èçáîðà íà îðòîãîíàëíà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà â Rn

. Ðàçáèðà ñå,
ñúùîòî å âÿðíî è çà ïîíÿòèåòî ïîëîæèòåëíî (èëè îòðèöàòåëíî) îïðåäåëåíà êâàäðà-
òè÷íà ôîðìà. Òîâà íè ïîçâîëÿâà äà îïðîñòèì äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà, èçáè-
ðàéêè ïîäõîäÿùà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà. Êàòî íà÷àëî ìîæåì äà ñìÿòàìå, ÷å òî÷êàòà
x0 ñúâïàäà ñ íà÷àëîòî 0 íà êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà.

Ïî-íàòàòúê, ìîæåì äà èçáåðåì êîîðäèíàòèòå òàêà, ÷å (n − k)�ìåðíîòî ïîäï-
ðîñòðàíñòâî Tx0M íàRn

ñúâïàäà ñ êîîðäèíàòíîòî ïîäïðîñòðàíñòâî, ñúîòâåòñòâàùî
íà êîîðäèíàòèòå xk+1, . . . , xn, ò.å. ñå ïðåäñòàâÿ ñ ðàâåíñòâàòà x1 = . . . = xk = 0. Äà

îçíà÷èì x′ = (xk+1, . . . , xn) ∈ Rn−k
. Òîãàâà óñëîâèåòî çà ïîëîæèòåëíà èëè îòðèöà-

òåëíà îïðåäåëåíîñò îçíà÷àâà, ÷å êâàäðàòè÷íàòà ôîðìà

AΦ (x′) =

n∑
i=k+1

n∑
j=k+1

∂2Φ

∂xi ∂xj
(0)xixj

å ïîëîæèòåëíî (îòðèöàòåëíî) îïðåäåëåíà â Rn−k
.

Ïðè òàêúâ èçáîð íà êîîðäèíàòè ïðîìåíëèâèòå xk+1, . . . , xn ìîãàò äà áúäàò
èçïîëçâàíè çà ëîêàëíî ïàðàìåòðèçèðàíå íà ìíîæåñòâîòî M îêîëî òî÷êàòà 0 (äîêà-
æåòå!). Êàêòî ïî-ãîðå, ëîêàëíî M ñå ïðåäñòàâÿ ñ ðàâåíñòâàòà

x1 = ϕ1 (x′) , . . . , xk = ϕk (x′) , êàòî ϕ1(0) = . . . = ϕk(0) = 0.

Çíàåì, ÷å èçïîëçâàíèòå â äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìà 2 âåêòîðè ~l1, . . . , ~ln−k ïîðàæ-
äàò äîïèðàòåëíîòî ïðîñòðàíñòâî â òî÷êàòà 0. Îò èçáîðà íà êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà
ñëåäâà,÷å ïúðâèòå k êîîðäèíàòè íà òåçè âåêòîðè ñå àíóëèðàò, ò.å. èçïúëíåíè ñà ðà-
âåíñòâàòà

∂ϕi
∂xk+p

(0) = 0 çà i = 1, . . . , k, p = 1, . . . , n− k.

Îò ôîðìóëàòà íà Òåéëîð ñëåäâàò ðàâåíñòâàòà

ϕi (x′) = o
(
||x′||2

)
, i = 1, . . . , k, p = 1, . . . , n− k.

*Èìåííî ïîðàäè òîâà â òåîðåìàòà ñå ðàçãëåæäà Φ(x) âìåñòî f(x).
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Äà âúâåäåì ôóíêöèÿòà

Ψ (xk+1, . . . , xn) = Φ (ϕ1 (xk+1, . . . , xn) , . . . , ϕk (xk+1, . . . , xn) , xk+1, . . . , xn) .

Ôîðìóëàòà íà Òåéëîð îò âòîðè ðåä çà ôóíêöèÿòà Φ íè äàâà ïðåäñòàâÿíåòî

∆Φ = Φ(x)− Φ (0) =

n∑
i=1

n∑
j=1

∂2Φ

∂xi ∂xj
(0)xixj + o

(
||x||2

)
.

Çà äà ïîëó÷èì îòòóê ôîðìóëà çà íàðàñòâàíåòî íà ôóíêöèÿòà Ψ, òðÿáâà äà çàìåñòèì
x1, . . . , xk ñ ϕ1 (x′) , . . . , ϕk (x′). Ïîëó÷àâàìå

∆Ψ =

n∑
i=k+1

n∑
j=k+1

∂2Φ

∂xi ∂xj
(0)xixj + 2

n∑
i=k+1

k∑
j=1

∂2Φ

∂xi ∂xj
(0)xiϕj (x′) +

+

k∑
i=1

k∑
j=1

∂2Φ

∂xi ∂xj
(0)ϕi (x′)ϕj (x′) + o

(
||x||2

)
.

Ëåñíî ñå äîêàçâà, ÷å èçðàçèòå îò âèäà xiϕj (x′), ϕi (x′)ϕj (x′), o
(
||x||2

)
êëîíÿò êúì

íóëà ïî-áúðçî îò ||x′||2, ò.å. ìîãàò äà áúäàò çàïèñàíè êàòî o
(
||x′||2

)
. Òàêà ãîðíîòî

ïðåäñòàâÿíå äîáèâà âèäà

∆Ψ =

n∑
i=k+1

n∑
j=k+1

∂2Φ

∂xi ∂xj
(0)xixj + o

(
||x′||2

)
.

Ñëåä êàòî èìàìå òîâà ïðåäñòàâÿíå çà íàðàñòâàíåòî íà Ψ, ìîæåì äà èçïîëçâàìå

äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìà 3 îò �7 , êîåòî ïîêàçâà, ÷å Ψ (x′) èìà ëîêàëåí åêñòðåìóì

â òî÷êàòà 0 ∈ Rn−k
, è ñëåäîâàòåëíî f(x) èìà ëîêàëåí åêñòðåìóì â òî÷êàòà 0 ∈ Rn

.

Óïðàæíåíèÿ.
1. Íàìåðåòå ìàêñèìàëíàòà ñòîéíîñò íà ôóíêöèÿòà f (x1, . . . , xn) =

x1x2 . . . xn âúðõó ìíîæåñòâîòî M, çàäàäåíî ñ óñëîâèÿòà
x1 ≥ 0, . . . , xn ≥ 0, x1 + . . .+ xn = 1.

2. Öåíòðèðàíîòî óðàâíåíèå íà åëèïñà â ðàâíèíàòà èìà âèäà
ax2+2bxy+cy2 = 1, êàòî êâàäðàòè÷íàòà ôîðìà îò ëÿâàòà ñòðàíà å ïîëî-
æèòåëíî îïðåäåëåíà. Íàìåðåòå ãîëÿìàòà è ìàëêàòà ïîëóîñ íà åëèïñàòà.

Ðåøåíèå. Äà îçíà÷èì åëèïñàòà ñM, è íåêà f(x, y) = x2+y2 (êâàä-
ðàòà íà ðàçñòîÿíèåòî îò òî÷êàòà (x, y) äî íà÷àëîòî íà êîîðäèíàòèòå).
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Ïîëóîñè íà åëèïñàòà

Òîãàâà çàäà÷àòà ñå ñâåæäà êúì òîâà, äà ñå íàìåðÿò ìàêñèìàëíàòà è ìè-
íèìàëíàòà ñòîéíîñòè íà f(x, y) âúðõó M. Óðàâíåíèÿòà íà êðèòè÷íèòå
òî÷êè äîáèâàò âèäà

2x = λ (2ax+ 2by)

2y = λ (2bx+ 2cy)

Îò ëèíåéíàòà àëãåáðà çíàåì, ÷å ïîëó÷åíàòà ñèñòåìà õîìîãåííè óðàâ-
íåíèÿ èìà íåíóëåâî ðåøåíèå òî÷íî òîãàâà, êîãàòî äåòåðìèíàíòàòà îò
êîåôèöèåíòèòå ïðåä íåèçâåñòíèòå å ðàâíà íà íóëà. Òàêà çà λ ïîëó÷àâà-
ìå êâàäðàòíîòî óðàâíåíèå∣∣∣∣ a− 1

λ
b

b c− 1
λ

∣∣∣∣ = 0.

Íåêà µ1, µ2, 0 < µ1 < µ2 äà ñà ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè íà ìàòðèöàòà îò
êîåôèöèåíòèòå íà êâàäðàòè÷íàòà ôîðìà. Òîãàâà ðåøåíèÿòà íà ãîðíîòî
óðàâíåíèå ñà 1

µ1
, 1
µ2
. Îò äðóãà ñòðàíà, óìíîæàâàéêè ïúðâîòî óðàâíåíèå

ïî x, âòîðîòî ïî y è ñúáèðàéêè, ïîëó÷àâàìå

x2 + y2 = λ
(
ax2 + 2bxy + cy2

)
= λ.
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Òàêà, ìàëêàòà è ãîëÿìàòà ïîëóîñ íà åëèïñàòà (ìèíèìàëíàòà è ìàêñè-
ìàëíà ñòîéíîñòè íà ðàçñòîÿíèåòî äî íà÷àëîòî) ñà ðàâíè íà 1√

µ2
è 1√

µ1
ñúîòâåòíî.

Çàáåëåæêà. Íèå äîñòèãíàõìå ïî àíàëèòè÷åí ïúò äî ïðîöåäóðàòà,
èçâåñòíà â àëãåáðàòà è â àíàëèòè÷íàòà ãåîìåòðèÿ êàòî êàíîíèçèðàíå íà
êâàäðàòè÷íà ôîðìà.

3. Íåêà åëèïñîèäúò M â Rn å çàäàäåí ñ óðàâíåíèåòî

n∑
i,j=1

aijxixj = 1.

Äîêàæåòå, ÷å êðèòè÷íèòå òî÷êè íà ôóíêöèÿòà f(x) = ||x||2 âúðõó M
ñúâïàäàò ñ âúðõîâåòå íà ïîëóîñèòå íà åëèïñîèäà.

4. Íåêà å äàäåí åëèïñîèä â R3, çàäàäåí ñ êàíîíè÷íîòî ñè óðàâíå-
íèå. Äà ñå íàìåðÿò ïîëóîñèòå íà åëèïñàòà, ïîëó÷åíà êàòî ñå÷åíèå íà
åëèïñîèäà ñ ðàâíèíà â R3, ìèíàâàùà ïðåç íà÷àëîòî íà êîîðäèíàòèòå.

Óïúòâàíå. Çàäà÷àòà ñå ñâåæäà êúì íàìèðàíåòî íà ìàêñèìàëíàòà
è ìèíèìàëíà ñòîéíîñò íà ôóíêöèÿòà f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 âúðõó
ìíîæåñòâîòî M, îïðåäåëåíî ñ óðàâíåíèÿòà

F1(x, y, z) =
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
− 1 = 0,

F2(x, y, z) = αx+ βy + γz = 0.

Ïðèðàâíÿâàéêè íà íóëà ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè íà ôóíêöèÿòà
f − λF1 − µF2, ïîëó÷àâàìå ðàâåíñòâàòà

λ = f(x, y, z), x = µ
αa2

a2 − λ
, y = µ

βb2

b2 − λ
, z = µ

γc2

c2 − λ
.

Óìíîæàâàéêè âòîðîòî, òðåòîòî è ÷åòâúðòîòî ðàâåíñòâî ñúîòâåòíî ñ α,
β, γ è ñúáèðàéêè ðåçóëòàòèòå, ïîëó÷àâàìå çà λ êâàäðàòíîòî óðàâíåíèå

α2a2

a2 − λ
+

β2b2

b2 − λ
+

γ2c2

c2 − λ
= 0.

Àêî λ1 è λ2 ñà êîðåíèòå íà òîâà óðàâíåíèå, òî
√
λ1 è

√
λ2 ñà äúëæèíèòå

íà ïîëóîñèòå íà òúðñåíàòà åëèïñà.
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1.12 Ôóíêöèîíàëíà íåçàâèñèìîñò. Ðàíã íà

ñèñòåìà îò ôóíêöèè

Ôóíêöèîíàëíà íåçàâèñèìîñò íà ñèñòåìà îò ôóíêöèè. Íåêà
â îáëàñòòà D ∈ Rn ñà äåôèíèðàíè åäíîêðàòíî ãëàäêèòå ôóíêöèè
f1(x), . . . , fk(x), êúäåòî k ≤ n, è x = (x1, . . . , xn) ∈ D.

Äåôèíèöèÿ. Ùå êàçâàìå, ÷å ôóíêöèèòå f1, . . . , fk ñà
ôóíêöèîíàëíî çàâèñèìè â îáëàñòòà D, àêî ñúùåñòâóâà íîìåð i, 1 ≤
i ≤ k, è åäíîêðàòíî ãëàäêà ôóíêöèÿ g íà k− 1 ïðîìåíëèâè, òàêà ÷å çà
âñÿêî x ∈ D å èçïúëíåíî òúæäåñòâîòî

fi(x) = g (f1(x), . . . , fi−1(x), fi+1(x), . . . , fk(x)) .

Ñ äðóãè äóìè, ïîíå åäíà îò ôóíêöèèòå f1, . . . , fk ñå èçðàçÿâà ÷ðåç
îñòàíàëèòå.

Ùå êàçâàìå, ÷å ôóíêöèèòå f1, . . . , fk ñà
ôóíêöèîíàëíî íåçàâèñèìè â îáëàñòòà D, àêî çàâèñèìîñò îò ãîðíèÿ
âèä íå ñúùåñòâóâà.

Ïðèìåð. Äà ðàçãëåäàìå äåôèíèðàíèòå â R3 ôóíêöèè

f1(x, y, z) = x+ y + z,

f2(x, y, z) = x2 + y2 + z2,

f3(x, y, z) = xy + yz + zx.

Òîãàâà î÷åâèäíî òåçè ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿâàò ñúîòíîøåíèåòî

f2(x, y, z) = (f1(x, y, z))2 − 2f3(x, y, z)

è ñëåäîâàòåëíî ñà ôóíêöèîíàëíî çàâèñèìè.

Îêàçâà ñå, ÷å ôóíêöèîíàëíàòà íåçàâèñèìîñò íà ñèñòåìà îò ôóí-
êöèè å ñâúðçàíà ñ ðàíãà íà ìàòðè÷íàòà ïðîèçâîäíà íà èçîáðàæåíèåòî
f = (f1, . . . , fk):

Df (x) =

(
∂fi
∂xj

(x)

)
i=1,...,k
j=1,...,n

=


∂f1
∂xj

(x) ∂f1
∂x2

(x) . . . ∂f1
∂xn

(x)
∂f2
∂x1

(x) ∂f2
∂x2

(x) . . . ∂f2
∂xn

(x)

. . . . . . . . . . . .
∂fk
∂x1

(x) ∂fk
∂x2

(x) . . . ∂fk
∂xn

(x)


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Òåîðåìà 1. Àêî ìàòðèöàòà Df (x) å ñ ìàêñèìàëåí ðàíã (ðàâåí
íà k) â îáëàñòòà D, òî ôóíêöèèòå f1, . . . , fk ñà ôóíêöèîíàëíî íåçàâè-
ñèìè.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîòî: ÷å åäíà îò ôóíê-
öèèòå, íàïðèìåð fk, ñå èçðàçÿâà ÷ðåç îñòàíàëèòå; ñ äðóãè äóìè, ñúùåñ-
òâóâà ôóíêöèÿ g (y1, . . . , yk−1), çà êîÿòî å èçïúëíåíî òúæäåñòâîòî

fk(x) = g (f1(x), . . . , fk−1(x)) .

×ðåç äèôåðåíöèðàíå ïîëó÷àâàìå ïðè i = 1, . . . , n ðàâåíñòâàòà

∂fk
∂xi

=
k−1∑
j=1

∂g

∂yj

∂fj
∂xi

.

Ñ äðóãè äóìè, k-òèÿò ðåä íà ìàòðèöàòàDf (x) ñå èçðàçÿâà êàòî ëèíåéíà
êîìáèíàöèÿ íà ïúðâèòå k−1 ðåäà, è ñëåäîâàòåëíî òàçè ìàòðèöà íå ìîæå
äà èìà ìàêñèìàëåí ðàíã.

Ðàíã íà ñèñòåìà îò ôóíêöèè. Íåêà, êàêòî ïî-ãîðå, èìàìå åä-
íîêðàòíî ãëàäêèòå ôóíêöèè f1, . . . , fk, è íåêà f(x) = (f1(x), . . . , fk(x))
å ïîðîäåíîòî îò òÿõ èçîáðàæåíèå îò D â Rk. Èìàéêè ïðåä âèä òåîðåìà
1, ìîæåì äà ñè çàäàäåì âúïðîñà: êîëêî å íàé-ìàëêèÿò áðîé ôóíêöèè
èçìåæäó f1, . . . , fn, òàêà ÷å âñè÷êè îñòàíàëè äà ñå èçðàçÿâàò ÷ðåç òÿõ.
Îêàçâà ñå, ÷å òîçè âúïðîñ å òÿñíî ñâúðçàí ñ ðàíãà íà ðàçãëåäàíàòà ïî-
ãîðå ìàòðèöà Df (x).

Äåôèíèöèÿ. Êàçâàìå, ÷å èçîáðàæåíèåòî f(x) èìà ðàíã p â òî÷-
êàòà x, àêî ðàíãúò íà ìàòðèöàòà Df (x) å ðàâåí íà p.

Ùå êàçâàìå, ÷å èçîáðàæåíèåòî f(x) èìà ðàíã p â îáëàñòòà D,
àêî rangDf (x) ≤ p çà âñÿêî x ∈ D, è àêî ñúùåñòâóâà ïîíå åäíî x0 ∈ D,
òàêà ÷å rangDf (x0) = p (â òàêúâ ñëó÷àé ùå êàçâàìå, ÷å ðàíãúò íà f(x)
ñå äîñòèãà â òî÷êàòà x0).

Î÷åâèäíî ïîñëåäíîòî óñëîâèå ìîæå äà áúäå ôîðìóëèðàíî òàêà:
ñúùåñòâóâàò èíäåêñè 1 ≤ i1 < . . . < ip ≤ n, 1 ≤ j1 < . . . < jp ≤ k, òàêà
÷å

D
(
fj1 , . . . , fjp

)
D
(
xi1 , . . . , xip

) (x0
)
6= 0.
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Òåîðåìà 2. Íåêà èçîáðàæåíèåòî f(x) èìà ðàíã p, p < k, â îá-
ëàñòòà D, è íåêà òîçè ðàíã ñå äîñòèãà â òî÷êàòà x0. Äà ïðåäïîëî-
æèì, ÷å íîìåðàöèÿòà íà ôóíêöèèòå è íåçàâèñèìèòå ïðîìåíëèâè å
òàêà èçáðàíà, ÷å

D (f1, . . . , fp)

D (x1, . . . , xp)

(
x0
)
6= 0.

Òîãàâà ñúùåñòâóâàò k − p íà áðîé åäíîêðàòíî ãëàäêè ôóíêöèè

g1 (y1, . . . , yp) , . . . , gk−p (y1, . . . , yp)

òàêèâà, ÷å â íÿêàêâà îêîëíîñò íà x0 ñà èçïúëíåíè òúæäåñòâàòà

fp+1(x) = g1 (f1(x), . . . , fp(x)) ,

. . . . . . . . . ,

fk(x) = gk−p (f1(x), . . . , fp(x)) .

Äîêàçàòåëñòâî. ÍåêàU å îêîëíîñò íà x0 â Rn, â êîÿòî ïðîäúëæà-
âà äà áúäå èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî D(f1,...,fp)

D(x1,...,xp)
(x) 6= 0. Äîêàçàòåëñòâîòî

ñå èçâúðøâà ñ ïîìîùòà íà ïîäõîäÿùà ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå âU. Íåêà
èçîáðàæåíèåòî

u = ϕ(x) = (ϕ1 (x1, . . . , xn) , . . . , ϕn (x1, . . . , xn))

å îïðåäåëåíî ñ ôîðìóëèòå
u1 = ϕ1 (x) = f1 (x1, . . . , xn) ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
up = ϕp (x) = fp (x1, . . . , xn) ,
up+1 = ϕp+1 (x) = xp+1,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
un = ϕn (x) = xn.
Ëåñíî ñå âèæäà ðàâåíñòâîòî

D (ϕ1, . . . , ϕn)

D (x1, . . . , xn)
(x) =

D (f1, . . . , fp)

D (x1, . . . , xp)
(x) 6= 0.
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Ñëåäîâàòåëíî, ñïîðåä òåîðåìàòà çà îáðàòíîòî èçîáðàæåíèå (ò. 7 îò �8)
èçîáðàæåíèåòî ϕ(x) ïðèòåæàâà îáðàòíî èçîáðàæåíèå ψ(u):

x = ψ(u) = (ψ1 (u1, . . . , un) , . . . , ψn (u1, . . . , un)) .

êàòî
D (ψ1, . . . , ψn)

D (u1, . . . , un)
=

(
D (ϕ1, . . . , ϕn)

D (x1, . . . , xn)

)−1

6= 0.

Ðàçãëåæäàéêè ïúðâèòå p êîîðäèíàòè íà ðàâåíñòâîòî ϕ(ψ(u)) = u, ïî-
ëó÷àâàìå

fi(ψ(u)) = ui i = 1, . . . , p.

Äà ðàçãëåäàìå èçîáðàæåíèåòî

g(u) = f (ψ(u)) : Rn → Rk,

îïðåäåëåíî êàòî ñóïåðïîçèöèÿ íà èçîáðàæåíèÿòà ψ è f . Ñïîðåä ìàòðè÷-
íàòà ôîðìà íà òåîðåìàòà çà äèôåðåíöèðàíå íà ñúñòàâíî èçîáðàæåíèå
(ò. 4 îò �8) èìàìå

Dg(u) = Df(ψ(u)) ◦Dψ(u).

Òúé êàòî êâàäðàòíàòà ìàòðèöà Dψ(u) å îáðàòèìà, òî ìàòðèöèòå Dg(u)
è Df(ψ(u)) èìàò åäíàêúâ ðàíã, ðàâåí íà p.

Îò äðóãà ñòðàíà, êàêòî òîêó-ùî ïîêàçàõìå, íàëèöå ñà ðàâåíñòâàòà

g1 (u1, . . . , un) = u1, . . . , gp (u1, . . . , un) = up.

Ñëåäîâàòåëíî, ìàòðè÷íàòà ïðîèçâîäíà íà èçîáðàæåíèåòî g èìà âèäà

Dg(u) =



1 · · · 0 0 · · · 0
...

. . .
...

...
. . .

...
0 · · · 1 0 · · · 0

∂gp+1

∂u1
· · · ∂gp+1

∂up

∂gp+1

∂up+1
· · · ∂gp+1

∂un
...

. . .
...

...
. . .

...
∂gk
∂u1

· · · ∂gk
∂u1

∂gk
∂up+1

· · · ∂gk
∂un


Ñåãà ùå èçïîëçâàìå ôàêòà, ÷å ìàòðèöàòà Dg(u) èìà ðàíã p è ñëå-

äîâàòåëíî âñÿêà íåéíà ïîääåòåðìèíàíòà îò ðåä p + 1 ñå àíóëèðà. Äà
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âçåìåì ïðîèçâîëíè íîìåðà i è j òàêèâà, ÷å 1 ≤ i ≤ n− p, 1 ≤ j ≤ k − p.
Äà èçáåðåì ðåäîâåòå ñ íîìåðà 1, 2, . . . , p, p + i è ñòúëáîâåòå ñ íîìåðà
1, 2, . . . , p, p+ j. Ïîëó÷åíàòà ïîääåòåðìèíàíòà îò ðåä p+ 1 èìà âèäà

D (g1, . . . , gp, gp+j)

D (u1, . . . , up, up+i)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 · · · 0 0
...

. . .
...

...
0 · · · 1 0

∂gp+j
∂u1

· · · ∂gp+j
∂up

∂gp+j
∂up+i

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∂gp+j
∂up+i

.

Òàêà íèå ïîëó÷èõìå ðàâåíñòâàòà

∂gp+j
∂up+i

= 0 çà i, j = 1, 2, . . . , n− p.

Ñ äðóãè äóìè, ôóíêöèèòå gp+1, . . . , gk çàâèñÿò ñàìî îò ïðîìåíëè-
âèòå u1, . . . , up.

Äà çàìåñòèì îáðàòíî ïðîìåíëèâèòå u ñ ϕ(x). Èìàìå

g(ϕ(x)) = f(ψ(ϕ(x))) = f(x).

Âçåìàéêè â ãîðíîòî ðàâåíñòâî êîîðäèíàòíèòå ôóíêöèè ñ íîìåðà p +
1, p+ 2, . . . , k, ïîëó÷àâàìå ðàâåíñòâàòà

fp+1(x) = gp+1 (f1(x), . . . , fp(x)) ,
. . . . . . . . . . . . . . . ,
fk(x) = gk (f1(x), . . . , fp(x)) ,

êîèòî ñà òúæäåñòâåíî èçïúëíåíè çà âñÿêî x ∈ U . Ñìåíÿéêè îçíà÷å-
íèÿòà è íàïèñâàéêè g1 âìåñòî gp+1, g2 âìåñòî gp+2, ..., gk−p âìåñòî gk,
ïîëó÷àâàìå òâúðäåíèåòî íà òåîðåìàòà.

Ãåîìåòðè÷åí ñìèñúë íà òåîðåìàòà. ÍåêàU å îêîëíîñòòà íà x0,
â êîÿòî å èçïúëíåíî òâúðäåíèåòî íà òåîðåìà 2. Òîãàâà òåîðåìàòà äàâà
ïðåäñòàâà çà ãåîìåòðè÷åñêàòà ñòðóêòóðà â Rk íà îáðàçà f(U) íà U ÷ðåç
èçîáðàæåíèåòî f . Ïî-òî÷íî, íåêà V å îáðàçúò â Rp íà ìíîæåñòâîòî U
÷ðåç ôóíêöèèòå f1(x), . . . , fp(x). Ïîðàäè ðåãóëÿðíîñòòà íà òàçè ñèñòåìà
îò ôóíêöèè îò ò. 7 íà �8 ñå âèæäà, ÷å V å îòâîðåíî â Rp.

Òîãàâà òåîðåìà 2 ïîêàçâà, ÷å ìíîæåñòâîòî f(U) ìîæå äà ñå îïðå-
äåëè â Rk ñ ðàâåíñòâàòà

yp+1 = g1 (y1, . . . , yp) , . . . , yk = gk−p (y1, . . . , yp) , (y1, . . . , yp) ∈ V.
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Ñ äðóãè äóìè, ìíîæåñòâîòî f(U) ñúâïàäà ñ ãðàôèêà íà èçîáðàæå-
íèåòî g = (g1, . . . , gk−p) : V→ Rk−p.

Àêî ïðåäïîëîæèì, ÷å íàâñÿêúäå â äåôèíèöèîííàòà ñè îáëàñò D
èçîáðàæåíèåòî f èìà ðàíã p, òî îáðàçúò ìó f(D) ïðèòåæàâà ïîäîáíî
ïðåäñòàâÿíå îêîëî âñÿêà ñâîÿ òî÷êà (êàòî ïðè òîâà èçáîðúò íà p íå-
çàâèñèìè ïðîìåíëèâè èçìåæäó ïðîìåíëèâèòå y1, . . . , yk ìîæå äà áúäå
ðàçëè÷åí). Êàêòî ùå âèäèì ïî-íàòàòúê, ïîäìíîæåñòâà ñ ïîäîáíî ëî-
êàëíî ïðåäñòàâÿíå îòãîâàðÿò íà èíòóèòèâíàòà ïðåäñòàâà çà "ãëàäêîñò"
è ñå íàðè÷àò p-ìåðíè ïîäìíîãîîáðàçèÿ íà Rk. Òàêà ñòèãàìå äî ñëåäíàòà
ãåîìåòðè÷íà ôîðìóëèðîâêà íà òåîðåìà 2:

Òåîðåìà 2′. Íåêà åäíîêðàòíî ãëàäêîòî èçîáðàæåíèå f(x) : D →
Rk èìà ðàíã p, p < k, íàâñÿêúäå â îáëàñòòà D ⊂ Rn. Òîãàâà îáðàçúò
ìó f(D) ïðåäñòàâëÿâà p-ìåðíî ïîäìíîãîîáðàçèå íà Rk.

Çàáåëåæêà. Èçèñêâàíåòî çà ïîñòîÿíñòâî íà ðàíãà íà èçîáðàæå-
íèåòî f , ïîñòàâåíî â òåîðåìàòà, å äîñòà îãðàíè÷èòåëíî. Â îáùèÿ ñëó÷àé
çà ðàíãà çíàåì ñàìî, ÷å å ïîëóíåïðåêúñíàòà îòãîðå ôóíêöèÿ íà òî÷êàòà
x (âèæ çàä. 1). Îáðàçúò íà èçîáðàæåíèå ñ ïðîìåíëèâ ðàíã ìîæå äà èìà
ñëîæíà ñòðóêòóðà. Êàòî ïðîñò ïðèìåð ìîæåì äà ðàçãëåäàìå èçîáðàæå-
íèåòî îò R â R2, çàäàäåíî ñ ôîðìóëèòå x = t3, y = t2. Ðàíãúò íà òîâà
èçîáðàæåíèå å ðàâåí íà åäèíèöà ïðè t 6= 0 è íà íóëà ïðè t = 0. Îáðàçúò
íà èçîáðàæåíèåòî å êðèâà â R2, êîÿòî èìà îñîáåíîñò îò âèäà "ðîãîâà
òî÷êà" â íà÷àëîòî íà êîîðäèíàòèòå.

Ïðè ïðîñòðàíñòâà îò ïî-âèñîêà ðàçìåðíîñò ñòðóêòóðàòà íà îáðàçà
ñå óñëîæíÿâà çíà÷èòåëíî è íå ñå ïîääàâà íà ñèñòåìàòè÷íî îïèñàíèå.

Óïðàæíåíèÿ.
1. Äîêàæåòå, ÷å ðàíãúò íà ìàòðèöàòà Df (x) å ïîëóíåïðåêúñíàòà

îòãîðå ôóíêöèÿ íà x (ñ äðóãè äóìè, àêî ðåäèöàòà {xn} êëîíè êúì òî÷-
êàòà x0, òî rangDf (x0) ≤ lim inf rangDf (xn)). Äàéòå ïðèìåð, â êîéòî
òàçè ôóíêöèÿ íå å íåïðåêúñíàòà.

2. Íåêà U ⊂ Rn å îòâîðåíîòî ìíîæåñòâî, îïðåäåëåíî ñ óñëîâèÿòà
x1 6= x2, x2 6= x3, x3 6= x1, è íåêà ôóíêöèèòå f1(x), f2(x) è f3(x) ñà
çàäàäåíè ñ ôîðìóëèòå

f1(x) = x1 + x2 + x3, f2(x) = x1x2 + x2x3 + x1, f3(x) = x1x2x3.
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Äîêàæåòå, ÷å òåçè òðè ôóíêöèè ñà ôóíêöèîíàëíî íåçàâèñèìè îêîëî
âñÿêà òî÷êà îò U.

Çàáåëåæêà 1. Çàäà÷àòà å ïî÷òè èäåíòè÷íà ñúñ çàä. 5 îò �8 (çà-
ùî?).

Çàáåëåæêà 2. Àíàëîãè÷íî òâúðäåíèå å èçïúëíåíî è â n-ìåðíèÿ
ñëó÷àé, àêî ñ f1, . . . , fk îçíà÷èì åëåìåíòàðíèòå ñèìåòðè÷íè ôóíêöèè íà
ïúðâèòå k ïðîìåíëèâè x1, . . . , xk, à ñ U ⊂ Rn � ìíîæåñòâîòî îò òî÷êèòå,
â êîèòî òåçè ïðîìåíëèâè ñà äâå ïî äâå ðàçëè÷íè.



Ãëàâà 2

Èíòåãðàëíî ñìÿòàíå íà

ôóíêöèè íà íÿêîëêî

ïðîìåíëèâè

2.1 Ìÿðêà íà Ïåàíî-Æîðäàí

Íàøàòà ïúðâà ñòúïêà êúì äåôèíèðàíåòî íà Ðèìàíîâèÿ èíòåãðàë â ðàâ-
íèíàòà, êàêòî è â ïðîèçâîëíî êðàéíîìåðíî Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, ùå
áúäå äà âúâåäåì ìÿðêà â òàêèâà ïðîñòðàíñòâà: ò.íàð. ìÿðêà íà Ïåàíî-
Æîðäàí. Çà äà èçïîëçâàìå ãåîìåòðè÷íàòà èíòóèöèÿ, íèå ùå ðàáîòèì
ãëàâíî â ñëó÷àÿ íà ðàâíèíàòà R2, îòáåëÿçâàéêè êàêâî å íåîáõîäèìî äà
ñå ïðîìåíè â ñëó÷àÿ íà ïðîñòðàíñòâà ñ ðàçìåðíîñò ïî-ãîëÿìà îò 2. Òðÿá-
âà äà ñå îòáåëåæè, ÷å àêî ðàçëèêàòà ìåæäó åäíîìåðíèÿ è äâóìåðíèÿ
ñëó÷àé å äîñòà ñúùåñòâåíà (êàêòî ÷èòàòåëÿò ùå ñå óáåäè ïî-äîëó), òî
ìåæäó ðàçìåðíîñò 2 è ðàçìåðíîñòè 3,4,...,1000,.. òàêàâà ïî÷òè íÿìà, è
âñè÷êè îïðåäåëåíèÿ è äîêàçàòåëñòâà ñå ïðåíàñÿò ïî÷òè áåç èçìåíåíèÿ.

Äåôèíèöèÿ íà ìÿðêàòà íà Ïåàíî - Æîðäàí. Íàøà-
òà öåë ùå áúäå äà îïðåäåëèì ìÿðêàòà, èëè ëèöåòî, íà ðàâíèííà ôèãóðà.
Ùå òðúãíåì îò äâå åñòåñòâåíè ïðàâèëà:

• Ëèöåòî íà ïðàâîúãúëíèê å ðàâíî íà ïðîèçâåäåíèåòî íà ñòðàíèòå
ìó, è

157
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• Ïî-ãîëÿìàòà ôèãóðà èìà è ïî-ãîëÿìî ëèöå, ò.å. àêî D, D′ ñà ôè-
ãóðè â ðàâíèíàòà è D ⊂ D′, òî ëèöåòî íà D íå íàäìèíàâà ëèöåòî
íà D′.

Òàêà, íàøàòà îñíîâíà "òóõëè÷êà" ïðè èçãðàæäàíåòî íà ìÿðêàòà
â ðàâíèíàòà ùå áúäàò çàòâîðåíèòå ïðàâîúãúëíèöè, ò.å. ìíîæåñòâà îò
âèäà

∆ = [a, b]× [c, d] =
{

(x, y) ∈ R2 : x ∈ [a, b] , y ∈ [c, d]
}
.

Çà âñåêè ïðàâîúãúëíèê ùå âúâåäåì ìÿðêà (èëè ëèöå): µ (∆) =
(b− a)(d− c).

Íåêà ïîä÷åðòàåì, ÷å òóê ðàçãëåæäàìå íå êàêâè äà å ïðàâîúãúëíè-
öè, à ñàìî ïðàâîúãúëíèöè ñúñ ñòðàíè, óñïîðåäíè íà êîîðäèíàòíèòå îñè.
Îñâåí òîâà, ðàçãëåæäàìå çàòâîðåíè ïðàâîúãúëíèöè; òÿõíàòà âúòðåø-
íîñò ñå ñúñòîè îò ïðîèçâåäåíèåòî íà ñúîòâåòíèòå îòâîðåíè èíòåðâàëè:

∆o = (a, b)× (c, d),

à êîíòóðúò èì ñå ñúñòîè îò ÷åòèðè îòñå÷êè.
Â ñëó÷àÿ íà ïðîñòðàíñòâî ñ ðàçìåðíîñò 3 è ïîâå÷å, íàâñÿêú-

äå ïî-äîëó âìåñòî "ïðàâîúãúëíèê" òðÿáâà äà ñå ÷åòå "ïðàâîúãúëåí
ïàðàëåëåïèïåä", êàòî îòíîâî ñå ðàçãëåæäàò ïàðàëåëåïèïåäè ñúñ ñòðà-
íè, óñïîðåäíè íà êîîðäèíàòíèòå îñè. Ïîä ïðàâîúãúëåí ïàðàëåëåïèïåä
â Rn ùå ðàçáèðàìå ìíîæåñòâî îò âèäà

∆ = {(x1, . . . , xn) : x1 ∈ [a1, b1] , . . . , xn ∈ [an, bn]} ,

êîåòî îáèêíîâåíî ñå çàïèñâà âúâ âèäà

∆ = [a1, b1]× . . .× [an, bn] .

Ìÿðêàòà îòíîâî ñå îïðåäåëÿ êàòî ïðîèçâåäåíèå íà ñòðàíèòå:

µ(∆) = (b1 − a1) . . . . . (bn − an) .

Äåôèíèöèÿ. Êàçâàìå, ÷å ìíîæåñòâîòî E ⊂ R2 å åëåìåíòàðíî,
àêî òî ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî îáåäèíåíèå íà êðàåí áðîé çàòâîðåíè
ïðàâîúãúëíèöè.
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Ùå îòáåëåæèì, ÷å îáåäèíåíèå, ñå÷åíèå è ðàçëèêà íà åëåìåíòàðíè
ìíîæåñòâà å ñúùî åëåìåíòàðíî ìíîæåñòâî.

Ëåìà 1. Âñÿêî åëåìåíòàðíî ìíîæåñòâî E ìîæå äà ñå ïðåäñ-
òàâè êàòî îáåäèíåíèå íà êðàåí áðîé ïðàâîúãúëíèöè ñ íåïðåñè÷àùè ñå
âúòðåøíîñòè (çà êðàòêîñò ùå ãè íàðè÷àìå íåïðåñè÷àùè ñå ïðàâîú-
ãúëíèöè).

Äîêàçàòåëñòâî. Äà ïðîäúëæèì îòñå÷êèòå, îãðàíè÷àâàùè âñåêè
îò ïðàâîúãúëíèöèòå, è äà ðàçñå÷åì îñòàíàëèòå ïðàâîúãúëíèöè ïî òàêà
ïîëó÷åíèòå ïðàâè. Ïîëó÷åíîòî ðàçáèâàíå íà ìíîæåñòâîòî E î÷åâèäíî
óäîâëåòâîðÿâà èçèñêâàíèÿòà íà ëåìàòà. (Íà ÷åðòåæà å ïðåäñòàâåí ñëó-
÷àÿ, êîãàòî E å îáåäèíåíèå íà äâà ïðàâîúãúëíèêà.)

Äåôèíèöèÿ.Íåêà E

Ïðåäñòàâÿíå íà åëåìåíòàðíî ìíîæåñòâî
êàòî îáåäèíåíèå íà íåïðåñè÷àùè

ñå ïðàâîúãúëíèöè.

å åëåìåíòàðíî ìíîæåñò-
âî, ïðåäñòàâåíî êàòî îáå-
äèíåíèå íà íåïðåñè÷àùè ñå
ïðàâîúãúëíèöè:

E =
n⋃
i=1

∆i,

∆o
i ∩∆o

j = Ø çà i 6= j.

Ùå îïðåäåëèì ìÿð-
êàòà µ(E) êàòî

µ(E) =
n∑
i=1

µ (∆i) .

Ðàçáèðà ñå, òðÿáâà äà
äîêàæåì, ÷å îïðåäåëåíèå-

òî å êîðåêòíî, ò.å. íå çàâèñè îò íà÷èíà íà ïðåäñòàâÿíå íà E êàòî îáåäè-
íåíèå íà íåïðåñè÷àùè ñå ïðàâîúãúëíèöè. Íåêà íàé-íàïðåä E å ïðàâî-
úãúëíèê, ïðåäñòàâåí êàòî îáåäèíåíèå íà äðóãè ïðàâîúãúëíèöè; òîãàâà
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òâúðäåíèåòî å î÷åâèäíî (è ñòàâà îùå ïî-î÷åâèäíî, àêî íàïðàâèì äîïúë-
íèòåëíè ðàçðåçè êàêòî â ïðåäíàòà ëåìà). Â îáùèÿ ñëó÷àé, íåêà

E =
n⋃
i=1

∆i =
m⋃
j=1

∆̃j

ñà äâå ðàçëè÷íè ïðåäñòàâÿíèÿ íà E êàòî îáåäèíåíèå íà íåïðåñè÷àùè

ñå ïðàâîúãúëíèöè. Çà âñÿêî i îò 1 äî n èìàìå ∆i = ∪mj=1

(
∆i ∩ ∆̃j

)
,

êîåòî äàâà ïðåäñòàâÿíå íà ïðàâîúãúëíèêà ∆i êàòî îáåäèíåíèå íà íåï-
ðåñè÷àùè ñå ïðàâîúãúëíèöè, è ñïîðåä îòáåëÿçàíîòî ïî-ãîðå µ (∆i) =∑m

j=1 µ
(

∆i ∩ ∆̃j

)
. Ñëåäîâàòåëíî

n∑
i=1

µ (∆i) =
n∑
i=1

m∑
j=1

µ
(

∆i ∩ ∆̃j

)
è ïî ñúùèÿò íà÷èí

m∑
j=1

µ
(

∆̃j

)
=

m∑
j=1

m∑
i=1

µ
(

∆i ∩ ∆̃j

)
,

ñ êîåòî êîðåêòíîñòòà íà äåôèíèöèÿòà å äîêàçàíà.

Ñëåäâàùàòà ñòúïêà å äà ñå îïèòàìå äà àïðîêñèìèðàìå ïðîèçâîëíà
ôèãóðà â ðàâíèíàòà ÷ðåç åëåìåíòàðíè ìíîæåñòâà. Òîâà ìîæå äà ñòàíå
ïî ðàçëè÷íè íà÷èíè. Çà èëþñòðàöèÿ, íåêà ñè ïðåäñòàâèì, ÷å èìàìå ôè-
ãóðà, íàðèñóâàíà âúðõó ìèëèìåòðîâà õàðòèÿ, è èñêàìå äà ïðåñìåòíåì
ïðèáëèçèòåëíî íåéíîòî ëèöå. Åäèíèÿò íà÷èí å äà ñóìèðàìå ëèöàòà íà
êâàäðàò÷åòà, êîèòî èìàò îáøè òî÷êè ñ ôèãóðàòà; òàêà ùå ïîëó÷èì îöåí-
êà îòãîðå çà ëèöåòî è. Äðóãèÿò íà÷èí å äà áðîèì ñàìî îíåçè êâàäðàò-
÷åòà, êîèòî ñå ñúäúðæàò âúòðå âúâ ôèãóðàòà; òàêà ïîëó÷àâàìå îöåíêà
îòäîëó. Äðóãîÿ÷å êàçàíî, íèå àïðîêñèìèðàìå îòâúí è îòâúòðå íàøàòà
ôèãóðà ñ ìíîæåñòâà, ñúñòàâåíè îò êâàäðàò÷åòà, ò.å. ñ åëåìåíòàðíè ìíî-
æåñòâà. Òàêà ñå ñòèãà äî ïîíÿòèÿòà ãîðíà è äîëíà ìÿðêà íà ìíîæåñòâî:

Äåôèíèöèÿ. Íåêà A å îãðàíè÷åíî ïîäìíîæåñòâî íà R2. Ùå îï-
ðåäåëèì ãîðíà ìÿðêà íà ìíîæåñòâîòî A (ñ îçíà÷åíèå µ∗(A)) êàòî
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òî÷íàòà äîëíà ãðàíèöà íà ìåðêèòå íà âñè÷êè åëåìåíòàðíè ìíîæåñ-
òâà, ñúäúðæàùè A:

µ∗(A) = inf {µ(E) : E - åëåìåíòàðíî, A ⊂ E} .

Àíàëîãè÷íî, îïðåäåëÿìå äîëíà ìÿðêà íà A ñ ôîðìóëàòà

µ∗(A) = sup {µ(E) : E - åëåìåíòàðíî, E ⊂ A} .

Çàáåëåæêà. Ïîíÿêîãà ùå å óäîáíî äà íàëàãàìå ìàëêî ïî-ñèëíè
óñëîâèÿ: äà èñêàìå A ⊂ Eo â äåôèíèöèÿòà íà ãîðíà ìÿðêà, è E ⊂ Ao

äåôèíèöèÿòà íà äîëíà ìÿðêà. (Ùå íàïîìíèì, ÷å Ao îñíà÷àâà âúòðåø-
íîñòòà íà ìíîæåñòâîòî A, ò.å. âñè÷êè òî÷êè, êîèòî âëèçàò â A çàåäíî
ñ íÿêàêâà ñâîÿ êðúãîâà îêîëíîñò - âèæ �1.2). Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å òîâà
íå ïðîìåíÿ òÿõíèòå ñòîéíîñòè.

Î÷åâèäíî çà âñÿêî ìíîæåñòâî A èìàìå µ∗(A) ≤ µ∗(A). Çà íÿêîè
ìíîæåñòâà îáà÷å òåçè äâå ÷èñëà ìîæå äà ñå ðàçëè÷àâàò. Íàïðèìåð, äà
âçåìåì ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè òî÷êè â êâàäðàòà, êîèòî èìàò ðàöèîíàë-
íè êîîðäèíàòè:

A = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] : x, y ∈ Q} .

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å µ∗(A) = 1, íî µ∗(A) = 0 (ìíîæåñòâîòîA íå ñúäúðæà
íåèçðîäåíè ïðàâîúãúëíèöè). Ïîðàäè òîâà íèå ùå îïðåäåëèì ìÿðêàòà
ñàìî âúðõó íÿêîè ìíîæåñòâà â R2 - ò. íàð. èçìåðèìè ìíîæåñòâà:

Äåôèíèöèÿ. Îãðàíè÷åíîòî ìíîæåñòâî A ⊂ R2 ñå íàðè÷à
èçìåðèìî, àêî íåãîâàòà ãîðíà è äîëíà ìÿðêè ñúâïàäàò. Îáùàòà èì
ñòîéíîñò ñå áåëåæè ñ µ(A) è ñå íàðè÷à ìÿðêà íà Ïåàíî-Æîðäàí íà
ìíîæåñòâîòî A.

Îñòàâÿìå íà ÷èòàòåëÿ äîêàæå ñëåäíîòî òâúðäåíèå, êîåòî ïðåäñ-
òàâëÿâà ëåêà ìîäèôèêàöèÿ íà ãîðíàòà äåôèíèöèÿ:

Ëåìà 2. Ìíîæåñòâîòî A å èçìåðèìî òîãàâà è ñàìî òîãàâà,
êîãàòî çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâàò åëåìåíòàðíè ìíîæåñòâà E1, E2,
òàêà ÷å E2 ⊂ A ⊂ E1 è µ (E1)− µ (E2) < ε.
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A

E1

E2

Ãîðíà è äîëíà ìÿðêà íà ìíîæåñòâî.

Çàáåëåæêà. Ãîðíîòî îïðåäåëåíèå íà ïîíÿòèÿòà "èçìåðèìî
ìíîæåñòâî" è "ìÿðêà" èìà åäèí ñåðèîçåí íåäîñòàòúê � òî èçïîëçâà
ôèêñèðàíà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà â ðàâíèíàòà (ñúîòâ. â Rn). Äîêàçàòåë-
ñòâîòî, ÷å ìÿðêàòà íå çàâèñè îò êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà, ùå áúäå îòëî-
æåíî äî �6 (òî ñå ïîëó÷àâà êàòî ñëåäñòâèå îò òåîðåìàòà çà ñìÿíà íà
ïðîìåíëèâèòå ïðè ìíîãîêðàòíèòå èíòåãðàëè).

Íåêà äàäåì íÿêàêâî îïèñàíèå íà èçìåðèìèòå ìíîæåñòâà â ðàâíè-
íàòà è îïåðàöèèòå, êîèòî ìîãàò äà ñå èçâúðøâàò ñ òÿõ.

Äåôèíèöèÿ.Ìíîæåñòâîòî ñå íàðè÷à ïðåíåáðåæèìî ïî Ïåàíî-
Æîðäàí, àêî µ∗(A) = 0 (îò òóê, ðàçáèðà ñå, ñëåäâà, ÷å òî å è èçìåðè-
ìî).

Ëåìà 3. Âñÿêî ïîäìíîæåñòâî íà ïðåíåáðåæèìî ìíîæåñòâî å
ïðåíåáðåæèìî. Îáåäèíåíèå íà êðàåí áðîé ïðåíåáðåæèìè ìíîæåñòâà
ñúùî å ïðåíåáðåæèìî.

Äîêàçàòåëñòâî. Ïúðâîòî òâúðäåíèå å î÷åâèäíî. Çà âòîðîòî, äîñ-
òàòú÷íî å äà äîêàæå òâúðäåíèåòî çà ñëó÷àÿ íà äâå ìíîæåñòâà.
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Íàèñòèíà, íåêà µ∗ (A1) = µ∗ (A2) = 0. Äà èçáåðåì ïðîèçâîëíî
ε > 0. Òîãàâà ñïîðåä äåôèíèöèÿòà íà µ∗ ìîæåì äà íàìåðèì åëåìåíòàðíè
ìíîæåñòâà E1, E2, òàêà ÷å µ (E1) , µ (E2) < ε/2, A1 ⊂ E1, A2 ⊂ E2.
Ìíîæåñòâîòî E = E1 ∪E2 å ñúùî åëåìåíòàðíî, ïðè êîåòî A1 ∪A2 ⊂ E,
è µ(E) < ε, ò.å. µ∗ (A1 ∪A2) = 0 .

Ñåãà ìîæåì äà ôîðìóëèðàìå íåîáõîäèìî è äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà
èçìåðèìîñò íà ìíîæåñòâî. Çà òàçè öåë ùå èçïîëçâàìå ïîíÿòèåòî êîíòóð
íà ìíîæåñòâî, âúâåäåíî â �1.2.

Òåîðåìà 4 (êðèòåðèé çà èçìåðèìîñò). Åäíî îãðàíè÷åíî ìíî-
æåñòâî A å èçìåðèìî òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî íåãîâèÿò êîíòóð
bA å ïðåíåáðåæèìî ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà å èçìåðèìî ìíîæåñòâî, ò.å. µ∗(A) =
µ∗(A) = µ(A). Äà èçáåðåì ïðîèçâîëíî ε > 0. Îò äåôèíèöèÿòà íà ãîðíà
è äîëíà ìÿðêà ñëåäâà ñúùåñòâóâàíåòî íà åëåìåíòàðíî ìíîæåñòâî E1

òàêîâà, ÷å A ⊂ Eo
1 è µ (E1) < µ(A) + ε/2, è íà åëåìåíòàðíî ìíîæåñòâî

E2 òàêîâà, ÷å E2 ⊂ Ao è µ (E2) > µ(A) − ε/2. Î÷åâèäíî E2 ⊂ E1. Äà
îçíà÷èì E = E1\E2; òîãàâà µ(E) = µ (E1)−µ (E2) < ε è êîíòóðúò bA íà
ìíîæåñòâîòîA ñå ñúäúðæà â E, îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å bA å ïðåíåáðåæèìî
ìíîæåñòâî.

Îáðàòíî, äà ïðåäïîëîæèì, ÷å bA å ïðåíåáðåæèìî, è äà ãî âêëþ-
÷èì âúâ âúòðåøíîñòòà íà åëåìåíòàðíîòî ìíîæåñòâî E, çà êîåòî µ(E) <
ε. Òîãàâà êîíòóðúò bE íà E íå ñúäúðæà êîíòóðíè òî÷êè íà A è ñëå-
äîâàòåëíî ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè âúâ âèäà bE = C1 ∪C2, êúäåòî C1 ñå
ñúñòîè ñàìî îò âúíøíè òî÷êè íàA, à C2 - ñàìî îò âúíøíè. Äà ïîëîæèì
E1 = E ∪ Ao è E2 = E1 \ E. Òîãàâà èìàìå b (E1) = C1 è b (E2) = C2.
Òúé êàòî êîíòóðèòå íà E1 è E2 ñå ñúñòîÿò îò îòñå÷êè, óñïîðåäíè íà
êîîðäèíàòíèòå îñè, òî òå ñà åëåìåíòàðíè ìíîæåñòâà. Îñâåí òîâà, ëåñíî
ñå âèæäà, ÷å E2 ⊂ A ⊂ E1 è µ (E1)− µ (E2) = µ (E) < ε, êîåòî ïîêàçâà,
÷å A å èçìåðèìî ìíîæåñòâî.

Ñëåäñòâèå. Îáåäèíåíèåòî, ñå÷åíèåòî è ðàçëèêàòà íà äâå èçìå-
ðèìè ìíîæåñòâà å ñúùî èçìåðèìî.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà A è B äà ñà èçìåðèìè ìíîæåñòâà, è íåêà
ìíîæåñòâîòî C äà å ðàâíî èëè íà òÿõíîòî îáåäèíåíèå A ∪ B, èëè íà
òÿõíîòî ñå÷åíèå A∩B, èëè íà ðàçëèêàòà B \A. Âúâ âñåêè îò òåçè òðè
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fHxL

gHxL
4

1

2

3

a b

Êðèâîëèíååí òðàïåö.

ñëó÷àÿ èìàìå
bC ⊂ bA ∪ bB

(äîêàæåòå!). Òúé êàòî bA è bB ñà ïðåíåáðåæèìè, òî îò íàïðàâåíàòà
ïî-ãîðå çàáåëåæêà ñëåäâà, ÷å è bC å ïðåíåáðåæèìî, ò.å. ìíîæåñòâîòî C
å èçìåðèìî.

Ùå íàïîìíèì åäèí íà÷èí íà àíàëèòè÷íî îïèñàíèå íà ôèãóðèòå â
ðàâíèíàòà (âèæ I, �4.5):

Äåôèíèöèÿ. Íåêà â èíòåðâàëà [a, b] ñà çàäàäåíè íåïðåêúñíàòè-
òå ôóíêöèè g(x) è f(x) , êàòî íàâñÿêúäå å èçïúëíåíî g(x) ≤ f(x).
Òîãàâà êðèâîëèíååí òðàïåö, îïðåäåëåí îò ôóíêöèèòå g è f , íàðè÷àìå

ôèãóðàòà D, ñúñòàâåíà îò âñè÷êè òî÷êè (x, y) ∈ R2, óäîâëåòâîðÿâàùè
íåðàâåíñòâàòà

a ≤ x ≤ b , g(x) ≤ y ≤ f(x) .

Âñè÷êè ôèãóðè, ñðåùàíè â åëåìåíòàðíàòà ãåîìåòðèÿ, ìîãàò äà áú-
äàò ïðåäñòàâåíè èëè êàòî êðèâîëèíååí òðàïåö, èëè êàòî îáåäèíåíèå íà
êðàåí áðîé êðèâîëèíåéíè òðàïöè. Ñëåäâàùàòà òåîðåìà ïîêàçâà, ÷å êà-
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òåãîðèÿòà íà èçìåðèìèòå ìíîæåñòâà å äîñòàòú÷íî øèðîêà è îáõâàùà
ïî÷òè âñè÷êè ìíîæåñòâà, ñðåùàíè â àíàëèçà:

Òåîðåìà 5. Âñåêè êðèâîëèíååí òðàïåö å èçìåðèìî ìíîæåñòâî.
Äîêàçàòåëñòâî. Äà îçíà÷èì ñ Γ êîíòóðà íà îáëàñòòà D. Î÷å-

âèäíî Γ ñå ñúñòîè îò ÷åòèðè ÷àñòè, êîèòî ùå îçíà÷èì ñ Γ1, Γ2, Γ3, Γ4,
êúäåòî;

Γ1 å ãðàôèêàòà íà íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ f(x) â èíòåðâàëà [a, b].
Γ2 å âåðòèêàëíàòà îòñå÷êà, ñâúðçâàùà òî÷êàòà (b, f(b)) ñ (b, g(b)).
Γ3 å ãðàôèêàòà íà g(x) â èíòåðâàëà [a, b].
Γ4 å âåðòèêàëíàòà îòñå÷êà, ñâúðçâàùà òî÷êàòà (a, f(a)) ñ (a, g(a)).
Îñòàâÿìå íà ÷èòàòåëÿ äà äîêàæå, ÷å îòñå÷êèòå Γ2 è Γ4 ñà ïðåíåáðå-

æèìè ìíîæåñòâà. Òîãàâà òåîðåìàòà ñëåäâà îò êðèòåðèÿ çà èçìåðèìîñò
è îò ñëåäíàòà ëåìà, ïðèëîæåíà çà g(x) è f(x):

a b

Èçìåðèìîñò íà ãðàôèêàòà íà íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ (ëåìà 6)

Ëåìà 6. Àêî f(x) å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ â èíòåðâàëà [a, b],
íåéíàòà ãðàôèêà

Γf = {(x, y) : x ∈ [a, b] , y = f(x)}

å ïðåíåáðåæèìî ìíîæåñòâî.
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Äîêàçàòåëñòâî íà ëåìàòà. Äà ðàçäåëèì èíòåðâàëà [a, b] íà ïî-
äèíòåðâàëè ñ ïîìîùòà íà äåëÿùèòå òî÷êè a = x0 < . . . < xn = b,
è íåêà mi è Mi äà îçíà÷àâàò ñúîòâåòíî ìèíèìàëíàòà è ìàêñèìàëíàòà
ñòîéíîñòè íà f(x) â èíòåðâàëà [xi−1, xi], i = 1, . . . , n. Ôóíêöèÿòà f(x) å
íåïðåêúñíàòà â êîìïàêòíèÿ èíòåðâàë [a, b] è ñëåäîâàòåëíî ðàâíîìåðíî
íåïðåêúñíàòà â íåãî. Òîãàâà çà âñÿêî äàäåíî ε > 0 ìîæåì äà íàìåðèì
ðàçáèâàíå òàêîâà, ÷å Mi −mi < ε çà âñÿêî i îò 1 äî n. Äà îçíà÷èì ñ ∆i

ïðàâîúãúëíèêà

∆i = [xi−1, xi]× [mi,Mi] , i = 1, . . . n.

Íåêà ïîëîæèì E = ∪ni=1∆i. Î÷åâèäíî Γf ⊂ E. Îò äðóãà ñòðàíà

µ(E) =
n∑
i=1

µ (∆i) =
n∑
i=1

(xi − xi−1) (Mi −mi) < ε

n∑
i=1

(xi − xi−1) = ε(b−a)

è ìîæå äà áúäå íàïðàâåíî êîëêîòî ñè èñêàìå ìàëêî. Ñ òîâà ëåìà 6, à ñ
íåÿ è òåîðåìà 5, ñà äîêàçàíè.

Çàáåëåæêà. Òðÿáâà äà ñå îòáåëåæè, ÷å çà ïàðàìåòðè÷íî çàäàäå-
íèòå êðèâè â ðàâíèíàòà ñèòóàöèÿòà å ñúâñåì ðàçëè÷íà: ìíîæåñòâîòî
îò òî÷êèòå íà åäíà ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíà ÷ðåç íåïðåêúñíàòè ôóíê-
öèè êðèâà ëèíèÿ ìîæå è äà íå áúäå ïðåíåáðåæèìî ìíîæåñòâî. Åäèí
ïðèìåð çà òîâà ñå äàâà îò ò. íàð. êðèâà íà Ïåàíî: ìîæå äà ñå ïîêàæå,
÷å ñúùåñòâóâà íåïðåêúñíàòî èçîáðàæåíèå íà èíòåðâàëà I = [0, 1] âúðõó
êâàäðàòà I×I (âèæ çàäà÷à 3). Ñ äðóãè äóìè, ìíîæåñòâîòî îò òî÷êèòå íà
òàçè íåïðåêúñíàòà êðèâà ñúâïàäà ñ êâàäðàòà, êîéòî íå å ïðåíåáðåæèìî
ìíîæåñòâî.

Çà äà äîêàæåì ïðåíåáðåæèìîñò íà êðèâàòà, òðÿáâà äà íàëîæèì
ïî-ñèëíî óñëîâèå. Ùå íàïîìíèì, ÷å åäíà êðèâà ñå íàðè÷à ðåêòèôèöè-
ðóåìà, àêî íåéíàòà äúëæèíà å êðàéíà (âèæ I, �4.4). Èçïúëíåíà å:

Òåîðåìà 7. Ìíîæåñòâîòî íà òî÷êèòå, ëåæàùè íà åäíà íåïðå-
êúñíàòà ðåêòèôèöèðóåìà êðèâà, å ïðåíåáðåæèìî ïî Ïåàíî-Æîðäàí.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà Γ å ðåêòèôèöèðóåìà êðèâà è l å íåéíàòà
äúëæèíà. Ðàçïîëàãàéêè ïîñëåäîâàòåëíè òî÷êè P0, . . . , Pn âúðõó êðèâà-
òà, íèå ìîæåì äà ÿ ðàçäåëèì íà n ÷àñòè Γ1, . . . ,Γn ñ ðàâíà äúëæèíà,
ò.å. äúëæèíàòà íà âñÿêà îò êðèâèòå Γi ñ êðàèùà Pi−1, Pi ùå å ðàâíà
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íà l
n
. Íåêà ∆i å êâàäðàò ñ öåíòúð òî÷êàòà Pi è äúëæèíà íà âñÿêà îò

ñòðàíèòå 2l
n
. Òúé êàòî çà âñÿêà òî÷êà P ∈ Γi ðàçñòîÿíèåòî % (P, Pi) íå

íàäìèíàâà äúëæèíàòà íà Γi, î÷åâèäíî èìàìå Γi ⊂ ∆i è Γ ⊂ ∪ni=1∆i. Îò
äðóãà ñòðàíà, ìÿðêàòà

µ (∪ni=1∆i) ≤
n∑
i=1

µ (∆i) = n.
4l2

n2
=

4l2

n

è ìîæå äà áúäå íàïðàâåíà êîëêîòî ñè èñêàìå ìàëêà ÷ðåç óâåëè÷àâàíå
íà n.

Àäèòèâíîñò íà ìÿðêàòà íà Ïåàíî - Æîðäàí. Ùå
äîêàæåì îñíîâíîòî ñâîéñòâî íà ìÿðêàòà:

Òåîðåìà 8. Íåêà A è B ñà èçìåðèìè ìíîæåñòâà ñ íåïðåñè÷àùè
ñå âúòðåøíîñòè è íåêà C = A ∪B. Òîãàâà

µ(C) = µ (A) + µ (B) .

Ìîæåì äà ñè ïðåäñòàâèì ñèòóàöèÿòà è ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: ñ ïî-
ìîùòà íà íÿêàêâà êðèâà ëèíèÿ èëè äðóãî ïðåíåáðåæèìî ìíîæåñòâî
èçìåðèìîòî ìíîæåñòâî C å ðàçäåëåíî íà äâå ÷àñòè; ùå ïîêàæåì, ÷å
ïðè òîâà îáùàòà ìÿðêà ñå çàïàçâà.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà èçáåðåì åëåìåíòàðíè ìíîæåñòâà E1 è E2 òà-
êèâà, ÷å A ⊂ E1, E2 ⊂ Ao è µ (E1) < µ(A) + ε/2, µ (E2) > µ(A) − ε/2.
Ïî ñúùèÿ íà÷èí ìîæåì äà íàìåðèì åëåìåíòàðíè ìíîæåñòâà F1 è F2

òàêèâà, ÷å B ⊂ F1, F2 ⊂ Bo è µ (F1) < µ(B) + ε/2, µ (F2) > µ(B)− ε/2.
Òîãàâà C ⊂ E1 ∪ F1 è ñëåäîâàòåëíî

µ(C) ≤ µ (E1) + µ (F1) < µ (A) + µ (B) + ε,

îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å µ(C) ≤ µ (A) + µ (B).
Çà äîêàçàòåëñòâî íà îáðàòíîòî íåðàâåíñòâî äà îòáåëåæèì, ÷å E2

è F2 íå ñå ïðåñè÷àò (òóê èçïîëçâàìå, ÷å Ao ∩ Bo = Ø) è ñëåäîâàòåëíî
µ (E2 ∪ F2) = µ (E2) + µ (F2). Òúé êàòî E2 ∪ F2 ⊂ C, òî

µ(C) ≥ µ (E2) + µ (F2) > µ (A) + µ (B)− ε.

Òúé êàòî ε å ïðîèçâîëíî, îò òóê ñëåäâà òåîðåìàòà.
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×ðåç èíäóêöèÿ ïî áðîÿ íà ñúáèðàåìèòå ëåñíî ñå äîêàçâà ñëåäíîòî

Ñëåäñòâèå. Àêî A1, . . . ,Ak ñà èçìåðèìè ìíîæåñòâà, êàòî
Ao
i ∩Ao

j = Ø ïðè i 6= j, òî

µ (A1 ∪ . . . ∪Ak) =
k∑
i=1

µ (Ai) .

Óïðàæíåíèÿ.

1. Ìíîæåñòâî íà Êàíòîð. Ùå êîíñòðóèðàìå åäíî èíòåðåñ-
íî ïîäìíîæåñòâî íà èíòåðâàëà [0, 1]. Äà ðàçäåëèì òîçè èíòåðâàë íà
òðè ðàâíè ïîäèíòåðâàëà, è íåêà E0 å ñðåäíèÿò îò òÿõ - îòâîðåíèÿò
èíòåðâàë (1/3, 2/3). Äà ðàçäåëèì âñåêè îò îñòàíàëèòå äâà èíòåðâà-
ëà îòíîâî íà òðè ðàâíè ÷àñòè, è íåêà E1 å îáåäèíåíèåòî íà ñðåäíè-
òå ïîäèíòåðâàëè, ò.å. E1 = (1/9, 2/9) ∪ (7/9, 8/9). Àíàëîãè÷íî E2 =
(1/27, 2/27) ∪ (7/27, 8/27) ∪ (19/27, 20/27) ∪ (25/27, 26/27) è ò.í. Íåêà
Kn = [0, 1] \ En, E = ∪∞n=0En, K = ∩∞n=1Kn = [0, 1] \ E. Ìíîæåñòâî-
òî K ñå íàðè÷à êàíòîðîâî ìíîæåñòâî è ïðèòåæàâà ðåäèöà èíòåðåñíè
ñâîéñòâà.

Çà äà îïèøåì ìíîæåñòâîòî íà Êàíòîð, å óäîáíî äà ïðåäñòàâÿìå
÷èñëàòà îò [0, 1] êàòî (êðàéíè èëè áåçêðàéíè) òðîè÷íè äðîáè. Àêî ñà
äàäåíè òðîè÷íèòå öèôðè a1, . . . , an (ò.å. âñÿêà îò òÿõ å ðàâíà íà 0, 1,
èëè 2), òî ñ 30.a1 . . . an ùå îçíà÷àâàìå ÷èñëîòî

∑n
k=1 ak/3

k. Àíàëîãè÷íî
ùå îçíà÷àâàìå è áåçêðàéíèòå òðîè÷íè äðîáè.

1 à/. Äîêàæåòå, ÷å ìíîæåñòâîòî En ñå ñúñòîè îò 2n íåïðåñè÷àùè
ñå îòâîðåíè èíòåðâàëè ñ äúëæèíà 1/3n+1. Âñåêè îò òÿõ èìà âèäà(

30.a1 . . . an 1 , 30.a1 . . . an 2
)
,

êúäåòî âñÿêî îò ÷èñëàòà a1, . . . , an å ðàâíî íà íóëà èëè äâå. Íèå ùå
îçíà÷èì ñ K0 ìíîæåñòâîòî îò êðàéíèòå òî÷êè íà îïèñàíèòå ïî-ãîðå
èíòåðâàëè; òîãàâà K0 å èçáðîèìî ïîäìíîæåñòâî íà K.

1 á/. Äîêàæåòå, ÷å ìíîæåñòâîòî K \K0 ñå ñúñòîè îò âñè÷êè òðî-
è÷íî èðàöèîíàëíè* òî÷êè îò [0, 1], êîèòî íå ñúäúðæàò åäèíèöàòà â ðàç-

*ïîä òðîè÷íî èðàöèîíàëíè ÷èñëà ðàçáèðàìå òàêèâà, êîèòî íå ñå ïðåäñòàâÿò êàòî
êðàéíà òðîè÷íà äðîá, ò.å. íå ìîãàò äà ñå ïðåäñòàâÿò êàòî äðîá, â êîÿòî â çíàìåíàòåëÿ
ñòîè ñòåïåí íà òðîéêàòà.
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ëàãàíåòî ñè â òðîè÷íà äðîá.

1 â/. Äîêàæåòå, ÷åK å çàòâîðåíî ìíîæåñòâî áåç èçîëèðàíè òî÷êè*

è å ïðåíåáðåæèìî ïî Ïåàíî-Æîðäàí.
Óïúòâàíå. Äîêàæåòå, ÷å µ(Kn) = (2/3)n.

1 ã/. Äîêàæåòå, ÷å K ïðèòåæàâà ìîùíîñòòà íà êîíòèíóóìà, ò.å.
ñúùåñòâóâà âçàèìíî åäíîçíà÷íî è îáðàòèìî ñúîòâåòñòâèå ìåæäó ÷àñò
îò K è èíòåðâàëà [0, 1].

Óïúòâàíå. Äà âçåìåì äâîè÷íîòî ðàçëàãàíå íà òî÷êà îò [0, 1] è äà
çàìåíèì åäèíèöèòå ñ äâîéêè. Ïî-òî÷íî, àêî x = 20.a1 . . . an . . ., ïîëàãàìå
s(x) = 30.2a1 . . . 2an . . . ∈ K. Àêî x å äâîè÷íî ðàöèîíàëíî, ò.å. ìîæå
äà ñå ïðåäñòàâè ñ êðàéíà äâîè÷íà äðîá, òî íèå ùå èçáåðåì òî÷íî òîâà
ïðåäñòàâÿíå.

Ïîêàæåòå, ÷å s äàâà âëàãàíå íà [0, 1] â K.

1 ä/. Ïîêàæåòå, ÷å èçîáðàæåíèåòî x → x/3 äàâà âçàèìíî åäíîç-
íà÷íî è âçàèìíî íåïðåêúñíàòî èçîáðàæåíèå íà K â ÷àñò îò ñåáå ñè.
Äîêàæåòå, ÷å K å íàé-ãîëÿìîòî âúçìîæíî ïîäìíîæåñòâî íà [0, 1], êîåòî
íå ñúäúðæà òî÷êè îò èíòåðâàëà (1/3, 2/3) è ñå èçîáðàçÿâà â ñåáå ñè ïðè
èçîáðàæåíèÿòà x→ x/3 è x→ 1− x.

Çàáåëåæêà. Îïèñàíîòî ïî-ãîðå ìíîæåñòâî íà Êàíòîð å åäèí îò
íàé-ïðîñòèòå ïðèìåðè íà ò.íàð. ôðàêòàëíè ìíîæåñòâà, ò.å. ìíîæåñòâà,
÷èÿòî ðàçìåðíîñò íå å åñòåñòâåíî ÷èñëî. Äîêàçâà ñå, ÷å (ïðè ïîäõîäÿùà
äåôèíèöèÿ íà ïîíÿòèåòî ðàçìåðíîñò) èìàìå

dim K =
ln 2

ln 3
.

2. Ôóíêöèÿ íà Êàíòîð.Ùå äåôèíèðàìå ôóíêöèÿòà íà Êàíòîð
κ(x) íàé-íàïðåä âúðõó ìíîæåñòâîòî E, êàòî âúðõó âñåêè îò íåãîâèòå
èíòåðâàëè òÿ å ðàâíà íà ïîäõîäÿùà êîíñòàíòà. Çà x ∈ (1/3, 2/3) ïîëà-
ãàìå κ(x) = 1/2; ïî-íàòàòúê, κ(x) = 1/4 çà x ∈ (1/9, 2/9) è κ(x) = 3/4
çà x ∈ (7/9, 8/9), è ò.í. Ñëåäâàéêè îïèñàíèåòî îò ç. 1 à/, àêî a1, . . . , an
å êðàéíà ðåäèöà, ñúñòàâåíà îò íóëè è äâîéêè, çà âñÿêî

x ∈
(

30.a1 . . . an 1 , 30.a1 . . . an 2
)
ïîëàãàìå κ(x) =

n∑
k=1

ak
2k+1

+
1

2n+1
.

*òîïîëîçèòå íàðè÷àò òàêèâà ìíîæåñòâà "ñúâúðøåíè".
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2 à/. Äîêàæåòå, ÷å κ(x) å ìîíîòîííî ðàñòÿùà è íåïðåêúñíàòà âúð-
õó E. Îñâåí òîâà, àêî x0 /∈ E, òî

sup
x∈E, x<x0

κ(x) = inf
x∈E, x>x0

κ(x).

Êàòî ñëåäñòâèå äîêàæåòå, ÷å κ(x) ïðèòåæàâà åäèíñòâåíî íåïðåêúñíàòî
ïðîäúëæåíèå âúðõó öÿëîòî [0, 1], êîåòî îáèêíîâåíî ñå íàðè÷à ôóíêöèÿ
íà Êàíòîð*.

2 á/. Äîêàæåòå, ÷å

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Ôóíêöèÿ íà Êàíòîð

çà ñòîéíîñòè íà y, êîè-
òî ñà äâîè÷íî èðàöèîíàëíè
(ò.å. íå ìîãàò äà ñå ïðåä-
ñòàâÿò ñ êðàéíà äâîè÷íà
äðîá) èçîáðàæåíèåòî s(y),
êîíñòðóèðàíî â 1 ã/, å îá-
ðàòíî íà κ(x), ò.å.

x = s(y)⇔ y = κ(x)

çà âñÿêî x ∈ K \K0.

2 â/.Ïîñòðîåíàòà òóê
ôóíêöèÿ κ(x) äàâà ïðèìåð íà ôóíêöèÿ, êîÿòî å äèôåðåíöèðóåìà è èìà
íóëåâà ïðîèçâîäíà ïî÷òè íàâñÿêúäå ïî Ïåàíî-Æîðäàí, íî íå å êîíñòàí-
òà.

2 ã/. Äîêàæåòå, ÷å κ(x) å åäèíñòâåíàòà ìîíîòîííà ôóíêöèÿ â [0, 1],
óäîâëåòâîðÿâàùà ôóíêöèîíàëíèòå óðàâíåíèÿ κ(x/3) = κ(x)/2 è
κ(1− x) = 1− κ(x).

3. Êðèâà íà Ïåàíî. Ùå äîêàæåì, ÷å ñúùåñòâóâà íåïðåêúñíàòî
(íî íå âçàèìíî åäíîçíà÷íî) èçîáðàæåíèå íà èíòåðâàëà I = [0, 1] âúðõó
öåëèÿ êâàäðàò I× I = [0, 1]× [0, 1].*

*Èëè, ïîíÿêîãà "ñòúëáà íà Êàíòîð".
*Ïîíÿòèåòî "êðèâà íà Ïåàíî" ñå èçïîëçâà çà âñÿêî èçîáðàæåíèå ñ ãîðíèòå ñâîéñò-

âà. Ñúùåñòâóâàò îáà÷å ðàçëè÷íè êîíñòðóêöèè íà òàêèâà èçîáðàæåíèÿ, ïðèíàäëåæà-
ùè íà Ïåàíî, Õèëáåðò, è äðóãè. Èçïîëçâàíèÿò òóê ìåòîä ïðèíàäëåæè íà ôðåíñêèÿ
ìàòåìàòèê À. Ëåáåã.
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3 à/. Ùå äåôèíèðàìå èçîáðàæåíèå P+(t) = (x(t), y(t)) íà I âúð-
õó I × I. Íåêà t = 20.a1a2 . . . an . . . å ïðåäñòàâÿíåòî íà t êàòî êðàéíà
èëè áåçêðàéíà äâîè÷íà äðîá (âñè÷êè öèôðè an ñà ðàâíè íà íóëà èëè
åäíî). Â äâîè÷íî-ðàöèîíàëíèòå òî÷êè âçåìàìå ïðåäñòàâÿíåòî ñ êðàåí
áðîé ðàçðåäè (âèæ ñëåäâàùàòà òî÷êà). Ïîëàãàìå

x(t) = 20.a1a3a5 . . . a2n−1 . . . , y(t) = 20.a2a4a6 . . . a2n . . . .

Äîêàæåòå, ÷å P+(t) äàâà èçîáðàæåíèå íà I âúðõó I× I. Äîêàæåòå,
÷å òîâà èçîáðàæåíèå å íåïðåêúñíàòî âúâ âñè÷êè äâîè÷íî-èðàöèîíàëíè
ñòîéíîñòè íà t , íî â äâîè÷íî-ðàöèîíàëíèòå òî÷êè t òî å íåïðåêúñíàòî
ñàìî îò äÿñíî.

3 á/. Âñÿêî äâîè÷íî-ðàöèîíàëíî ÷èñëî ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè
â äâîè÷íàòà ñèñòåìà ïî äâà íà÷èíà: âñÿêî òàêîâà ÷èñëî èìà âèäà
20.a1a2 . . . an1 = 20.a1a2 . . . an0111111 . . . = 20.a1a2 . . . an0(1). Ñúîòâåòíî
èçîáðàæåíèåòî P (t) îò 3 à/ ìîæå äà áúäå äåôèíèðàíî ïî äâà ðàçëè÷íè
íà÷èíà. Äà îçíà÷èì ñ P+(t) òîâà, êîåòî ñúîòâåòñòâà íà ïðåäñòàâÿíåòî íà
äâîè÷íèòå äðîáè ÷ðåç êðàåí áðîé ðàçðåäè (îò ëÿâàòà ñòðàíà â ãîðíàòà
ôîðìóëà), è ñ P−(t) òîâà, êîåòî îòãîâàðÿ íà ïðåäñòàâÿíåòî îò äÿñíà-
òà ñòðàíà, ñ åäèíèöà â ïåðèîä. Äîêàæåòå, ÷å â äâîè÷íî-ðàöèîíàëíèòå
òî÷êè P+(t) å íåïðåêúñíàòî îòäÿñíî, à P−(t) - îòëÿâî. Ùå äåôèíèðàìå
èçáðàæåíèåòî íà Ïåàíî P (t) : I→ I× I ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

• Çà t ∈ K \K0 (âèæ 1 á/) ïîëàãàìå P (t) = P+(κ(t)) = P−(κ(t)).

• Íåêà
(

30.a1 . . . an 1 , 30.a1 . . . an 2
)
å èíòåðâàë îò E. Â êðàèùàòà ìó

îïðåäåëÿìå P (t) ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

� Àêî t ñúâïàäà ñ ëåâèÿ êðàé íà èíòåðâàëà, ò.å. t = 30.a1 . . . an 1,
ïîëàãàìå P (t) = P−(κ(t));

� Àêî t ñúâïàäà ñ äåñíèÿ êðàé íà èíòåðâàëà, ò.å. t =

30.a1 . . . an 2, ïîëàãàìå P (t) = P+(κ(t));

• Âúâ âúòðåøíîñòòà íà èíòåðâàëà
(

30.a1 . . . an 1 , 30.a1 . . . an 2
)
ïðî-

äúëæàâàìå P (t) êàòî ëèíåéíî èçîáðàæåíèå* (òúé êàòî êâàäðàòúò
å èçïúêíàëî ìíîæåñòâî, ñòîéíîñòèòå íà P (t) îñòàâàò â íåãî).

*Ïîêàæåòå, ÷å ãðàôèêàòà íà òîâà èçîáðàæåíèå å õîðèçîíòàëíà èëè âåðòèêàëíà
îòñå÷êà.
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Äîêàæåòå, ÷å ñåãà âå÷å P (t) å íåïðåêúñíàòî èçîáðàæåíèå, è ìíî-
æåñòâîòî îò íåãîâèòå ñòîéíîñòè ñúâïàäà ñ öåëèÿ êâàäðàò I× I.

4. Ïîñòðîåíîòî èçîáðàæåíèå P (t) íå å èíåêòèâíî, ò.å. ðàçëè÷íè
òî÷êè îò èíòåðâàëà I ìîæå äà ñå èçîáðàçÿâàò â åäíà è ñúùà òî÷êà îò
I× I. Äîêàæåòå, ÷å íå ñúùåñòâóâà âçàèìíî åäíîçíà÷íî è íåïðåêúñíàòî
èçîáðàæåíèå íà I âúðõó I× I.

Óïúòâàíå. Äà äîïóñíåì, ÷å P (t) å òàêîâà èçîáðàæåíèå.

à/ Èçïîëçâàéêè êîìïàêòíîñòòà íà I (ò.å. òåîðåìàòà íà Áîëöàíî-
Âàéåðùðàñ), äîêàæåòå, ÷å àêî Q(x, y) : I × I → I å èçîáðàæåíèåòî,
îáðàòíî íà P (t), òî Q å ñúùî íåïðåêúñíàòî.

á/ Íåêà A è B ñà äâå ðàçëè÷íè òî÷êè îò êâàäðàòà I × I, à Γ1 è
Γ1 ñà äâå íåïðåêúñíàòè êðèâè â êâàäðàòà, ñ íà÷àëî â A è êðàé â B,
êîèòî íÿìàò îáùè òî÷êè îñâåí íà÷àëîòî è êðàÿ. Òîãàâà Q (Γ1), Q (Γ2)
ñà ëèíåéíî ñâúðçàíè ïîäìíîæåñòâà íà I è ñëåäîâàòåëíî âñÿêî îò òÿõ
ñúäúðæà èíòåðâàëà [Q(A), Q(B)]. Íî îò èçèñêâàíåòî çà âçàèìíà åäíîç-
íà÷íîñò íà P (t) ñëåäâà, ÷å òåçè äâå ìíîæåñòâà íå áèâà äà èìàò îáùè
òî÷êè îñâåí äâåòå òî÷êè Q(A), Q(B), ñ êîåòî ñòèãàìå äî ïðîòèâîðå÷èå.

Çàáåëåæêà. Ãîðíîòî òâúðäåíèå å ÷àñòåí ñëó÷àé íà åäíà îò äúë-
áîêèòå òåîðåìè íà òîïîëîãèÿòà, êîÿòî òâúðäè, ÷å ðàçìåðíîñòòà å òîïî-
ëîãè÷åñêè èíâàðèàíò: ñ äðóãè äóìè, íå ñúùåñòâóâà âçàèìíî åäíîçíà÷íî
è âçàèìíî íåïðåêúñíàòî ñúîòâåòñòâèå ìåæäó äâå ìíîæåñòâà ñ ðàçëè÷íà
ðàçìåðíîñò.
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2.2 Äåôèíèöèÿ íà ìíîãîìåðíèÿ èíòåãðàë

Â íàñòîÿùèÿ ïàðàãðàô ùå äàäåì äåôèíèöèÿ íà äâîåí èíòåãðàë (êîÿòî
ëåñíî ñå ïðåõâúðëÿ è çà èíòåãðàë âúðõó ïðîñòðàíñòâî ñ ïî-âèñîêà îò
äâå ðàçìåðíîñò). Ùå íàïîìíèì, ÷å â åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé èìàìå äâå åê-
âèâàëåíòíè äåôèíèöèè íà îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë - äåôèíèöèÿ íà Ðèìàí
è äåôèíèöèÿ íà Äàðáó. Â ìíîãîìåðíèÿ ñëó÷àé ñèòóàöèÿòà å ïî-ñëîæíà
- âúâåæäàò ñå ÷åòèðè äåôèíèöèè, ñïåöèàëíà äåôèíèöèÿ - ñúîòâåòíî íà
Ðèìàí è Äàðáó, è îáùà äåôèíèöèÿ - ñúùî íà Ðèìàí è Äàðáó. (Ñìèñúëúò
íà òåçè äóìè ùå áúäå îáÿñíåí ïî-äîëó.)

Ñïåöèàëíà äåôèíèöèÿ íà äâîéíèÿ èíòåãðàë. Íåêà
f(x, y) å ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà â èçìåðèìî (è ñëåäîâàòåëíî îãðàíè÷åíî)
ïîäìíîæåñòâî íà ðàâíèíàòà. Ùå çàïî÷íåì ñ ÷àñòíèÿ ñëó÷àé, êîãàòî
äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî å ïðàâîúãúëíèê.

Äâîåí èíòåãðàë âúðõó ïðàâîúãúëíèê: äåôèíèöèÿ íà Ðè-
ìàí. Íåêà f(x, y) å äåôèíèðàíà â ïðàâîúãúëíèêà ∆ = [a, b] × [c, d]. Äà
èçáåðåì äåëÿùè òî÷êè x0, . . . , xn, y0, . . . , ym òàêà ÷å a = x0 < x1 < . . . <
xn = b, c = y0 < y1 < . . . < ym = d. Ùå îçíà÷èì ñ ∆ij ïðàâîúãúëíèêà
∆ij = [xi−1, xi]× [yj−1, yj]; òîãàâà

∆ = ∪ni=1 ∪mj=1 ∆ij.

Äà èçáåðåì ïî åäíà òî÷êà Pij = (ξij, ηij) ∈ ∆ij; òîâà îçíà÷àâà, ÷å ξij ∈
[xi−1, xi], ηij ∈ [yj−1, yj].

Ñúâîêóïíîñòòà îò âñè÷êè äåëÿùè è ìåæäèííè òî÷êè ùå íàðè÷àìå
ðàçáèâàíå íà ∆. Çà âñÿêî òàêîâà ðàçáèâàíå τ ùå îçíà÷àâàìå ñ Rτ (f) (èëè
ïðîñòî Rτ ) ñúîâåòíàòà ðèìàíîâà ñóìà:

Rτ (f) =
n∑
i=1

m∑
j=1

f (ξij, ηij) (xi − xi−1) (yj − yj−1) =
n∑
i=1

m∑
j=1

f (Pij)µ (∆ij) .

Ùå âúâåäåì ïîíÿòèåòî äèàìåòúð íà ðàçáèâàíåòî τ :

diam τ = max
i=1,...,n,j=1,...,m

√
(xi − xi−1)2 + (yj − yj−1)2.

(Ùå îòáåëåæèì, ÷å äèàìåòúðúò íå çàâèñè îò èçáîðà íà ìåæäèííèòå
òî÷êè, à ñàìî îò äåëÿùèòå.)
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P11 P12

P21 P22

a bx1 x2 x3

c

d

y1

y2

y3

Ðàçáèâàíå íà ïðàâîúãúëíèêà ∆ = [a, b]× [c, d]

Äåôèíèöèÿ. Êàçâàìå, ÷å äâîéíèÿò èíòåãðàë îò f(x, y) ïî ïðà-
âîúãúëíèêà ∆ å ðàâåí íà ÷èñëîòî I(f), àêî

I(f) = lim
diam τ→0

Rτ (f).

Çàáåëåæêà. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å èçèñêâàíåòî "diam τ → 0" å ðàâ-
íîñèëíî ñ òîâà, ìàêñèìàëíàòà äúëæèíà íà ïîäèíòåðâàëèòå [xi−1, xi],
[yj−1, yj], i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m ñúùî äà êëîíè êúì íóëà.

Äâîéíèÿò èíòåãðàë ñå îçíà÷àâà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:
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I(f) =

∫∫
∆

f(x, y) dxdy.

Ùå îïèøåì ïî-ïîäðîáíî ïîíÿòèåòî çà ãðàíèöà, èçïîëçâàíî â ãîð-
íàòà äåôèíèöèÿ:

Ðàâåíñòâîòî I(f) = limdiam τ→0
Rτ (f) îçíà÷àâà, ÷å çà âñÿêî ε > 0

ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêà ÷å çà âñÿêî ðàçáèâàíå τ , çà êîåòî diam τ < δ,
äà èìàìå |I(f)−Rτ (f)| < ε.

Ðàçáèðà ñå, òàçè ãðàíèöà íå å äëúæíà äà ñúùåñòâóâà; àêî òÿ ñú-
ùåñòâóâà, ôóíêöèÿòà f(x, y) ñå íàðè÷à èíòåãðóåìà ïî Ðèìàí â ∆.

Äâîåí èíòåãðàë âúðõó ïðàâîúãúëíèê: äåôèíèöèÿ íà Äàð-
áó. Òóê ùå ïðåäïîëîæèì ïðåäâàðèòåëíî, ÷å f(x, y) å îãðàíè÷åíà â ∆,
è ùå ïîëîæèì

mij = inf f(P ) : P ∈ ∆ij, Mij = sup f(P ) : P ∈ ∆ij.

Êàêòî â åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé, çà âñÿêî ðàçáèâàíå τ ùå îáðàçóâàìå ñúîò-
âåòíàòà ìàëêà è ãîëÿìà ñóìà íà Äàðáó:

sτ (f) =
n∑
i=1

m∑
j=1

mij.µ (∆ij) , Sτ (f) =
n∑
i=1

m∑
j=1

Mij.µ (∆ij) .

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å ìíîæåñòâàòà îò âñè÷êè ìàëêè è îò âñè÷êè
ãîëåìè ñóìè íà Äàðáó ñà îãðàíè÷åíè; íàèñòèíà, àêîm èM ñà ñúîòâåòíî
äîëíà è ãîðíà ãðàíèöà çà ôóíêöèÿòà f(x, y) âúðõó ∆, òî çà âñÿêî τ
èìàìå íåðàâåíñòâàòà m ≤ mij ≤Mij ≤M è ñëåäîâàòåëíî

m.µ (∆) ≤ sτ (f) ≤ Sτ (f) ≤M.µ (∆) .

Òîãàâà ìîæåì äà äåôèíèðàìå ÷èñëàòà I(f), I(f), íàðå÷åíè
äîëåí è ãîðåí èíòåãðàë îò f(x, y), ñ ôîðìóëèòå

I(f) = sup
τ
sτ (f), I(f) = inf

τ
Sτ (f).

Ìàëêî ïî-íàäîëó ùå äîêàæåì, ÷å âèíàãè I(f) ≤ I(f); çà íàñ å
âàæåí ñëó÷àÿ, êîãàòî òå ñúâïàäàò.
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Äåôèíèöèÿ. Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà f(x, y) å èíòåãðóåìà

ïî Äàðáó â ∆, àêî I(f) = I(f); îáùàòà èì ñòîéíîñò ñå áåëåæè ñ I(f)
è ñå íàðè÷à èíòåãðàë îò f âúðõó ∆.

Äâîåí èíòåãðàë âúðõó ïðîèçâîëíî èçìåðèìî ìíîæåñòâî �
ñïåöèàëíà äåôèíèöèÿ. Íåêà f(x, y) å äåôèíèðàíà çà (x, y) ∈ D, êú-
äåòî D å èçìåðèìî ïîäìíîæåñòâî íà ðàâíèíàòà. Òúé êàòî D å è îãðà-
íè÷åíî, ìîæåì äà èçáåðåì ïðàâîúãúëíèê ∆, ñúäúðæàù D. Äà îçíà÷èì
ñ f̃(x, y) èëè f̃(P ), ïðîäúëæåíèåòî íà ôóíêöèÿòà f ñ íóëåâè ñòîéíîñòè
âúðõó öÿëîòî ∆:

f̃(P ) =

{
f(P ), P ∈ D

0, P ∈ ∆ \D

Äåôèíèöèÿ.Ùå äåôèíèðàìå äâîéíèÿ èíòåãðàë îò f(x, y) âúðõó

D êàòî ðàâåí íà äâîéíèÿ èíòåãðàë îò f̃(x, y) âúðõó ∆, îïðåäåëåí â
ïðåäíèÿ àáçàö: ∫∫

D

f(x, y) dxdy
def
=

∫∫
∆

f̃(x, y) dxdy.

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å ñòîéíîñòòà íà èíòåãðàëà íå çàâèñè îò èçáîðà
íà ïðàâîúãúëíèêà ∆.

Ïî òîçè íà÷èí äåôèíèöèèòå íà Ðèìàí è Äàðáó ñå ïðåíàñÿò êúì
ñëó÷àÿ íà ïðîèçâîëíî èçìåðèìî äåôèíèöèîííî ìíîæåñòâî; ùå ãè íàðè-
÷àìå ñïåöèàëíè äåôèíèöèè, ñúîòâåòíî íà Ðèìàí è Äàðáó.

Îáùà äåôèíèöèÿ íà äâîéíèÿ èíòåãðàë. Ùå äàäåì
åäíà ïî-îáùà äåôèíèöèÿ íà ðàçáèâàíå. Íåêà D å èçìåðèìî ìíîæåñòâî
â ðàâíèíàòà, è íåêà Di, i = 1, . . . , n, ñà èçìåðèìè ïîäìíîæåñòâà íà D,
òàêèâà, ÷å

D = ∪ni=1Di è Do
i ∩Do

j = Ø çà i 6= j

- ùå êàçâàìå, ÷å â òîçè ñëó÷àé èìàìå èçìåðèìî ðàçáèâàíå íà D íà íåï-
ðåñè÷àùè ñå ìíîæåñòâà. Ùå êàçâàìå, ÷å ðàçáèâàíåòî å ñïåöèàëíî, àêî
òî ñå ïîëó÷àâà ÷ðåç ðàçðÿçâàíå ïî õîðèçîíòàëíè è âåðòèêàëíè ëèíèè,
êàêòî áåøå íàïðàâåíî â ïðåäèøíèòå òî÷êè íà òîçè ïàðàãðàô. Âñúù-
íîñò, ðàçëèêàòà ìåæäó îáùèòå è ñïåöèàëíè äåôèíèöèè (íà Ðèìàí è
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Äàðáó) ñå ñúñòîè â òîâà, äàëè ñå èçïîëçâàò ïðîèçâîëíè ðàçáèâàíèÿ íà
äåôèíèöèîííàòà îáëàñò, èëè ñàìî ñïåöèàëíè.

Îáùà äåôèíèöèÿ íà Ðèìàí. Íåêà D å èçìåðèìî ìíîæåñòâî â
ðàâíèíàòà, è f(x, y) å ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà â D. Íåêà τ : D = ∪ni=1Di

å ðàçáèâàíå íà èçìåðèìîòî ìíîæåñòâî D. Äà èçáåðåì ïî åäíà òî÷êà
Pi ∈ Di, i = 1, . . . , n. Ïîä ðèìàíîâà ñóìà, ñúîòâåòñòâàùà íà ðàçáèâàíåòî
τ è òî÷êèòå {Pi}, ðàçáèðàìå èçðàçà

Rτ (f) =
n∑
i=1

f (Pi)µ (Di) .

Íóæäàåì ñå îò îïðåäåëåíèå íà ïîíÿòèåòî äèàìåòúð íà ðàçáèâàíå-
òî. Ùå íàïîìíèì, ÷å àêî A å îãðàíè÷åíî ïîäìíîæåñòâî â ðàâíèíàòà,
íåãîâèÿ äèàìåòúð å ìàêñèìàëíîòî ðàçñòîÿíèå * ìåæäó äâå íåãîâè òî÷-
êè.

diam A = sup
P,Q∈A

ρ(P,Q).

Àêî τ å ãîðíîòî ðàçáèâàíå, äåôèíèðàìå

diam τ = max
i=1,...,n

(diam Di) .

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å çà ñïåöèàëíè ðàçáèâàíèÿ òàçè äåôèíèöèÿ ñúâïà-
äà ñ äàäåíàòà ïî-ãîðå. Ñåãà ìîæåì äà âúçïðîèçâåäåì äåôèíèöèÿòà íà
Ðèìàí. Îòíîâî äåôèíèðàìå

I(f) = lim
diam τ→0

Rτ (f),

êàòî òóê ñå ðàçãëåæäàò ïðîèçâîëíè èçìåðèìè ðàçáèâàíèÿ íà D.
Îáùà äåôèíèöèÿ íà Äàðáó. Àíàëîãè÷íî íà ãîðíîòî, ïîëàãàìå

mi = inf f(P ) : P ∈ Di, Mij = sup f(P ) : P ∈ Di,

sτ (f) =
n∑
i=1

miµ (Di) , Sτ (f) =
n∑
i=1

Miµ (Di) ,

*Òàêà, äèàìåòúðúò íà åäèí ïðàâîúãúëíèê å ðàâåí íà íåãîâèÿ äèàãîíàë, à äèàìå-
òúðúò íà åäèí êðúã å ðàâåí íà íåãîâèÿ äèàìåòúð.
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è îòíîâî
I(f) = sup

τ
sτ (f), I(f) = inf

τ
Sτ (f).

Ùå ïîêàæåì, ÷å I(f) ≤ I(f). Ùå êàçâàìå, ÷å ðàçáèâàíåòî τ ′ ñëåäâà
ðàçáèâàíåòî τ (çàïèñâà ñå τ ′ � τ), àêî τ ′ å ïîëó÷åíî îò τ ÷ðåç äîïúëíè-
òåëíî ðàçáèâàíå íà íÿêîè îò íåãîâèòå äåëÿùè ìíîæåñòâà.

Ëåìà 1. Ïðè äîïúëíèòåëíî ðàçáèâàíå ìàëêèòå ñóìè ñå óâåëè÷à-
âàò, à ãîëåìèòå íàìàëÿâàò. Ïî-òî÷íî, àêî τ ′ � τ , òî

sτ ′(f) ≥ sτ (f), Sτ ′(f) ≤ Sτ (f).

Äîêàçàòåëñòâî. Äîñòàòú÷íî å äà äîêàæåì òâúðäåíèåòî, êîãàòî
τ ′ å ïîëó÷åíî îò τ ÷ðåç ðàçáèâàíå íà åäíî îò äåëÿùèòå ìíîæåñòâà íà
τ íà äâå ÷àñòè. Íàèñòèíà, â îáùèÿ ñëó÷àé ìîæå äà ñå ñ÷èòà, ÷å τ ′ ñå
ïîëó÷àâà îò τ ÷ðåç êðàåí áðîé òàêèâà ñòúïêè; àêî íà âñÿêà ñòúïêà å
äîêàçàíî, ÷å ãîëåìèòå ñóìè íàìàëÿâàò, îòòóê ñå âèæäà, ÷å Sτ ′(f) ≤
Sτ (f), è àíàëîãè÷íî çà ìàëêèòå ñóìè.

Òàêà, íåêà èìàìå ðàçáèâàíåòî τ : D = ∪ni=1Di, íåêà D1 å ðàçáèòî
íà äâå èçìåðèìè ïîäìíîæåñòâà ñ íåïðåñè÷àùè ñå âúòðåøíîñòè: D1 =
D′∪D′′, è íåêà ðàçáèâàíåòî τ ′ ñå îïðåäåëÿ ñ D = D′∪D′′∪D2∪ . . .∪Dn.
Äà îçíà÷èì ñm′,m′′ òî÷íèòå äîëíè ãðàíèöè íà f âúðõó ìíîæåñòâàòàD′,
D′′, è ñúîòâåòíî ñM ′,M ′′ - íåéíèòå òî÷íè ãîðíè ãðàíèöè âúðõó ñúùèòå
ìíîæåñòâà. Î÷åâèäíî èìàìå m′,m′′ ≥ m1 èM ′,M ′′ ≤M1. Òîãàâà èìàìå

sτ ′(f)− sτ (f) = m′.µ (D′) +m′′.µ (D′′)−m1.µ (D1) =

= m′.µ (D′) +m′′.µ (D′′)−m1. (µ (D′) + µ (D′′)) =

= (m′ −m1)µ (D′) + (m′′ −m1)µ (D′′) ≥ 0,

è ïî ñúùèÿ íà÷èí äîêàçàòåëñòâîòî ïðîòè÷à çà ãîëåìèòå ñóìè (íàïðàâåòå
ãî!).

Ëåìà 2. Àêî τ ′, τ ′′ ñà äâå ðàçáèâàíèÿ íà D, òî sτ ′(f) ≤ Sτ ′′(f)
(ò.å. êîÿ äà å ìàëêà ñóìà íà Äàðáó íå íàäìèíàâà êîÿ äà å ãîëÿìà).

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà τ ′ : D = ∪ni=1D
′
i è τ ′′ : D = ∪mj=1D

′′
j . Äà

îçíà÷èì ñ τ ðàçáèâàíåòî

τ : D = ∪ni=1 ∪mj=1

(
D′i ∩D′′j

)
.
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Î÷åâèäíî τ å èçìåðèìî ðàçáèâàíå, è ëåñíî ñå âèæäà, ÷å τ � τ ′ è τ � τ ′′.
Îò ëåìà 1 èìàìå

sτ ′(f) ≤ sτ (f) ≤ Sτ (f) ≤ Sτ ′′(f).

Çàáåëåæêà. Àêî τ è τ ′ ñà ñïåöèàëíè ðàçáèâàíèÿ, òî τ ′′ å ñú-
ùî ñïåöèàëíî ðàçáèâàíå. Ñëåäîâàòåëíî òâúðäåíèåòî íà ëåìà 2, êàêòî
è ñëåäâàùîòî ñëåäñòâèå, ñà âàëèäíè è çà ñïåöèàëíàòà äåôèíèöèÿ íà
Äàðáó.

Ñëåäñòâèå. Çà âñÿêà ôóíêöèÿ f å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî
I(f) ≤ I(f).

Íàèñòèíà, â ëÿâàòà ñòðàíà íà íåðàâåíñòâîòî sτ ′(f) ≤ Sτ ′′(f) ìî-
æåì äà âçåìåì ñóïðåìóìà ïî âñè÷êè ðàçáèâàíèÿ τ ′, ñ êîåòî ïîëó÷àâàìå
I(f) ≤ Sτ ′′(f). Âçåìàéêè îòäÿñíî èíôèìóìà ïî âñè÷êè τ ′′, ïîëó÷àâàìå
èñêàíîòî íåðàâåíñòâî.

Îò ãîðíèòå òâúðäåíèÿ íåïoñðåäñòâåíî ñëåäâà:
Êðèòåðèé çà èíòåãðóåìîñò ïî Äàðáó. Ôóíêöèÿòà f(x, y) å

èíòåãðóåìà (â îáùèÿ èëè ñïåöèàëíèÿ ñìèñúë) ïî Äàðáó òî÷íî òîãàâà,
êîãàòî çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà ðàçáèâàíå τ (îáùî èëè ñïåöèàëíî)
íà äåôèíèöèîííàòà îáëàñò òàêîâà, ÷å

Sτ (f)− sτ (f) < ε.

Íàèñòèíà, àêî ãîðíîòî óñëîâèå å èçïúëíåíî, òî âåäíàãà ñå âèæäà,
÷å I(f) = I(f); îáðàòíî, àêî äîëíèÿò è ãîðíèÿò èíòåãðàë ñúâïàäàò è ñà
ðàâíè íà I, òî ìîæåì äà íàìåðèì ðàçáèâàíèÿ τ ′, τ ′′, òàêà ÷å

sτ ′(f) > I − ε/2, Sτ ′′(f) < I + ε/2, è ñëåäîâàòåëíî Sτ ′′(f)− sτ ′(f) < ε.

Äà èçáåðåì ðàçáèâàíåòî τ òàêîâà, ÷å τ � τ ′, τ ′′. Òîãàâà îò óñòàíîâåíèòå
â ëåìà 2 íåðàâåíñòâà ñëåäâà, ÷å Sτ (f)− sτ (f) < ε.

Åêâèâàëåíòíîñò íà ðàçëè÷íèòå äåôèíèöè íà

äâîéíèÿ èíòåãðàë*.Ïî-ãîðå èçëîæèõìå ÷åòèðè ðàçëè÷íè äåôèíè-
öèè íà äâîéíèÿ (è èçîáùî ìíîãîìåðíèÿ) èíòåãðàë: äåôèíèöèè íà Ðèìàí

*×èòàòåëÿò, êîéòî íå ñå èíòåðåñóâà îò äîêàçàòåëñòâîòî íà òîçè ôàêò, ìîæå äà
ïðåñêî÷è îñòàòúêà íà ïàðàãðàôà.
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è íà Äàðáó, âñÿêà îò òÿõ â îáù è ñïåöèàëåí âàðèàíò. Ùå äîêàæåì, ÷å
òåçè äåôèíèöèè ñà åêâèâàëåíòíè, è ïî-òî÷íî, ÷å å â ñèëà òâúðäåíèåòî:

Òåîðåìà (åêâèâàëåíòíîñò íà äåôèíèöèèòå). Àêî åäíà ôóíê-
öèÿ å èíòåãðóåìà ïî åäíà îò ãîðíèòå äåôèíèöèè, òÿ å èíòåãðóåìà è
ïî âñè÷êè îñòàíàëè, è ñúîòâåòíèòå ñòîéíîñòè íà èíòåãðàëà ïî âñÿêà
îò òÿõ ñúâïàäàò.

Äîêàçàòåëñòâî. Äîêàçàòåëñòâîòî ùå ïðîâåäåì ïî ñëåäíàòà ñõå-
ìà:

Ðèìàí îáùà ⇒ Ðèìàí ñïåöèàëíà
⇑ ⇓

Äàðáó îáùà ⇐ Äàðáó ñïåöèàëíà

Ùå äîêàæåì âñÿêà îò ãîðíèòå èìïëèêàöèè.
1/ Ðèìàí îáùà ⇒ Ðèìàí ñïåöèàëíà: Ïðèíöèïúò íà äîêàçà-

òåëñòâîòî ìîæå äà áúäå ôîðìóëèðàí òàêà: àêî ãðàíèöàòà ñúùåñòâóâà
çà îáùè ðàçáèâàíèÿ ñ äèàìåòúð, êëîíÿù êúì íóëà, òî òÿ ñúùåñòâóâà è
çà ÷àñòíèÿ ñëó÷àé íà ñïåöèàëíè ðàçáèâàíèÿ. Òîâà ðàçñúæäåíèå å âÿðíî
â ñëó÷àÿ, êîãàòî äåôèíèöèîííàòà îáëàñò å ïðàâîúãúëíèê, íî â îáùèÿ
ñëó÷àé òî òðÿáâà äà áúäå ïðîâåäåíî ïî-ïðåöèçíî. Ðèìàíîâèòå ñóìè çà
f(x, y) è çà íåéíîòî ïðîäúëæåíèå f̃(x, y) ìîãàò äà ñå ðàçëè÷àâàò áëèçî
äî êîíòóðà íà äåôèíèöèîííàòà îáëàñò. Ùå èçïîëçâàìå ñëåäíàòà

Ëåìà 3. Íåêà D å èçìåðèìî ïîäìíîæåñòâî íà ðàâíèíàòà, è ∆ å
ïðàâîúãúëíèê, ñúäúðæàù D. Òîãàâà çà âñÿêî ε > 0 ìîæå äà ñå íàìåðè
δ > 0 òàêîâà, ÷å çà âñÿêî ñïåöèàëíî ðàçáèâàíå τ : ∆ = ∪ni=1 ∪mj=1 ∆ij ñ
diam τ < δ ñóìàòà îò ëèöàòà íà òåçè ïðàâîúãúëíèöè ∆ij, êîèòî èìàò
îáùè òî÷êè ñ êîíòóðà bD íà D, äà áúäå ïî-ìàëêà îò ε.

Äîêàçàòåëñòâî. Òúé êàòî D å èçìåðèìî, òî bD å ïðåíåáðåæè-
ìî ïî Ïåàíî-Æîðäàí. Äà èçáåðåì åëåìåíòàðíî ìíîæåñòâî E òàêîâà, ÷å
bD ⊂ E0 è µ(E) < ε. Òîãàâà äâåòå êîìïàêòíè ìíîæåñòâà bD è bE íå ñå
ïðåñè÷àò, è ñëåäîâàòåëíî ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó òÿõ ρ (bD, bE) å ïîëîæè-
òåëíî (âèæ �1.3, óïð. 3). Äà ãî îçíà÷èì ñ δ. Òîãàâà, àêî diam τ < δ, òî
çà âñåêè ïðàâîúãúëíèê ∆ij, êîéòî èìà îáùè òî÷êè ñ bD, å èçïúëíåíî
∆ij ⊂ E. Ñëåäîâàòåëíî ñóìàòà íà ëèöàòà íà âñè÷êè òàêèâà ïðàâîúãúë-
íèöè íå íàäìèíàâà ëèöåòî íà E, ò.å å ïî-ìàëêî îò ε. (Äà îòáåëåæèì, ÷å
äîêàçàòåëñòâîòî å â ñèëà è çà îáùè ðàçáèâàíèÿ. Îñâåí òîâà, òâúðäåíè-
åòî îñòàâà âÿðíî, àêî âìåñòî bD ñå ðàçãëåæäà ïðîèçâîëíî çàòâîðåíî è
ïðåíåáðåæèìî ïîäìíîæåñòâî íà D.)
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Äîêàçàòåëñòâî íà èìïëèêàöèÿòà 1/. Íåêà f å èíòåãðóåìà âúð-
õóD â ñìèñúë íà îáùàòà äåôèíèöèÿ íà Ðèìàí, è íåêà I äà å ñúîòâåòíèÿ
èíòåãðàë. Äà èçáåðåì ïðàâîúãúëíèê ∆, ñúäúðæàù D, è íåêà f̃(x, y) å
ïðîäúëæåíèåòî íà f ñ íóëà âúðõó öÿëîòî ∆, êîåòî áåøå èçïîëçâàíî
ïî-ãîðå â ñïåöèàëíèòå äåôèíèöèè. Äà ôèêñèðàìå ε > 0, è äà âçåìåì
òàêîâà δ1 > 0, òàêà ÷å çà âñÿêî ðàçáèâàíå τ íà D ñ diam τ < δ1 äà èìàìå
|I −Rτ (f)| < ε. Äà èçáåðåì δ, ñúîòâåòñòâàùà íà ε êàêòî â ëåìà 3.

Íåêà ñåãà τ̃ : ∆ = ∪ni=1∪mj=1∆ij å ñïåöèàëíî ðàçáèâàíå íà ïðàâîúãúë-

íèêà ∆ ñ diam τ̃ < min (δ, δ1), è P̃ij ∈ ∆ij. Íåêà îçíà÷èì ñ τ ñúîòâåòíîòî
ðàçáèâàíå íà D, ïîðîäåíî îò ìíîæåñòâàòà Dij = D ∩∆ij, è äà èçáåðåì
òî÷êèòå Pij ∈ Dij òàêà, ÷å Pij = P̃ij â ñëó÷àÿ, êîãàòî ∆ij ñå ñúäúðæà âúâ
âúòðåøíîñòòà íà D (àêî ∆ij ïðåñè÷à bD, òî ìîæå äà èìàìå P̃ij /∈ D).
Íåêà Rτf äà å ðèìàíîâàòà ñóìà, ñúîòâåòñòâàùà íà îáùîòî ðàçáèâàíå
τ è íà ìåæäèííèòå òî÷êè Pij. Ïî ïîñòðîåíèå |I −Rτf | < ε. Îò äðóãà
ñòðàíà,

Rτ̃ f̃ −Rτf =
∑

∆ij∩bD 6=Ø

(
f̃
(
P̃ij

)
− f (Pij)

)
µ (∆ij)

è ñëåäîâàòåëíî, àêî îçíà÷èì ñ C åäíà ãîðíà ãðàíèöà çà |f(P )|, ïîëó÷à-
âàìå ∣∣∣Rτ̃ f̃ −Rτf

∣∣∣ ≤ 2C
∑

∆ij∩bD 6=Ø

µ (∆ij) < 2Cε

Â êðàéíà ñìåòêà ïîëó÷àâàìå∣∣∣I −Rτ̃ f̃
∣∣∣ ≤ |I −Rτf |+

∣∣∣Rτ̃ f̃ −Rτf
∣∣∣ < (1 + 2C)ε

è ìîæå äà áúäå íàïðàâåíî ïðîèçâîëíî ìàëêî.
2/ Ðèìàí ñïåöèàëíà ⇒ Äàðáó ñïåöèàëíà: Äà èçáåðåì ε > 0.

Çà âñè÷êè ðàçáèâàíèÿ τ íà äåôèíèöèîííàòà îáëàñò ∆ íà f̃ ñ äîñòàòú÷íî
ìàëúê äèàìåòúð èìàìå

Rτ f̃ =
∑
i,j

f̃ (Pij)µ (∆ij) ∈ (I − ε, I + ε)

íåçàâèñèìî îò èçáîðà íà ìåæäèííèòå òî÷êè Pij. Ïðîìåíÿéêè òåçè òî÷-
êè, ìîæåì äà íàêàðàìå ôóíêöèîíàëíèòå ñòîéíîñòè f̃ (Pij) äà êëîíÿò
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êúì ìèíèìàëíàòà mij èëè ìàêñèìàëíàòà Mij ñòîéíîñòè íà ôóíêöèÿòà
â ∆ij; òîãàâà ðèìàíîâàòà ñóìà Rτ f̃ ùå êëîíè ñúîòâåòíî êúì ìàëêàòà
sτ f̃ èëè êúì ãîëÿìàòà Sτ f̃ ñóìè íà Äàðáó çà τ . ×ðåç ãðàíè÷åí ïðåõîä
ïîëó÷àâàìå, ÷å

I − ε ≤ sτ f̃ ≤ Sτ f̃ ≤ I + ε,

îòêúäåòî Sτ f̃ − sτ f̃ ≤ 2ε. Ñïîðåä êðèòåðèÿ íà Äàðáó, äîêàçàí ïî-ãîðå,
òîâà îçíà÷àâà, ÷å f̃ å èíòåãðóåìà ïî Äàðáó âúðõó ∆.

3/ Äàðáó ñïåöèàëíà ⇒ Äàðáó îáùà: Íåêà, êàêòî è ïî-ãîðå,
å äàäåíà ôóíêöèÿòà f ñ äåôèíèöèîííà îáëàñò D, ∆ å ïðàâîúãúëíèê,
ñúäúðæàù D, è f̃ å ïðîäúëæåíèåòî íà f ñ íóëåâè ñòîéíîñòè. Ïðåäïî-
ëàãàìå, ÷å f̃ å èíòåãðóåìà ïî ñïåöèàëíàòà äåôèíèöèÿ íà Äàðáó â ∆. Äà
ôèêñèðàìå ε > 0, è íåêà τ̃ : ∆ = ∪ni=1∪mj=1∆ij å ñïåöèàëíî ðàçáèâàíå íà ∆

òàêîâà, ÷å Sτ̃ f̃ − sτ̃ f̃ < ε. Îòíîâî ùå îçíà÷èì ñ τ ñúîòâåòíîòî ðàçáèâàíå
íà D: τ : D = ∪i,j (∆ij ∩D) . O÷åâèäíî èìàìå

sτ̃ f̃ ≤ sτf, Sτ̃ f̃ ≥ Sτf

(äîêàæåòå!) è ñëåäîâàòåëíî Sτf − sτf < ε, ò.å. êðèòåðèÿò íà Äàðáó å
óäîâëåòâîðåí.

4/ Äàðáó îáùà ⇒ Ðèìàí îáùà: Â òîâà äîêàçàòåëñòâî îñíîâíà-
òà òåæåñò ñå íîñè îò ñëåäíàòà òåîðåìà, ÷èåòî äîêàçàòåëñòâî ùå äàäåì
ïî-íàòàòúê:

Òåîðåìà íà Äàðáó. Àêî f(x, y) å îãðàíè÷åíà ôóíêöèÿ âúðõó èç-
ìåðèìîòî ìíîæåñòâî D, è τ ïðîáÿãâà âñè÷êè ðàçáèâàíèÿ íà D îò
îáù âèä, òî ñà íàëèöå ñúîòíîøåíèÿòà

lim
diam τ→0

sτf = I(f), lim
diam τ→0

Sτf = I(f).

Àêî ñìåòíåì òåîðåìàòà íà Äàðáó çà äîêàçàíà, òî òâúðäåíèåòî ñå
ïîëó÷àâà ÷ðåç ïðèëàãàíå íà ëåìàòà çà ïîëèöàèòå êúì î÷åâèäíîòî íåðà-
âåíñòâî

sτf ≤ Rτf ≤ Sτf.

Ïî-ïîäðîáíî, íåêà f å èíòåãðóåìà âúðõó D ñïîðåä îáùàòà äåôè-
íèöèÿ íà Äàðáó. Òîãàâà ïî ãîðíàòà òåîðåìà çà âñÿêî ε > 0 ìîæåì äà
íàìåðèì δ > 0, òàêà ÷å çà âñÿêî ðàçáèâàíå τ ñ diam τ < δ äà èìàìå



2.2. ÌÍÎÃÎÌÅÐÅÍ ÈÍÒÅÃÐÀË 183

sτf > I(f)−ε, Sτf < I(f)+ε, è ñëåäîâàòåëíî çà âñÿêî òàêîâà τ ùå áúäå
èçïúëíåíî I(f)− ε < Rτf < I(f) + ε.

Äîêàçàíèòå èìïëèêàöèè ïîçâîëÿâàò äà ñå òâúðäè, ÷å àêî åäíà îò
äåôèíèöèèòå å èçïúëíåíà, òî ñà èçïúëíåíè è îñòàíàëèòå òðè, è, ðàçáèðà
ñå, ñòîéíîñòòà íà èíòåãðàëà ñå ïîëó÷àâà åäíà è ñúùà. Îñòàâà ñàìî äà
äîêàæåì òåîðåìàòà íà Äàðáó.

Äîêàçàòåëñòâî íà òåîðåìàòà íà Äàðáó. Ùå äîêàæåì òâúðäå-
íèåòî çà ìàëêèòå ñóìè, çà ãîëåìèòå òî ñå äîêàçâà àíàëîãè÷íî.

Äà ôèêñèðàìå ε > 0. Ïî äåôèíèöèÿ ìîæåì äà íàìåðèì èçìåðèìî
ðàçáèâàíå τ ∗ íà D: τ ∗ : D = ∪ki=1D

∗
i òàêîâà, ÷å

sτ∗f =
k∑
i=1

m∗iµ (D∗i ) > I(f)− ε,

êúäåòî m∗i = inf
P∈D∗i

f(P ).

Íåêà A å îáåäèíåíèåòî íà êîíòóðèòå íà âñè÷êè D∗i :

A = ∪ki=1bD
∗
i .

Òúé êàòî âñè÷êè ìíîæåñòâà D∗i ñà èçìåðèìè, òî ïî êðèòåðèÿ çà èçìå-
ðèìîñò îò ïðåäíèÿ ïàðàãðàô ïîëó÷àâàìå, ÷å A å ïðåíåáðåæèìî ìíî-
æåñòâî. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å òî å è çàòâîðåíî. Íåêà èçáåðåì δ > 0 êàêòî
â ëåìà 3. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å àêî τ : D = ∪nj=1Dj å ïðîèçâîëíî ïîêðèòèå
íà D ñ diam τ < δ, òî ∑

Dj∩A 6=Ø

µ (Dj) < ε.

Òåîðåìàòà ùå áúäå äîêàçàíà, àêî óñïååì äà ïîêàæåì, ÷å çà âñè÷êè òà-
êèâà τ ñúîòâåòíàòà ìàëêà ñóìà sτf å äîñòàòú÷íî áëèçêî äî I(f).

Â äîêàçàòåëñòâîòî íà ëåìà 2 íèå âèäÿõìå êàê ñå êîíñòðóèðà ðàç-
áèâàíå, êîåòî äà ñëåäâà äâå äàäåíè ðàçáèâàíèÿ. Òóê ùå íàìåðèì ðàç-
áèâàíå τ1, êîåòî äà ñëåäâà τ è τ ∗. Òîâà ðàçáèâàíå èìà âèäà

τ1 : D = ∪nj=1 ∪ki=1 (D∗i ∩Dj) .

Îò åäíà ñòðàíà, îò ôàêòà, ÷å τ1 � τ ∗ ñïîðåä ëåìà 2 ñëåäâà, ÷å

sτ1f ≥ sτ∗f > I(f)− ε.
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Îò äðóãà ñòðàíà, ñëåä êàòî τ1 � τ , íèå ìîæåì äà ðàçãëåäàìå ðàçáè-
âàíåòî τ1 êàòî ïîëó÷åíî îò ðàçáèâàíåòî τ ÷ðåç ðàçäðîáÿâàíå íà íåãîâèòå
äåëÿùè ìíîæåñòâà. Âàæíî å äà îòáåëåæèì, ÷å ïðè òîâà ñå ðàçäðîáÿâàò
ñàìî òåçè ìíîæåñòâà îò τ , êîèòî èìàò îáùè òî÷êè ñ íÿêîè îò êîíòóðèòå
íà D∗i , ò.å. ñ ìíîæåñòâîòî A.

Äà íàïèøåì ñóìàòà sτf âúâ âèäà

sτf =
n∑
j=1

mjµ(Dj) = Σ′ + Σ′′,

êúäåòî â Σ′ ó÷àñòâàò ñàìî òåçè j, çà êîèòî Dj ∩A 6= Ø, à â Σ′′ � âñè÷êè
îñòàíàëè. Àêî ÷èñëîòî C å ãîðíà ãðàíèöà çà ñòîéíîñòèòå íà |f(P )|, òî

|Σ′| < C.ε.

Ùå íàïðàâèì ñúùîòî è çà ñóìàòà sτ1f , ñúîòâåòñòâàùà íà ðàçáèâà-
íåòî τ1. Èìàìå

sτ1f = Σ̃′ + Σ̃′′,

êúäåòî âúâ Σ̃′ ó÷àñòâàò ñúáèðàåìèòå, ïîëó÷åíè îò ìíîæåñòâà, èìàùè
îáùè òî÷êè ñúñ A, à â Σ̃′′ � âñè÷êè îñòàíàëè. Òúé êàòî ìíîæåñòâàòà,
ó÷àñòâàùè âúâ Σ′′, íå ñå ðàçäðîáÿâàò, òî

Σ′′ = Σ̃′′.

Îöåíÿâàéêè ñóìàòà Σ̃′ ïî ñúùèÿ íà÷èí, êàêòî Σ′, ïîëó÷àâàìå, ÷å∣∣∣Σ̃′∣∣∣ < C.ε.

Ñëåäîâàòåëíî,

sτ1f − sτf = Σ̃′ − Σ′ ≤
∣∣∣Σ̃′∣∣∣+ |Σ′| < 2C.ε.

Êîìáèíèðàéêè òîâà ñ íåðàâåíñòâîòî sτ1f > I(f) − ε, ïîëó÷àâàìå
íåðàâåíñòâîòî

sτf > sτ1f − 2C.ε > I(f)− (2C + 1)ε,

èçïúëíåíî çà âñè÷êè ðàçáèâàíèÿ τ ñ diam τ < δ.
Òåîðåìàòà íà Äàðáó å äîêàçàíà, ñ êîåòî ïðèêëþ÷âà è äîêàçàòåëñò-

âîòî íà åêâèâàëåíòíîñòòà íà ÷åòèðèòå äåôèíèöèè íà äâîéíèÿ èíòåãðàë.
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2.3 Îñíîâíè ñâîéñòâà íà ìíîãîìåðíèÿ èí-

òåãðàë

Òóê ùå èçáðîèì è äîêàæåì îñíîâíèòå ñâîéñòâà íà äâîéíèÿ èíòåãðàë.
Òå íå ñå ðàçëè÷àâàò îñîáåíî îò ñâîéñòâàòà íà åäíîìåðíèÿ ðèìàíîâ èí-
òåãðàë, èçó÷åíè â ïúðâàòà ÷àñò. Â ïðåäíèÿ ïàðàãðàô íèå âúâåäîõìå
íÿêîëêî åêâèâàëåíòíè äåôèíèöèè íà èíòåãðàëà, è ïðè äîêàçàòåëñòâî-
òî íà âñÿêî ñâîéñòâî ùå èçïîëçâàìå òàçè îò òÿõ, êîÿòî å íàé-óäîáíà çà
ñëó÷àÿ. Èíòåãðàëà îò f(x, y) âúðõó D ùå îçíà÷àâàìå ñ

∫∫
D
f(x, y) dxdy

èëè ïðîñòî ñ I(f).
Ñâîéñòâî 1. Ëèíåéíîñò è õîìîãåííîñò. Àêî ôóíêöèèòå f(x, y)

è g(x, y) ñà èíòåãðóåìè âúðõó D, òî è f(x, y) + g(x, y), λf(x, y) ñà ñúùî
èíòåãðóåìè, è∫∫

D

(f(x, y) + g(x, y)) dxdy =

∫∫
D

f(x, y)dxdy +

∫∫
D

f(x, y)dxdy,∫∫
D

λf(x, y)dxdy = λ

∫∫
D

f(x, y) dxdy.

Äîêàçàòåëñòâî.Ùå èçïîëçâàìå äåôèíèöèÿòà íà Ðèìàí (áåç çíà-
÷åíèå - îáùà èëè ñïåöèàëíà). Íåêà τ : D = ∪ni=1Di å êàêâî äà å ðàçáèâàíå
íà D è Pi ∈ Di. Èìàìå

Rτ (f+g) =
n∑
i=1

(f (Pi) + g (Pi))µ (Di) = Rτ (f)+Rτ (g), Rτ (λf) = λRτ (f),

îòêúäåòî ÷ðåç ãðàíè÷åí ïðåõîä ïðè diam τ → 0 ïîëó÷àâàìå èñêàíèòå
ðàâåíñòâà.

Ñâîéñòâî 2. Ïîçèòèâíîñò. Àêî f(x, y) ≥ 0 íàâñÿêúäå âúðõó D,
òî è I(f) ≥ 0.

Äîêàçàòåëñòâî. Î÷åâèäíî çà âñÿêî ðàçáèâàíå τ ùå èìàìå
Rτ (f) ≥ 0, îòêúäåòî ÷ðåç ãðàíè÷åí ïðåõîä ïîëó÷àâàìå I(f) ≥ 0.

Ïîçèòèâíîñòòà íà èíòåãðàëà àâòîìàòè÷íî âëå÷å ñëåä ñåáå ñè îùå
íÿêîëêî ñâîéñòâà.

Ñâîéñòâî 3. Ìîíîòîííîñò. Àêî f(x, y) ≥ g(x, y) íàâñÿêúäå âúð-
õó D, òî I(f) ≥ I(g) (ñ äðóãè äóìè, íåðàâåíñòâàòà ìîãàò äà ñå èíòåãðè-
ðàò).
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Äîêàçàòåëñòâî. Òúé êàòî f(x, y) − g(x, y) ≥ 0, òî ïî ñâîéñòâî 2
èìàìå I(f − g) ≥ 0, îòêúäåòî ïî ñâîéñòâî 1 ïîëó÷àâàìå I(f)− I(g) ≥ 0.

Ñâîéñòâî 4. Àêî ôóíêöèÿòà f(x, y) å èíòåãðóåìà âúðõó D, òî
íåéíèÿò ìîäóë |f(x, y)| å ñúùî èíòåãðóåì, è |I(f)| ≤ I (|f |) .

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà ïðåäïîëîæèì, ÷å âå÷å ñìå äîêàçàëè, ÷å
|f(x, y)| å èíòåãðóåìà. Ùå äîêàæåì èñêàíîòî íåðàâåíñòâî. Íàèñòèíà,
íàâñÿêúäå å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

− |f(x, y)| ≤ f(x, y) ≤ |f(x, y)| ,

îòêúäåòî ïî ñâîéñòâî 3 ñëåäâà, ÷å

−I (|f |) ≤ I (f) ≤ I (|f |) .

Ñëåäîâàòåëíî,

|I(f)| = max (I(f),−I(f)) ≤ I (|f |) .

Ìàëêî ïî-òðóäíî å äà äîêàæåì, ÷å îò èíòåãðóåìîñòòà íà f ñëåäâà èíòåãðóå-
ìîñòòà íà |f |. Çà öåëòà ùå èçïîëçâàìå êðèòåðèÿ íà Äàðáó çà èíòåãðóåìîñò, äîêàçàí
â ïðåäíèÿ ïàðàãðàô. Íåêà τ : D = ∪ni=1Di å ïðîèçâîëíî ðàçáèâàíå íà D. Äà îçíà÷èì

ñ mi, Mi ñúîòâåòíî òî÷íàòà äîëíà è ãîðíà ãðàíèöà íà f(x, y) âúðõó Di, à ñ m̃i, M̃i

- òî÷íàòà äîëíà è ãîðíà ãðàíèöà íà |f(x, y)| âúðõó ñúùîòî ìíîæåñòâî. Î÷åâèäíî

èìàìå M̃i − m̃i ≤Mi −mi (äîêàæåòå!), îòêúäåòî

Sτ (|f |)− sτ (|f |) =

n∑
i=1

(
M̃i − m̃i

)
µ (Di) ≤

≤
n∑
i=1

(Mi −mi)µ (Di) = Sτ (f)− sτ (f).

Òúé êàòî f å èíòåãðóåìà, ïî êðèòåðèÿ íà Äàðáó çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà ðàçáèâàíå

τ òàêîâà, ÷å Sτ (f)−sτ (f) < ε. Òîãàâà çà òîâà ðàçáèâàíå ùå èìàìå è Sτ (|f |)−sτ (|f |) <
ε, ò.å ôóíêöèÿòà |f | óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî íà êðèòåðèÿ íà Äàðáó è ñëåäîâàòåëíî
å èíòåãðóåìà.

Çàáåëåæêà. Â ÷àñò I áåøå äàäåí ïðèìåð íà íåèíòåãðóåìà ïî Ðè-
ìàí ôóíêöèÿ f(x) òàêàâà, ÷å |f(x)| å èíòåãðóåìà. Ïîäîáåí ïðèìåð ëåñíî
ìîæå äà ñå ïîñòðîè è çà ôóíêöèÿ íà äâå (èëè ïîâå÷å) ïðîìåíëèâè.
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Ñâîéñòâî 5. (Âðúçêà ìåæäó èíòåãðàëà è ìÿðêàòà). Çà âñÿêî
èçìåðèìî ìíîæåñòâî D èìàìå:∫∫

D

1 dxdy = µ(D).

Äîêàçàòåëñòâî. Î÷åâèäíî çà ïðîèçâîëíî ðàçáèâàíå
τ : D = ∪ni=1Di å â ñèëà Rτ (1) =

∑n
i=1 µ (Di) = µ(D).

Ñâîéñòâî 6. (Òåîðåìà çà ñðåäíèòå ñòîéíîñòè). Íåêà D å çàò-
âîðåíî, èçìåðèìî è ëèíåéíî ñâúðçàíî ìíîæåñòâî (âèæ �1.3. çà äåôèíè-
öèÿ íà ëèíåéíî ñâúðçàíî ìíîæåñòâî), è f(x, y) å íåïðåêúñíàòà* âúðõó
D. Òîãàâà ñúùåñòâóâà òî÷êà P0 ∈ D òàêàâà, ÷å∫∫

D

f(x, y) dxdy = f (P0)µ(D).

Äîêàçàòåëñòâî. Äà îçíà÷èì ñ m è M ñúîòâåòíî òî÷íàòà äîë-
íà è ãîðíà ãðàíèöà íà ñòîéíîñòèòå íà f(x, y) âúðõó D. Ñïîðåä òåî-
ðåìèòå íà Âàéåðùðàñ (òåîðåìè 7 è 8 íà �1.3) òåçè ãðàíèöè ñå äîñòè-
ãàò, ò.å. ñúùåñòâóâàò òî÷êè Pmin, Pmax ∈ D òàêèâà, ÷å f (Pmin) = m,
f (Pmax) = M . Èíòåãðèðàéêè íåðàâåíñòâàòà m ≤ f(x, y) ≤ M , ïîëó÷à-
âàìå mµ(D) ≤

∫∫
D
f(x, y)dxdy ≤Mµ(D), (âèæ ñâîéñòâî 5), îòêúäåòî

f (Pmin) = m ≤ 1

µ(D)

∫∫
D

f(x, y) dxdy ≤M = f (Pmax) .

Ïî òåîðåìàòà çà ìåæäèííèòå ñòîéíîñòè (òåîðåìà 11 íà �1.3) âñÿêî ÷èñ-
ëî, íàìèðàùî ñå ìåæäó äâå ñòîéíîñòè íà ôóíêöèÿòà, å ñúùî ñòîéíîñò
íà ôóíêöèÿòà, îòêúäåòî ñëåäâà ñúùåñòâóâàíåòî íà òî÷êà P0 ∈ D òàêà-
âà, ÷å f (P0) = 1

µ(D)

∫∫
D
f(x, y)dxdy.

Çàáåëåæêà. ×èñëîòî f (P0) = 1
µ(D)

∫∫
D
f(x, y)dxdy ñå íàðè÷à

ñðåäíà ñòîéíîñò íà ôóíêöèÿòà f(x, y) âúðõó D.
Ñâîéñòâî 7. (Àäèòèâíîñò ïî ìíîæåñòâî). Íåêà D = D′∪D′′ å

ðàçáèâàíå íà èçìåðèìîòî ìíîæåñòâî D íà äâå èçìåðèìè ïîäìíîæåñòâà
D′ è D′′ ñ íåïðåñè÷àùè ñå âúòðåøíîñòè, è f(x, y) å ôóíêöèÿ, äåôèíè-
ðàíà âúðõó D. Òîãàâà

*Ïî-äîëó ùå ïîêàæåì, ÷å âñÿêà íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ âúðõó çàòâîðåíî è èçìå-
ðèìî ìíîæåñòâî å èíòåãðóåìà.
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1/ f(x, y) å èíòåãðóåìà âúðõó D òî÷íî òîãàâà, êîãàòî òÿ å èíòåã-
ðóåìà âúðõó D′ è D′′, è

2/ èìàìå∫∫
D

f(x, y) dxdy =

∫∫
D′
f(x, y) dxdy +

∫∫
D′′
f(x, y) dxdy.

Äîêàçàòåëñòâî. È òóê ùå äîêàæåì íàé-íàïðåä ëåñíàòà ÷àñò, ò.å.
2/. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å å èçâåñòíî, ÷å f å èíòåãðóåìà âúðõóD,D′ èD′′.
Íåêà τ ′ : D1 = ∪ni=1D

′
i å ðàçáèâàíå íàD

′, è τ ′′ : D′′ = ∪mj=1D
′′
i å ðàçáèâàíå

íà D′′. Åëåìåíòèòå íà òåçè äâå ðàçáèâàíèÿ îáðàçóâàò ðàçáèâàíå íà D:

τ : D = (∪ni=1D
′
i) ∪

(
∪mj=1D

′′
j

)
.

Äà èçáåðåì è ìåæäèííèòå òî÷êè P ′i ∈ D′i, P
′′
j ∈ D′′j . Òîãàâà, ÷ðåç ãðàíè-

÷åí ïðåõîä â ðàâåíñòâîòî

Rτ (f) = Rτ ′(f) +Rτ ′′(f)

ïðè diam τ ′ è diam τ ′′ êëîíÿùè êúì íóëà (òîãàâà î÷åâèäíî è diam τ êëî-
íè êúì íóëà) ïîëó÷àâàìå ïî äåôèíèöèÿòà íà Ðèìàí ðàâåíñòâîòî 2/.

Çà äîêàçàòåëñòâîòî íà òâúðäåíèåòî 1/ ùå èçïîëçâàìå êðèòåðèÿ íà Äàðáó çà
èíòåãðóåìîñò. Íåêà å äàäåíî, ÷å f å èíòåãðóåìà âúðõó D′ è âúðõó D′′. Íåêà τ ′, τ ′′

ñà ðàçáèâàíèÿ ñúîòâåòíî íà D′ è D′′ òàêèâà, ÷å

Sτ ′(f)− sτ ′(f) < ε, Sτ ′′(f)− sτ ′(f) < ε.

Íåêà τ å ðàçáèâàíåòî íà D, îáðàçóâàíî îò åëåìåíòèòå íà τ1 è τ2 êàêòî ïî-ãîðå.
Òîãàâà

Sτ (f) = Sτ ′(f) + Sτ ′′(f), sτ (f) = sτ ′(f) + sτ ′′(f)

è ñëåäîâàòåëíî
Sτ (f)− sτ (f) < 2ε,

ò.å. ôóíêöèÿòà f(x, y) å èíòåãðóåìà âúðõó D.
Îáðàòíî, íåêà f äà å èíòåãðóåìà âúðõó D, è íåêà τ : D = ∪ni=1Di å ðàçáèâàíå

íà D òàêîâà, ÷å Sτ (f) − sτ (f) < ε. Äà îáðàçóâàìå ïîðîäåíîòî îò íåãî ðàçáèâàíå
τ ′ íà D′: τ ′ : D′ = ∪ni=1D

′
i, êúäåòî D′i = Di ∩ D′. Äà îçíà÷èì ñ mi, Mi ñúîòâåòíî

òî÷íàòà äîëíà è ãîðíà ãðàíèöà íà f(x, y) âúðõó Di, à ñ m′i, M
′
i - òî÷íàòà äîëíà è

ãîðíà ãðàíèöà íà òàçè ôóíêöèÿ âúðõó D′i. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å M
′
i −m′i ≤ Mi −mi,

è ñëåäîâàòåëíî
Sτ ′(f)− sτ ′(f) ≤ Sτ (f)− sτ (f) < ε,
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ò.å. f å èíòåãðóåìà âúðõóD′. Àáñîëþòíî ïî ñúùèÿ íà÷èí ñå âèæäà, ÷å f å èíòåãðóåìà

è âúðõó D′′.

Óïðàæíåíèÿ.

1. Äîêàæåòå íåðàâåíñòâàòà:*

à) (èíòåãðàëíî íåðàâåíñòâî íà Õüîëäåð)∫∫
D

| f(x, y) g(x, y)| dxdy ≤

≤
(∫∫

D

| f(x, y)|p dxdy
)1

p ·
(∫∫

D

|g(x, y)|q dxdy
)1

q
,

êúäåòî f(x, y) è g(x, y) ñà èíòåãðóåìè ôóíêöèè âúðõó D, p > 1, q > 1 è
1

p
+

1

q
= 1.

Óïúòâàíå: Ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å D = [a, b]× [c, d] å ïðàâîúãúëíèê.
Âçåìåòå ñïåöèàëíî ðàçáèâàíå íà D, ïðè êîåòî èíòåðâàëèòå [a, b] è [c, d]
ñå äåëÿò íà ðàâíè ÷àñòè. Ðàçãëåäàéòå ñúîòâåòíàòà ðèìàíîâà ñóìà çà
èíòåãðàëà, ñòîÿù îòëÿâî, è ïðèëîæåòå íåðàâåíñòâîòî íà Õüîëäåð çà
ñóìè (âèæ ÷àñò I, �2.10. çàä. 10).

á) (èíòåãðàëíî íåðàâåíñòâî íà Éåíñåí)

ϕ

(∫∫
D
p(x, y) f(x, y) dxdy∫∫
D
p(x, y) dxdy

)
≤
∫∫

D
p(x, y)ϕ (f(x, y)) dxdy∫∫

D
p(x, y) dxdy

,

êúäåòî ϕ(x) å èçïúêíàëà è íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ íà åäíà ïðîìåíëè-
âà, f(x, y) e íåïðåêúñíàòà â D è âçåìà ñòîéíîñòè â äåôèíèöèîííîòî
ìíîæåñòâî íà ϕ(x) , p(x, y) å èíòåãðóåìà è íåîòðèöàòåëíà â D.

Óïúòâàíå: ïðèëîæåòå íåðàâåíñòâîòî íà Éåíñåí (÷àñò I, �2.10) çà
èçïúêíàëàòà ôóíêöèÿ ϕ(x) êúì ðèìàíîâèòå ñóìè (îáðàçóâàíè êàêòî â
òî÷êà à/) çà èíòåãðàëà

∫∫
D
p(x, y) f (f(x, y)) dx.

*Íåðàâåíñòâàòà, êàêòî è òÿõíèòå äîêàçàòåëñòâà, ñà íàïúëíî èäåíòè÷íè ñ òåçè â
åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé, ðàçãëåäàíè â ÷àñò I, �4.2, çàä. 2.
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â) (èíòåãðàëíî íåðàâåíñòâî íà Ìèíêîâñêè)

(∫∫
D

|f(x, y) + g(x, y)|p dxdy
)1

p ≤

≤
(∫∫

D

|f(x, y)|p dxdy
)1

p +

(∫∫
D

|g(x, y)|p dxdy
)1

p
,

êúäåòî f(x, y) è g(x, y) ñà èíòåãðóåìè ôóíêöèè â D è p > 1.

Óïúòâàíå: ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ â ëåâèÿ èíòåãðàë ñå ìàæîðè-
ðà îò ñóìàòà |f(x, y) + g(x, y)|p−1 ·|f(x, y)|+|f(x, y) + g(x, y)|p−1 ·|g(x, y)|.
Ïðèëîæåòå êúì âñÿêî îò ñúáèðàåìèòå íåðàâåíñòâîòî íà Õüîëäåð îò òî÷-
êà à/.
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2.4 Êëàñîâå èíòåãðóåìè ôóíêöèè.

Èçïîëçâàéêè êðèòåðèÿ íà Äàðáó, ùå äàäåì íÿêîè äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ
çà èíòåãðóåìîñò. Íàé-ïðîñòî, è íàé-÷åñòî èçïîëçâàíî, å ñëåäíîòî òâúð-
äåíèå:

Òåîðåìà 1. Àêî ôóíêöèÿòà f(x, y) å íåïðåêúñíàòà âúðõó çàòâî-
ðåíîòî è èçìåðèìî ìíîæåñòâî D, òÿ å èíòåãðóåìà âúðõó íåãî.

Äîêàçàòåëñòâî. Íàé-íàïðåä ùå îòáåëåæèì, ÷å D å îãðàíè÷åíî
(òîâà âëèçà â äåôèíèöèÿòà íà èçìåðèìîñò) è çàòâîðåíî, ò.å. òî å êîì-
ïàêòíî, è çà ôóíêöèÿòà f ñà â ñèëà òåîðåìèòå íà Âàéåðùðàñ è Êàíòîð
(âèæ �1.3). Ñïåöèàëíî, òåîðåìàòà íà Êàíòîð (âèæ �1.3, òåîð. 10) ãëàñè,
÷å âñÿêà íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ âúðõó D å è ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòà.

Ïðèëîæåíî êúì ôóíêöèÿòà f , òîâà îçíà÷àâà ñëåäíîòî: çà âñÿêî
ε > 0 ìîæåì äà íàìåðèì δ > 0, òàêà ÷å çà âñåêè äâå òî÷êè P,Q ∈ D, çà
êîèòî ρ(P,Q) < δ, å èçïúëíåíî |f(P )− f(Q)| < ε.

Íåêà ñåãà ôèêñèðàìå ε > 0, è íåêà τ : D = ∪ni=1Di å èçìåðèìî
ðàçáèâàíå íà D ñ diam τ < δ. Òîãàâà çà âñåêè äâå òî÷êè P,Q, ïðè-
íàäëåæàùè íà åäíî è ñúùî ìíîæåñòâî Di, ùå èìàìå ρ(P,Q) < δ è
ñëåäîâàòåëíî |f(P )− f(Q)| < ε. Àêî íàêàðàìå f(P ) äà ñå äîáëèæàâà
êúì ìàêñèìàëíàòà ñòîéíîñò Mi íà f âúðõó Di, à f(Q) - êúì ìèíèìàë-
íàòà è ñòîéíîñò mi, ïîëó÷àâàìå, ÷å çà âñÿêî i = 1, . . . , n å èçïúëíåíî
Mi −mi ≤ ε. Ñëåäîâàòåëíî

Sτ (f)− sτ (f) =
n∑
i=1

(Mi −mi)µ (Di) ≤ ε
n∑
i=1

µ (Di) = εµ(D)

è ïî êðèòåðèÿ íà Äàðáó ïîëó÷àâàìå òâúðäåíèåòî íà òåîðåìàòà.
Â íÿêîè ñëó÷àè èçèñêâàíåòî çà íåïðåêúñíàòîñò íàâñÿêúäå å ïðå-

êàëåíî ñèëíî è íå îáõâàùà íÿêîè âàæíè ñëó÷àè êàòî íàïðèìåð ñòúïà-
ëîâèäíèòå ôóíêöèè. Îêàçâà ñå, ÷å òî ìîæå ñúùåñòâåíî äà ñå îòñëàáè,
êàòî ñå ïîèñêà ôóíêöèÿòà äà å îãðàíè÷åíà è ìíîæåñòâîòî íà íåéíèòå
òî÷êè íà ïðåêúñâàíå äà å ïðåíåáðåæèìî:

Òåîðåìà 2. Íåêà ôóíêöèÿòà f(x, y) å äåôèíèðàíà è îãðàíè÷åíà
âúðõó èçìåðèìîòî ìíîæåñòâî D. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å ñúùåñòâóâà
ïðåíåáðåæèìî ïîäìíîæåñòâî A íà D, òàêà ÷å f(x, y) å íåïðåêúñíàòà
âúâ âñè÷êè òî÷êè íà D \A. Òîãàâà f å èíòåãðóåìà âúðõó D.
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Äîêàçàòåëñòâî. Îò �1 çíàåì, ÷å êîíòóðúò bD íà èçìåðèìîòî ìíî-
æåñòâî D å ïðåíåáðåæèì, è ñëåäîâàòåëíî ìíîæåñòâîòî Ã = A ∪ bD å
ñúùî ïðåíåáðåæèìî. Äà ôèêñèðàìå ε > 0, è íåêà E å åëåìåíòàðíî ìíî-
æåñòâî òàêîâà, ÷å Ã ⊂ Eo è µ(E) < ε. Òîãàâà ìíîæåñòâîòî D̃ = D\Eo å
èçìåðèìî è çàòâîðåíî. Íàèñòèíà, àêî îçíà÷èì D = D∪ bD, òî D å çàò-
âîðåíî (D ñå íàðè÷à çàòâîðåíà îáâèâêà íà D), è íåãîâîòî äîïúëíåíèå
â ðàâíèíàòà R2 \D å îòâîðåíî.* Òîãàâà ìíîæåñòâîòî

R2 \ D̃ =
(
R2 \D

)
∪ Eo

å ñúùî îòâîðåíî êàòî îáåäèíåíèå íà äâå îòâîðåíè ìíîæåñòâà, è ñëåäî-
âàòåëíî D̃ å çàòâîðåíî. Êàòî ðàçëèêà íà äâå èçìåðèìè ìíîæåñòâà D̃ å
è èçìåðèìî.

Îò óñëîâèåòî íà òåîðåìàòà ñå âèæäà, ÷å f(x, y) å íåïðåêúñíàòà
íàâñÿêúäå âúðõó D̃. Êàêòî â òåîðåìà 1, ìîæåì äà ïðèëîæèì òåîðåìàòà
íà Êàíòîð è äà íàìåðèì δ > 0, òàêà ÷å çà âñåêè äâå òî÷êè P,Q ∈ D̃,
çà êîèòî ρ(P,Q) < δ, å èçïúëíåíî |f(P )− f(Q)| < ε. Íåêà ñåãà τ̃ : D =

∪ni=1Di å èçìåðèìî ðàçáèâàíå íà D̃ ñ diam τ < δ. Íåêà D0 = E ∩ D.
Äà îçíà÷èì ñ mi, ñúîòâ. Mi, òî÷íàòà äîëíà è òî÷íàòà ãîðíà ãðàíèöà íà
f(x, y) âúðõó Di, i = 0, 1, . . . , n. Êàêòî è â äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìà
1, ùå ïîëó÷èì, ÷å Mi −mi ≤ ε ïðè i = 1, . . . , n (ïðè i = 0 òîâà, ðàçáèðà
ñå, íå å âÿðíî). Äà îçíà÷èì ñ τ ñëåäíîòî ðàçáèâàíå íà D:

τ : D = D0 ∪ (∪ni=1Di) .

Íåêà m è M ñà ñúîòâåòíî äîëíà è ãîðíà ãðàíèöà çà ñòîéíîñòèòå íà
f(x, y); î÷åâèäíî M0−m0 ≤M −m è µ (D0) ≤ µ(E) < ε. Òîãàâà ìîæåì
äà îöåíèì ðàçëèêàòà ìåæäó ñúîòâåòíàòà ãîëÿìà è ìàëêà ñóìà íà Äàðáó:

Sτ (f)− sτ (f) = (M0 −m0)µ (D0) +
n∑
i=1

(Mi −mi)µ (Di) ≤

≤ (M −m)ε+ ε

n∑
i=1

µ (Di) ≤ ε (M −m+ µ(D))

*Ùå íàïîìíèì íà ÷èòàòåëÿ, ÷å ïîíÿòèÿòà âúòðåøíîñò, êîíòóð, îòâîðåíî è çàò-
âîðåíî ìíîæåñòâî è ò.í. ñà âúâåäåíè â �1.2.
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è ñëåäîâàòåëíî òàçè ðàçëèêà ìîæå äà áúäå íàïðàâåíà ïðîèçâîëíî ìàëêà.

Çàáåëåæêà. Óñëîâèåòî íà òåîðåìà 2 îòíîâî å äîñòàòú÷íî, íî íå
è íåîáõîäèìî óñëîâèå çà èíòåãðóåìîñò. Â �4.1 íà ÷àñò I áåøå âúâåäåíà
òàêà íàðå÷åíàòà ôóíêöèÿ íà Ðèìàí f(x), x ∈ [0, 1]:

f(x) =
1

q
, ako x å ðàöèîíàëíî è ñå ïðåäñòàâÿ ÷ðåç íåñúêðàòèìàòà

äðîá
p

q
;

f(x) = 0 , àêî x å èðàöèîíàëíî.
Íà ïîñî÷åíîòî ìÿñòî áåøå äîêàçàíî, ÷å òàçè ôóíêöèÿ å èíòåãðó-

åìà â [0, 1]; îò äðóãà ñòðàíà, f(x) å íåïðåêúñíàòà â èðàöèîíàëíèòå è
ïðåêúñíàòà â ðàöèîíàëíèòå òî÷êè íà èíòåðâàëà [0, 1], ò.å. ìíîæåñòâîòî
íà íåéíèòå òî÷êè íà ïðåêúñâàíå íå å ïðåíåáðåæèìî ïî Ïåàíî-Æîðäàí
ïîäìíîæåñòâî íà ïðàâàòà*. Ïîäîáåí ïðèìåð ëåñíî ìîæå äà ñå ïîñòðîè
è çà ôóíêöèè íà äâå ïðîìåíëèâè.

Ïî-äîëó íèå ùå âèäèì êàê ñ ìàëêà ïðîìÿíà íà äåôèíèöèÿòà çà
ïðåáðåæèìî ìíîæåñòâî ìîæå äà ñå ïîëó÷è íåîáõîäèìî è äîñòàòú÷íî
óñëîâèå çà èíòåãðóåìîñò.

Êðèòåðèé íà Ëåáåã çà èíòåãðóåìîñò ïî Ðèìàí.Ùå âúâåäåì
åäíî íîâî îïðåäåëåíèå çà ïðåíåáðåæèìîñò:

Îïðåäåëåíèå. Ïîäìíîæåñòâîòî A íà ðàâíèíàòà ñå íàðè÷à
ïðåíåáðåæèìî ïî Ëåáåã, àêî çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà èçáðîèìà ôà-
ìèëèÿ îò ïðàâîúãúëíèöè {∆i} , i = 1, 2, . . . òàêèâà, ÷å

A ⊂ ∪∞i=1∆i è
∞∑
i=1

µ (∆i) < ε.

Àêî â ãîðíàòà äåôèíèöèÿ çàìåíèì äóìàòà "èçáðîèìà" ñ äóìà-
òà "êðàéíà", ùå ïîëó÷èì èìåííî äåôèíèöèÿòà íà ïðåíåáðåæèìîñò ïî
Ïåàíî-Æîðäàí, âúâåäåíà â �1. Ñëåäîâàòåëíî, âñÿêî ìíîæåñòâî, ïðåíåá-
ðåæèìî ïî Ïåàíî-Æîðäàí, å è ïðåíåáðåæèìî ïî Ëåáåã. Ùå âèäèì, ÷å
îáðàòíîòî íå å âÿðíî.

*Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å ïîíÿòèåòî ïðåíåáðåæèìîñò ïî Ïåàíî-Æîðäàí, âúâåäåíî â �1,
ñå ïðåíàñÿ áåç èçìåíåíèÿ â åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé, êàòî âìåñòî ïðàâîúãúëíèöè ñå èç-
ïîëçâàò èíòåðâàëè. Ìíîæåñòâîòî íà ðàöèîíàëíèòå òî÷êè â [0, 1] íå å ïðåíåáðåæèìî
ïî Ïåàíî-Æîðäàí (äîêàæåòå!).
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Ëåìà. Âñÿêî èçáðîèìî ìíîæåñòâî å ïðåíåáðåæèìî ïî Ëåáåã.
Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà A å èçáðîèìî ìíîæåñòâî, ñúñòîÿùî ñå îò

òî÷êèòå P1, P2, . . .. Äà èçáåðåì ε > 0. Çà âñÿêî i = 1, 2, . . . äà îçíà÷èì ñ
∆i ïðàâîúãúëíèêà ñ öåíòúð â òî÷êàòà Pi è ëèöå ε

2i
. Î÷åâèäíî A ⊂ ∪∆i

è
∑
µ (∆i) = ε

∑∞
i=1 1/2i = ε.

Îáîáùåíèå. Ïî ñúùèÿ íà÷èí ìîæå äà ñå äîêàæå è åäíî ïî-îáùî
òâúðäåíèå: Àêî {Ai} , i = 1, 2, . . ., å èçáðîèìà ôàìèëèÿ îò ïðåíåáðåæèìè
ïî Ëåáåã ìíîæåñòâà, òî òÿõíîòî îáåäèíåíèå ∪∞i=1Ai å ñúùî ïðåíåáðåæè-
ìî ïî Ëåáåã (âèæ çàäà÷à 2).

Òâúðäåíèåòî íà ëåìàòà íå å âàëèäíî çà ïîíÿòèåòî ïðåíåáðåæè-
ìîñò ïî Ïåàíî-Æîðäàí; íàèñòèíà, äà ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâîòî Q2 ∩
([0, 1]× [0, 1]) îò âñè÷êè òî÷êè â êâàäðàòà [0, 1]× [0, 1] ñ ðàöèîíàëíè êî-
îðäèíàòè. Òîâà ìíîæåñòâî å èçáðîèìî, íî íå å ïðåíåáðåæèìî ïî Ïåàíî-
Æîðäàí: íåãîâàòà ãîðíà ìÿðêà ñúâïàäà ñ ìÿðêàòà íà êâàäðàòà è å ðàâíà
íà 1.

Ñåãà ìîæå äà ôîðìóëèðàìå íåîáõîäèìîòî è äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà
èíòåãðóåìîñò.

Òåîðåìà 3 (Êðèòåðèé íà Ëåáåã çà èíòåãðóåìîñò ïî Ðèìàí).
Íåêà f(x, y) å îãðàíè÷åíà ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà âúðõó èçìåðèìîòî ïî
Ïåàíî-Æîðäàí ìíîæåñòâî D. Òîãàâà f å èíòåãðóåìà òîãàâà è ñàìî
òîãàâà, êîãàòî ìíîæåñòâîòî îò òî÷êèòå, â êîèòî íå å íåïðåêúñíà-
òà, å ïðåíåáðåæèìî ïî Ëåáåã.

Êàòî èëþñòðàöèÿ ìîæå äà ïîñëóæè äåôèíèðàíàòà ïî-ãîðå ôóíê-
öèÿ íà Ðèìàí. Míîæåñòâîòî îò íåéíèòå òî÷êè íà ïðåêúñâàíå å èçáðîèìî
è ñëåäîâàòåëíî ïðåíåáðåæèìî ïî Ëåáåã. Îòòóê ñëåäâà, ÷å òÿ å èíòåãðó-
åìà (êîåòî áåøå äîêàçàíî è áåç èçïîëçâàíåòî íà òîçè êðèòåðèé â �4.1
íà ÷àñò I).

Äîêàçàòåëñòâî íà êðèòåðèÿ íà Ëåáåã. Çà ïðîñòîòà íà èçëîæåíèåòî ùå äî-
êàæåì êðèòåðèÿ çà ôóíêöèè íà åäíà ïðîìåíëèâà. Ìíîãîìåðíèÿò ñëó÷àé ñå äîêàçâà
ïî ñúùèÿ íà÷èí, ñ íÿêîè íåñúùåñòâåíè òåõíè÷åñêè êîðåêöèè.

Íåêà f(x) å îãðàíè÷åíà ôóíêöèÿ â èíòåðâàëà [0, 1]. Çà âñÿêî åñòåñòâåíî n ùå
îïðåäåëèì ðàçáèâàíåòî τn íà èíòåðâàëà [0, 1] ÷ðåç äåëÿùèòå òî÷êè k

2n , k = 0, . . . 2n.
Ñ äðóãè äóìè, ðàçáèâàíåòî τn èìà âèäà 0 < 1/2n < . . . < k/2n < . . . < 1. Ëåñíî ñå
âèæäà, ÷å τ1 ≺ τ2 ≺ . . ., è âñÿêî ñëåäâàùî ðàçáèâàíå τn+1 ñå ïîëó÷àâà îò τn ÷ðåç
ðàçïîëîâÿâàíå íà âñè÷êè íåãîâè äåëÿùè èíòåðâàëè. Äà îçíà÷èì ñ mk,n, Mk,n ñúîò-
âåòíî òî÷íàòà äîëíà è òî÷íàòà ãîðíà ãðàíèöà íà f(x) â èíòåðâàëà [(k − 1)/2n, k/2n].
Ùå âúâåäåì ò.íàð. äîëíà è ãîðíà ôóíêöèÿ, ñúîòâ. sn(x) è Sn(x), ñúîòâåòñòâàùè íà
ôóíêöèÿòà f(x) è ðàçáèâàíåòî τn:
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• sn(0) = Sn(0) = f(0), è

• â èíòåðâàëà ((k − 1)/2n, k/2n] ïîëàãàìå sn(x) = mk,n, Sn(x) = Mk,n.

Ëåñíî ñå âèæäàò ñëåäíèòå ñâîéñòâà íà ôóíêöèèòå sn(x) è Sn(x):
1/ Îò ñúîòíîøåíèÿòà τ1 ≺ τ2 ≺ . . . ñëåäâà, ÷å s1(x) ≤ s2(x) ≤ . . . è

S1(x) ≥ S2(x) ≥ . . ..
2/
∫ 1

0
sn(x)dx = sτn(f),

∫ 1

0
Sn(x)dx = Sτn(f).

3/ Íåêà x0 å òî÷êà â [0, 1], êîÿòî íå ñúâïàäà ñ íèòî åäíà îò äåëÿùèòå òî÷êè
k
2n , k = 0, . . . , 2n, n = 1, 2, . . .. Òîãàâà x0 å òî÷êà íà íåïðåêúñíàòîñò íà f(x) òî÷íî
òîãàâà, êîãàòî

lim
n→∞

sn(x0) = lim
n→∞

Sn(x0).

Òâúðäåíèÿòà 1/ è 2/ ñà î÷åâèäíè. Äà äîêàæåì 3/. Íåêà x0 å òî÷êà íà íåïðå-
êúñíàòîñò, ε > 0, è íåêà δ > 0 å òàêîâà, ÷å îò |x− x0| < δ ñëåäâà |f(x)− f (x0)| < ε.
Àêî 1/2n < δ è x0 ∈ ((k − 1)/2n, k/2n), òî ((k − 1)/2n, k/2n] ⊂ (x0 − δ, x0 + δ) è ñëå-
äîâàòåëíî

Sn(x0)− sn(x0) = Mk,n −mk,n ≤ 2ε.

Îáðàòíî, àêî lim (Sn(x0)− sn(x0)) = 0, òî çà äîñòàòú÷íî ãîëÿìî n ùå èìàìå Sn(x0)−
sn(x0) < ε. Íåêà x0 ∈ ((k − 1)/2n, k/2n). Òîãàâà Mk,n −mk,n = Sn(x0) − sn(x0) < ε.
Ñëåäîâàòåëíî çà âñÿêî x ∈ ((k − 1)/2n, k/2n) ùå èìàìå |f(x)− f (x0)| < ε, êîåòî
äîêàçâà 3/.

Äà îçíà÷èì ϕn(x) = Sn(x)−sn(x). Î÷åâèäíî ϕn(x) ≥ 0, è îò ñâîéñòâî 1/ ñëåä-
âà, ÷å ðåäèöàòà ϕn(x) å ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà. Ôóíêöèèòå ϕn(x), êàêòî è Sn(x),
sn(x), ñà ñòúïàëîâèäíè ôóíêöèè, ò.å. ôóíêöèè îò âèäà

(∗) ϕn(x) =

kn∑
k=1

Ck,nχ∆k,n
(x),

êúäåòî Ck,n ñà êîíñòàíòè, çà âñÿêî ôèêñèðàíî n èíòåðâàëèòå ∆k,n íå ñå ïðåñè÷àò
ïîìåæäó ñè è ïîêðèâàò èíòåðâàëà [0, 1], à χ∆(x) îçíà÷àâà õàðàêòåðèñòè÷íàòà ôóíê-
öèÿ íà èíòåðâàëà ∆, ò.å. χ∆(x) = 1 çà x ∈ ∆ è χ∆(x) = 0 çà x /∈ ∆. Äîêàçàòåëñòâîòî
íà êðèòåðèÿ íà Ëåáåã ñå îñíîâàâà íà ñëåäíîòî òâúðäåíèå:

Îñíîâíà ëåìà. Íåêà ϕn(x) å ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà ðåäèöà îò íåîòðèöà-
òåëíè ñòúïàëîâèäíè ôóíêöèè â [0, 1]. Òîãàâà ñëåäíèòå äâå òâúðäåíèÿ ñà åêâèâàëåí-
òíè:

à/ Ìíîæåñòâîòî A îò îíåçè x, çà êîèòî ϕn(x) íå êëîíè êúì 0, å ïðåíåáðå-
æèìî ïî Ëåáåã.

á/
∫ 1

0
ϕn(x)dx→ 0.

Äîêàçàòåëñòâî íà ëåìàòà. Íåêà çà âñÿêî h > 0 äà îçíà÷èì ñ Ah ìíîæåñò-
âîòî îò îíåçè x, çà êîèòî ϕn(x) ≥ h ïðè âñÿêî n. Ùå îòáåëåæèì ñëåäíèÿò

Ôàêò: Ìíîæåñòâîòî A å ïðåíåáðåæèìî ïî Ëåáåã òî÷íî òîãàâà, êîãàòî Ah ñà
ïðåíåáðåæèìè ïî Ëåáåã çà âñÿêî h > 0.
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Íàèñòèíà, òúé êàòî Ah ⊂ A, òî àêî A å ïðåíåáðåæèìî ïî Ëåáåã, òî ñúùîòî
å âÿðíî è çà âñÿêî îò ìíîæåñòâàòà Ah. Îáðàòíî, íåêà âñÿêî îò ìíîæåñòâàòà Ah å
ïðåíåáðåæèìî, è íåêà hn ↘ 0. Òîãàâà A = ∪∞n=1Ahn , è ïî ôîðìóëèðàíîòî ïî-ãîðå
îáîáùåíèå (âèæ çàä. 2) ñëåäâà, ÷å è A å ïðåíåáðåæèìî.

Íåêà äîïóñíåì, ÷å å èçïúëíåíî á/, è äà ôèêñèðàìå h > 0. Ùå äîêàæåì, ÷å Ah
å ïðåíåáðåæèìî ïî Ëåáåã (è äîðè ïî Ïåàíî-Æîðäàí). Íàèñòèíà, äà èçáåðåì ïðîèç-

âîëíî ε > 0, è äà âçåìåì íîìåð n òàêúâ, ÷å
∫ 1

0
ϕn(x)dx < ε. Àêî íÿêîé îò èíòåðâàëèòå

∆k,n â ïðåäñòàâÿíåòî (∗) èìà îáùà òî÷êà ñ Ah, òî çà ñúîòâåòíàòà êîíñòàíòà Ck,n å
èçïúëíåíî Ck,n ≥ h. Àêî îçíà÷èì ñ En,h îáåäèíåíèåòî íà âñè÷êè òàêèâà èíòåðâàëè,

òî
∫ 1

0
ϕn(x)dx ≥ h.µ(En,h) è ñëåäîâàòåëíî µ(En,h) ≤ 1

hε, ò.å. ìîæå äà áúäå íàïðàâåíî
ïðîèçâîëíî ìàëêî ïðè íåîãðàíè÷åíî íàðàñòâàíå íà íîìåðà n. Òúé êàòî Ah ⊂ En,h,
òî ãîðíàòà ìÿðêà µ∗ (Ah) íà ìíîæåñòâîòî Ah â ñìèñúë íà Ïåàíî-Æîðäàí å ðàâíà
íà íóëà.

Îáðàòíî, íåêà äîïóñíåì, ÷å å èçïúëíåíî óñëîâèåòî à/. Äà äîïóñíåì, ÷å á/ íå

å óäîâëåòâîðåíî, ò.å. ÷å ñúùåñòâóâà ε > 0 òàêîâà, ÷å
∫ 1

0
ϕn(x)dx ≥ ε çà âñÿêî n.

Äà îçíà÷èì ñ Ã ìíîæåñòâîòî, ïîëó÷åíî ñ äîáàâÿíå êúì ìíîæåñòâîòî A íà âñè÷êè
òî÷êè íà ïðåêúñâàíå íà ñòúïàëîâèäíèòå ôóíêöèè ϕn(x), ò.å. íà êðàèùàòà íà âñè÷êè

èíòåðâàëè ∆k,n. Òúé êàòî äîáàâåíèòå òî÷êè ñà èçáðîèìî ìíîãî, òî Ã ïðîäúëæàâà
äà áúäå ïðåíåáðåæèìî ïî Ëåáåã. Ñëåäîâàòåëíî ìîæåì äà íàìåðèì ìíîæåñòâî E,
êîåòî å îáåäèíåíèå íà èçáðîèìî ìíîãî îòâîðåíè èíòåðâàëè ∆i è òàêîâà, ÷å

E = ∪∞i=1∆i , Ã ⊂ E è µ(E) =

∞∑
i=1

µ (∆i) <
ε

2C
,

êúäåòî ñ C ñìå îçíà÷èëè åäíà ãîðíà ãðàíèöà çà ôóíêöèÿòà ϕ1(x) (è ñëåäîâàòåëíî
çà âñÿêà îò ôóíêöèèòå ϕn(x)). Äà îçíà÷èì F = [0, 1] \ E; òîãàâà F å çàòâîðåíî
ïîäìíîæåñòâî íà [0, 1], âñè÷êè ôóíêöèè ϕn(x) ñà íåïðåêúñíàòè âúðõó íåãî, è çà âñÿêî
x ∈ F èìàìå ϕn(x)↘ 0. Ëåñíî ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å ïðè òåçè óñëîâèÿ ñõîäèìîñòòà
íà ôóíêöèèòå ϕn(x) êúì íóëàòà å ðàâíîìåðíà (âèæ çàä. 3). Ñëåäîâàòåëíî, ìîæåì
äà íàìåðèì äîñòàòú÷íî ãîëÿì íîìåð n0 òàêúâ, ÷å ϕn0(x) < ε

2 âúðõó F. Îòòóê ñëåäâà
îöåíêàòà∫ 1

0

ϕn0(x)dx ≤ sup
x∈F

ϕn0(x).µ(F) + sup
x∈E

ϕn0(x).µ(E) <
ε

2
.1 + C.

ε

2C
= ε,

êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà íàïðàâåíîòî äîïóñêàíå, ÷å á/ íå å èçïúëíåíî. Ñ òîâà äîêàçà-
òåëñòâîòî íà ëåìàòà å çàâúðøåíî.

Ñåãà âå÷å å ëåñíî äà äîâúðøèì äîêàçàòåëñòâîòî íà êðèòåðèÿ íà Ëåáåã. Íåêà
ìíîæåñòâîòî A íà òî÷êèòå íà ïðåêúñâàíå íà f(x) äà å ïðåíåáðåæèìî ïî Ëåáåã.
Êàòî èçïîëçâàìå ñâîéñòâî 3/ è èìïëèêàöèÿòà à/⇒ á/ â ëåìàòà, ïîëó÷àâàìå, ÷å∫ 1

0
ϕn(x)dx→ 0. Êàòî âçåìåì ïðåä âèä, ÷å ïî ñâîéñòâî 2/∫ 1

0

ϕn(x)dx =

∫ 1

0

Sn(x)dx−
∫ 1

0

sn(x)dx = Sτn(f)− sτn(f),
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ïîëó÷àâàìå ñïîðåä êðèòåðèÿ íà Äàðáó èíòåãðóåìîñòòà íà f(x).
Îáðàòíî, íåêà å äàäåíî, ÷å f(x) å èíòåãðóåìà âúðõó [0, 1]. Òúé êàòî diam τn =

1
2n → 0, òî ïî òåîðåìàòà íà Äàðáó èìàìå∫ 1

0

ϕn(x)dx = Sτn(f)− sτn(f)→ I(f)− I(f) = 0.

Îò èìïëèêàöèÿòà á/⇒ à/ â ëåìàòà ñå âèæäà, ÷å ìíîæåñòâîòî òåçè x, çà êîèòî ϕn(x)

íå êëîíè êúì íóëà, ò.å. ìíîæåñòâîòî íà òî÷êèòå íà ïðåêúñâàíå íà f(x), å ïðåíåáðå-

æèìî ïî Ëåáåã.

Óïðàæíåíèÿ.

1. Äîêàæåòå, ÷å àêî f(P ) è g(P ) ñà èíòåãðóåìè ôóíêöèè âúðõó
èçìåðèìîòî ìíîæåñòâî D, òî òÿõíîòî ïðîèçâåäåíèå f(P ).g(P ) å ñúùî
èíòåãðóåìà ôóíêöèÿ. (Â åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé òîâà å äîêàçàíî â �4.1 íà
÷àñò I).

Óïúòâàíå. Ðàçñúæäåíèÿòà ñà ñúùèòå êàêòî â ÷àñò I. Èçïîëçâàéòå
ðàâåíñòâîòî

f(P )g(P )− f(Q)g(Q) = f(P ) (g(P )− g(Q)) + g(Q) (f(P )− f(Q)) ,

çà äà äîêàæåòå, ÷å àêî å äàäåíî ðàçáèâàíå íà D è mi, Mi, m′i, M
′
i , m

′′
i ,

M ′′
i ñà ñúîòâåòíèòå äîëíè è ãîðíè ãðàíèöè çà ôóíêöèèòå f(P ), g(P ),

f(P )g(P ), òî

M ′′
i −m′′i ≤ C (Mi −mi) + C (M ′

i −m′i) ,

êúäåòî ñ C ñìå îçíà÷èëè íÿêàêâà îáùà ãîðíà ãðàíèöà çà ôóíêöèèòå
|f(P )|, |g(P )| âúðõó D. Òîãàâà òâúðäåíèåòî ñëåäâà îò êðèòåðèÿ íà Äàð-
áó.

2. Äîêàæåòå ñëåäíîòî òâúðäåíèå, êîåòî èçïîëçâàõìå â ãîðíèÿ
òåêñò:

Àêî A = ∪∞i=1Ai å èçáðîèìî îáåäèíåíèå íà ïðåíåáðåæèìèòå ïî
Ëåáåã ìíîæåñòâà Ai, òî A å ñúùî ïðåíåáðåæèìî ïî Ëåáåã.

Óïúòâàíå. Çà âñÿêî i èçáåðåòå èçáðîèìî îáåäèíåíèå íà èíòåðâàëè
Ei òàêîâà, ÷å Ai ⊂ Ei è µ(Ei) <

ε
2i
. Ïîëîæåòå E = ∪∞i=1Ei. Òîãàâà ñà

èçïúëíåíè ñúîòíîøåíèÿòà A ⊂ E è µ(E) < ε.
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3. (Òåîðåìà íà Äèíè). Íåêà F å êîìïàêòíî ïîäìíîæåñòâî íà
Rn, è ϕn(x) å ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà ðåäèöà îò íåîòðèöàòåëíè è íåï-
ðåêúñíàòè ôóíêöèè, äåôèíèðàíè âúðõó F. Íåêà å äàäåíî, ÷å ðåäèöàòà
ϕn(x) ïîòî÷êîâî êëîíè êúì íóëà, ò.å. çà âñÿêî x ∈ F èìàìå ϕn(x) → 0.
Òîãàâà ðåäèöàòà ϕn(x) êëîíè êúì íóëà ðàâíîìåðíî âúðõó F.

Óïúòâàíå. Àêî ñõîäèìîñòòà íå å ðàâíîìåðíà, òîâà îçíà÷àâà, ÷å
ñúùåñòâóâàò ÷èñëî ε > 0 è ðåäèöà îò òî÷êè xn ∈ F, òàêà ÷å ϕn(xn) ≥ ε.
Òúé êàòî ðåäèöàòà xn ïðèòåæàâà ñõîäÿùà ïîäðåäèöà, ñëåä ïðåíîìåðè-
ðàíå ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å ñàìàòà ðåäèöà xn å ñõîäÿùà è xn → x0. Äà
ôèêñèðàìå ïðîèçâîëåí íîìåð m. Ïðè íîìåðà n > m ùå èìàìå

ϕm(xn) ≥ ϕn(xn) ≥ ε,

îòêúäåòî ñëåä ãðàíè÷åí ïðåõîä ïðè n → ∞ ïîëó÷àâàìå ϕm(x0) ≥ ε çà
âñÿêî m. Òîâà îáà÷å ïðîòèâîðå÷è íà óñëîâèåòî limm→∞ ϕm(x0) = 0.
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2.5 Ïðåñìÿòàíå íà ìíîãîìåðíèòå èíòåãðà-

ëè.

Òåîðåìà íà Ôóáèíè. Êàêòî ùå ïîêàæåì â íàñòîÿùèÿ ïàðàãðàô, îñ-
íîâíèÿò íà÷èí íà ïðåñìÿòàíå íà ìíîãîìåðíèòå èíòåãðàëè å ñâåæäàíåòî
èì êúì ïîñëåäîâàòåëíè åäíîìåðíè èíòåãðàëè. Òàêà, äâîéíèÿò èíòåãðàë
ñå ñâåæäà êúì äâå ïîñëåäîâàòåëíè èíòåãðèðàíèÿ ïî âñÿêà îò ïðîìåí-
ëèâèòå, è ò.í.

Äà ðàçãëåäàìå ïðîñòðàíñòâàòà Rn ñ êîîðäèíàòè x = (x1, . . . , xn),
è Rk ñ êîîðäèíàòè y = (y1, . . . , yk). Íåêà A ⊂ Rn è B ⊂ Rk; òîãàâà
ïîä äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå A × B íà ìíîæåñòâàòà A è B ñå ðàçáèðà
ìíîæåñòâîòî

A×B =
{

(x, y) ∈ Rn+k : x ∈ A, y ∈ B
}
.

Ñëåäíîòî òâúðäåíèå å ëåñíî äîêàçóåìî (âèæ çàä. 1):
Ëåìà 1. Àêî A è B ñà èçìåðèìè ïîäìíîæåñòâà ñúîòâåòíî íà

Rn è Rk, òî òÿõíîòî ïðîèçâåäåíèå A×B å èçìåðèìî ïîäìíîæåñòâî
íà Rn+k, ïðè êîåòî èìàìå

µ(A×B) = µ(A).µ(B).

Àêî ôóíêöèÿòà f(x) = f (x1, . . . , xn) å èíòåãðóåìà âúðõó èçìåðè-
ìîòî ìíîæåñòâî A ⊂ Rn, ñúîòâåòíèÿò èíòåãðàë ùå áåëåæèì ñ∫

. . .

∫
A

f (x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn èëè, ñúêðàòåíî, ñ
∫
A

f(x) dx.

Ñëåäâàùîòî òâúðäåíèå, êîåòî ÷åñòî ñå íàðè÷à òåîðåìà íà Ôóáèíè,*

èãðàå îñíîâíà ðîëÿ â íàñòîÿùèÿ ïàðàãðàô.
Òåîðåìà 2. (Òåîðåìà íà Ôóáèíè). Íåêà A è B ñà èçìåðèìè

ïîäìíîæåñòâà íà Rn è Rk, è ôóíêöèÿòà f(x, y) = f (x1, . . . , xn, y1, . . . , yk)
å èíòåãðóåìà âúðõó ìíîæåñòâîòî A×B ⊂ Rn+k. Òîãàâà èíòåãðàëúò

I(x) =

∫
B

f(x, y) dy

*Òîâà òâúðäåíèå å áèëî èçâåñòíî ìíîãî âðåìå ïðåäè ðàáîòèòå íà Ôóáèíè, êîéòî
îáà÷å å äîêàçàë ïî-îáùà òåîðåìà.
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ñúùåñòâóâà çà ïî÷òè âñè÷êè x ∈ A, è∫
A×B

f(x, y) dxdy =

∫
A

I(x) dx =

∫
A

∫
B

f(x, y) dy

 dx.

Çàáåëåæêà. Ðàçáèðà ñå, òâúðäåíèåòî îñòàâà âÿðíî, àêî ðàçìåíèì
ìåñòàòà íà x è y, êîåòî äàâà∫

A×B

f(x, y) dxdy =

∫
B

∫
A

f(x, y) dx

 dy.

Äîêàçàòåëñòâî íà òåîðåìàòà íà Ôóáèíè. Íàé-íàïðåä ùå äî-
êàæåì ëåñíàòà ÷àñò íà òåîðåìàòà: ùå ïðåäïîëîæèì, ÷å èíòåãðàëúò
I(x) =

∫
B
f(x, y) dy ñúùåñòâóâà çà âñÿêî x ∈ A, è ùå äîêàæåì ãîð-

íàòà ôîðìóëà çà ðàâåíñòâî íà èíòåãðàëèòå. Íåêà τ ′ : A = ∪ni=1Ai,
τ ′′ : B = ∪mj=1Bj ñà èçìåðèìè ðàçáèâàíèÿ ñúîòâåòíî íà A è B. Äà
îçíà÷èì ñ τ = τ ′ × τ ′′ ðàçáèâàíåòî

τ : A×B = ∪ni=1 ∪mj=1 Ai ×Bj.

Íåêà mij, Mij äà ñà ñúîòâåòíî òî÷íàòà äîëíà è ãîðíà ãðàíèöà íà ñòîé-
íîñòèòå íà ôóíêöèÿòà f(x, y) âúðõó ìíîæåñòâîòî Ai ×Bj. Äà èçáåðåì
ïî åäíà òî÷êà xi ∈ Ai è äà îáðàçóâàìå ñúîòâåòíàòà ðèìàíîâàòà ñóìà çà
I(x): Rτ ′(I) =

∑n
i=1 I (xi)µ (Ai). Èìàìå

I
(
xi
)

=

∫
B

f
(
xi, y

)
dy =

m∑
j=1

∫
Bj

f
(
xi, y

)
dy.

Òúé êàòî â ïîñëåäíèÿ èíòåãðàë èìàìå (xi, y) ∈ Ai ×Bj, òî mijµ (Bj) ≤∫
Bj
f (xi, y) dy ≤Mijµ (Bj), îòêúäåòî

m∑
j=1

mijµ (Bj) ≤ I
(
xi
)
≤

m∑
j=1

Mijµ (Bj)

è ñëåäîâàòåëíî, óìíîæàâàéêè ãîðíîòî ðàâåíñòâî ñ µ (Ai) è ñóìèðàéêè
ïî âñè÷êè i = 1, . . . , n, ïîëó÷àâàìå



2.5. ÏÐÅÑÌßÒÀÍÅ ÍÀ ÌÍÎÃÎÌÅÐÍÈÒÅ ÈÍÒÅÃÐÀËÈ. 201

sτ (f) =
n∑
i=1

m∑
j=1

mijµ (Ai)µ (Bj) ≤ Rτ ′(I) ≤

≤
n∑
i=1

m∑
j=1

Mijµ (Ai)µ (Bj) = Sτ (f).

Íåêà diam τ ′ è diam τ ′′ äà êëîíÿò êúì íóëà; òîãàâà diam τ ñúùî
êëoíè êúì íóëà. Ïî òåîðåìàòà íà Äàðáó èìàìå sτ (f), Sτ (f) →∫
A×B f(x, y) dxdy è ñëåäîâàòåëíî îò ëåìàòà çà ïîëèöàèòå ïîëó÷àâàìå
Rτ ′(I) →

∫
A×B f(x, y) dxdy, ñ êîåòî ðàâåíñòâîòî

∫
A×B f(x, y) dxdy =∫

A
I(x) dx å äîêàçàíî.

Äîêàçàòåëñòâî íà òðóäíàòà ÷àñò íà òåîðåìà 2. Â îáùèÿ ñëó÷àé òåîðå-
ìàòà ñå íóæäàå îò èçâåñòíî ðàçÿñíåíèå. Çà âñÿêà ñòîéíîñò íà x ∈ A ñúùåñòâóâàò
äîëíèÿò è ãîðíèÿò èíòåãðàë â ñìèñúë íà Äàðáó îò ôóíêöèÿòà f(x, y), ðàçãëåæäàíà
êàòî ôóíêöèÿ íà y âúðõó B; îçíà÷àâàìå ãè ñúîòâåòíî ñ I(x) è ñ I(x). Çà âñÿêî x å
èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî I(x) ≤ I(x). Öåëòà å äà äîêàæåì, ÷å:

1/ ðàâåíñòâîòî I(x) = I(x) å èçïúëíåíî ïî÷òè íàâñÿêúäå, ò.å. ìíîæåñòâîòî F
îò òî÷êè x òàkèâà, ÷å I(x) < I(x), å ïðåíåáðåæèìî â ñìèñúë íà Ëåáåã, è

2/ àêî ïðîäúëæèì ôóíêöèÿòà I(x), äåôèíèðàíà åäíîçíà÷íî âúðõó A \ F, ïî
ïðîèçâîëåí íà÷èí âúðõó F, òàêà ÷å I(x) ≤ I(x) ≤ I(x)*, òî å âÿðíî ðàâåíñòâîòî∫
A×B f(x, y) dxdy =

∫
A
I(x) dx.

Äîêàçàòåëñòâîòî íà îáùàòà ôîðìà íà òåîðåìàòà å áëèçêî ïî èäåÿ äî äîêàçà-
òåëñòâîòî íà êðèòåðèÿ íà Ëåáåã, äàäåíî â ïðåäíèÿ ïàðàãðàô. È òóê, çà äà ïîä÷åðòàåì
îñíîâíàòà èäåÿ, ùå ïðîâåäåì äîêàçàòåëñòâîòî â ñëó÷àÿ, êîãàòî A è B ñà èíòåðâàëè
âúðõó ïðàâàòà; ìíîãîìåðíèÿ ñëó÷àé èäåéíî íå ñå ðàçëè÷àâà îò åäíîìåðíèÿ.

Íåêà A = [a, b], B = [c, d]. Ùå ñà íè íåîáõîäèìè ðåäèöè îò ðàçáèâàíèÿ τ ′n íà
A è τ ′′n íà B òàêèâà, ÷å τ ′1 ≺ τ ′2 ≺ . . ., τ ′′1 ≺ τ ′′2 ≺ . . ., diam τ ′n → 0, diam τ ′′n → 0.
Òå ñå êîíñòðóèðàò êàêòî â ïðåäíèÿ ïàðàãðàô, êàòî ðàçáèâàíå íà 2n ðàâíè ÷àñòè;

τ ′n ñå äàâà ñ èíòåðâàëèòå ∆′i,n =
[
a+ (b−a)(i−1)

2n , a+ (b−a)i
2n

]
, i = 0, . . . 2n, à τ ′′n - ñ èí-

òåðâàëèòå ∆′′j,n =
[
c+ (d−c)(j−1)

2n , c+ (d−c)j
2n

]
, j = 0, . . . 2n. Êàêòî ïî-ãîðå, âúâåæäàìå

ðàçáèâàíåòî τn = τ ′n × τ ′′n íà A×B, îïðåäåëåíî îò ïðàâîúãúëíèöèòå ∆′i,n ×∆′′j,n. Äà

îçíà÷èì ñ m
(n)
ij , M

(n)
ij ñúîòâåòíî òî÷íàòà äîëíà è òî÷íàòà ãîðíà ãðàíèöà íà ôóíêöè-

ÿòà f(x, y) âúðõó ìíîæåñòâîòî ∆′i,n ×∆′′j,n. Ùå äåôèíèðàìå n-òàòà äîëíà ôóíêöèÿ
sn(x), è n-òàòà ãîðíà ôóíêöèÿ Sn(x) âúðõó A ñ ôîðìóëèòå:

sn(x) =
2n∑
j=1

m
(n)
ij µ

(
∆′′j,n

)
çà x ∈

(
a+ (b−a)(i−1)

2n , a+ (b−a)i
2n

]
,

*Òîâà èçèñêâàíå å ñúùåñòâåíî - âèæ çàäà÷à 3.
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Sn(x) =

2n∑
j=1

M
(n)
ij µ

(
∆′′j,n

)
çà x ∈

(
c+ (d−c)(i−1)

2n , c+ (d−c)i
2n

]
.

Òóê sn(x) è Sn(x) ñà ñòúïàëîâèäíè ôóíêöèè. Ëåñíî ñå âèæäà,÷å çà âñÿêî
x ôóíêöèîíàëíèòå ñòîéíîñòè sn(x) îáðàçóâàò ìîíîòîííî ðàñòÿùà ðåäèöà, à Sn(x) -
ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà. Ëåñíî ñå âèæäà ñúùî, ÷å çà âñÿêî x0 ∈ A, êîåòî íå å äåëÿùà
òî÷êà, èìàìå

sn(x0) ≤ sτ ′′
n

(f(x0, y)) ≤ I(x0) ≤ I(x0) ≤ Sτ ′′
n

(f(x0, y)) ≤ Sn(x0)

(äîêàæåòå òîâà, êàòî íàïèøåòå ïîäðîáíî ìàëêèòå è ãîëåìè ñóìè íà Äàðáó çà ôóíê-
öèÿòà íà y f(x0, y), ñúîòâåòñòâàùè íà ðàçáèâàíåòî τ ′′n ). Ñëåäîâàòåëíî, àêî çà íÿêîå
x0 ∈ A çíàåì, ÷å Sn(x0)− sn(x0)→ 0, òî ôóíêöèÿòà f(x0, y) å èíòåãðóåìà ïî y, ò.å.
x0 /∈ F.

Íåïîñðåäñòâåíî ñå äîêàçâàò ðàâåíñòâàòà∫
A

sn(x) dx = sτn(f),

∫
A

Sn(x) dx = Sτn(f).

Äà îçíà÷èì ϕn(x) = Sn(x)− sn(x); òúé êàòî ïî ïðåäïîëîæåíèå f(x, y) å èíòåãðóåìà
âúðõó A × B, òî

∫
A
ϕn(x) dx → 0, è ñïîðåä îñíîâíàòà ëåìà îò ïðåäíèÿ ïàðàãðàô

ìíîæåñòâîòî îò òî÷êè x, çà êîèòî ϕn(x) íå êëîíè êúì íóëà, å ïðåíåáðåæèìî ïî
Ëåáåã. Êàêòî áåøå îòáåëÿçàíî ïðåäè ìàëêî, àêî çà íÿêîå x0 ôóíêöèÿòà f(x0, y) íå å
èíòåãðóåìà ïî y, òî ϕn(x0) íå ìîæå äà êëîíè êúì íóëà. Ñëåäîâàòåëíî ìíîæåñòâîòî
F îò îíåçè x, çà êîèòî f(x, y) íå å èíòåãðóåìà ïî y, å ïðåíåáðåæèìî ïî Ëåáåã, ò.å.
òî÷êà 1/ å äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëñòâî íà 2/. Çà âñÿêî x ∈ A äîêàçàõìå íåðàâåíñòâàòà

sn(x) ≤ I(x) ≤ I(x) ≤ I(x) ≤ Sn(x),

îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å

m
(n)
ij ≤ min

x∈∆′
i,n

I(x) , M
(n)
ij ≥ max

x∈∆′
i,n

I(x),

è ñëåäîâàòåëíî
sτn(f) ≤ sτ ′

n
(I) ≤ Sτ ′

n
(I) ≤ Sτn(f).

Òâúðäåíèåòî ñå ïîëó÷àâà ÷ðåç ãðàíè÷åí ïðåõîä ïî n.

Ïðåñìÿòàíå íà äâóìåðíèòå èíòåãðàëè. Ùå ïîêàæåì êàê òå-
îðåìàòà íà Ôóáèíè ñå ïðèëàãà âúâ âàæíèòå çà íàñ ñëó÷àè íà ðàçìåð-
íîñò 2 è 3. Íåêà f(x, y) å ôóíêöèÿ, èíòåãðóåìà âúðõó ïðàâîúãúëíèêà
∆ = [a, b]× [c, d]. Òîãàâà ïîëó÷àâàìå

Òåîðåìà 3.∫∫
∆

f(x, y) dxdy =

b∫
a

 d∫
c

f(x, y) dy

 dx.
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Ðàçáèðà ñå, è òóê èíòåãðèðàíèÿòà ïî x è y ìîãàò äà áúäàò ðàçìå-
íåíè.

Ïî-èíòåðåñåí å ñëó÷àÿò, êîãàòî ôóíêöèÿòà å äåôèíèðàíà âúðõó
ìíîæåñòâî ñ ïî-ñëîæíà ôîðìà. Ùå ïðåñìåòíåì èíòåãðàëà, àêî äåôèíè-
öèîííàòà îáëàñò íà ôóíêöèÿòà å êðèâîëèíåéíèÿò òðàïåö D, ñúñòîÿù ñå
îò âñè÷êè òî÷êè (x, y) â ðàâíèíàòà, çà êîèòî x ∈ [a, b] è ϕ(x) ≤ y ≤ ψ(x).
Òóê ϕ(x) è ψ(x) ñà íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè â èíòåðâàëà [a, b] òàêèâà, ÷å
ϕ(x) ≤ ψ(x) çà âñÿêî x. Íåêà f(x, y) å èíòåãðóåìà âúðõó D.

Òåîðåìà 4.∫∫
D

f(x, y) dxdy =

b∫
a

 ψ(x)∫
ϕ(x)

f(x, y) dy

 dx.

Äîêàçàòåëñòâî. Ñïîðåä ñïåöèàëíàòà äåôèíèöèÿ íà äâîéíèÿ èí-
òåãðàë, òðÿáâà äà èçáåðåì ïðàâîúãúëíèê ∆ = [a, b] × [c, d], êîéòî äà
ñúäúðæà D. (Òîâà å èçïúëíåíî, àêî c ≤ minϕ(x) è d ≥ maxψ(x)). Íåêà
f̃(x, y) äà îçíà÷àâà ïðîäúëæåíèåòî íà f(x, y) âúðõó öÿëîòî ∆, ðàâíî íà
íóëà âúðõó ∆ \D. Ïî äåôèíèöèÿ èìàìå∫∫

D

f(x, y) dxdy =

∫∫
∆

f̃(x, y) dxdy =

=

b∫
a

 d∫
c

f̃(x, y) dy

 dx =

b∫
a

 ψ(x)∫
ϕ(x)

f(x, y) dy

 dx,

òúé êàòî ïðè âñÿêî x ôóíêöèÿòà f̃(x, y) å ðàâíà íà íóëà â èíòåðâàëèòå
[c, ϕ(x)] è [ψ(x), d].

Ïðèìåð. Äà ïðåñìåòíåì ëèöåòî íà êðúãà DR ñ öåíòúð â íà÷àëîòî
íà êîîðäèíàòèòå è ðàäèóñ R. Èìàìå ïðåäñòàâÿíåòî

DR =
{

(x, y) : −R ≤ x ≤ R,−
√
R2 − x2 ≤ y ≤

√
R2 − x2

}
,

è ñëåäîâàòåëíî ïî ãîðíàòà ôîðìóëà

µ (DR) =

∫ ∫
DR

1 dxdy =

R∫
−R


√
R2−x2∫

−
√
R2−x2

dy

 dx = 2

R∫
−R

√
R2 − x2 dx.
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Ïîñëåäíèÿò èíòåãðàë ñå ðåøàâà ÷ðåç ñóáñòèòóöèÿòà x = Rsin t, îòêúäå-
òî

µ (DR) = 2R2

π/2∫
−π/2

cos 2t dt = R2

π/2∫
−π/2

(1 + cos 2t) dt = πR2.

Ïðåñìÿòàíå íà òðèìåðíèòå èíòåãðàëè. Àêî ôóíêöèÿòà
f(x, y, z) å äåôèíèðàíà è èíòåãðóåìà âúðõó ïðàâîúãúëíèÿ ïàðàëåëåïè-
ïåä ∆ = [a, b]× [c, d]× [e, f ], òî îò òåîðåìàòà íà Ôóáèíè ïîëó÷àâàìå

∫∫∫
∆

f(x, y, z) dxdydz =

b∫
a

 d∫
c

 f∫
e

f(x, y, z) dz

 dy

 dx.

Çà äà ìîæåì äà ïðåñìÿòàìå òðèìåðíè èíòåãðàëè âúðõó ïî-ñëîæíè
ôèãóðè, òðÿáâà äà âúâåäåì òðèìåðåí àíàëîã íà ïîíÿòèåòî êðèâîëèíååí
òðàïåö:

Äåôèíèöèÿ. Íåêà å äàäåíîòî èçìåðèìîòî è çàòâîðåíî ìíîæåñ-
òâî D â ðàâíèíàòà Oxy, è íåêà ϕ(x, y), ψ(x, y) ñà äâå ôóíêöèè, äåôè-
íèðàíè è íåïðåêúñíàòè âúðõó D, çà êîèòî âúâ âñÿêà òî÷êà (x, y) å
èçïúëíåíî ϕ(x, y) ≤ ψ(x, y). Òîãàâà ïîä êðèâîëèíååí öèëèíäúð ñ îñíî-

âà D, çàäàäåí ÷ðåç ôóíêöèèòå ϕ è ψ, ùå ðàçáèðàìå òÿëîòî V ⊂ R3,
îïðåäåëåíî ñ óñëîâèÿòà

V = {(x, y, z) : (x, y) ∈ D, ϕ(x, y) ≤ z ≤ ψ(x, y)} .

Ëåìà 5. Ìíîæåñòâîòî V å èçìåðèìî ïîäìíîæåñòâî íà R3.
Äîêàçàòåëñòâî. Ùå äîêàæåì, ÷å êîíòóðúò bV íà ìíîæåñòâîòî

V å ïðåíåáðåæèìî ïî Ïåàíî-Æîðäàí ïîäìíîæåñòâî íà R3. Êîíòóðúò
bV ñå ñúñòîè òðè ÷àñòè: äîëíà îñíîâà, ñúâïàäàùà ñ ãðàôèêàòà Γϕ íà
ôóíêöèÿòà ϕ, ãîðíà îñíîâà, ñúâïàäàùà ñ Γψ, è îêîëíà ïîâúðõíîñò S,
çàäàäåíà êàòî

S = {(x, y, z) : (x, y) ∈ bD, ϕ(x, y) ≤ z ≤ ψ(x, y)} .

Ôàêòúò, ÷å ãðàôèêàòà íà íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåí-
ëèâè å ïðåíåáðåæèìà ïî Ïåàíî-Æîðäàí, ñå äîêàçâà ïî ñúùèÿ íà÷èí,
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êàêòî è çà ôóíêöèÿ íà åäíà ïðîìåíëèâà (âèæ ëåìà 4 îò �1). Îñòàâà äà
äîêàæåì ïðåíåáðåæèìîñòòà íà S. Äà èçáåðåì êîíñòàíòè e, f òàêèâà, ÷å

e ≤ min
D

ϕ(x, y) è f ≥ max
D

ψ(x, y),

è åëåìåíòàðíî ïîäìíîæåñòâî E íà ðàâíèíàòà òàêîâà, ÷å bD ⊂ E è
µ(E) < ε. Òîãàâà S ⊂ E × [e, f ] è ñëåäîâàòåëíî µ∗(S) ≤ µ(E × [e, f ]) <
ε(f − e), ò.å. ìîæå äà áúäå íàïðàâåíà ïðîèçâîëíî ìàëêà.

Íåêà f(x, y, z) å ôóíêöèÿ, èíòåãðóåìà âúðõó V. Òðèìåðíèÿò àíà-
ëîã íà òåîðåìà 4 å:

Òåîðåìà 6.

∫∫∫
V

f(x, y, z) dxdydz =

∫∫
D

 ψ(x,y)∫
ϕ(x,y)

f(x, y, z) dz

 dxdy.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà ∆ = [a, b] × [c, d] å ïðàâîúãúëíèê â ðàâ-
íèíàòà Oxy, ñúäúðæàù ìíîæåñòâîòî D, è íåêà êîíñòàíòèòå e, f ñà èç-
áðàíè êàêòî â ïðåäíàòà ëåìà. Òîãàâà ïðàâîúãúëíèÿò ïàðàëåëîïèïåä
∆̃ = ∆ × [e, f ] ñúäúðæà òÿëîòî V. Íåêà f̃(x, y, z) å ïðîäúëæåíèåòî íà
f(x, y, z) âúðõó öÿëîòî ∆̃ ñ íóëåâè ñòîéíîñòè èçâúí V. Òîãàâà èìàìå∫∫∫

V

f(x, y, z) dxdydz =

∫∫∫
∆̃

f̃(x, y, z) dxdydz =

=

∫∫
∆

 f∫
e

f̃(x, y, z) dz

 dxdy =

∫∫
D

 ψ(x,y)∫
ϕ(x,y)

f(x, y, z) dz

 dxdy.

Ïðèìåð. Äà ïðåñìåòíåì ëèöåòî íà êúëáîòî BR ñ öåíòúð â íà÷à-
ëîòî íà êîîðäèíàòèòå è ðàäèóñ R. Èìàìå ïðåäñòàâÿíåòî

BR =
{

(x, y, z) : (x, y) ∈ DR,−
√
R2 − x2 − y2 ≤ z ≤

√
R2 − x2 − y2

}
,

è ñëåäîâàòåëíî ïî ãîðíàòà ôîðìóëà

µ (BR) =

∫∫∫
BR

1 dxdydz = 2

∫ ∫
DR

√
R2 − x2 − y2 dxdy =



206 ÃËÀÂÀ 2. ÈÍÒÅÃÐÀËÍÎ ÑÌßÒÀÍÅ

= 2

R∫
−R


√
R2−x2∫

−
√
R2−x2

√
R2 − x2 − y2 dy

 dx.

Â ïîñëåäíèÿò èíòåãðàë äà îçíà÷èì âðåìåííî a =
√
R2 − x2; êàêòî

ïðåñìåòíàõìå ìàëêî ïî-ãîðå,
∫ a
−a

√
a2 − y2 dy = πa2/2 è ñëåäîâàòåëíî

µ (BR) = π

R∫
−R

(
R2 − x2

)
dx =

4

3
πR3.

Óïðàæíåíèÿ.

1. Äîêàæåòå ëåìà 1 îò ïàðàãðàôà.
Óïúòâàíå. Íåêà E1 è E2, ñúîòâåòíî F1 è F2, ñà åëåìåíòàðíè ìíî-

æåñòâà â Rn, ñúîòâåòíî â Rk, òàêèâà, ÷å E1 ⊂ A ⊂ E2, F1 ⊂ B ⊂ F2.
Òîãàâà E1 × F1, E2 × F2 ñà ñúùî åëåìåíòàðíè ìíîæåñòâà â Rn+k, è
E1 × F1 ⊂ A × B ⊂ E2 × F2. Èçâåäåòå îò òóê, ÷å A × B å èçìåðèìî è
µ(A×B) = µ(A).µ(B)

2. (Ïðèìåð íà ôóíêöèÿ, çà êîÿòî ñúùåñòâóâàò ïîâòîðíèòå èíòåã-
ðàëè, íî íå ñúùåñòâóâà äâîéíèÿò.)

Äà îçíà÷èì ñ A ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè òî÷êè â êâàäðàòà [0, 1] ×
[0, 1] îò âèäà

(
k

2n
, l

2n

)
, êúäåòî k è l ñà íå÷åòíè öåëè ÷èñëà è n = 1, 2, . . ..

Äîêàæåòå, ÷å
1/ ìíîæåñòâîòî A å íàâñÿêúäå ãúñòî â êâàäðàòà, ò.å âñÿêà òî÷êà

îò êâàäðàòà ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî ãðàíèöà íà òî÷êè îò A (åêâè-
âàëåíòíî: âñåêè ïðàâîúãúëíèê ñúäúðæà ïîíå åäíà òî÷êà îò A).

2/ âñÿêà âåðòèêàëíà èëè õîðèçîíòàëíà ïðàâà ñúäúðæà ñàìî êðàåí
áðîé òî÷êè îò A.

Äà îçíà÷èì ñ f(x, y) ôóíêöèÿòà, ðàâíà íà 1 âúðõó òî÷êèòå îò A, è
íà íóëà âúðõó òî÷êèòå îò êâàäðàòà, íå ïðèíàäëåæàùè íà A. Äîêàæåòå
êàòî ñëåäñòâèå îò 1/, ÷å f(x, y) íå å èíòåãðóåìà âúðõó êâàäðàòà. Îò
äðóãà ñòðàíà, ïîêàæåòå êàòî ñëåäñòâèå îò 2/, ÷å çà âñåêè x0, y0 ∈ [0, 1]

èíòåãðàëèòå
∫ 1

0
f(x0, y)dy,

∫ 1

0
f(x, y0)dx ñúùåñòâóâàò è ñà ðàâíè íà íóëà,

ò.å è äâàòà ïîâòîðíè èíòåãðàëè ñúùåñòâóâàò.
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3. Ïðè äîêàçàòåëñòâîòî íà âòîðàòà ÷àñò íà òåîðåìàòà íà Ôóáèíè
áåøå äîêàçàíî, ÷å I(x) = I(x) ïî÷òè íàâñÿêúäå. Çà äà ñå îñìèñëè ôîð-
ìóëàòà çà ðàâåíñòâî ìåæäó ïîâòîðíèÿ è äâîéíèÿ èíòåãðàë, ôóíêöèÿòà
I(x) òðÿáâà äà ñå ïðîäúëæè âúðõó îñòàâàùîòî (ïðåíåáðåæèìî â ñìèñúë
íà Ëåáåã) ìíîæåñòâî. Ïî-íàòàòúê áåøå äîêàçàíî, ÷å àêî íà I(x) ñå äàäå
ïðîèçâîëíà ñòîéíîñò â èíòåðâàëà

[
I(x), I(x)

]
, òî ïîëó÷åíàòà ôóíêöèÿ å

èíòåãðóåìà è ðàâåíñòâîòî îò òåîðåìàòà å èçïúëíåíî. Ñëåäâàùèÿò ïðè-
ìåð ïîêàçâà, ÷å àêî èçáåðåì I(x) èçâúí òîçè èíòåðâàë (íàïðèìåð àêî
ïîëîæèì ïðîñòî I(x) = 0), ðèñêóâàìå äà ïîëó÷èì íåèíòåãðóåìà ôóíê-
öèÿ.

Íåêà âðåìåííî äà îçíà÷èì ñ ϕ(x) ôóíêöèÿòà íà Ðèìàí â [0, 1], ò.å.
ϕ(x) = 0 çà x èðàöèîíàëíî è ϕ(x) = 1/q, àêî x å ðàâíî íà íåñúêðàòèìàòà
äðîá p/q. Íåêà ψ(x) äà îçíà÷àâà ôóíêöèÿòà íà Äèðèõëå, ðàâíà íà íóëà
â èðàöèîíàëíèòå è íà åäèíèöà â ðàöèîíàëíèòå òî÷êè, è, íàêðàÿ, äà
îçíà÷èì

f(x, y) = 1− ϕ(x).ψ(y).

Íåêà, êàêòî ïî-ãîðå, I(x), I(x) äà îçíà÷àâàò ñúîòâåòíî äîëíèÿ è ãîðíèÿ
èíòåãðàë îò f(x, y) êàòî ôóíêöèÿ íà y.

1/ Äîêàæåòå, ÷å çà èðàöèîíàëíè ñòîéíîñòè íà x èìàìå I(x) =
I(x) = 1, à çà x = p/q (íåñúêðàòèìà) å èçïúëíåíî I(x) = 1 − 1/q,
I(x) = 1.

2/ Ïîêàæåòå, ÷å àêî çà ðàöèîíàëíè x äåôèíèðàìå I(x) = 0, òî òàêà
ïðîäúëæåíàòà ôóíêöèÿ I(x) íå å èíòåãðóåìà (òÿ ñúâïàäà ñ ôóíêöèÿòà
1− ψ(x)).
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2.6 Ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå â ìíîãîìåðíèòå

èíòåãðàëè

Êàòî íà÷àëî ùå ñè ïðèïîìíèì ñúòâåòíàòà òåîðåìà â åäíîìåðíèÿ ñëó-
÷àé. Íåêà f(x) å äåôèíèðàíà è èíòåãðóåìà çà x ∈ [a, b], è íåêà ϕ(t) å åä-
íîêðàòíî ãëàäêà â èíòåðâàëà [α, β] (èëè [β, α]), êàòî ϕ(α) = a, ϕ(β) = b.
Òîãàâà ∫ b

a

f(x) dx =

∫ β

α

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt.

Íåêà ñå îïèòàìå äà îñìèñëèì òàçè ôîðìóëà â ÷àñòíèÿ ñëó÷àé
íà ìîíîòîííî ðàñòÿùà ϕ(t). Íåêà α = t0 < . . . < tn = β å ðàçáèâà-
íå íà [α, β], è íåêà òî÷êèòå xi = ϕ(ti) äà äàâàò ñúîòâåòíîòî ðàçáèâà-
íå íà èíòåðâàëà [a, b]. Ïî òåîðåìàòà çà êðàéíèòå íàðàñòâàíèÿ èìàìå
xi − xi−1 = ϕ′(ηi) çà ïîäõîäÿùî ηi ∈ (ti−1, ti). Äà ïîëîæèì ξi = ϕ (ηi).
Êàòî èçïîëçâàìå òåîðåìàòà çà êðàéíèòå íàðàñòâàíèÿ, ïîëó÷àâàìå

n∑
i=0

f (ξi) (xi − xi−1) =
n∑
i=0

f (ϕ(ηi)) (ϕ(ti)− ϕ(ti−1)) =

=
n∑
i=0

f (ϕ(ηi))ϕ
′(ηi) (ti − ti−1) .

Ëÿâàòà ñóìà êëîíè êúì ëåâèÿ èíòåãðàë âúâ ôîðìóëàòà çà ñìÿíà íà ïðî-
ìåíëèâèòå, à äÿñíàòà ñóìà - êúì äåñíèÿ èíòåãðàë. Òàêà íèå ïîëó÷àâàìå
äðóãî äîêàçàòåëñòâî íà ôîðìóëàòà.

Ìàêàð è ïî-ñëîæíî îò ñòàíäàðòíîòî, òîâà äîêàçàòåëñòâî èìà ïðåè-
ìóùåñòâîòî, ÷å íè ïîêàçâà îò êúäå ñå âçåìà äîïúëíèòåëíèÿò ìíîæèòåë
ϕ′(t) â èíòåãðàëà îòäÿñíî; òîçè ìíîæèòåë ïîêàçâà êîëêî ïúòè äúëæè-
íàòà íà ñúîòâåòíèÿ ïîäèíòåðâàë ñå ðàñòÿãà (èëè ñâèâà) ñëåä ïðèëàãàíå
íà ôóíêöèÿòà ϕ(t). Åñòåñòâåíî å äà ñå çàäàäå ñúùèÿ âúïðîñ, êîãàòî
âìåñòî ôóíêöèÿòà ϕ(t) èìàìå ïðåîáðàçîâàíèå îò Rn â Rn, çàäàäåíî ñ
n ôóíêöèè íà n ïðîìåíëèâè; îêàçâà ñå, ÷å â òîçè ñëó÷àé ñúîòâåòíèÿò
"êîåôèöèåíò íà ðàçòÿãàíå íà îáåìà" ñå îïðåäåëÿ îò ôóíêöèîíàëíàòà
äåòåðìèíàíòà (èëè ÿêîáèàíà) íà ñúîòâåòíîòî èçîáðàæåíèå (âèæ �1.4).

Îòíà÷àëî ùå ïðèïîìíèì íÿêîè ïîíÿòèÿ. Íåêà D å èçìåðèìî è
çàòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî íà Rn ñ êîîðäèíàòè t = (t1, . . . , tn), è íåêà Φ(t)
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å èçîáðàæåíèå íà D â Rn, çàäàäåíî ñ ôîðìóëèòå

x1 = ϕ1 (t1, . . . , tn) , . . . , xn = ϕn (t1, . . . , tn) .

Ùå êàçâàìå, ÷å Φ å åäíîêðàòíî ãëàäêî, àêî ôóíêöèèòå ϕ1, . . . , ϕn ñå
ïðîäúëæàâàò â íÿêàêâà îêîëíîñò U íà D, äèôåðåíöèðóåìè ñà â U è
ïðèòåæàâàò íåïðåêúñíàòè ïúðâè ïðîèçâîäíè. Äà ñè ïðèïîìíèì îïðå-
äåëåíèÿòà îò �1.4: ïîä ìàòðè÷íà ïðîèçâîäíà íà èçîáðàæåíèåòî Φ(t) â
òî÷êàòà t0 ùå ðàçáèðàìå ìàòðèöàòà

DΦ
(
t0
)

=

{
∂ϕi
∂tj

(
t0
)}

i=1,...,n
j=1,...,n

=


∂ϕ1

∂t1
(x0) ∂ϕ1

∂t2
(t0) . . . ∂ϕ1

∂tn
(t0)

∂ϕ2

∂t1
(t0) ∂ϕ2

∂t2
(t0) . . . ∂ϕ2

∂tn
(t0)

. . . . . . . . . . . .
∂ϕn
∂t1

(t0) ∂ϕn
∂t2

(t0) . . . ∂ϕn
∂tn

(t0)

 .

Ïîä ôóíêöèîíàëíà äåòåðìèíàíòà, èëè ÿêîáèàí, íà Φ(t) â òî÷êàòà
t0, ùå ðàçáèðàìå ÷èñëîòî

JΦ(t0) =
D (ϕ1, . . . , ϕn)

D (t1, . . . , tn)

(
t0
)

= det
(
DΦ

(
t0
))
.

Â �1.4, òåîðåìà 5, áåøå äîêàçàíî îñíîâíîòî ñâîéñòâî íà ôóíêöè-
îíàëíèòå äåòåðìèíàíòè: ôóíêöèîíàëíàòà äåòåðìèíàíòà íà ïðîèçâåäå-
íèåòî íà äâå èçîáðàæåíèÿ å ðàâíà íà ïðîèçâåäåíèåòî íà òÿõíèòå ôóí-
êöèîíàëíè äåòåðìèíàíòè. Â íàøèòå îçíà÷åíèÿ òî ìîæå äà ñå íàïèøå
êàòî

JΨ◦Φ(t) = JΨ(Φ(t)).JΦ(t).

Ùå íàïîìíèì è òåîðåìàòà çà îáðàòíîòî èçîáðàæåíèå (âèæ òåî-
ðåìà 7 îò �1.8 è çàáåëåæêàòà ñëåä íåÿ): Àêî Φ : D → E = Φ(D) å
âçàèìíî åäíîçíà÷íî, åäíîêðàòíî ãëàäêî, è JΦ(t) 6= 0 çà âñÿêî t ∈ D
(â òàêúâ ñëó÷àé êàçâàìå, ÷å Φ å ðåãóëÿðíî), òî îáðàòíîòî èçîáðàæåíèå

Ψ = (Φ)−1 : E→ D å ñúùî åäíîêðàòíî ãëàäêî, è JΨ(x) = (JΦ(Ψ(x)))−1 .
Ñåãà ìîæåì äà ôîðìóëèðàìå îñíîâíàòà òåîðåìà íà òîçè ïàðàãðàô.
Òåîðåìà çà ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå â ìíîãîìåðíèòå èí-

òåãðàëè. Íåêà, êàêòî ïî-ãîðå, Φ : D → E å ðåãóëÿðíî èçîáðàæåíèå,
è íåêà f(x) = f (x1, . . . , xn) å èíòåãðóåìà ôóíêöèÿ âúðõó E. Òîãàâà å â
ñèëà ðàâåíñòâîòî∫

E

f(x) dx1 . . . dxn =

∫
D

f(Φ(t)) |JΦ(t)| dt1 . . . dtn.
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Çàáåëåæêà. ×èòàòåëÿò ìîæå áè çàáåëÿçâà, ÷å ìíîãîìåðíàòà ôîð-
ìóëà ñå ðàçëè÷àâà îò åäíîìåðíàòà. Íàèñòèíà, â åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé ôóí-
êöèîíàëíàòà äåòåðìèíàíòà ñúâïàäà ñ ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿòà, íî
â èçâåñòíàòà íè ôîðìóëà òÿ íå å ïîä çíàêà íà ìîäóëà. Ðàçëèêàòà íå å
ñëó÷àéíà. Â åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé ìîäóëúò ìîæå äà áúäå èçáÿãíàò, òúé
êàòî òàì å âúâåäåíî ïîíÿòèåòî îðèåíòèðàí èíòåãðàë, èëè èíòåãðàë ñ
ðàçìåíåíè ãðàíèöè (âèæ Êîíâåíöèÿòà îò �4.2 íà ÷àñò I). Â ìíîãîìåð-
íèÿ ñëó÷àé òîâà ñúùî ìîæå äà áúäå íàïðàâåíî, íî èçèñêâà ïî-ñåðèîçíè
ñðåäñòâà, âêëþ÷èòåëíî àïàðàòà íà ò. íàð. äèôåðåíöèàëíè ôîðìè. Òåçè
ñðåäñòâà ùå áúäå èçëîæåí â ñëåäâàùèòå ÷àñòè íà ó÷åáíèêà.

Àêî âçåìåì f(x) äà å òúæäåñòâåíî åäèíèöà, òî êàòî ÷àñòåí ñëó÷àé
íà òåîðåìàòà ïîëó÷àâàìå ðàâåíñòâîòî

µ(Φ(D)) =

∫
D

|JΦ(t)| dt1 . . . dtn = |JΦ(P )|µ(D)

çà ïîäõîäÿùà òî÷êà P ∈ D. Îòòóê ñå âèæäà è ãåîìåòðè÷íèÿò ñìèñúë
íà ÿêîáèàíà êàòî îòíîøåíèå íà îáåìèòå íà Φ(D) è D.

Îêàçâà ñå, ÷å ïðè äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà å óäîáíî äà ñå
çàïî÷íå èìåííî ñ òîâà.

Ùå êàçâàìå, ÷å ðåäèöàòà îò ìíîæåñòâà {Dk} êëîíè êúì òî÷êàòà
P0, àêî

rk = sup
Q∈Dk

%(Q,P0)→k→∞= 0.

Ñ äðóãè äóìè, ìíîæåñòâàòà Dk ñå ñúäúðæàò â êúëáà B(P0, rk) ñ öåíòúð
P0 è ðàäèóñè rk → 0.

Îñíîâíàòà òåæåñò íà äîêàçàòåëñòâîòî ñå ïîåìà îò ñëåäíîòî òâúð-
äåíèå:

Îñíîâíà ëåìà (ñëàá âàðèàíò). Íåêà Dk, k = 1, 2, . . ., å ðåäèöà
îò èçìåðèìè ìíîæåñòâà, êëîíÿùà êúì òî÷êàòà P0. Òîãàâà

lim
µ(Φ(Dk))

µ(Dk)
= |JΦ(P0)| .
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Òîâà òâúðäåíèå íå å äîñòàòú÷íî ñèëíî: íåîáõîäèìî å äà çíàåì, ÷å
òàçè ñõîäèìîñò å ðàâíîìåðíà ïî òî÷êàòà P0. Èçïúëíåíî å è ñëåäíîòî,
ïî-ñèëíî òâúðäåíèå:

Îñíîâíà ëåìà (ñèëåí âàðèàíò). Çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà
δ > 0, òàêà ÷å çà âñÿêî èçìåðèìî D′ ⊂ D ñ diamD′ < δ è çà âñÿêà
òî÷êà Q ∈ D′ å èçïúëíåíî∣∣∣∣µ (Φ (D′))

µ (D′)
− |JΦ (Q)|

∣∣∣∣ < ε.

Òåçè äâà âàðèàíòà íà îñíîâíàòà ëåìà ùå áúäàò äîêàçàíè ïî-
íàäîëó, íî íàé-íàïðåä ùå ïîêàæåì, ÷å òåîðåìàòà çà ñìÿíà íà ïðîìåí-
ëèâèòå ñëåäâà ëåñíî îò ñèëíèÿ âàðèàíò:

Äîêàçàòåëñòâî íà òåîðåìàòà êàòî ñëåäñòâèå îò îñíîâíàòà
ëåìà. Íåêà τ : D = ∪ki=1Di å ïðîèçâîëíî èçìåðèìî ðàçáèâàíå íà D,
è íåêà Ei = Φ (Di)

*; òîãàâà τ̃ : E = ∪ki=1Ei å èçìåðèìî ðàçáèâàíå íà
E = Φ (D). Äà èçáåðåì ïî åäíà òî÷êà Qi ∈ Di, è íåêà Pi = Φ (Qi) ∈ Ei.
Äà îáðàçóâàìå ñúîòâåòíèòå ðèìàíîâè ñóìè

Rτ̃ =
k∑
i=1

f (Pi)µ (Ei) è Rτ =
k∑
i=1

f (Φ(Qi)) |JΦ (Qi)|µ (Di) .

Àêî diam τ → 0, òî è diam τ̃ → 0, è ïî äåôèíèöèÿ èìàìå

lim
diam τ̃→0

Rτ̃ =

∫
E

f(x) dx1 . . . dxn,

lim
diam τ→0

Rτ =

∫
D

f(Φ(t)) |JΦ(t)| dt1 . . . dtn.

Íåêà ñåãà èçáåðåì ïðîèçâîëíî ε > 0, íåêà δ > 0 å èçáðàíî êàêòî â
îñíîâíàòà ëåìà, è íåêà diam τ < δ. Íåêà C äà å åäíà ãîðíà ãðàíèöà çà
|f(x)|. Òîãàâà

|Rτ̃ −Rτ | ≤
k∑
i=1

|f (Pi)| |µ (Ei)− |JΦ (Qi)|µ (Di)| =

*Ôàêòúò, ÷å Ei ñà ñúùî èçìåðèìè, ùå áúäå äîêàçàí ïî-äîëó.
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=
k∑
i=1

|f (Pi)|
∣∣∣∣µ (Ei)

µ (Di)
− |JΦ (Qi)|

∣∣∣∣µ (Di) ≤ Cε
k∑
i=1

µ (Di) = Cεµ(D)

è ñëåäîâàòåëíî
lim

diam τ→0

|Rτ̃ −Rτ | = 0,

îòêúäåòî ñëåäâà ðàâåíñòâîòî ìåæäó èíòåãðàëèòå.

Ïðåäè äà ïðåìèíåì êúì äîêàçàòåëñòâîòî íà îñíîâíàòà ëåìà, ùå ñå
îïèòàìå äà ÿ îíàãëåäèì â äâóìåðíèÿ ñëó÷àé è äà ïîêàæåì çàùî èìåííî
ÿêîáèàíúò äàâà îòíîøåíèåòî ìåæäó îáåìèòå. Òðúãâàìå îò åëåìåíòàð-
íàòà ôîðìóëà çà ëèöå íà óñïîðåäíèê, ïîðîäåí îò äâà âåêòîðà. Íåêà
~a = (a1, a2) è ~b = (b1, b2) ñà äâà âåêòîðà â ðàâíèíàòà; òîãàâà ëèöåòî S íà
óñïîðåäíèêà, ïîñòðîåí âúðõó òÿõ, å ðàâíî íà

S =
∣∣∣~a×~b∣∣∣ =

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ .

A B

CD

A1

D1

C1

B1

D
FHDL

u0 u0+h

v0

v0+k

Îáðàç íà ïðàâîúãúëíèêà ∆ ÷ðåç èçîáðàæåíèåòî Φ

Íåêà Φ å èçîáðàæåíèåòî íà ðàâíèíàòà ñ êîîðäèíàòè (u, v) â ðàâíè-
íàòà ñ êîîðäèíàòè (x, y), çàäàäåíî ñ óðàâíåíèÿ x = x(u, v), y = y(u, v).
Íåêà ∆ å ïðàâîúãúëíèê ñ âúðõîâå A = (u0, v0), B = (u0 + h, v0),
C = (u0 + h, v0 + k), D = (u0, v0 + k), µ(∆) = hk. Äà îçíà÷èì òÿõíèòå
îáðàçè ÷ðåç Φ ñ A1 = Φ(A), B1 = Φ(B) è ò.í. Òîãàâà î÷åâèäíî ôèãóðàòà
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Φ(∆) å áëèçêà äî óñïîðåäíèêà, ïîñòðîåí âúðõó âåêòîðèòå ~A1B1, ~A1D1

(âèæ ÷åðòåæà). Ïî òåîðåìàòà çà êðàéíèòå íàðàñòâàíèÿ èìàìå

~A1B1 = (x(u0 + h, v0)− x(u0, v0), y(u0 + h, v0)− y(u0, v0)) =

= h (x′u(u0 + θ1h, v0), y′u(u0 + θ2h, v0))

è àíàëîãè÷íî

~A1D1 = (x(u0, v0 + k)− x(u0, v0), y(u0, v0 + k)− y(u0, v0)) =

= k (x′v(u0, v0 + θ3k), y′v(u0, v0 + θ4k)) .

Îòòóê ïðè h è k ìàëêè ïîëó÷àâàìå ïðèáëèçèòåëíàòà ôîðìóëà

µ(Φ(∆)) ≈
∣∣∣ ~A1B1 × ~A1D1

∣∣∣ =

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ x′u(u0, v0) y′u(u0, v0)
x′v(u0, v0) y′v(u0, v0)

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ hk,
îòêúäåòî

µ(Φ(∆))

µ(∆)
≈
∣∣∣∣ ∣∣∣∣ x′u(u0, v0) y′u(u0, v0)

x′v(u0, v0) y′v(u0, v0)

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ =

∣∣∣∣D(x, y)

D(u, v)
(u0, v0)

∣∣∣∣ .
Àíàëîãè÷íà å êàðòèíàòà è çà ïî-âèñîêèòå ðàçìåðíîñòè.

Êàòî êîíêðåòíè ïðèìåðè ùå ðàçãëåäàìå ïîëÿðíàòà (â R2) è ñôå-
ðè÷íàòà (â R3) ñìåíè íà êîîðäèíàòèòå, âúâåäåíè â �1.9. Íåêà D å ïðàâî-
úãúëíèê â ðàâíèíàòà (ρ, θ): D = [ρ, ρ+∆ρ]× [θ, θ+∆θ], è Φ å ïîëÿðíîòî
ïðåîáðàçîâàíèå, çàäàäåíî ñ ôîðìóëèòå x = ρcos θ, y = ρsin θ. Òîãàâà
ìíîæåñòâîòî E = Φ(D) ïðåäñòàâëÿâà ñåêòîð ñ úãúë ∆θ, èçðÿçàí îò
êðúãîâ ïðúñòåí, íàìèðàù ñå ìåæäó äâå îêðúæíîñòè ñ öåíòúð íà÷àëîòî
è ðàäèóñè ñúîòâåòíî ρ è ρ + ∆ρ. Åëåìåíòàðíàòà ôîðìóëà çà ëèöå íà
òàêàâà ôèãóðà (òÿ å àíàëîãè÷íà íà ôîðìóëàòà çà ëèöå íà òðàïåö) íè
äàâà

µ(E) = ∆ρ

(
ρ.∆θ + (ρ+ ∆ρ)∆θ

2

)
= ∆ρ.∆θ

(
ρ+

∆ρ

2

)
,

îòêúäåòî

lim
∆ρ,∆θ→0

µ(E)

µ(D)
= lim

∆ρ→0

(
ρ+

∆ρ

2

)
= ρ,
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êîåòî ñúâïàäà ñ ïðåñìåòíàòàòà â �1.9 ñòîéíîñò íà D(x,y)
D(ρ,θ)

.
Àíàëîãè÷íî å ïîëîæåíèåòî â òðèìåðíîòî ïðîñòðàíñòâî. Íåêà å äà-

äåíà ñôåðà ñ ðàäèóñ ρ, è F äà å ñôåðè÷íèÿò ïðàâîúãúëíèê, çàòâîðåí
ìåæäó ìåðèäèàíèòå ñ "ãåîãðàôñêà äúëæèíà" ñúîòâåòíî θ è θ + ∆θ, è
ïàðàëåëèòå ñ "ãåîãðàôñêà øèðèíà" ñúîòâåòíî ϕ è ϕ + ∆ϕ. Òúé êàòî
ïàðàëåëèòå è ìåðèäèàíèòå ñå ïðåñè÷àò ïîä ïðàâè úãëè, òî ëèöåòî íà F
å ïðèáëèçèòåëíî ðàâíî íà ïðîèçâåäåíèåòî íà äúëæèíèòå íà äâåòå ìó
ñòðàíè, êîèòî ñà äúãè îò îêðúæíîñòè. Çíàåì, ÷å âñè÷êè ìåðèäèàíè ñà
îêðúæíîñòè ñ ðàäèóñ, ðàâåí íà ðàäèóñà íà ñôåðàòà ρ, à ïàðàëåëúò, îòãî-
âàðÿù íà "ãåîãðàôñêà øèðèíà" ϕ, å îêðúæíîñò ñ ðàäèóñ ρ.sinϕ. Îòòóê
ïîëó÷àâàìå

µ(F) ≈ (ρ.∆θ) (ρ.sinϕ.∆ϕ) = ρ2sinϕ.∆θ.∆ϕ.

Àêî E å "ñòúëá÷å" íàä F ñ âèñî÷èíà ∆ρ, òî µ(E) = ∆ρ.µ(F). Àêî îçíà-
÷èì ñ D ïðàâîúãúëíèÿò ïàðàëåëåïèïåä

D = [ρ, ρ+ ∆ρ]× [θ, θ + ∆θ]× [ϕ, ϕ+ ∆ϕ],

a Φ å ñôåðè÷íîòî ïðåîáðàçîâàíèå, òî Φ(D) ñúâïàäà ñ ìíîæåñòâîòî E, è
ïîëó÷àâàìå

lim
∆ρ,∆θ,∆ϕ→0

µ(E)

µ(D)
= ρ2sinϕ,

êîåòî îòíîâî ñúâïàäà ñ èçâåñòíàòà îò �1.9 ôóíêöèîíàëíà äåòåðìèíàíòà
D(x, y, z)

D(ρ, θ, ϕ)
.

Äîêàçàòåëñòâî íà îñíîâíàòà ëåìà. Èäåÿòà íà äîêàçàòåëñòâîòî
å ñëåäíàòà: ïúðâî òâúðäåíèåòî ñå äîêàçâà çà ëèíåéíè èçîáðàæåíèÿ, è
ñëåä òîâà ëîêàëíî, â áëèçîñò äî äàäåíà òî÷êà, äàäåíîòî èçîáðàæåíèå ñå
àïðîêñèìèðà ñ íàé-áëèçêîòî äî íåãî ëèíåéíî, ò.å. ëèíåéíîòî èçîáðàæå-
íèå, îïðåäåëåíî îò ìàòðè÷íàòà ïðîèçâîäíà â òàçè òî÷êà.

Íåêà A = {aij} i=1,...,n
j=1,...,n

å n × n-ìàòðèöà. Îòíîâî ñ A : Rn → Rn ùå

îçíà÷àâàìå ëèíåéíîòî èçîáðàæåíèå, îïðåäåëåíî îò òàçè ìàòðèöà:

Àêî x = (x1, . . . , xn) , òî Ax =

(
n∑
j=1

a1jxj, . . . ,
n∑
j=1

anjxj

)
.
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Ùå îòáåëåæèì, ÷å ôóíêöèîíàëíàòà äåòåðìèíàíòà JA íà òîâà èçîá-
ðàæåíèå å êîíñòàíòà è ñúâïàäà ñúñ äåòåðìèíàíòàòà íà A.

Ñëåäâàùîòî òâúðäåíèå ïîêàçâà, ÷å îñíîâíàòà ëåìà å â ñèëà çà ëè-
íåéíè èçîáðàæåíèÿ. Íåêà A îçíà÷àâà îáðàòèìà n× n-ìàòðèöà, êàêòî è
îïðåäåëåíîòî îò íåÿ èçîáðàæåíèå íà Rn â ñåáå ñè.

Ëåìà 1. Çà âñÿêî èçìåðèìî ìíîæåñòâî D ⊂ Rn èìàìå

µ(A(D)) = |detA|µ(D).

Äîêàçàòåëñòâîòî íà òîçè ôàêò å òåõíè÷åñêî è ùå áúäå îòëîæåíî
äî êðàÿ íà ïàðàãðàôà.

Çàáåëåæêà. (Èíâàðèàíòíîñò íà ìÿðêàòà è èíòåãðàëà ïðè
äâèæåíèÿ.) Êàêòî áåøå îòáåëÿçàíî â �1.1, äîñåãàøíàòà äåôèíèöèÿ íà
ìÿðêà íà Ïåàíî-Æîðäàí è íà èíòåãðàë â Rn ôîðìàëíî çàâèñè îò èçáîðà
íà êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà â òîâà ïðîñòðàíñòâî. Ñåãà âå÷å ñå âèæäà,
÷å òîâà íå å òàêà. Íàèñòèíà, àêî âçåìåì äâå ðàçëè÷íè îðòîíîðìèðàíè
êîîðäèíàòíè ñèñòåìè â Rn, òî ñúùåñòâóâà îðòîãîíàëíî ïðåîáðàçîâàíèå,
ïðåõâúðëÿùî âåêòîðèòå îò åäíàòà ñèñòåìà âúâ âåêòîðèòå îò äðóãàòà.
Òúé êàòî äåòåðìèíàíòàòà íà åäíî îðòîãîíàëíî ïðåîáðàçîâàíèå å ðàâíà
íà 1 èëè −1, òî ñïîðåä ëåìà 1 ìÿðêàòà îñòàâà èíâàðèàíòíà ñïðÿìî íåãî.
Ñëåäîâàòåëíî ñúùîòî å â ñèëà è çà èíòåãðàëà.

Çà äà ñå ïðîâåäå ïðîöåñà íà àïðîêñèìàöèÿ, ñïîìåíàò ïî-ãîðå, å
óäîáíî äà ñå âúâåäå â Rn íîðìà, ðàçëè÷íà îò åâêëèäîâàòà. Ùå èçïîëçâà-
ìå íîðìàòà ||P ||∞ (åäíà îò íîðìèòå, îïèñàíè â �1.1). Çà P = (x1, . . . , xn)
ïîëàãàìå

||P ||∞ = max
i=1,...,n

|xi| .

Ùå âúâåäåì è ñúîòâåòíàòà íîðìà ||A||∞ çà âñÿêà n × n-ìàòðèöà*
A:

||A||∞ = max
i=1,...,n

(
n∑
j=1

|aij|

)
.

*Çà çàïîçíàòèòå ñ íÿêîè åëåìåíòè íà ôóíêöèîíàëíèÿ àíàëèç ùå îòáåëåæèì, ÷å
÷èñëîòî ||A||∞ å ðàâíî íà íîðìàòà íà ëèíåéíèÿ îïåðàòîð A, äåéñòâàù â ïðîñòðàíñ-
òâîòî Rn

, ñíàáäåíî ñ íîðìàòà ||·||∞.
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Ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ ñëåäâàò íåïîñðåäñòâåíî îò äåôèíèöèèòå:
Ëåìà 2. 1/ Çà âñÿêà ìàòðèöà A è âåêòîð P ∈ Rn èìàìå

||A ◦ P ||∞ ≤ ||A||∞ . ||P ||∞.
2/ Çà âñåêè äâå ìàòðèöè A è B è λ ∈ R èìàìå ||A+B||∞ ≤

||A||∞ + ||B||∞, ||λA||∞ = |λ| ||A||∞, ||AB||∞ ≤ ||A||∞ . ||B||∞.
Íåêà, êàêòî ïî-ãîðå, D å èçìåðèìî ìíîæåñòâî, è Φ(P ) =

(ϕ1(P ), . . . ϕn(P )) å ðåãóëÿðíî èçîáðàæåíèå, äåôèíèðàíî â îêîëíîñò U
íà D. Ñëåäâàùàòà îöåíêà å êëþ÷îâèÿ ìîìåíò â äîêàçàòåëñòâîòî:

Ëåìà 3. Íåêà ||DΦ(P )||∞ ≤ C çà âñÿêî P ∈ U. Òîãàâà Φ(D) å
èçìåðèìî è

µ(Φ(D)) ≤ Cnµ(D).

Äîêàçàòåëñòâî. Îòíà÷àëî ùå äîêàæåì íåðàâåíñòâîòî
µ∗(Φ(D)) ≤ Cnµ(D), êîåòî ùå èçâúðøèì íà íÿêîëêî ñòúïêè â çàâèñè-
ìîñò îò âèäà íà D.

1/ Ïúðâî ùå ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ, êîãàòî D å n-ìåðåí êóá. Àêî îç-
íà÷èì ñ P0 = (t01, . . . , t

0
n) îçíà÷èì öåíòúðà íà êóáà, à ñ 2h - äúëæèíàòà

íà ñòðàíàòà ìó, òî D ñå ñúñòîè îò âñè÷êè òî÷êè P = (t1, . . . , tn) òàêèâà,
÷å |ti − t0i | ≤ h çà i = 1, . . . , n.

Óñëîâèåòî ||DΦ(P )||∞ ≤ C îçíà÷àâà, ÷å çà âñÿêî i îò 1 äî n è çà

âñÿêî P ∈ U èìàìå
∑n

j=1

∣∣∣∂ϕi∂tj
(P )
∣∣∣ ≤ C. Íåêà ñåãà P ∈ D. Òîãàâà ïî

ìíîãîìåðíàòà òåîðåìà çà êðàéíèòå íàðàñòâàíèÿ (òåîðåìà 3 îò �1.5) çà
âñÿêî i = 1, . . . , n ïîëó÷àâàìå, ïðè ïîäõîäÿùî θ ∈ (0, 1):

|ϕi(P )− ϕi(P0)| =

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

(
tj − t0j

) ∂ϕi
∂tj

(P0 + θ(P − P0))

∣∣∣∣∣ ≤
≤ h

n∑
j=1

∣∣∣∣∂ϕi∂tj
(P0 + θ(P − P0))

∣∣∣∣ ≤ Ch,

êîåòî îçíà÷àâà, ÷å Φ(D) ñå ñúäúðæà â êóá ñ öåíòúð Φ(P0) =
(ϕ1(P0), . . . , ϕn(P0)) è äúëæèíà íà ñòðàíàòà 2Ch. Îòòóê ïîëó÷àâàìå

µ∗(Φ(D)) ≤ (2Ch)n = Cn(2h)n = Cnµ(D).
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2/ Íåêà ñåãà D å ïðàâîúãúëåí ïàðàëåëåïèïåä â Rn. Àêî äúëæè-
íèòå íà âñè÷êèòå ìó ñòðàíè ñà ðàöèîíàëíè ÷èñëà, òî D ìîæå äà áúäå
ðàçðÿçàí íà êðàåí áðîé n-ìåðíè êóáîâå. (Íàèñòèíà, àêî p1/q1, . . . , pn/qn
ñà äúëæèíèòå íà ñòðàíèòå, òî ðàçðÿçâàíåòî ñå ïîëó÷àâà, êàòî ðàçäåëèì
âñÿêà îò ñòðàíèòå íà ïîäèíòåðâàëè ñ äúëæèíà 1/q1 . . . qn.) Ïðèëàãàéêè
çà âñÿêà îò ÷àñòèòå ðåçóëòàòà îò òî÷êà 1/, ïîëó÷àâàìå íåðàâåíñòâîòî
µ∗(Φ(D)) ≤ Cnµ(D). Çà ïðîèçâîëåí ïàðàëåëåïèïåä íåðàâåíñòâîòî ñå
äîêàçâà ñ ãðàíè÷åí ïðåõîä.

3/ Íåêà ñåãà D å åëåìåíòàðíî ìíîæåñòâî, ò.å. îáåäèíåíèå íà êðàåí
áðîé íåïðåñè÷àùè ñå ïðàâîúãúëíè ïàðàëåëåïèïåäè. Îòíîâî, ïðèëàãàé-
êè äîêàçàíîòî íåðàâåíñòâî çà âñåêè îò òÿõ, ïîëó÷àâàìå ñúùîòî íåðà-
âåíñòâî çà D.

4/ Íåêà D å èçìåðèìî ìíîæåñòâî. Äà èçáåðåì åëåìåíòàðíî ìíî-
æåñòâî E òàêîâà, ÷å D ⊂ E ⊂ U è µ(E) < µ(D) + ε. Îò äîêàçàíîòî
ïî-ãîðå ïîëó÷àâàìå, ÷å

µ∗(Φ(D)) ≤ µ∗(Φ(E)) ≤ Cn(µ(D) + ε),

îòêúäåòî ÷ðåç ãðàíè÷åí ïðåõîä ïî ε ïîëó÷àâàìå èñêàíîòî íåðàâåíñòâî.
5/ Îñòàâà äà çàìåíèì ãîðíàòà ìÿðêà µ∗(Φ(D)) ñ µ(Φ(D)), ò.å äà

äîêàæåì, ÷å Φ(D) å èçìåðèìî. Íàèñòèíà, D å èçìåðèìî è ñëåäîâàòåëíî
íåãîâèÿ êîíòóð bD å ïðåíåáðåæèì ïî Ïåàíî-Æîðäàí, ò.å. µ∗(bD) = 0.
Îò çàäà÷à 5 íà �1.2 ñå âèæäà, ÷å b(Φ(D)) = Φ(bD). Íî îò ðåçóëòàòà íà
ïóíêò 3/, ïðèëîæåí êúì ìíîæåñòâîòî bD, ñëåäâà, ÷å µ∗(Φ(bD)) = 0, ò.å.
ìíîæåñòâîòî Φ(D) å èçìåðèìî ïî Ïåàíî-Æîðäàí.

Ñåãà ìîæåì äà äîêàæåì îñíîâíàòà ëåìà.
Îñíîâíà èäåÿ íà äîêàçàòåëñòâîòî. Äà îçíà÷èì ñ A îáðàòèìàòà

n× n-ìàòðèöà DΦ(P0), è íåêà Φ̃(P ) = A−1 ◦ Φ(P ). Òîãàâà

lim
P→P0

DΦ̃(P ) = DΦ̃(P0) = I,

êúäåòî I å åäèíè÷íàòà n× n ìàòðèöà. Çà íàñ å âàæíî ïðåäñòàâÿíåòî

DΦ(P ) = A ◦DΦ̃(P ),

êàòî ìàòðèöàòà A íå çàâèñè îò P , à ìàòðèöàòà DΦ̃(P ) å áëèçêà äî åäè-
íè÷íàòà îêîëî P0.
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Äîêàçàòåëñòâî íà ñëàáèÿ âàðèàíò íà îñíîâíàòà ëåìà.
Íåêà Dk, k = 1, 2, . . ., å ðåäèöà îò èçìåðèìè ìíîæåñòâà, êëîíÿ-

ùè êúì P0. Ñ äðóãè äóìè, Dk ⊂ B(P0, rk), rk → 0. Íåêà ε > 0. Ïðè
äîñòàòú÷íî ãîëåìè k çà âñÿêà òî÷êà P ∈ Dk ùå èìàìå∣∣∣∣∣∣DΦ̃(P )

∣∣∣∣∣∣
∞
< 1 + ε.

Ñëåäîâàòåëíî ïî ëåìà 1 è ëåìà 3 çà äîñòàòú÷íî ãîëåìè k èìàìå

µ(Φ(Dk))

µ(Dk)
=
µ(Φ(Dk))

µ(A(Dk))
.
µ(A(Dk))

µ(Dk)
≤ (1 + ε)n. |detA| ,

îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å

lim sup
k→∞

µ(Φ(Dk))

µ(Dk)
≤ |detA| = |JΦ(P0)| .

Çà äà äîêàæåì îöåíêàòà â îáðàòíàòà ïîñîêà, ùå ðàçãëåäàìå îáðàò-
íîòî èçîáðàæåíèå

Ψ = (Φ)−1 : E→ D,

êîåòî, ïî òåîðåìàòà çà îáðàòíîòî èçîáðàæåíèå, å ñúùî ðåãóëÿðíî. Àêî
Q0 = Φ(P0), òî

JΨ(Q0) = (Jφ(P0))−1 .

Äà îçíà÷èì Ek = Φ(Dk). Ïðèëàãàéêè äîêàçàíîòî â ïðåäíàòà òî÷êà
òâúðäåíèå êúì èçîáðàæåíèåòî Ψ è ìíîæåñòâàòà Ek, ïîëó÷àâàìå

lim sup
k→∞

µ(Dk)

µ(Φ(Dk))
= lim sup

k→∞

µ(Ψ(Ek))

µ(Ek)
≤ |JΨ(Q0)| ,

îòêúäåòî

lim inf
k→∞

µ(Φ(Dk))

µ(Dk)
=

1

lim sup
k→∞

µ(Dk)
µ(Φ(Dk))

≥ 1

|JΨ(Q0)|
= |JΦ(P0)| .

Îò äîêàçàíèòå íåðàâåíñòâà ñëåäâà, ÷å

lim sup
k→∞

µ(Φ(Ek))

µ(Ek)
= lim inf

k→∞

µ(Φ(Ek))

µ(Ek)
= |JΦ(P0)| .
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Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ãðàíèöàòà lim
k→∞

µ(Φ(Dk))

µ(Dk)
ñúùåñòâóâà è å ðàâíà íà

|JΦ(P0)|.

Äîêàçàòåëñòâî íà ñèëíèÿ âàðèàíò íà îñíîâíàòà ëåìà. Ùå
äîêàæåì, ÷å ñèëíèÿò âàðèàíò íà îñíîâíàòà ëåìà ñëåäâà îò ñëàáèÿ, êàòî
ñå èçïîëçâà êîìïàêòíîñòòà íà ìíîæåñòâîòî D.

Ñòúïêà 1. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å çà âñÿêî ε > 0 è P0 ∈ D ñúùåñòâóâà
δ = δ(P0, ε) òàêîâà, ÷å çà âñÿêî èçìåðèìî ìíîæåñòâî D′ ⊂ B(P0, δ) äà
èìàìå ∣∣∣∣µ(Φ(D′))

µ(D′)
− |JΦ(P0)|

∣∣∣∣ < ε.

Íàèñòèíà, â ïðîòèâåí ñëó÷àé áèõìå èìàëè ðåäèöà îò ìíîæåñòâà Dk,
êëîíÿùè êúì P0, òàêà ÷å∣∣∣∣µ(Φ(Dk))

µ(Dk)
− |JΦ(P0)|

∣∣∣∣ ≥ ε,

êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà äîêàçàíîòî ïî-ãîðå.
Ñòúïêà 2. Òðÿáâà äà äîêàæåì, ÷å ÷èñëîòî δ(P0, ε) ìîæå äà áúäå

èçáðàíî íåçàâèñèìî îò P0. Çà òàçè öåë, çà âñÿêî P ∈ D äà îçíà÷èì ñ BP

îòâîðåíî êúëáî ñ öåíòúð P òàêîâà, ÷å

1/ çà âñÿêî èçìåðèìî D′ ⊂ BP äà èìàìå
∣∣∣µ(Φ(D′))

µ(D′)
− |JΦ(P )|

∣∣∣ < ε/2

(âèæ ñòúïêà 1), è
2/ çà âñÿêà òî÷êà Q ∈ BP äà èìàìå |JΦ(P )− JΦ(Q)| < ε/2.
Òîãàâà çà âñÿêà òî÷êà Q ∈ BP è ìíîæåñòâî D′ ⊂ BP ùå èìàìå∣∣∣∣µ(Φ(D′))

µ(D′)
− |JΦ(Q)|

∣∣∣∣ < ε.

Îòâîðåíèòå ìíîæåñòâà BP , P ∈ D, îáðàçóâàò îòâîðåíî ïîêðèòèå
íà êîìïàêòíîòî ìíîæåñòâî D. Ñúùåñòâóâà ïîëîæèòåëíî ÷èñëî δ, íàðå-
÷åíî ÷èñëî íà Ëåáåã íà äàäåíîòî ïîêðèòèå, òàêà ÷å âñÿêî êúëáî â D ñ
ðàäèóñ, íå íàäìèíàâàù δ, ñå ñúäúðæà â íÿêîå îò îòâîðåíèòå ìíîæåñòâà
BP � âèæ çàä. 6 îò �1.3.

Ñëåäîâàòåëíî àêî diamD′ < δ è Q ∈ D′, òî D′ ⊂ B(Q, δ) ⊂ BP çà

íÿêîå P , îòêúäåòî

∣∣∣∣µ(Φ(D′))

µ(D′)
− |JΦ(Q)|

∣∣∣∣ < ε.
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Îñòàâà äà äîêàæåì îñíîâíàòà ëåìà çà ñëó÷àÿ íà ëèíåéíè èçîáðà-
æåíèÿ.

Äîêàçàòåëñòâî íà ëåìà 1. Åäíî ëèíåéíî èçîáðàæåíèå A : Rn →
Rn ùå íàðè÷àìå åëåìåíòàðíî, àêî òî å îò åäèí îò ñëåäâàùèòå òðè âèäà:

1/ A ðàçìåñòâà ìåñòàòà íà äâå îò êîîðäèíàòèòå,
2/ A óìíîæàâà åäíî îò êîîðäèíàòèòå ñ êîíñòàíòà λ 6= 0: àêî

A (t1, . . . , tn) = (x1, . . . , xn), òî xk = λtk è xi = ti ïðè i 6= k,
3/ A ïðèáàâÿ êúì åäíà îò êîîðäèíàòèòå äðóãà êîîðäèíàòà, óìíî-

æåíà ñ ÷èñëîòî λ: xk = tk + λtl è xi = ti ïðè i 6= k.
Ìàòðèöèòå, ïîðàæäàùè åëåìåíòàðíè èçîáðàæåíèÿ, ùå íàðè÷àìå

åëåìåíòàðíè ìàòðèöè (îïèøåòå ãè!). Â ñëó÷àèòå 1/ è 3/ èìàìå detA =
1, à â ñëó÷àé 2/ - detA = λ. Ùå îòáåëåæèì îùå, ÷å àêî åäíî èçîáðàæåíèå
å åëåìåíòàðíî, òî è îáðàòíîòî ìó èçîáðàæåíèå å åëåìåíòàðíî îò ñúùèÿ
âèä.

Òîãàâà ëåìà 1 ñëåäâà îò ñëåäíèòå äâå ëåìè:

Ëåìà 5. Âñÿêî åëåìåíòàðíî èçîáðàæåíèå óäîâëåòâîðÿâà ðàâåíñ-
òâîòî îò ëåìà 1.

Ëåìà 6. Âñÿêî îáðàòèìî ëèíåéíî èçîáðàæåíèå ñå ïðåäñòàâÿ êà-
òî ïðîèçâåäåíèå íà åëåìåíòàðíè.

Äîêàçàòåëñòâî íà ëåìà 5. Äîñòàòú÷íî å äà ñå ðàçãëåäà ñëó÷àÿ,
êîãàòî D å ïðàâîúãúëåí ïàðàëåëåïèïåä, ò.å. D = [a1, b1] × . . . × [an, bn].
Òîãàâà ïðè åëåìåíòàðíè èçîáðàæåíèÿ îò òèï 1/ è 2/ îáðàçúò A(D) å
ñúùî ïðàâîúãúëíèê, êàòî â ïúðâèÿò ñëó÷àé îáåìúò ñå çàïàçâà, à âúâ
âòîðèÿ - ñå óìíîæàâà ñ |λ|. Â òðåòèÿò ñëó÷àé, íàïðèìåð ïðè k = 1, l = 2,
A(D) å (íåïðàâîúãúëåí) ïàðàëåëåïèïåä, êîéòî ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè
êàòî êðèâîëèíååí öèëèíäúð:

A(D) = {x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn : (x2, . . . , xn) ∈ [a2, b2]× . . .× [an, bn],

a1 + λx2 ≤ x1 ≤ b1 + λx2}

è îò òåîðåìà 3 íà �5 ñå âèæäà, ÷å µ(A(D)) = µ(D). È â òðèòå ñëó÷àÿ
ðàâåíñòâîòî îò ëåìà 1 å óäîâëåòâîðåíî.

Äîêàçàòåëñòâî íà ëåìà 6. Íåêà A å îáðàòèìà n × n-ìàòðèöà.
Ùå ñå îïèòàìå äà ÿ ïðåâúðíåì â åäèíè÷íàòà ìàòðèöà I, óìíîæàâàé-
êè îòëÿâî è îòäÿñíî ñ åëåìåíòàðíè ìàòðèöè. Òîâà ùå äîêàæå ëåìà-
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òà; íàèñòèíà, àêî èìàìå A1 . . . Ap A B1 . . . Bq = I, êúäåòî ìàòðè-
öèòå A1, . . . , Ap, B1, . . . , Bq ñà åëåìåíòàðíè, òî îò òóê ùå ñëåäâà, ÷å
A = A−1

p . . . A−1
1 B−1

q . . . B−1
1 .

Ùå îïèøåì êàê äåéñòâà íà ìàòðèöàòà A óìíîæàâàíåòî îòëÿâî
è îòäÿñíî ñ åëåìåíòàðíè ìàòðèöè. Çà åëåìåíòàðíè ìàòðèöè îò âèä 1/
óìíîæåíèåòî îòëÿâî äàâà ðàçìåñòâàíå íà ðåäîâåòå, à îòäÿñíî - íà ñòúë-
áîâåòå. Çà åëåìåíòàðíè ìàòðèöè îò âèä 2/ óìíîæåíèåòî îòëÿâî äàâà
óìíîæåíèå íà k-òèÿò ðåä ñ λ, óìíîæåíèåòî îòäÿñíî - óìíîæåíèå íà
k-òèÿò ñòúëá ñ íåãî. Íàêðàÿ, óìíîæåíèåòî îòëÿâî ñ åëåìåíòàðíè ìàò-
ðèöè îò âèä 3/ äàâà ïðèáàâÿíå êúì k-òèÿò ðåä íà ìàòðèöàòà íà íåéíèÿ
l-òè ðåä, óìíîæåí ñ λ, à óìíîæåíèåòî îòäÿñíî - ñúùàòà ïðîöåäóðà çà
ñòúëáîâåòå.

Ùå îïèøåì íàêðàòêî êàê âñÿêà îáðàòèìà ìàòðèöà ìîæå äà áúäå
ñâåäåíà ÷ðåç ïðèëàãàíåòî íà ïîäîáíè îïåðàöèè äî åäèíè÷íàòà ìàòðè-
öà*. Äà èçáåðåì ïðîèçâîëåí íåíóëåâ åëåìåíò akl íà A. ×ðåç óìíîæà-
âàíå îòëÿâî è îòäÿñíî ñ ìàòðèöè îò âèä 1/ ìîæåì äà çàêàðàìå òîçè
åëåìåíò â ïîçèöèÿòà (n, n), ò.å. äà ñâåäåì êúì ñëó÷àÿ, êîãàòî ann 6= 0.
Ñëåä òîâà, ÷ðåç óìíîæàâàíå ñ ìàòðèöà îò òèï 2/ ìîæåì äà ïîëó÷èì
ann = 1. Íàêðàÿ, óìíîæàâàéêè îòëÿâî è îòäÿñíî ñ ìàòðèöè îò òèï 3/ ñ
ïîäõîäÿùè ñòîéíîñòè íà λ, ìîæåì äà ïîëó÷èì ìàòðèöà, â êîÿòî âñè÷-
êè åëåìåíòè ain, anj ñà íóëåâè çà i, j = 1, 2, . . . , n − 1. Ñ äðóãè äóìè,
ïîëó÷àâà ñå áëîêîâà ìàòðèöà ñ áëîêîâå A′ è 1, êúäåòî A′ å îáðàòèìà
(n − 1) × (n − 1)-ìàòðèöà, à äðóãèÿò áëîê ñå ñúñòîè ñàìî îò åëåìåíòà
ann = 1. Ïðèëàãàéêè êúì ìàòðèöàòà A′ ñúùàòà ïðîöåäóðà, ìîæåì äà
äîñòèãíåì äî ìàòðèöà îò ðåä n − 2, ïðè êîåòî ñòîéíîñòèòå íà åëåìåí-
òèòå îò n-òèÿ ðåä è n-òèÿ ñòúëá íÿìà äà ñå ïðîìåíÿò. Òàêà ñëåä êðàåí
áðîé ñòúïêè íèå ùå äîñòèãíåì äî åäèíè÷íàòà ìàòðèöà I.

Çà äà äîâúðøèì äîêàçàòåëñòâîòî íà ëåìà 1, å äîñòàòú÷íî äà îò-
áåëåæèì, ÷å àêî ðàâåíñòâîòî µ(A(D)) = |detA|µ(D) ïðè âñÿêî D å
èçïúëíåíî çà ìàòðèöèòå A1 è A2, òî å èçïúëíåíî è çà òÿõíîòî ïðîèç-
âåäåíèå A1A2. Ñëåäîâàòåëíî, îò ëåìè 5 è 6 ñëåäâà, ÷å òî å èçïúëíåíî
çà âñÿêà îáðàòèìà ìàòðèöà A. Ñ òîâà å ïðèêëþ÷åíî äîêàçàòåëñòâîòî íà
ëåìà 1 è íà îñíîâíàòà ëåìà, à ñëåäîâàòåëíî è íà Òåîðåìàòà çà ñìÿíà íà
ïðîìåíëèâèòå ïðè ìíîãîìåðíèòå èíòåãðàëè.

*Ïîäîáåí àëãîðèòúì ñå ïðèëàãà ïðè èç÷èñëÿâàíåòî íà äåòåðìèíàíòè è ïðè ðå-
øàâàíåòî íà ñèñòåìè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ.
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Ïðåìàõâàíå íà óñëîâèåòî çà ðåãóëÿðíîñò. Ëåìà íà Ñàðä. Íåêà D
å çàòâîðåíî è èçìåðèìî ïîäìíîæåñòâî íà Rn

, U å îêîëíîñò íà D, è Φ(t) =
(ϕ1(t), . . . , ϕn(t)) å åäíîêðàòíî ãëàäêî èçîáðàæåíèå íà U â Rn

. Òî÷êàòà t ∈ D ùå
íàðè÷àìå êðèòè÷íà òî÷êà çà èçîáðàæåíèåòî Φ, àêî ðàíãúò íà ìàòðèöàòà DΦ(t)
å ñòðîãî ïî-ìàëúê îò n, èëè, åêâèâàëåíòíî, çà íåéíàòà äåòåðìèíàíòà å èçïúëíåíî
JΦ(t) = 0. Äà îçíà÷èì ñ KΦ, èëè, ñúêðàòåíî, ñ K, ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè êðèòè÷íè
òî÷êè íà Φ. Ìíîæåñòâîòî K ìîæå äà áúäå ïðîèçâîëíî çàòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî íà
D (èëè äà ñúâïàäà ñ öÿëîòî D), íî ñå îêàçâà, ÷å íåãîâèÿò îáðàç íå ìîæå äà áúäå
êàêúâ äà å:

Ëåìà íà Ñàðä. Ìíîæåñòâîòî Φ(K) å ïðåíåáðåæèìî ïî Ïåàíî-Æîðäàí â
Rn

.

Äîêàçàòåëñòâî. Ùå ïðèëîæèì êúì êîìïîíåíòèòå ϕi(t) íà èçîáðàæåíèåòî
Φ(t) ôîðìóëàòà çà íàðàñòâàíåòî íà åäíîêðàòíî ãëàäêà ôóíêöèÿ íà ìíîãî ïðîìåí-
ëèâè, äîêàçàíà â òåîðåìà 1 íà �1.4. Çà i = 1, . . . , n, a ∈ D è çà äîñòàòú÷íî ìàëêè
ñòîéíîñòè íà* ||t− a|| èìàìå:

ϕi(t) = ϕi(a) +

n∑
j=1

∂ϕi
∂tj

(a) + ri(t− a),

êúäåòî |ri(t− a)| ≤ αi(||t− a||) ||t− a|| è αi(s) → 0 ïðè s → 0. Íåùî ïîâå÷å, â çàáå-
ëåæêè 2 è 3 êúì òåîðåìàòà áåøå ïîêàçàíî, ÷å ôóíêöèÿòà αi(s) ìîæå äà áúäå èçáðàíà
òàêà, ÷å äà íå çàâèñè îò íà÷àëíàòà òî÷êà a ∈ D. Äà îçíà÷èì

α̃(s) = max
i=1,...,n

αi(s) è α(s) = sup
0≤τ≤s

α̃(τ).

Òîãàâà ôóíêöèÿòà α(s) å ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà è îòíîâî α(s)→ 0 ïðè s→ 0, êàòî
|ri(t− a)| ≤ α(||t− a||) ||t− a|| çà âñÿêî i.

Ñëåäíîòî òâúðäåíèå ñå ïðîâåðÿâà íåïîñðåäñòâåíî:

Ëåìà 7. Íåêà λ1, . . . , λn ∈ R, è
∑n
i=1 |λi|

2
= 1. Äà îçíà÷èì ψ(t) =∑n

i=1 λiϕi(t). Òîãàâà çà âñåêè äâå äîñòàòú÷íî áëèçêè òî÷êè a, t ∈ D å èçïúëíåíî∣∣∣∣∣∣ψ(t)− ψ(a)−
n∑
j=1

∂ψ

∂tj
(a)

∣∣∣∣∣∣ ≤ √nα(||t− a||) ||t− a|| .

Äîêàçàòåëñòâî. Î÷åâèäíî∣∣∣∣∣∣ψ(t)− ψ(a)−
n∑
j=1

∂ψ

∂tj
(a)

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

λiri(t− a)

∣∣∣∣∣ .
*Òóê ||t|| îçíà÷àâà, êàêòî îáèêíîâåíî, åâêëèäîâàòà íîðìà íà t: ||t|| =

√∑n
i=1 |ti|

2
.
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Ïî íåðàâåíñòâîòî íà Êîøè-Øâàðö-Áóíÿêîâñêè èìàìå∣∣∣∣∣
n∑
i=1

λiri(t− a)

∣∣∣∣∣ ≤
√√√√ n∑

i=1

|λi|2
√√√√ n∑

i=1

|ri(t− a)|2 ≤
√
nα(||t− a||) ||t− a|| .

Ñëåäâà îñíîâíèÿò ìîìåíò â äîêàçàòåëñòâîòî.

Ëåìà 8. Íåêà a ∈ K ∩ D å êðèòè÷íà òî÷êà íà èçîáðàæåíèåòî Φ, è B =
B(a, ε) å êúëáî â Rn

ñ öåíòúð a è ðàäèóñ ε > 0. Òîãàâà ñúùåñòâóâà íå çàâèñåùà îò
a è ε êîíñòàíòà C, òàêà ÷å ïðè äîñòàòú÷íî ìàëêè ε > 0 äà èìàìå

µ∗(Φ (B)) ≤ Cα(ε)εn.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà èçáåðåì êîíñòàíòà C1 òàêàâà, ÷å çà âñÿêî t ∈ D è i =
1, . . . , n äà å èçïúëíåíî √√√√ n∑

j=1

(
∂ϕi
∂tj

(t)

)2

≤ C1.

Òîãàâà ïî åäíà îò ôîðìóëèòå çà êðàéíèòå íàðàñòâàíèÿ (âèæ ñëåäñòâèå 4 îò �1.5)
ùå ïîëó÷èì, ÷å çà âñÿêî t ∈ D è i = 1, . . . , n ùå èìàìå |ϕi(t)− ϕi(a)| ≤ C1 ||t− a|| è
ñëåäîâàòåëíî

||Φ(t)− Φ(a)|| ≤ C1

√
n. ||t− a|| ≤ C1

√
n.ε,

ò.å. Φ(t) ïðèíàäëåæè íà êúëáîòî B(Φ(a), C1
√
n.ε) ñ öåíòúð Φ(a) è ðàäèóñ C1

√
n.ε.

Ñåãà ùå èçïîëçâàìå, ÷å a å êðèòè÷ía òî÷êa íà Φ. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å JΦ(a) =
detDΦ(a) = 0. Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâàò êîíñòàíòè (λ1, . . . , λn), íå âñè÷êè ðàâíè
íà íóëà, òàêà ÷å ëèíåéíàòà êîìáèíàöèÿ íà ðåäîâåòå íà ìàòðèöàòà DΦ(a) ñ òàêèâà
êîåôèöèåíòè äà äàâà íóëåâèÿ âåêòîð. Ñ äðóãè äóìè, çà âñÿêî j = 1, . . . , n èìàìå

n∑
j=1

λi
∂ϕi
∂tj

(a) = 0.

Íåêà ~λ = (λ1, . . . , λn) 6= ~0. Ìîæåì äà óìíîæèì ÷èñëàòà λ1, . . . , λn ñ åäíà è

ñúùà êîíñòàíòà, òàêà ÷å äà ïîëó÷èì
∣∣∣∣∣∣~λ∣∣∣∣∣∣ =

√∑n
i=1 |λi|

2
= 1. Äà ïîëîæèì ψ(t) =∑n

i=1 λiϕi(t). Òîãàâà ãîðíèòå ðàâåíñòâà îçíà÷àâàò, ÷å

∂ψ

∂t1
(a) = . . . =

∂ψ

∂tn
(a) = 0,

è îò ëåìà 7 ñå âèæäà, ÷å ïðè äîñòàòú÷íî ìàëêî ε çà âñÿêî t îò ∆ε ùå èìàìå

|ψ(t)− ψ(a)| ≤
√
nα(||t− a||) ||t− a|| ≤

√
nα(ε)ε,
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îòêúäåòî
ψ(a)−

√
nα(ε)ε ≤ ψ(t) ≤ ψ(a) +

√
nα(ε)ε.

Äà îçíà÷èì ñ Λ(x) ëèíåéíàòà ôóíêöèÿ â Rn
, îïðåäåëåíà ñ ôîðìóëàòà

Λ(x1, . . . , xn) =
∑n
i=1 λixi =

〈
~x,~λ

〉
; òîãàâà î÷åâèäíî ψ(t) = Λ(Φ(t)), è îò ãîðíàòà

îöåíêà ñå âèæäà, ÷å çà âñÿêî t îò B òî÷êàòà Φ(t) ïðèíàäëåæè íà ìíîæåñòâîòî

H =
{
x ∈ Rn

: Λ(Φ(a))−
√
nα(ε)ε ≤ Λ(x) ≤ Λ(Φ(a)) +

√
nα(ε)ε

}
,

êîåòî ïðåäñòàâëÿâà èâèöà, çàãðàäåíà îò äâå ðàâíèíè.
È òàêà, çà t îò B òî÷êàòà Φ(t) ïðèíàäëåæè íà ñå÷åíèåòî íà èâèöà è êúëáî â

Rn
; ùå îöåíèì ìÿðêàòà íà òîâà ñå÷åíèå. Íåêà x0 ∈ Rn

, B0 = B(x0, R) å êúëáîòî ñ

öåíòúð x0 è ðàäèóñ R, Λ(x) =
〈
~x,~λ

〉
ñ
∣∣∣∣∣∣~λ∣∣∣∣∣∣ = 1 å ëèíååí ôóíêöèîíàë, è èâèöàòà Hs

å îïðåäåëåíà ñ íåðàâåíñòâàòà

Hs =
{
x ∈ Rn

: Λ(x0)− s ≤ Λ(x) ≤ Λ(x0) + s
}
.

H 0

Hs

L

X0

B0

s
8

×åðòåæ êúì ëåìà 8.

Ùå îöåíèì îáåìà íà Hs ∩ B(x0, R). Íåêà H0 å ñðåäíàòà ðàâíèíà íà Hs, ò.å.
ðàâíèíàòà, îïðåäåëåíà îò ðàâåíñòâîòî Λ(x) = Λ(x0). Ñå÷åíèåòî H0 ∩ B(x0, R) å
åêâàòîðèàëíî è ïðåäñòàâëÿâà n − 1 � ìåðíî êúëáî ñ ðàäèóñ R è n − 1 � ìåðåí

îáåì Vn−1R
n−1, êúäåòî ñ Vn−1 ñìå îçíà÷èëè îáåìà íà åäèíè÷íîòî êúëáî â Rn−1

.
Àêî âçåìåì äâà öèëèíäúðà ñ îñíîâà H0 ∩B(x0, R) è âèñî÷èíà s (â äâåòå âúçìîæíè
ïîñîêè), òî òÿõíîòî îáåäèíåíèå L ùå ñúäúðæà Hl ∩B(x0, R), è ñëåäîâàòåëíî èìàìå

µ
(
Hs ∩B(x0, R)

)
≤ µ(L) = 2sµ

(
H0 ∩B(x0, R)

)
= 2Vn−1sR

n−1.
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Â ñëó÷àÿ, êîéòî íè èíòåðåñóâà, èìàìå s =
√
nα(ε)ε è R = C1

√
n.ε, è ñëåäîâàòåëíî

µ(Φ(B(a, ε))) ≤ 2Vn−1.n
n/2Cn−1

1 α(ε)εn,

êîåòî ïðè C = 2Vn−1.n
n/2Cn−1

1 äàâà òâúðäåíèåòî íà ëåìàòà.
Ùå ïðåìèíåì êúì äîêàçàòåëñòâîòî íà ëåìàòà íà Ñàðä. Íåêà ∆ å n-ìåðåí êóá

ñúñ ñòðàíà L, ñúäúðæàù D. Äà ðàçäåëèì âñÿêà ñòðàíà íà ∆ íà N ðàâíè ÷àñòè;
òîãàâà ∆ ñå ðàçäåëÿ íà Nn åäíàêâè êóáà ∆i ñúñ ñòðàíà L/N : ∆ = ∪Nni=1∆i. Íåêà ∆i å
íÿêîé îò òåçè êóáîâå, è äà ïðåäïîëîæèì, ÷å òîé ñúäúðæà ïîíå åäíà êðèòè÷íà òî÷êà
íà Φ âúðõóD; äà îçíà÷èì åäíà òàêàâà òî÷êà ñ ai. Çà âñÿêà òî÷êà t ∈ ∆i ðàçñòîÿíèåòî
||t− ai|| íå íàäìèíàâà äèàãîíàëà íà êóáà, ò.å. ||t− ai|| ≤

√
n.L/N , è ñëåäîâàòåëíî

∆i ⊂ B (ai,
√
n.L/N). Îò ëåìà 8 (èçáèðàéêè ε =

√
n.L/N) ñå âèæäà, ÷å çà òàêúâ êóá

ùå èìàìå

µ∗ (Φ(∆i ∩D)) ≤ C α

(√
n
L

N

)(√
n
L

N

)n
= C.nn/2 α

(√
n
L

N

)
µ (∆i) .

Íåêà îçíà÷èì ñ EN îáåäèíåíèåòî íà âñè÷êè êóáîâå, êîèòî ñúäúðæàò ïîíå
åäíà êðèòè÷íà òî÷êà íà Φ âúðõó D; òîãàâà K ∩D ⊂ EN . Îò ãîðíîòî íåðàâåíñòâî
ïîëó÷àâàìå

µ∗(Φ(K ∩D)) ≤ µ∗(Φ(EN )) ≤ C.nn/2α
(√

n
L

N

)
µ(EN ) ≤ C.nn/2α

(√
n
L

N

)
µ(∆).

Ïðè N → ∞ äÿñíàòà ñòðàíà êëîíè êúì íóëà, è ñëåäîâàòåëíî µ∗(Φ(K ∩ D)) = 0.
Ëåìàòà íà Ñàðä å äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå. Ôîðìóëàòà çà ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå∫
Φ(D)

f(x) dx1 . . . dxn =

∫
D

f(Φ(t)) |JΦ(t)| dt1 . . . dtn.

å âÿðíà çà âñÿêî åäíîêðàòíî ãëàäêî è âçàèìíî åäíîçíà÷íî èçîáðàæåíèå Φ (ò.å.
óñëîâèåòî çà ðåãóëÿðíîñò JΦ(t) 6= 0 ìîæå äà áúäå ïðîïóñíàòî).

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà τ : D = ∪ki=1Di å ïðîèçâîëíî èçìåðèìî ðàçáèâàíå íà
D, íåêà Ei = Φ (Di) è τ̃ : E = ∪ki=1Ei å ñúîòâåòíîòî ðàçáèâàíå íà E = Φ (D). Ùå
îçíà÷àâàìå ñ D′τ îáåäèíåíèåòî íà îíåçè Di, êîèòî íÿìàò îáùè òî÷êè ñ êðèòè÷íîòî
ìíîæåñòâî KΦ, è ñ D

′′
τ - îáåäèíåíèåòî íà îñòàíàëèòå. Ñúîòâåòíî, íåêà E′τ = Φ (D′τ ),

E′′τ = Φ (D′′τ ). Äà èçáåðåì ε > 0; ïðè diam τ äîñòàòú÷íî ìàëêî çà t ∈ D′′τ ùå èìàìå

|JΦ(t)| < ε è ñëåäîâàòåëíî
∣∣∣∫D′′

τ
f(Φ(t)) |JΦ(t)| dt

∣∣∣ < Cµ(D)ε, êúäåòî C å åäíà ãîðíà

ãðàíèöà çà |f(x)|. Îò äðóãà ñòðàíà, ïîðàäè ëåìàòà íà Ñàðä ïðè äîñòàòú÷íî ìàëêî

diam τ̃ ìîæåì äà ïîëó÷èì µ (E′′τ ) < ε è ñëåäîâàòåëíî
∣∣∣∫E′′

τ
f(x) dx

∣∣∣ < Cε. Òúé êàòî

âúðõó ìíîæåñòâîòî D′τ èìàìå JΦ(t) 6= 0, òî ïî ôîðìóëàòà çà ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå
ïîëó÷àâàìå ∫

D′
τ

f(Φ(t)) |JΦ(t)| dt =

∫
E′
τ

f(x) dx
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è ñëåäîâàòåëíî∣∣∣∣∣
∫

Φ(D)

f(x) dx−
∫
D

f(Φ(t)) |JΦ(t)| dt

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣
∫
D′′
τ

f(Φ(t)) |JΦ(t)| dt

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
∫
E′′
τ

f(x) dx

∣∣∣∣∣ <
< C (1 + µ(D)) ε

çà âñÿêî ε > 0, ò.å.ðàçëèêàòà íà èíòåãðàëèòå å ðàâíà íà íóëà.

Çàáåëåæêà. Äîêàçàíîòî òóê òâúðäåíèå å ÷àñòåí ñëó÷àé è åòàï îò äîêàçàòåë-
ñòâîòî íà ïî-îáùîòî òâúðäåíèå, èçâåñòíî êàòî òåîðåìà íà Ñàðä, â êîåòî ñå ðàçãëåæ-
äàò èçîáðàæåíèÿ ìåæäó ïðîñòðàíñòâà ñ ðàçëè÷íà ðàçìåðíîñò. Ùå ãî ôîðìóëèðàìå
íàêðàòêî:

Òåîðåìà íà Ñàðä. Íåêà D å îòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî íà Rm
è Φ : D→ Rn

å äîñòàòú÷íî ãëàäêî èçîáðàæåíèå, êàòî m ≥ n. Íåêà K ⊂ D å ìíîæåñòâîòî
íà òî÷êèòå t ∈ D, çà êîèòî ðàíãúò íà ìàòðè÷íàòà ïðîèçâîäíà* DΦ(t) å ñòðîãî
ïî-ìàëúê îò n. Òîãàâà Φ(K) å ïðåíåáðåæèìî ìíîæåñòâî.

Ãåîìåòðè÷íà èíòåðïðåòàöèÿ íà òåîðåìàòà. Èçïîëçâàéêè ðåçóëòàòèòå íà

�1.8, òåîðåìà 5, îòòóê ïîëó÷àâàìå, ÷å çà ïî÷òè âñè÷êè x ∈ Φ(D) ïðîîáðàçúò Φ−1(x)

å ïîäìíîãîîáðàçèå íà D ñ ðàçìåðíîñò m− n (âèæ òåîðåìà 5 îò �1.8). Íàèñòèíà, àêî

x0 =
(
x0

1, . . . , x
0
n

)
∈ Φ(D) \Φ(K), òî Φ−1(x0) ñúâïàäà ñ ìíîæåñòâîòî îò îáùèòå íóëè

íà ðåãóëÿðíàòà ñèñòåìà îò ôóíêöèè ϕ1(t)−x0
1, . . . , ϕn(t)−x0

n, êúäåòî ϕ1(t), . . . , ϕn(t)

ñà êîìïîíåíòèòå íà èçîáðàæåíèåòî Φ(t).

Óïðàæíåíèÿ.

1. Ïðåñìåòíåòå ëèöåòî íà êðúãà è îáåìà íà òðèìåðíîòî êúëáî,
êàòî èçïîëçâàòå ñúîòâåòíî ïîëÿðíà è ñôåðè÷íà ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå
â ñúîòâåòíèòå èíòåãðàëè.

2. Ïðåñìåòíåòå îáåìà íà n-ìåðíîòî êúëáî Bn(R) ñ öåíòúð â íà÷à-
ëîòî è ðàäèóñ R:

Bn(R) =

{
(x1, . . . , xn) ∈ Rn :

n∑
i=1

x2
i ≤ R2

}
,

êàòî èçïîëçâàòå îáîáùåíèòå ñôåðè÷íè êîîðäèíàòè â Rn (âèæ êðàÿ íà
�1.9).

*Âèæ �1.4.
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2.7 Ïðèëîæåíèÿ íà äâîéíèòå è òðîéíè èí-

òåãðàëè

Êàòî ïúðâî ïðèëîæåíèå ùå äàäåì âå÷å äîêàçàíèòå â �5 ôîðìóëè çà ëèöå
íà êðèâîëèíååí òðàïåö è îáåì íà êðèâîëèíååí öèëèíäúð. Êàòî íåïîñ-
ðåäñòâåíè ñëåäñòâèÿ îò òåîðåìè 3 è 5 îò òîçè ïàðàãðàô ïîëó÷àâàìå:

Òåîðåìà 1. Íåêà D å êðèâîëèíåéíèÿò òðàïåö, ñúñòîÿù ñå îò
âñè÷êè òî÷êè (x, y) â ðàâíèíàòà, çà êîèòî x ∈ [a, b] è ϕ(x) ≤ y ≤ ψ(x).
Òîãàâà

µ(D) =

∫∫
D

1 dxdy =

b∫
a

(ψ(x)− ϕ(x)) dydx.

Òåîðåìà 2. Íåêà òÿëîòî V ⊂ R3, å êðèâîëèíååí öèëèíäúð, îïðå-
äåëåí ñ óñëîâèÿòà

V = {(x, y, z) : (x, y) ∈ D, ϕ(x, y) ≤ z ≤ ψ(x, y)} .
Òîãàâà

µ(V) =

∫∫∫
V

1 dxdydz =

∫∫
D

(ψ(x, y)− ϕ(x, y)) dxdy.

Ïîíÿêîãà å óäîáíî ôîðìóëàòà çà îáåì íà òÿëî äà ñå èçðàçè ïî
ìàëêî ïî-ðàçëè÷åí íà÷èí. Íåêà V ∈ R3 å èçìåðèìî ìíîæåñòâî, è íåêà
ïðîåêöèÿòà íà V âúðõó îñòà x äà ñúâïàäà ñ èíòåðâàëà [a, b]. Çà âñÿêî
x ∈ [a, b] äà îçíà÷èì ñ Lx ðàâíèíàòà, óñïîðåäíà íà ðàâíèíàòà Oxy è ìè-
íàâàùà ïðåç òî÷êàòà (x, 0, 0) (Lx ñå ñúñòîè îò âñè÷êè òî÷êè â R3, ÷èÿòî
ïúðâà êîîðäèíàòà å ðàâíà íà x). Íåêà QV(x) = µ (V ∩ Lx) äà å äâó-
ìåðíàòà ìÿðêà íà Ïåàíî-Æîðäàí íà ìíîæåñòâîòî V∩Lx, ðàçãëåæäàíî
êàòî ïîäìíîæåñòâî* íà ðàâíèíàòà Lx.

Òåîðåìà 3 (Ïðèíöèï íà Êàâàëèåðè). Çà îáåìà íà V å â ñèëà
ôîðìóëàòà

µ(V) =

b∫
a

QV(x) dx.

*Îò òåîðåìàòà íà Ôóáèíè â �5 ñëåäâà, ÷å òîâà ìíîæåñòâî ùå áúäå èçìåðèìî çà
ïî÷òè âñè÷êè x.
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Çàáåëåæêà. Èòàëèàíñêèÿò ìàòåìàòèê îò XVII âåê Êàâàëèåðè å
ôîðìóëèðàë ïðèíöèïà ñè ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: Íåêà çà òåëàòà V1, V2

çíàåì, ÷å ïðè âñÿêî x ∈ [a, b] ñå÷åíèÿòà (V1 ∩ Lx) è (V2 ∩ Lx) èìàò
åäíàêâè ëèöà; òîãàâà îáåìèòå íà V1 è V2 ñà ðàâíè.

Äîêàçàòåëñòâî íà òåîðåìà 3. Äà èçáåðåì ïðàâîúãúëåí ïàðàëå-
ëåïèïåä ∆ = [a, b] × [c, d] × [e, f ], êîéòî äà ñúäúðæà V, è íåêà f̃(x, y)
äà îçíà÷àâà ôóíêöèÿòà, ðàâíà íà åäèíèöà âúðõó V è íà íóëà â ∆ \ V .
Òîãàâà

µ(V) =

∫∫∫
∆

f̃(x, y) dxdydz =

b∫
a

 d∫
c

f∫
e

f̃(x, y) dydz

 dx =

b∫
a

QV(x) dx.

Îáåì íà ðîòàöèîííî òÿëî. Íåêà ϕ(x) å íåïðåêúñíàòà è íåîòðè-
öàòåëíà çà x ∈ [a, b]. Äà çàâúðòèì ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà íà ïúëåí
îáîðîò îêîëî îñòà x; òîãàâà òÿëîòî Vϕ, îãðàíè÷àâàíî îò ïîëó÷åíàòà ïî-
âúðõíèíà, ñå íàðè÷à ðîòàöèîííî òÿëî, îïðåäåëåíî îò ϕ(x). Òÿëîòî Vϕ

ñå ñúñòîè îò âñè÷êè òî÷êè P = (x, y, z) òàêèâà, ÷å ðàçñòîÿíèåòî îò P äî
îñòà x íå íàäìèíàâà ϕ(x). Ïî-òî÷íî,

Vϕ =
{

(x, y, z) : a ≤ x ≤ b, y2 + z2 ≤ ϕ2(x)
}
.

Îò ãîðíîòî îïèñàíèå ñå âèæäà, ÷å çà x ∈ [a, b] ñå÷åíèåòî Vφ ∩
Lx ïðåäñòàâëÿâà îêðúæíîñò ñ öåíòúð íà÷àëîòî è ðàäèóñ ϕ(x). Îòòóê
QVϕ(x) = πϕ2(x), è îò ïðèíöèïà íà Êàâàëèåðè ïîëó÷àâàìå

Òåîðåìà 4. (Ôîðìóëà çà îáåìà íà ðîòàöèîííî òÿëî). Îáå-
ìúò íà ðîòàöèîííîòî òÿëî Vϕ, îïðåäåëåíî îò ôóíêöèÿòà ϕ(x), ñå
äàâà îò ôîðìóëàòà

µ (Vϕ) = π

b∫
a

ϕ2(x) dx.
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fHxL

xa b

xa
by

z

Ãðàôèêà íà ôóíêöèÿ è ðîòàöèîííî òÿëî, ïîðîäåíî îò íåÿ.

Òàçè ôîðìóëà ìîæå äà áúäå ëåêî îáîáùåíà: íåêà D å êðèâîëèíåé-
íèÿò òðàïåö, îïðåäåëåí ñ íåðàâåíñòâàòà x ∈ [a, b], ϕ(x) ≤ y ≤ ψ(x), è
íåêà VD å ðîòàöèîííîòî òÿëî, ïîëó÷åíî ÷ðåç âúðòåíå íà D îêîëî îñòà
x. Òîãàâà VD = Vψ \Vϕ, îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå

Ñëåäñòâèå 5. Îáåìúò íà VD ñå äàâà ñ ôîðìóëàòà

µ (VD) = π

b∫
a

(
ψ2(x)− ϕ2(x)

)
dx.

Îáåìè íà n-ìåðíè òåëà. Ùå èçïîëçâàìå ìíîãîìåðåí àíàëîã íà
ïðèíöèïà íà Êàâàëèåðè, çà äà íàìåðèì n-ìåðíèòå îáåìè íà n-ìåðíîòî
êúëáî* è íà n-ìåðíèÿ ñèìïëåêñ.

Îáåì íà n-ìåðíî êúëáî. n-ìåðíîòî êúëáî Bn(R) ñ öåíòúð â
íà÷àëîòî è ðàäèóñ R ñå çàäàâà ñ íåðàâåíñòâîòî

Bn(R) =

{
(x1, . . . , xn) ∈ Rn :

n∑
i=1

x2
i ≤ R2

}
.

*Òîçè îáåì ìîæå äà áúäå íàìåðåí è ñ îáîáùåíà ñôåðè÷íà ñìÿíà íà êîîðäèíàòèòå
(çàä. 2 îò ïðåäíèÿ ïàðàãðàô).
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Äà îçíà÷èì íåãîâèÿ îáåì ñ bn(R) = µ (Bn(R)). Î÷åâèäíî bn(R) = bnR
n,

êúäåòî ñ bn = bn(1) ñìå îçíà÷èëè îáåìà íà n-ìåðíîòî êúëáî ñ ðàäèóñ
åäèíèöà; íàèñòèíà, àêî ðàçãëåäàìå òðàíñôîðìàöèÿòà â Rn, óìíîæàâàùà
âñè÷êè êîîðäèíàòè ñ R, òî òÿ ïðåõâúðëÿ Bn(1) â Bn(R) è èìà ÿêîáèàí
Rn. Äîñòàòú÷íî å äà íàìåðèì ÷èñëàòà bn çà âñÿêî n.

Çà âñÿêî t ∈ [−1, 1] äà îçíà÷èì ñ Lt n − 1-ìåðíàòà ðàâíèíà â Rn,
îïðåäåëåíà ñ ðàâåíñòâîòî xn = t. Î÷åâèäíî ñå÷åíèåòî Bn(1)∩Lt ïðåäñ-
òàâëÿâà n−1-ìåðíî êúëáî ñ ðàäèóñ

√
1− t2 è ñëåäîâàòåëíî, ïðèëàãàéêè

ìíîãîìåðåí àíàëîã íà ïðèíöèïà íà Êàâàëèåðè, ïîëó÷àâàìå

bn =

∫ 1

−1

bn−1

(√
1− t2

)n−1

dt = bn−1

∫ π

0

sin nθ dθ

(÷ðåç ñóáñòèòóöèÿòà t = cos θ). Àêî îçíà÷èì In =
∫ π

0
sin n(θ) dθ, ïîëó÷à-

âàìå, ÷å bn = I0I1 . . . In. Â çàä. 7 íà �4.3 îò ÷àñò 1 ñà äîêàçàíè ôîðìóëèòå

I2n =
π

2

1.3.5. . . . .(2n− 1)

2.4. . . . .2n
; I2n+1 =

2.4. . . . .2n

1.3.5. . . . .(2n− 1).(2n+ 1)
,

îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå

µ (Bn(R)) =
2k+1πk

1.3.5. . . . .(2k + 1)
R2k+1 çà n = 2k + 1,

µ (Bn(R)) =
2kπk

2.4.6. . . . .2k
R2k çà n = 2k.

Îáåì íà n-ìåðåí ñèìïëåêñ. Ùå äåôèíèðàìå n-ìåðíèÿ ñèìï-
ëåêñ Cn(R) â Rn ñ íåðàâåíñòâàòà

Cn(R) =

{
(x1, . . . , xn) ∈ Rn : x1, . . . , xn ≥ 0,

n∑
i=1

xi ≤ R

}
.

Îòíîâî èìàìå µ (Cn(R)) = cnR
n, êúäåòî cn = µ (Cn(1)). Íåêà çà t ∈ [0, 1]

ðàâíèíàòà Lt å êàêòî ïî-ãîðå; òîãàâà ñå÷åíèåòî Cn(1)∩Lt ïðåäñòàâëÿâà
n− 1-ìåðåí ñèìïëåêñ Cn−1(1− t) è ñëåäîâàòåëíî

cn =

∫ 1

0

cn−1 (1− t)n−1 dt = cn−1
1

n
,
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îòêúäåòî

µ (Cn(R)) =
1

n!
Rn.

Ìàñà è öåíòúð íà òåæåñòòà. Â òàçè òî÷êà ùå ñå çàíèìàâàìå
ñ ò.íàð. ìàòåðèàëíè òåëà, ò.å äâóìåðíè èëè òðèìåðíè ìíîæåñòâà, â
êîèòî å äàäåíà ôóíêöèÿ íà ïëúòíîñòòà ρ(P ) ≥ 0. Ôèçè÷åñêèÿò ñìèñúë
íà ïëúòíîñòòà å îòíîøåíèåòî íà ìàñàòà êúì îáåìà, ò.å. èìàìå

m(U)

µ(U)
≈ ρ(P ),

êúäåòî U å äîñòàòú÷íî ìàëêà îêîëíîñò íà òî÷êàòà P , à m(U) îçíà÷àâà
ìàñàòà íà U . Ðàçáèðà ñå, àêî ρ(P ) ≡ 1, òî ìàñàòà ñúâïàäà ñ îáåìà.

Ìàñà. Íåêà D ⊂ R2 å èçìåðèìî ìíîæåñòâî, âúðõó êîåòî å çàäà-
äåíà ïëúòíîñò ρ(x, y) ≥ 0. Äà âçåìåì ðàçáèâàíå D = ∪ni=1Di, è òî÷êè
Pi ∈ Di. Â ïúðâî ïðèáëèæåíèå ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å ïëúòíîñòòà íàâ-
ñÿêúäå â Di å ðàâíà íà ρ(Pi), îòêúäåòî

m(D) =
n∑
i=1

m(Di) ≈
n∑
i=1

ρ(Pi)µ(Di).

Êàòî íàìàëÿâàìå äèàìåòúðà íà ðàçáèâàíåòî, òàçè ôîðìóëà ñòàâà âñå
ïî-òî÷íà, è ÷ðåç ãðàíè÷åí ïðåõîä ïîëó÷àâàìå ðàâåíñòâîòî

m(D) =

∫∫
D

ρ(x, y) dxdy.

Ôîðìóëàòà çà ìàñà íà òðèìåðíî òÿëî å ñúùàòà, ñ åäèíñòâåíàòà
ðàçëèêà, ÷å ñå èçïîëçâà òðèìåðåí èíòåãðàë âìåñòî äâóìåðåí.

Öåíòúð íà òåæåñòòà. Ùå íàïîìíèì ïîíÿòèåòî öåíòúð íà
òåæåñòòà íà êðàéíà ñèñòåìà îò ìàòåðèàëíè òî÷êè. Íåêà ñà äàäåíè òî÷-
êèòå P1, . . . , Pn (â R2 èëè R3), ñ ìàñè ñúîòâåòíî m1, . . . ,mn. Ïîä öåíòúð
íà òåæåñòòà íà òàçè ñèñòåìà ðàçáèðàìå òî÷êàòà

~P∗ =

∑n
i=1mi

~Pi∑n
i=1mi

.
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Àêî òî÷êèòå ~Pi èìàò êîîðäèíàòè (xi, yi, zi), òî çà êîîðäèíàòèòå
(x∗, y∗, z∗) íà òî÷êàòà ~P∗ ïîëó÷àâàìå ôîðìóëèòå

x∗ =

∑n
i=1mixi∑n
i=1mi

, y∗ = . . .

Íà îñíîâàòà íà ãîðíîòî ðàâåíñòâî ùå èçâåäåì ôîðìóëà çà öåíòúð
íà òåæåñòòà íà ìàòåðèàëíà ôèãóðà è ìàòåðèàëíî òÿëî. Íåêà D ⊂ R2

å ìàòåðèàëíà ôèãóðà, ò.å. èçìåðèìî ìíîæåñòâî ñúñ çàäàäåíà ïëúòíîñò.
Íåêà èìàìå ðàçáèâàíå D = ∪ni=1Di è òî÷êè Pi = (xi, yi) ∈ Di. Çà èçâåæ-
äàíå íà ïðèáëèæåíàòà ôîðìóëà ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å ìàñàòà íà âñÿêî
îò ïàð÷åòàòà Di å ñúñðåäîòî÷åíà â òî÷êàòà Pi, ò.å.

P∗ ≈
1∑n

i=1 m(Di)

(
n∑
i=1

ρ(Pi)µ(Di). ~Pi

)
,

èëè, àêî (x∗, y∗) ñà êîîðäèíàòèòå íà P∗,

x∗ ≈
1∑n

i=1 m(Di)

(
n∑
i=1

xiρ(xi, yi)µ(Di)

)
,

y∗ ≈
1∑n

i=1 m(Di)

(
n∑
i=1

yiρ(xi, yi)µ(Di)

)
.

Ñëåä ãðàíè÷åí ïðåõîä ïîëó÷àâàìå

x∗ =
1

m(D)

∫∫
D

xρ(x, y) dxdy , y∗ =
1

m(D)

∫∫
D

yρ(x, y) dxdy.

Îñòàâÿìå íà ÷èòàòåëÿ äà íàïèøå ñúîòâåòíèòå ôîðìóëè çà òðèìåð-
íî ìàòåðèàëíî òÿëî.

Öåíòúð íà òåæåñòòà íà åäíîðîäåí êðèâîëèíååí òðàïåö è
öèëèíäúð. Íåêà D = {x ∈ [a, b], ϕ(x) ≤ y ≤ ψ(x)} å êðèâîëèíååí òðà-
ïåö, è íåêà ρ(x, y) ≡ 1. Òîãàâà ãîðíèòå ôîðìóëè äàâàò

x∗ =
1

µ(D)

∫ b

a

x

(∫ ψ(x)

ϕ(x)

dy

)
dx =

1

µ(D)

∫ b

a

x (ψ(x)− ϕ(x)) dx,
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y∗ =
1

µ(D)

∫ b

a

(∫ ψ(x)

ϕ(x)

y dy

)
dx =

1

2µ(D)

∫ b

a

(
ψ2(x)− ϕ2(x)

)
dx.

Àíàëîãè÷íî, çà åäíîðîäíèÿò êðèâîëèíååí öèëèíäúð

V = {(x, y, z) : (x, y) ∈ D, ϕ(x, y) ≤ z ≤ ψ(x, y)}

ñà â ñèëà ôîðìóëèòå

x∗ =
1

µ(V )

∫∫
D

x (ψ(x, y)− ϕ(x, y)) dxdy ,

y∗ =
1

µ(V )

∫∫
D

y (ψ(x, y)− ϕ(x, y)) dxdy,

z∗ =
1

2µ(V )

∫∫
D

(
ψ2(x, y)− ϕ2(x, y)

)
dxdy.

Ïðèìåð.Ùå íàìåðèì öåíòúðà íà òåæåñòòà íà ãîðíîòî ïîëóêúëáî
íà êúëáî ñ ðàäèóñ R, êîåòî ñå ïðåäñòàâÿ êàòî

B+
R =

{
(x, y, z) : (x, y) ∈ DR, 0 ≤ z ≤

√
R2 − x2 − y2

}
,

êúäåòî ñ DR ñìå îçíà÷èëè êðúãà ñ öåíòúð â íà÷àëîòî è ðàäèóñ R. Èí-
òåðåñóâà íè ñàìî z-êîîðäèíàòàòà (çàùî?):

z∗ =
3

4πR3

∫ ∫
DR

(
R2 − x2 − y2

)
dxdy =

=
3

4πR3

∫ 2π

0

dθ

∫ R

0

(
R2 − ρ2

)
ρ dρ =

3

8
R,

ò.å. âèñî÷èíàòà íà öåíòúðà íà òåæåñòòà å 37.5 ïðîöåíòà îò ðàäèóñà.

Òåîðåìà íà Ãóëäèí. Íåêà VD å òÿëîòî, ïîëó÷åíî îò âúðòåíå íà
êðèâîëèíåéíèÿ òðàïåö D = {x ∈ [a, b], ϕ(x) ≤ y ≤ ψ(x)} îêîëî îñòà x.
Äà ñðàâíèì ôîðìóëàòà çà îáåìà íà VD:

µ (VD) = π

∫ b

a

(
ψ2(x)− ϕ2(x)

)
dx
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ñ ôîðìóëàòà çà y-êîîðäèíàòàòà íà öåíòúðà íà òåæåñòòà íà D:

y∗ =
1

2µ(D)

∫ b

a

(
ψ2(x)− ϕ2(x)

)
dx.

Îòòóê ïîëó÷àâàìå
µ (VD) = 2πy∗ . µ(D).

Ñ äðóãè äóìè, èçïúëíåíà å

Òåîðåìà 6. (Âòîðà òåîðåìà íà Ãóëäèí*). Îáåìúò íà ðîòà-
öèîííîòî òÿëî, ïîëó÷åíî îò âúðòåíåòî íà ôèãóðàòà D, å ðàâåí íà
ëèöåòî íà òàçè ôèãóðà, óìíîæåíà ïî äúëæèíàòà íà îêðúæíîñòòà,
îïèñàíà îò öåíòúðà íà òåæåñòòà ïðè âúðòåíåòî.

Òîð â R3

*Ïúðâàòà òåîðåìà íà Ãóëäèí çâó÷è àíàëîãè÷íî, íî ñå îòíàñÿ äî ïîâúðõíèíàòà
íà ðîòàöèîííîòî òÿëî è ùå áúäå ðàçãëåäàíà ïî-íàòàòúê. Òåçè äâå òåîðåìè íîñÿò
èìåòî íà Ïàóë Ãóëäèí, øâåéöàðñêè éåçóèò, ðàáîòèë â íà÷àëîòî íà 17 â. Òå ñà áèëè
èçâåñòíè îáà÷å è íà àëåêñàíäðèéñêèÿ ìàòåìàòèê Ïàï, IV â. í.å. (ïîñëåäíèÿò âåëèê
ìàòåìàòèê íà àíòè÷íîñòòà).
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Ïðèìåð. Íåêà 0 < r < R. Äà îçíà÷èì ñ D êðúãà ñ ðàäèóñ r è
öåíòúð â òî÷êàòà (0, R). Òÿëîòî T, ïîëó÷åíà îò âúðòåíåòî íà D îêîëî
àáñöèñíàòà îñ, ñå íàðè÷à çàïúëíåí òîð. Î÷åâèäíî öåíòúðúò íà òåæåñòòà
íà åäèí êðúã ñúâïàäà ñ íåãîâèÿ öåíòúð, è ñëåäîâàòåëíî çà îáåìà íà òîðà
T ïîëó÷àâàìå ôîðìóëàòà

µ(T) = 2πR.πr2 = 2π2Rr2.

Ëèöå íà ïîâúðõíèíà, ïðåäñòàâåíà êàòî ãðàôèêà íà ôóí-
êöèÿ. Íåêà f(x, y) å åäíîêðàòíî ãëàäêà ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè,
äåôèíèðàíà â îêîëíîñò íà èçìåðèìîòî è çàòâîðåíî ìíîæåñòâî D. Íåêà
Gf ⊂ R3 å ãðàôèêàòà íà òàçè ôóíêöèÿ:

Gf = {(x, y, z) : (x, y) ∈ D, z = f(x, y)} .

Ùå ïðèïîìíèì ïîíÿòèåòî äîïèðàòåëíà ðàâíèíà (è äîïèðàòåëíî ïîäï-
ðîñòðàíñòâî) êúì Gf â òî÷êàòà P0 = (x0, y0, f(x0, y0)) ∈ Gf , âúâåäåíè â
�1.4.

Äà ôèêñèðàìå y0; Ïîëó÷àâàìå êðèâàòà, îáðàçóâàíà îò âñè÷êè
òî÷êè îò âèäà P1(x) = (x, y0, f(x, y0)), ëåæàùà âúðõó Gf . Ùå îçíà-
÷èì ñ l1 íåéíèÿò äîïèðàòåëåí âåêòîð â òî÷êàòà x0: l1 = P ′1(x0) =
(1, 0, f ′x(x0, y0)). Àíàëîãè÷íî, àêî ôèêñèðàìå x0, ïîëó÷àâàìå êðèâàòà
P2(y) = (x0, y, f(x0, y)) ñ äîïèðàòåëåí âåêòîð â y0 ðàâåí íà l2 = P ′2(y0) =
(0, 1, f ′y(x0, y0)) (âèæ ÷åðòåæà â íà÷àëîòî íà �1.4). Ìíîæåñòâîòî îò âñè÷-
êè ëèíåéíè êîìáèíàöèè λl1 +µl2 íà âåêòîðèòå l1 è l2 ïðåäñòàâëÿâà äâó-
ìåðíî âåêòîðíî ïîäïðîñòðàíñòâî íà R3, êîåòî ñå íàðè÷à äîïèðàòåëíà
ðàâíèíà êúì Gf â ò. P0 è ñå áåëåæè ñ TP0(Gf ).

Ùå íè áúäå íåîáõîäèì è åäèíñòâåíèÿò (ñ òî÷íîñò äî óìíîæåíèå
ñ êîíñòàíòà) âåêòîð, ïåðïåíäèêóëÿðåí íà TP0(Gf ). Òàêúâ âåêòîð ñå íà-
ðè÷à íîðìàëåí âåêòîð êúì Gf â òî÷êàòà P0. Èìà åäèí ëåñåí íà÷èí äà
íàìåðèì òàêúâ âåêòîð: òîâà å âåêòîðíîòî ïðîèçâåäåíèå íà âåêòîðèòå l1
è l2. Îçíà÷àâàìå

~N(P0) = l1 × l2 =

∣∣∣∣∣∣
~x ~y ~z
1 0 f ′x(x0, y0)
0 1 f ′y(x0, y0)

∣∣∣∣∣∣ =
(
−f ′x(x0, y0),−f ′y(x0, y0), 1

)
.

Äà ñè ïðèïîìíèì ôîðìóëàòà çà ïðîìÿíà íà ëèöåòî ïðè ïðîåê-
òèðàíå, èçâåñòíà íè îò åëåìåíòàðíàòà ìàòåìàòèêà. Íåêà α è β ñà äâå
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ðàâíèíè â òðèìåðíîòî ïðîñòðàíñòâî, íåêà Πβ äà îçíà÷àâà îðòîãîíàëíà-
òà ïðîåêöèÿ íà R3 âúðõó β, è íåêà G å èçìåðèìî ïîäìíîæåñòâî íà α (â
ñìèñúë íà ìÿðêàòà íà Ïåàíî-Æîðäàí âúðõó α). Òîãàâà

µ(Πβ(G))

µ(G)
= cos^(α, β).

Íàèñòèíà, òîâà òâúðäåíèå ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà çà ïðàâîúãúëíèöè,
åäíàòà ñòðàíà íà êîèòî å óñïîðåäíà íà ïðåñå÷íèöàòà íà ðàâíèíèòå α è
β; ñëåäîâàòåëíî òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà îáåäèíåíèå íà òàêèâà ïðàâîú-
ãúëíèöè (ò.å. çà åëåìåíòàðíèòå ìíîæåñòâà) è ÷ðåç ãðàíè÷åí ïðåõîä òî
ñå ïîëó÷àâà çà âñÿêî èçìåðèìî ìíîæåñòâî. Äà îçíà÷èì ñ ~Nα è ~Nβ íîð-
ìàëíèòå âåêòîðè ñúîòâåòíî êúì α è β. Òîãàâà úãúëúò ^(α, β) ìåæäó

ðàâíèíèòå å ðàâåí íà úãúëà ìåæäó òÿõíèòå íîðìàëè ^
(
~Nα, ~Nβ

)
.

Âå÷å ìîæåì äà èçâåäåì ôîðìóëàòà çà ëèöåòî íà Gf . Íåêà τ : D =
∪ni=1Di å ðàçáèâàíå íà D, è íåêà Qi = (xi, yi) ∈ Di, Pi = (Qi, f(Qi) ∈ Gf .
Íåêà Gi å ÷àñòòà îò Gf , ëåæàùà íàä Di. Íåêà TPi å äîïèðàòåëíàòà ðàâ-
íèíà êúì Gf â òî÷êàòà Pi. Ùå ñìÿòàìå, ÷å ëèöåòî íà Gi å ïðèáëèçè-
òåëíî ðàâíî íà ëèöåòî íà ñúîòâåòíàòà ÷àñò îò TPi ; òîãàâà, àêî ïîëîæèì
TPi = α è 0xy = β, ïî ôîðìóëàòà çà ïðîåêöèÿòà

µ(Di)

µ(Gi)
≈ cos^ (TPi , 0xy) = cos^

(
~N(Pi), ~z

)
.

Îò ôîðìóëàòà çà ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå íà âåêòîðè çíàåì, ÷å

cos^(~a,~b) =
〈~a,~b〉
|~a||~a| . Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å

〈
~N(Pi), ~z

〉
= 1. Îòòóê ïðåñìÿòà-

ìå, ÷å

cos^
(
~N(Pi), ~z

)
=

1∣∣∣ ~N(Pi)
∣∣∣ =

1√
1 + f ′x(Pi)

2 + f ′y(Pi)
2

è ñëåäîâàòåëíî

µ(Gi) ≈
√

1 + f ′x(Pi)
2 + f ′y(Pi)

2 µ(Di).

Îòòóê

µ(Gf ) =
n∑
i=1

µ(Gi) ≈
n∑
i=1

√
1 + f ′x(Pi)

2 + f ′y(Pi)
2 µ(Di).
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×ðåç ãðàíè÷åí ïðåõîä ïðè diam τ → 0 ïîëó÷àâàìå èñêàíàòà ôîð-
ìóëà:

Òåîðåìà 7. Ëèöåòî íà ãðàôèêàòà Gf íà ôóíêöèÿòà f(x, y) å
ðàâíî íà

µ(Gf ) =

∫∫
D

√
1 + f ′x(x, y)2 + f ′y(x, y)2 dxdy.

Çàáåëåæêà. Äàäåíèÿò ïî-ãîðå èçâîä íà ôîðìóëàòà ñå áàçèðà íà
èíòóèòèâíè ñúîáðàæåíèÿ; òî÷íàòà äåôèíèöèÿ íà ëèöå íà ïîâúðõíèíà,
è èçâîä íà ôîðìóëàòà êàòî ÷àñòåí ñëó÷àé îò ìíîãî ïî-îáùà ôîðìóëà,
ùå áúäàò äàäåíè â ñëåäâàùàòà ÷àñò.

Ëèöå íà ðîòàöèîííà ïîâúðõíèíà. Íåêà, êàêòî ïî-ãîðå, ðîòà-
öèîííîòî òÿëî Vϕ å ïîðîäåíî îò âúðòåíåòî íà åäíîêðàòíî ãëàäêàòà â
èíòåðâàëà [a, b] ôóíêöèÿ ϕ(x) ≥ 0. Íåêà ñ Sϕ îçíà÷èì îãðàíè÷àâàùàòà
Vϕ ïîâúðõíèíà, ïîðîäåíà îò âúðòåíåòî íà ãðàôèêàòà íà ϕ(x):

Sϕ =
{

(x, y, z) : a ≤ x ≤ b, y2 + z2 = ϕ2(x)
}
.

Íåêà îçíà÷èì ñ S+
ϕ ãîðíàòà ïîëîâèíà íà Sϕ, ò.å. ÷àñòòà, å êîÿòî

z ≥ 0. Òîãàâà S+
ϕ ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî ãðàôèêà íà ôóíêöèÿòà

z = f(x, y) =
√
ϕ2(x)− y2,

îïðåäåëåíà â êðèâîëèíåéíèÿ òðàïåö

D = {(x, y) : a ≤ x ≤ b,−ϕ(x) ≤ y ≤ ϕ(x)} .

Èìàìå

f ′x(x, y) =
ϕ′(x)ϕ(x)√
ϕ2(x)− y2

, f ′y(x, y) =
y√

ϕ2(x)− y2
,

√
1 + (f ′x)

2 +
(
f ′y
)2

=

√
ϕ2(x) (1 + ϕ′(x)2)√

ϕ2(x)− y2
.

Ïî ôîðìóëàòà çà ëèöå íà ãðàôèêàòà ïîëó÷àâàìå

µ(Sϕ) = 2µ(S+
ϕ ) = 2

∫ b

a

√
ϕ2(x) (1 + ϕ′(x)2)

(∫ ϕ(x)

−ϕ(x)

dy√
ϕ2(x)− y2

)
dx.
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Ëåñíî ñå ïðåñìÿòà (÷ðåç ñóáñòèòóöèÿòà y = c sin t), ÷å
c∫
−c

dy√
c2−y2

= π

íåçàâèñèìî îò ñòîéíîñòòà íà c > 0, è ñëåäîâàòåëíî

µ(Sϕ) = 2π

∫ b

a

ϕ(x)
√

1 + ϕ′(x)2 dx.

Ïðèìåð. Ùå íàìåðèì ëèöåòî íà ñôåðà SR ñ ðàäèóñ R. Â òîçè
ñëó÷àé ϕ(x) =

√
R2 − x2, x ∈ [−R,R]. Èìàìå√

1 + ϕ′(x)2 =
R√

R2 − x2

è ñëåäîâàòåëíî

µ (SR) = 2π

∫ R

−R
R dx = 4πR2.

Ïúðâà òåîðåìà íà Ãóëäèí. Íåêà D å èçìåðèìî ìíîæåñòâî â
ðàâíèíàòà Oxy, îãðàíè÷åíî îò ÷àñòè÷íî ãëàäêàòà êðèâà Γ. Íåêà SΓ å
ïîâúðõíèíàòà, ïîðîäåíà îò âúðòåíåòî íà Γ îêîëî îñòà x. Ïúðâàòà òåî-
ðåìà íà Ãóëäèí ãëàñè, ÷å

µ (SΓ) = 2πy∗(Γ).l(Γ),

êúäåòî l(Γ)å äúëæèíàòà íà êðèâàòà Γ, à y∗(Γ) å y-êîîðäèíàòàòà íà öåí-
òúðà íà òåæåñòòà íà Γ, ðàçãëåäàíà êàòî åäíîðîäíà ìàòåðèàëíà êðèâà.
Äîêàçàòåëñòâîòî ùå áúäå äàäåíî â ñëåäâàùàòà ÷àñò.

Óïðàæíåíèÿ.

1. Ëèöå íà êðèâîëèíååí ñåêòîð.
Ïîä êðèâîëèíååí ñåêòîð ðàçáèðàìå
ïîäìíîæåñòâîòî D íà ðàâíèíàòà, îï-
ðåäåëåíî â ïîëÿðíè êîîðäèíàòè ñ íå-
ðàâåíñòâàòà

Θ1 ≤ θ ≤ Θ2, %1(θ) ≤ % ≤ %2(θ),

êúäåòî ôóíêöèèòå %1(θ) è %2(θ) ñà
íåïðåêúñíàòè â [Θ1,Θ2] è
%1(θ) ≤ %2(θ).

D

Ρ
1
HΘ

L

Ρ
2
HΘ

L
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Èçïîëçâàéêè ïîëÿðíàòà ñìÿíà íà êîîðäèíàòèòå, äîêàæåòå, ÷å

µ(D) =
1

2

Θ2∫
Θ1

(
%2(θ)2 − %1(θ)2

)
dθ.

Çàáåëåæêà. Â �4.5 íà ÷àñò I òàçè ôîðìóëà áåøå äîêàçàíà ïî èí-
òóèòèâíè ñúîáðàæåíèÿ.

2. Íåêà V ∈ R3 å ìàòåðèàëíî òÿëî. Äîêàæåòå, ÷å åäèíñòâåíàòà
òðîéêà ÷èñëà x∗, y∗, z∗, çà êîèòî ñà èçïúëíåíè ðàâåíñòâàòà∫

V

(x− x∗) ρ(x, y, z) dxdydz =

∫
V

(y − y∗) ρ(x, y, z) dxdydz =

=

∫
V

(z − z∗) ρ(x, y, z) dxdydz = 0

ñà êîîðäèíàòèòå íà öåíòúðà íà òåæåñòòà íà V.

3. Èíåð÷åí ìîìåíò. Íåêà l å ïðàâà â R3, è P0 å ìàòåðèàëíà òî÷êà
ñ ìàñà m. Ïîä èíåð÷åí ìîìåíò Il(P0) íà òî÷êàòà P0 ñïðÿìî l ðàçáèðàìå

÷èñëîòî Il(P0) = m.d (P0, l)
2, êúäåòî d (P0, l) îçíà÷àâà äúëæèíàòà íà

ïåðïåíäèêóëÿðà, ñïóñíàò îò P0 êúì l. Íåêà V ⊂ R3 å ìàòåðèàëíî òÿëî.
à/ Ïîêàæåòå, ÷å èíåð÷íèÿò ìîìåíò Il(V) íà V ñïðÿìî îñòà l ñå

çàäàâà ñ ôîðìóëàòà

Il(V) =

∫
V

d ((x, y, z), l)2 ρ(x, y, z) dxdydz.

á/ Íåêà òÿëîòî V ñå âúðòè îêîëî îñòà l ñ úãëîâà ñêîðîñò ω (ò.å.
ñå çàâúðòà íà úãúë ω çà åäèíèöà âðåìå). Ïîêàæåòå, ÷å êèíåòè÷íàòà
åíåðãèÿ íà V ñå çàäàâà ñ ôîðìóëàòà E = Il(V).ω2/2.

Óïúòâàíå. Àêî èìàìå ìàòåðèàëíà òî÷êà P ñ ìàñà m, òî íåéíà-
òà ëèíåéíà ñêîðîñò å ðàâíà íà v(P ) = ω.d (P, l), à íåéíàòà êèíåòè÷íà
åíåðãèÿ - íà m.v(P )2/2 = Il(P ).ω2/2.
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Íåêà {Vi}, i = 1, . . . , n, å ðàçáèâàíå íà V, Pi å òî÷êà îò Vi,
mi = ρ(Pi)µ(Vi) å ïðèáëèçèòåëíàòà ìàñà íà Vi, ñúñðåäîòî÷åíà â òî÷-
êàòà Pi. Ïðåñìåòíåòå êèíåòè÷íàòà åíåðãèÿ íà òàçè ñèñòåìà îò òî÷êè è
÷ðåç ãðàíè÷åí ïðåõîä ïîëó÷åòå ãîðíàòà ôîðìóëà.

4. Íåêà l å ïðàâà, è l0 å ïðàâà, óñïîðåäíà íà l è ìèíàâàùà ïðåç
öåíòúðà íà òåæåñòòà íà òÿëîòîV. Íåêà h å ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó ïðàâèòå
l è l0. Ïîêàæåòå, ÷å

Il(V) = Il0(V) +m(V).h2.

Óïúòâàíå. Ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å ïðàâàòà ñúâïàäà ñ àáñöèñíàòà
îñ, è òîãàâà

Il(V) =

∫
V

(
y2 + z2

)
ρ(x, y, z) dxdydz,

Il0(V) =

∫
V

(
(y − y∗)2 + (z − z∗)2

)
ρ(x, y, z) dxdydz.

5. Íåêà ~e = (λ, µ, ν) å åäèíè÷åí âåêòîð: λ2+µ2+ν2 = 1. Äà îçíà÷èì
ñ Ix(V), Iy(V), Iz(V) (èëè, ñúêðàòåíî, Ix, Iy, Iz) ìîìåíòèòå íà V ñïðÿìî
êîîðäèíàòíèòå îñè, è íåêà Kxy(V), Kyz(V), Kzx(V) ñà òàêà íàðå÷åíèòå
öåíòðîáåæíè ìîìåíòè:

Kxy(V) =

∫
V

xyρ(x, y, z) dxdydz, . . .

Äîêàæåòå, ÷å èíåð÷íèÿò ìîìåíò I~e(V) íà òÿëîòî V ñïðÿìî ïðàâàòà l~e,
ìèíàâàùà ïðåç íà÷àëîòî è êîëèíåàðíà ñ ~e, ñå äàâà ñ ôîðìóëàòà

I~e(V) = Ixλ
2 + Iyµ

2 + Izν
2 − 2Kxyλµ− 2Kyzµν − 2Kzxνλ.

Óïúòâàíå. Èçïîëçâàéòå, ÷å êâàäðàòà d (P, l~e)
2 íà ðàçñòîÿíèåòî îò

òî÷êàòà P (x, y, z) äî ïðàâàòà l~e å ðàâåí íà

d (P, l~e)
2 =

∣∣∣∣P 2
∣∣∣∣− 〈~P ,~e〉2

= x2 + y2 + z2 − (λx+ µy + νz)2 =
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= (µ2 + ν2)x2 + (ν2 + λ2)y2 + (λ2 + µ2)z2 − 2λµxy − 2µνyz − 2νλzx =

= ν2(x2 + y2) + µ2(z2 + x2) + λ2(y2 + z2)− 2λµxy − 2µνyz − 2νλzx.

Çàáåëåæêà. Ãîðíàòà ôîðìóëà ìîæå äà ñå îíàãëåäè ïî ñëåäíèÿ
íà÷èí: äà ðàçãëåäàìå â ïðîñòðàíñòâîòî R3 ïîëó÷åíàòà ïî-ãîðå êâàäðà-
òè÷íà ôîðìà:

I(λ, µ, ν) = Ixλ
2 + Iyµ

2 + Izν
2 − 2Kxyλµ− 2Kyzµν − 2Kzxνλ.

Íåêà M å ìíîæåñòâîòî îò òî÷êèòå â R3, çà êîèòî I(λ, µ, ν) = 1. Òúé
êàòî êâàäðàòè÷íàòà ôîðìà I å ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíà, ïîâúðõíèíàòà
M å òðèîñåí åëèïñîèä; îñèòå íà ïîëó÷åíèÿ åëèïñîèä (âèæ íàïð. çàäà÷è
2 è 3 íà �1. 11) ñå íàðè÷àò ãëàâíè èíåð÷íè îñè íà òÿëîòî V. Òÿõíîòî
çíà÷åíèå ñå âèæäà îò ñëåäíèÿ âàæåí ôàêò, êîéòî ëåñíî ñå äîêàçâà ñ
ïîìîùòà íà èçëîæåíèÿ òóê ìàòåðèàë:

Íåêà ìàòåðèàëíîòî òÿëî V ñå âúðòè îêîëî ìàòåðèàëíàòà îñ
l. Åäèíñòâåíèòå ñëó÷àè, êîãàòî îñòà íå èçïèòâà öåíòðîáåæíà ñèëà
èëè óñóêâàù ìîìåíò, å àêî l ìèíàâà ïðåç öåíòúðà íà òåæåñòòà íà
òÿëîòî V è ñúâïàäà ñ íÿêîÿ îò íåãîâèòå ãëàâíè èíåð÷íè îñè.

6. Íåêà I(λ, µ, ν) è M ñà êàêòî â ãîðíàòà çàáåëåæêà.
à/ Äîêàæåòå, ÷å çà àêî çà âñåêè åäèíè÷åí âåêòîð ~e îçíà÷èì ñM(~e)

ïðåñå÷íàòà òî÷êà íà ëú÷à, ïîðîäåí îò ~e, ñ ìíîæåñòâîòî M , òî

I~e(V) =
1

|OM(~e)|2
.

á/ Äîêàæåòå, ÷å ãëàâíèòå îñè íà èíåðöèÿ íà V ñúâïàäàò ñ êîîð-
äèíàòíèòå îñè òî÷íî òîãàâà, êîãàòî öåíòðîáåæíèòå ìîìåíòè* ñà íóëà,
ò.å. Kxy(V) = Kyz(V) = Kzx(V) = 0.

7.(Ãðàâèòàöèîíåí ïîòåíöèàë íà òÿëî). Â çàä. 2 íà �1.5 áåøå
âúâåäåíî ïîíÿòèåòî ãðàâèòàöèîíåí ïîòåíöèàë íà ìàòåðèàëíà òî÷êà:
àêî P0 å ìàòåðèàëíà òî÷êà ñ ìàñà M , òî ãðàâèòàöèîííèÿò è ïîòåíöèàë
â òî÷êàòà P å ðàâåí íà Φ(P ) = kM

||~P− ~P0|| . Ïîðîäåíîòî îò ìàòåðèàëíàòà

òî÷êà ñèëîâî ïîëå å ðàâíî íà ~F (P ) =
−−→
gradΦ(P ).

*Â ñëó÷àÿ íà ïðîèçâîëíà îñ èìåííî öåíòðîáåæíèòå ìîìåíòè îïðåäåëÿò ñèëèòå
íà óñóêâàíå, äåéñòâàùè âúðõó íåÿ.
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Íåêà V å ìàòåðèàëíî òÿëî â R3 ñ ïëúòíîñò ρ(x, y, z). Ïîêàæåòå, ÷å
ãðàâèòàöèîííèÿ ïîòåíöèàë íà V ñå äàâà ñ ôîðìóëàòà

ΦV(ξ, η, ζ) = k

∫
V

ρ(x, y, z) dxdydz√
(x− ξ)2 + (y − η)2 + (z − ζ)2

çà (ξ, η, ζ) /∈ V, è ÷å ñúîòâåòíîòî ñèëîâî ïîëå ñå äàâà ñ

~FV(ξ, η, ζ) =

=
−−→
gradΦV(ξ, η, ζ) =

−k ∫
V

(x− ξ)ρ(x, y, z) dxdydz(√
(x− ξ)2 + (y − η)2 + (z − ζ)2

)3 , . . .

 .

Çàáåëåæêà. Â ñëó÷àÿ, êîãàòî (ξ, η, ζ) ∈ V, ñúîòâåòíèÿò èíòåã-
ðàë å íåñîáñòâåí, íî ñõîäÿù (âèæ ñëåäâàùèÿ ïàðàãðàô) è ñëåäîâàòåëíî
ãðàâèòàöèîííèÿ ïîòåíöèàë ïðîäúëæàâà äà áúäå äåôèíèðàí.

8. Íåêà BR å åäíîðîäíî (ò.å. ñ ïëúòíîñò åäèíèöà) êúëáî ñ ðàäèóñ
R. Äîêàæåòå, ÷å çà òî÷êè èçâúí íåãî òî ïîðàæäà ñúùèÿ ãðàâèòàöèîíåí
ïîòåíöèàë, êàêòî àêî öÿëàòà ìó ìàñà áåøå ñúñðåäîòî÷åíà â öåíòúðà ìó.

Óïúòâàíå. Ôèêñèðàéòå òî÷êàòà P /∈ BR è âçåìåòå êîîðäèíàòíà
ñèñòåìà òàêàâà, ÷å íà÷àëîòî äà ñúâïàäà ñ öåíòúðà íà êúëáîòî è òî÷êàòà
P äà ëåæè íà îñòà z, ò.å. P = (0, 0, a) ñ a > R. Ñëåä âúâåæäàíå íà
ïîëÿðíè êîîðäèíàòè ïîëó÷àâàìå

ΦBR(P ) = k

∫ 2π

0

dθ.

∫ R

0

ρ2

(∫ π

0

sinϕ dϕ√
a2 + ρ2 − 2aρcosϕ

)
dρ =

= 2πk

∫ R

0

ρ

a

(∫ a+ρ

|a−ρ|
dt

)
dρ,

êúäåòî ñìå îçíà÷èëè t =
√
a2 + ρ2 − 2aρcosϕ. Òúé êàòî ρ < a, ïîëó÷à-

âàìå

ΦBR(P ) = k
4πR3

3
.
1

a
.
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9. Íåêà ñåãà V =
{

(x, y, z) : R1 ≤
√
x2 + y2 + z2 ≤ R2

}
, ò.å. V å åä-

íîðîäíîòî òÿëî, îãðàíè÷åíî îò äâå êîíöåíòðè÷íè ñôåðè ñ öåíòúð â íà-
÷àëîòî è ðàäèóñè R1, R2. Äîêàæåòå, ÷å âúâ âúòðåøíîñòòà íà ïî-ìàëêàòà
ñôåðà (ò.å. ïðè ||P || < R1) ïîòåíöèàëúò ΦV(P ) íå çàâèñè îò P è ñëåäî-
âàòåëíî ãðàâèòàöèîííîòî ïîëå â íåÿ å ðàâíî íà íóëà.

Çàáåëåæêà. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å âúâ âúòðåøíîñòòà íà êóõà ìàòå-
ðèàëíà ñôåðà* òåëàòà ñà â áåçòåãëîâíîñò. Òîâà å åäèí îò ñåíçàöèîííèòå
çà âðåìåòî ñè ðåçóëòàòè íà Íþòîí.

Óïúòâàíå.Èçïîëçâàéòå èç÷èñëåíèÿòà îò çàä. 7, êàòî âçåìåòå ïðåä
âèä, ÷å òóê ρ ñå èçìåíÿ îò R1 äî R2, è âèíàãè èìàìå |a− ρ| = ρ − a.
Èç÷èñëåíèÿòà îò çàä. 7 â òîçè ñëó÷àé äàâàò, ÷å ΦV (P ) = 2πk (R2

2 −R2
1)

è ñëåäîâàòåëíî íå çàâèñè îò P .

*è ïðè ëèïñàòà íà äðóãè ãðàâèòàöèîííè ïîëåòà
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2.8 Íåñîáñòâåíè ìíîãîìåðíè èíòåãðàëè

Â äåôèíèöèÿòà íà ðèìàíîâèÿ èíòåãðàë ñå ðàçãëåæäàò îãðàíè÷åíè ôóí-
êöèè, äåôèíèðàíè âúðõó îãðàíè÷åíè ìíîæåñòâà. Àêî íÿêîå îò òåçè óñ-
ëîâèÿ å íàðóøåíî, ãîâîðèì çà íåñîáñòâåí èíòåãðàë.

Äåôèíèöèÿ íà ìíîãîìåðåí íåñîáñòâåí èíòåãðàë.

Èç÷åðïâàùà ñèñòåìà. Íåêà U å ïîäìíîæåñòâî íà Rn ñ íåïðàç-
íà âúòðåøíîñò. Ïîä èç÷åðïâàùà ñèñòåìà {Uk}n=1,2,... çà U ùå ðàçáèðà-
ìå ìîíîòîííî ðàñòÿùà ðåäèöà îò èçìåðèìè îòâîðåíè ïîäìíîæåñòâà
Uk íà U, òàêà ÷å çà âñÿêî n çàòâîðåíàòà îáâèâêà Uk íà Uk ñå ñúäúðæà
â Uk+1, è ∪∞k=1Uk = U.

Äåôèíèöèÿ íà íåñîáñòâåíèÿ èíòåãðàë. Íåêà f(x) å ôóíêöèÿ,
äåôèíèðàíà çà x ∈ U è èíòåãðóåìà âúðõó âñÿêî êîìïàêòíî (ò.å. îã-
ðàíè÷åíî è çàòâîðåíî) ïîäìíîæåñòâî íà U. (Òàêàâà ôóíêöèÿ ùå íà-
ðè÷àìå ëîêàëíî èíòåãðóåìà âúðõó U. Êàçâàìå, ÷å f(x) å èíòåãðóåìà
â íåñîáñòâåí ñìèñúë âúðõó U, àêî çà âñÿêà èç÷åðïâàùà ñèñòåìà {Uk}
íà U èìàìå ∫

U

f(x) dx1 . . . dxn = lim
k→∞

∫
Uk

f(x) dx1 . . . dxn,

êàòî ãðàíèöàòà îòäÿñíî ñúùåñòâóâà è íå çàâèñè îò èçáîðà íà èç÷åð-
ïâàùàòà ñèñòåìà.

Â òàêèâà ñëó÷àè ñå êàçâà, ÷å íåñîáñòâåíèÿò èíòåãðàë å ñõîäÿù; â
ïðîòèâåí ñëó÷àé êàçâàìå, ÷å òîé å ðàçõîäÿù.

Êàêòî è çà åäíîìåðíèòå íåñîáñòâåíè èíòåãðàëè (âèæ ÷àñò I, �4.6),
ùå ðàçãëåäàìå îòäåëíî ñëó÷àèòå íà ôóíêöèè ñ ïîñòîÿíåí çíàê è íà
ôóíêöèè, ïðîìåíÿùè çíàêà ñè.

Íåñîáñòâåíè èíòåãðàëè îò íåîòðèöàòåëíè ôóíêöèè. Â òîçè
ñëó÷àé äåôèíèöèÿòà çíà÷èòåëíî ñå îïðîñòÿâà. Çà äà ñå óñòàíîâè ñõîäè-
ìîñòòà íà èíòåãðàëà, å äîñòàòú÷íî äà ñå ðàçãëåäà ñàìî åäíà èç÷åðïâàùà
ñèñòåìà.

Òåîðåìà 1. Íåêà U å ïîäìíîæåñòâî íà Rn ñ íåïðàçíà âúòðåø-
íîñò, è íåêà f(x) ≥ 0 å íåîòðèöàòåëíà ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà çà x ∈ U
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è èíòåãðóåìà âúðõó âñÿêî êîìïàêòíî ïîäìíîæåñòâî íà U. Àêî ãðàíè-
öàòà limk→∞

∫
Uk
f(x) dx1 . . . dxn ñúùåñòâóâà çà íÿêîÿ èç÷åðïâàùà ñèñ-

òåìà {Uk} çà U , òî òÿ ñúùåñòâóâà çà âñÿêà äðóãà èç÷åðïâàùà ñèñòå-
ìà {Vl}, è

lim
l→∞

∫
Vl

f(x) dx1 . . . dxn = lim
k→∞

∫
Uk

f(x) dx1 . . . dxn.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà ôèêñèðàìå íîìåð l. Òúé êàòî Vl ⊂ ∪∞k=1Uk,
òî ìíîæåñòâàòà Uk îáðàçóâàò áåçêðàéíî îòâîðåíî ïîêðèòèå íà êîìïàê-
òíîòî ìíîæåñòâî Vl, è ïî òåîðåìàòà íà Õàéíå-Áîðåë (òåîðåìà 11 íà
�1.2) ñëåäâà, ÷å îò íåãî ìîæå äà ñå èçáåðå êðàéíî ïîäïîêðèòèå. Òúé
êàòî ìíîæåñòâàòà ìîíîòîííî íàðàñòâàò, òîâà îçíà÷àâà, ÷å ñúùåñòâóâà
íîìåð k = k(l) òàêúâ, ÷å Vl ⊂ Uk(l). Îòòóê, òúé êàòî f(x) ≥ 0, òî∫

Vl

f(x) dx1 . . . dxn ≤
∫

Uk(l)

f(x) dx1 . . . dxn ≤ lim
k→∞

∫
Uk

f(x) dx1 . . . dxn.

Òàêà ìîíîòîííî ðàñòÿùàòà ðåäèöà
∫
Vl
f(x) dx1 . . . dxn å îãðàíè÷åíà è

ñëåäîâàòåëíî ñõîäÿùà, êàòî

lim
l→∞

∫
Vl

f(x) dx1 . . . dxn ≤ lim
k→∞

∫
Uk

f(x) dx1 . . . dxn.

Ðàçìåíÿéêè ìåñòàòà íà {Uk} è {Vl}, ïîëó÷àâàìå îáðàòíîòî íåðàâåíñòâî

lim
k→∞

∫
Uk

f(x) dx1 . . . dxn ≤ lim
l→∞

∫
Vl

f(x) dx1 . . . dxn,

êîåòî äîêàçâà òâúðäåíèåòî.

Çàáåëåæêà. Îò äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà âåäíàãà ñå âèæäà
ñëåäíèÿ êðèòåðèé çà ñõîäèìîñò íà èíòåãðàëà îò íåîòðèöàòåëíà ôóí-
êöèÿ: Àêî çà íÿêîÿ èç÷åðïâàùà ñèñòåìà {Uk} ÷àñòè÷íèòå èíòåãðàëè∫
Uk
f(x) dx1 . . . dxn ñà îãðàíè÷åíè îòãîðå îò åäíà è ñúùà êîíñòàíòà, òî

íåñîáñòâåíèÿ èíòåãðàë
∫
U
f(x) dx1 . . . dxn å ñõîäÿù.
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È òóê å âàëèäåí ñúùèÿ ïðèíöèï çà ñðàâíÿâàíå, êàêòî çà åäíîìåð-
íèòå íåñîáñòâåíè èíòåãðàëè (è çà áåçêðàéíèòå ðåäîâå).

Òåîðåìà 2. Ïðèíöèï çà ñðàâíÿâàíå. Íåêà f(x) è g(x) ñà äâå
ëîêàëíî èíòåãðóåìè ôóíêöèè âúðõó ìíîæåñòâîòî U òàêèâà, ÷å çà
âñÿêî x ∈ U å èçïúëíåíè 0 ≤ f(x) ≤ g(x). Òîãàâà

• Àêî íåñîáñòâåíèÿò èíòåãðàë îò ïî-ãîëÿìàòà ôóíêöèÿ∫
U
g(x) dx1 . . . dxn å ñõîäÿù, òî è èíòåãðàëà îò ïî-ìàëêàòà∫

U
f(x) dx1 . . . dxn å ñúùî ñõîäÿù.

• Àêî
∫
U
f(x) dx1 . . . dxn å ðàçõîäÿù, òî è

∫
U
g(x) dx1 . . . dxn å ñúùî

ðàçõîäÿù.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà {Uk} å èç÷åðïâàùà ñèñòåìà çà U. Àêî∫
U
g(x) dx1 . . . dxn å ñõîäÿù, òî çà âñÿêî k èìàìå∫

Uk

f(x) dx1 . . . dxn ≤
∫
Uk

g(x) dx1 . . . dxn ≤
∫
U

g(x) dx1 . . . dxn,

è îò ïðåäõîäíàòà çàáåëåæêà ñëåäâà, ÷å
∫
U
f(x) dx1 . . . dxn å ñúùî ñõî-

äÿù.
Îáðàòíî, àêî

∫
U
f(x) dx1 . . . dxn å ðàçõîäÿù, è äîïóñíåì, ÷å∫

U
g(x) dx1 . . . dxn å ñõîäÿù, ùå ñòèãíåì äî ïðîòèâîðå÷èå, êîåòî äîêàçâà

è âòîðîòî òâúðäåíèå.

Ïðèìåðè. 1. Íåêà D ⊂ Rn å èçìåðèìî è çàòâîðåíî ìíîæåñòâî,
P0 ∈ Do, è U = D \ {P0}. Òîãàâà èíòåãðàëúò∫

U

dx1 . . . dxn
||P − P0||α

å ñõîäÿù ïðè α < n è ðàçõîäÿù ïðè α ≥ n.

Äîêàçàòåëñòâî. Ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å D ïðåäñòàâëÿâà çàòâî-
ðåíî êúëáî îò âèäà B(P0, r) ñ öåíòúð â òî÷êàòà P0. Íàèñòèíà, â ïðî-
òèâåí ñëó÷àé íèå ìîæå äà âçåìåì äîñòàòú÷íî ìàëêî r > 0 òàêîâà, ÷å
B(P0, r) ⊂ D, è äà ïðåäñòàâèì D = B(P0, r)∪(D \B(P0, r)); èíòåãðàëúò
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âúðõó âòîðîòî ñúáèðàåìî å ñîáñòâåí è ìîæå äà íå ñå âçåìà ïðåä âèä ïðè
èçñëåäâàíå íà ñõîäèìîñòòà. Îñâåí òîâà ìîæå äà ñìÿòàìå, ÷å P0 ñúâïàäà
ñ íà÷àëîòî íà êîîðäèíàòèòå.

Çà äà èçñëåäâàìå èíòåãðàëà
∫
B(0,r)

dx1...dxn
||P ||α , ùå ðàçãëåäàìå èç÷åðï-

âàùàòà ñèñòåìà* Uε = B(0, r)\B(0, ε), è â èíòåãðàëà âúðõóUε ùå íàïðà-
âèì îáîáùåíà ïîëÿðíà ñìÿíà íà êîîðäèíàòèòå â Rn ñ ôóíêöèîíàëíà äå-
òåðìèíàíòà ρn−1 sin n−2ϕn−2 . . . sinϕ1 (âèæ êðàÿ íà �1.9). Â òåçè êîîðäè-
íàòè Uε ñå îïèñâà ñ óñëîâèÿòà ρ ∈ [ε, r], θ ∈ [0, 2π], ϕ1, . . . , ϕn−2 ∈ [0, π].
Ïîëó÷àâàìå ∫

Uε

dx1 . . . dxn
||P ||α

=

=

∫ 2π

0

dθ.

∫ π

0

sin n−2ϕn−2 dϕn−2. . . . .

∫ π

0

sinϕ1 dϕ1.

∫ r

ε

dρ

ρα−n+1
.

Òóê ñàìî ïîñëåäíèÿò èíòåãðàë çàâèñè îò ε. Êàêòî çíàåì îò ÷àñò 1, òîé
ïðèòåæàâà ãðàíèöà ïðè ε→ 0 ñàìî àêî α− n+ 1 < 1, ò.å. àêî α < n.

Ñëåäñòâèå. Èíòåãðàëúò

ΦV(ξ, η, ζ) = k

∫
V

ρ(x, y, z) dxdydz√
(x− ξ)2 + (y − η)2 + (z − ζ)2

,

îïðåäåëÿù ãðàâèòàöèîííèÿ ïîòåíöèàë (âèæ çàäà÷à 6 îò �2.7) íà ìà-
òåðèàëíîòî òÿëî V â òî÷êàòà Q = (ξ, η, ζ), å ñõîäÿù è ïðè Q ∈ V.

Äîêàçàòåëñòâî. Èíòåãðàëúò ìîæå äà áúäå íàïèñàí âúâ âèäà

ΦV(Q) =

∫
V

ρ(P ) dxdydz

||P −Q||
≤
∫
V

C dxdydz

||P −Q||
,

êúäåòî ñ P ñìå îçíà÷èëè òî÷êàòà ñ êîîðäèíàòè (x, y, z), à C å åäíà
ãîðíà ãðàíèöà çà íåïðåêúñíàòàòà ôóíêöèÿ ρ(P ) âúðõó V. Îñòàâà äà
îòáåëåæèì, ÷å 1 < 3.

*Â äåôèíèöèÿòà çà èç÷åðïâàùà ñèñòåìà ñå èñêà òÿ äà áúäå èçáðîèìà; òîâà ìîæå
äà ñå íàïðàâè, àêî ñå èçáåðå ïðîèçâîëíà ðåäèöà εk ↘ 0 è ñå âçåìå ðåäèöàòà îò
ìíîæåñòâà Uεk .
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2. Íåêà D îçíà÷àâà âúíøíîñòòà íà îòâîðåíî êúëáî ñ öåíòúð òî÷-
êàòà P0: D = Rn \B(P0, r), r > 0. Òîãàâà èíòåãðàëúò∫

D

dx1 . . . dxn
||P − P0||α

å ñõîäÿù ïðè α > n è ðàçõîäÿù ïðè α ≤ n.

Äîêàçàòåëñòâî. Îòíîâî ìîæåì äà âçåìåì òî÷êàòà P0 â íà÷àëîòî
íà êîîðäèíàòèòå. Äà èçáåðåì èç÷åðïâàùàòà çà D ñèñòåìà îò ìíîæåñò-
âàòà
UN = B(0, N) \ B(0, r), N = 1, 2, . . .. Èçâúðøâàéêè îòíîâî îáîáùåíà
ïîëÿðíà ñìÿíà, ïîëó÷àâàìå∫

UN

dx1 . . . dxn
||P ||α

=

=

∫ 2π

0

dθ.

∫ π

0

sin n−2ϕn−2 dϕn−2. . . . .

∫ π

0

sinϕ1 dϕ1.

∫ N

r

dρ

ρα−n+1
.

Â òîçè ñëó÷àé ïîñëåäíèÿò èíòåãðàë ïðèòåæàâà ãðàíèöà ïðè N → +∞
ñàìî êîãàòî α− n+ 1 > 1, ò.å êîãàòî α > n.

Ñëåäñòâèå. Íåêà D å íåîãðàíè÷åíî çàòâîðåíî ìíîæåñòâî, íå
ñúäúðæàùî òî÷êàòà P0. Òîãàâà èíòåãðàëúò∫

D

dx1 . . . dxn
||P − P0||α

å ñõîäÿù ïðè α > n.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà r > 0 å òàêîâà, ÷å êúëáîòî B(P0, r) íå ñå
ïðåñè÷à ñ D. Äà îçíà÷èì ñ f̃(P ) ïðîäúëæåíèåòî íà ôóíêöèÿòà 1

||P−P0||α

îò D âúðõó öÿëîòî Rn \ B(P0, r), êîåòî âçåìà íóëåâè ñòîéíîñòè èçâúí
D. Òîãàâà 0 ≤ f̃(P ) ≤ 1

||P−P0||α âúðõó Rn \B(P0, r), è∫
D

dx1 . . . dxn
||P − P0||α

=

∫
Rn
\B(P0,r)

f̃(P ) dx1 . . . dxn.
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Òâúðäåíèåòî ñëåäâà îò ïðèíöèïà çà ñðàâíÿâàíå.

Ïðåñìÿòàíå íà èíòåãðàëà íà Ïîàñîí. Êàòî ïðèëîæåíèå íà
òåîðåìà 1 ùå äîêàæåì ðàâåíñòâîòî∫ +∞

−∞
e−x

2

dx =
√
π.

Èíòåãðàëúò îòëÿâî ñå íàðè÷à èíòåãðàë íà Ïîàñîí è èãðàå âàæíà
ðîëÿ â òåîðèÿòà íà âåðîÿòíîñòèòå, êàêòî è â äðóãè äÿëîâå íà ìàòåìà-
òèêàòà. Ðàçïðåäåëåíèåòî íà âåðîÿòíîñòèòå ñ ïëúòíîñò 1√

π
e−x

2
ñå íàðè÷à

Ãàóñîâî, èëè íîðìàëíî, ðàçïðåäåëåíèå, è å åäíî îò íàé-÷åñòî ñðåùàíèòå
â ïðèëîæåíèÿòà.

Äà îçíà÷èì ñòîéíîñòòà íà èíòåãðàëà íà Ïîàñîí ñ I (íåãîâàòà ñõî-
äèìîñò å î÷åâèäíà). Ùå ïðåñìåòíåì ïî äâà íà÷èíà íåñîáñòâåíèÿ äâîåí
èíòåãðàë ∫∫

R2

e−x
2−y2 dxdy,

êàòî èçïîëçâàìå èç÷åðïâàùè ñèñòåìè, ñúñòàâåíè îò êðúãîâå èëè îò
êâàäðàòè. Íåêà BR îçíà÷àâà êðúã ñ öåíòúð â íà÷àëîòî è ðàäèóñ R.
Î÷åâèäíî ïðè R = 1, 2, . . . ïîëó÷àâàìå èç÷åðïâàùà ñèñòåìà çà R2. Èç-
ïîëçâàéêè ïîëÿðíà ñìÿíà íà êîîðäèíàòèòå, ïîëó÷àâàìå∫∫
BR

e−x
2−y2 dxdy =

∫ 2π

0

dθ.

∫ R

0

e−ρ
2

ρ dρ = 2π.− 1

2
e−ρ

2|R0 = π
(

1− e−R2
)
,

îòêúäåòî ∫∫
R2

e−x
2−y2 dxdy = lim

R→+∞

∫∫
BR

e−x
2−y2 dxdy = π.

Äðóãà èç÷åðïâàùà ñèñòåìà çà R2 ñå ïîëó÷àâà îò êâàäðàòèòå
KN = [−N,N ]× [−N,N ]. Èìàìå∫ ∫

KN

e−x
2−y2 dxdy =

∫ N

−N

∫ N

−N
e−x

2−y2 dxdy =

∫ N

−N
e−x

2

dx .

∫ N

−N
e−y

2

dy
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è ñëåäîâàòåëíî∫∫
R2

e−x
2−y2 dxdy = lim

N→+∞

∫ ∫
KN

e−x
2−y2 dxdy =

=

∫ +∞

−∞
e−x

2

dx .

∫ +∞

−∞
e−y

2

dy = I2.

Ïîëó÷èõìå, ÷å I2 = π, ò.å. I =
√
π.

Íåñîáñòâåíè èíòåãðàëè îò ôóíêöèè, êîèòî ñè ïðîìåíÿò
çíàêà. Ñëåäíàòà òåîðåìà å äîêàçâàíà çà åäíîìåðíè íåñîáñòâåíè èíòåã-
ðàëè, êàêòî è çà ÷èñëîâè ðåäîâå:

Òåîðåìà 3. Àêî íåñîáñòâåíèÿò èíòåãðàë âúðõó U îò ôóíêöèÿòà
|f(x)| å ñõîäÿù, òî è èíòåãðàëúò îò ñàìàòà ôóíêöèÿ f(x) å ñúùî
ñõîäÿù.

Äîêàçàòåëñòâî. Ùå âúâåäåì îçíà÷åíèÿòà:

f+(x) = max(f(x), 0) , f−(x) = min(f(x), 0).

Ñ äðóãè äóìè, f+(x) ñúâïàäà ñ f(x) â òî÷êèòå, â êîèòî òÿ å ïîëîæèòåëíà,
è å ðàâíà íà íóëà â îñòàíàëèòå, à f−(x) ñúâïàäà ñ f(x) â òî÷êèòå, â
êîèòî òÿ å îòðèöàòåëíà, à â îñòàíàëèòå å íóëà. Î÷åâèäíè ñà ðàâåíñòâàòà
f(x) = f+(x) + f−(x),
|f(x)| = f+(x)− f−(x). Îò âòîðîòî îò òÿõ ñëåäâàò íåðàâåíñòâàòà

0 ≤ f+(x) ≤ |f(x)| , 0 ≤ (−f−(x)) ≤ |f(x)| .

Àêî äîïóñíåì, ÷å íåñîáñòâåíèÿò èíòåãðàë
∫
U
|f(x)| dx1 . . . dxn å

ñõîäÿù, òî îò ïðèíöèïà çà ñðàâíÿâàíå ñëåäâà, ÷å
∫
U
f+(x) dx1 . . . dxn è∫

U
(−f−(x)) dx1 . . . dxn ñà ñúùî ñõîäÿùè, è ñëåäîâàòåëíî å ñõîäÿùà è

òÿõíàòà ðàçëèêà
∫
U
f(x) dx1 . . . dxn.

Çà ðàçëèêà îò åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé îáà÷å, òóê å âàëèäíî îáðàòíîòî
òâúðäåíèå, ò.å. òóê íå ñúùåñòâóâàò ò.íàð. óñëîâíî ñõîäÿùè èíòåãðàëè:

Òåîðåìà 4. Àêî
∫
U
f(x) dx1 . . . dxn å ñõîäÿù, òî è∫

U
|f(x)| dx1 . . . dxn å ñúùî ñõîäÿù.
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Äîêàçàòåëñòâî. Çà óëåñíåíèå ùå ðàçãëåæäàìå ñëó÷àÿ, êîãàòî
f(x) å íåïðåêúñíàòà. Çà êðàòêîñò èíòåãðàëà îò ôóíêöèÿòà f âúðõó U
ùå îçíà÷àâàìå ñ IU(f), è àíàëîãè÷íî - èíòåãðàëèòå îò |f |, f+, f−. Äà
äîïóñíåì, ÷å òâúðäåíèåòî íà òåîðåìàòà íå å èçïúëíåíî, ò.å. ÷å IU(f) å
ñõîäÿù, à IU(|f |) - ðàçõîäÿù. Ùå äîêàæåì, ÷å ïðè òåçè ïðåäïîëîæåíèÿ
è äâàòà èíòåãðàëà IU(f+), IU(−f−) ñà ðàçõîäÿùè. Íàèñòèíà, àêî è äâàòà
èíòåãðàëà ñà ñõîäÿùè, òî è òÿõíàòà ñóìà IU(|f |) ùå áúäå ñõîäÿù èíòåã-
ðàë. Àêî íàïðèìåð IU(f+) å ðàçõîäÿù, à IU(−f−) - ñõîäÿù, òî çà âñÿêà
èç÷åðïâàùà ñèñòåìà Uk ùå èìàìå IUk

(f) = IUk
(f+) + IUk

(f−)→ +∞ â
ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèÿòà.

Ùå ïîêàæåì, ÷å, (çà ðàçëèêà îò åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé), àêî IU(f+)
è IU(f−) ñà ðàçõîäÿùè, òî IU(f) íå ìîæå äà áúäå ñõîäÿù. Íåêà Uk å
ïðîèçâîëíà èç÷åðïâàùà ñèñòåìà çà U. Îò ðàçõîäèìîñòòà íà èíòåãðàëà
IU(f+) ñëåäâà, ÷å çà äîñòàòú÷íî ãîëÿì íîìåð l = l(k) ùå èìàìå

IUl
(f+) > IUk

(−f−) + k.

Äà îçíà÷èì ñ U+
l îòâîðåíîòî ìíîæåñòâî îò âñè÷êè òî÷êè íà Ul, â êîèòî

f(x) > 0, è íåêà Vk = Uk ∪U+
l . Î÷åâèäíî ìíîæåñòâàòà Vk ñúùî îáðà-

çóâàò èç÷åðïâàùà ñèñòåìà çà U. Òúé êàòî f−(x) å ðàâíà íà íóëà âúðõó
ìíîæåñòâîòî Vk \Uk, å â ñèëà îöåíêàòà

IVk
(f) = IVk

(f+) + IUk
(f−) > IUk

(−f−) + k + IUk
(f−) = k.

Ñ äðóãè äóìè IVk
(f)→ +∞, â ïðîòèâîðå÷èå ñ äîïóñêàíåòî.

Çàáåëåæêà. Åñòåñòâåíî âúçíèêâà âúïðîñúò çàùî â åäíîìåðíèÿ
ñëó÷àé òåîðåìà 4 íå å âÿðíà è ñúùåñòâóâàò óñëîâíî ñõîäÿùè èíòåã-
ðàëè (êàòî íàïðèìåð

∫ +∞
−∞

sin x
x

dx). Ðàçëèêàòà ñå ñúñòîè â òîâà, ÷å â
åäíîìåðíàòà äåôèíèöèÿ ñå èçèñêâà èç÷åðïâàùàòà ñèñòåìà äà ñå ñúñòîè
îò èíòåðâàëè, ò.å. îò ëèíåéíî ñâúðçàíè ìíîæåñòâà, à â ìíîãîìåðíèÿ
ñëó÷àé òàêîâà îãðàíè÷åíèå íÿìà. Ïîðàäè òîâà â åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé
êîíñòðóêöèÿòà îò òåîðåìà 4 íå å âúçìîæíà.

Ìîæå äà ñå ïîïèòà, äàëè â ìíîãîìåðíèÿ ñëó÷àé íå ìîæåì äà ïðî-
ìåíèì äåôèíèöèÿòà çà ñõîäèìîñò íà èíòåãðàëà, êàòî ïîèñêàìå èç÷åð-
ïâàùàòà ñèñòåìà äà ñå ñúñòîè îò ëèíåéíî ñâúðçàíè ìíîæåñòâà. Îêàç-
âà ñå, ÷å ïðè òàêàâà ìîäèôèêàöèÿ äåôèíèöèÿòà íÿìà äà ñå ïðîìåíè
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ñúùåñòâåíî. Íàèñòèíà, â ðàçìåðíîñòè 2 è íàãîðå íèå ìîæåì äà ñúå-
äèíèì îòäåëíèòå êîìïîíåíòè íà ñâúðçàíîñò íà äàäåíî ìíîæåñòâî Uk

ñ "êîðèäîðè" ñ ïðîèçâîëíî ìàëêà ìÿðêà (èëè, ïî-òî÷íî, ñ ïðîèçâîëíî
ìàëúê èíòåãðàë îò ôóíêöèÿòà âúðõó òÿõ). Äîáàâÿíåòî íà òàêèâà êî-
ðèäîðè ùå íàïðàâè âñÿêî Uk äà áúäå ëèíåéíî ñâúðçàíî, íî íÿìà äà
ïðîìåíè ãðàíèöàòà íà ðåäèöàòà îò èíòåãðàëè âúðõó ìíîæåñòâàòà Uk.
Â åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé òîâà íå å âúçìîæíî.

Òåîðåìà íà Ôóáèíè çà íåñîáñòâåíè èíòåãðàëè. Â òåîðåìà
1 îò �5 äîêàçàõìå, ÷å ïðè îïðåäåëåíè óñëîâèÿ ìíîãîìåðíèÿò èíòåãðàë
ìîæå äà ñå ïðåñìÿòà êàòî ïîâòîðåí. Îêàçâà ñå, ÷å ïîäîáíà òåîðåìà å â
ñèëà è çà íåñîáñòâåíè èíòåãðàëè. Íåêà ñà äàäåíè ìíîæåñòâàòà U ⊂ Rn,
V ⊂ Rm ñ íåïðàçíà âúòðåøíîñò, è íåêà f(x, y) = f (x1, . . . , xn, y1, . . . , ym)
å ëîêàëíî èíòåãðóåìà ôóíêöèÿ âúðõó òÿõíîòî ïðîèçâåäåíèå U × V ⊂
Rn+m.

Òåîðåìà 5. (Òåîðåìà íà Ôóáèíè çà íåñîáñòâåíè èíòåãðà-
ëè). Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å f(x, y) å àáñîëþòíî èíòåãðóåìà, ò.å., ÷å
íåñîáñòâåíèÿò èíòåãðàë∫

U×V

|f(x, y)| dx1 . . . dxndy1 . . . dym

å ñõîäÿù. Òîãàâà å â ñèëà ðàâåíñòâîòî∫
U×V

f(x, y) dx1 . . . dxndy1 . . . dym =

∫
U

∫
V

f(x, y) dy1 . . . dym

 dx1 . . . dxn =

=

∫
V

∫
U

f(x, y) dx1 . . . dxn

 dy1 . . . dym .

Äîêàçàòåëñòâî. Äîñòàòú÷íî å äà äîêàæåì ïúðâîòî ðàâåíñòâî.
Ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å èíòåãðàëèòå F (x) =

∫
V
f(x, y) dy1 . . . dym ñú-

ùåñòâóâàò ïðè ïî÷òè âñÿêî x ∈ U, è ÷å ïîëó÷åíàòà ôóíêöèÿ F (x) å
ëîêàëíî èíòåãðóåìà; ùå ñìÿòàìå òîâà çà äàäåíî. (Ñõîäèìîñòòà íà èí-
òåãðàëà îòëÿâî ñëåäâà îò òåîðåìà 3.)
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Íåêà {Uk} å èç÷åðïâàùà ñèñòåìà çà ìíîæåñòâîòî U, à {Vk} - çà
ìíîæåñòâîòî V. Òîãàâà {Uk ×Vk} å èç÷åðïâàùà ñèñòåìà çà U × V.
Ñïîðåä óñëîâèåòî íà òåîðåìàòà çà âñÿêî ε > 0 ìîæåì äà íàìåðèì íîìåð
ν òàêúâ, ÷å çà âñÿêî k > ν äà èìàìå∫

Uk×Vk

|f(x, y)| dx1 . . . dxndy1 . . . dym >

>

∫
U×V

|f(x, y)| dx1 . . . dxndy1 . . . dym − ε.

Ñëåäîâàòåëíî, çà íåñîáñòâåíèÿ èíòåãðàë îò |f(x, y)| âúðõó ðàçëèêàòà
(U×V) \ (Uk ×Vk) íà ìíîæåñòâàòà U×V è Uk ×Vk ùå áúäå èçïúë-
íåíî ∫

(U×V)\(Uk×Vk)

|f(x, y)| dx1 . . . dxndy1 . . . dym < ε.

Äà ôèêñèðàìå ε > 0, ν è k > ν, è íåêà I(x) îçíà÷àâà èíòåãðàëà îò
f(x, y) ïî y êàêòî ïî ãîðå. Ìîæå äà ñå äîêàæå (òóê ãî âçåìàìå íàãîòîâî),
÷å ∫

Uk

I(x) dx1 . . . dxn = lim
l→∞

∫
Uk×Vl

f(x, y) dx1 . . . dxndy1 . . . dym =

=

∫
(Uk×V)

f(x, y) dx1 . . . dxndy1 . . . dym.

Ñëåäîâàòåëíî∣∣∣∣∣∣∣
∫
Uk

I(x) dx1 . . . dxn −
∫

Uk×Vk

f(x, y) dx1 . . . dxndy1 . . . dym

∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
∫

(Uk×V)\(Uk×Vk)

f(x, y) dx1 . . . dxndy1 . . . dym

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤
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≤
∫

(Uk×V)\(Uk×Vk)

|f(x, y)| dx1 . . . dxndy1 . . . dym < ε,

òúé êàòî (Uk ×V) \ (Uk ×Vk) ⊂ (U×V) \ (Uk ×Vk).
Îò äðóãà ñòðàíà,∣∣∣∣∣∣

∫
U×V

f(x, y) dx1 . . . dxndy1 . . . dym −
∫

Uk×Vk

f(x, y) dx1 . . . dxndy1 . . . dym

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

∫
(U×V)\(Uk×Vk)

|f(x, y)| dx1 . . . dxndy1 . . . dym < ε.

Ñúïîñòàâÿéêè ãîðíèòå íåðàâåíñòâà, âèæäàìå, ÷å çà âñÿêî ε > 0
ïðè äîñòàòú÷íî ãîëåìè k å èçïúëíåíî∣∣∣∣∣∣

∫
Uk

I(x) dx1 . . . dxn −
∫

U×V

f(x, y) dx1 . . . dxndy1 . . . dym

∣∣∣∣∣∣ < 2ε,

êîåòî îçíà÷àâà, ÷å∫
U

I(x) dx1 . . . dxn = lim
k→∞

∫
Uk

I(x) dx1 . . . dxn =

=

∫
U×V

f(x, y) dx1 . . . dxndy1 . . . dym.

Çàáåëåæêà. Ìíîãî ÷åñòî ãîðíàòà òåîðåìà ñå èçïîëçâà, çà äà ñå
îáîñíîâå ðàçìÿíàòà íà ðåäà íà èíòåãðèðàíå ïî x è y; ñïîðåä òåîðåìàòà
åäíî äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà ðàâåíñòâîòî íà ïîâòîðíèòå èíòåãðàëè å ñõî-
äèìîñòòà íà äâîéíèÿ èíòåãðàë îò ìîäóëà íà ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ.
Áåç òîâà óñëîâèå ðàçìÿíàòà íà ðåäà íà èíòåãðèðàíå ìîæå äà äîâåäå äî
ïîãðåøåí ðåçóëòàò; åäèí òàêúâ ïðèìåð å äàäåí â çàäà÷à 3.
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Óïðàæíåíèÿ.

1. Äîêàæåòå, ÷å àêî f(x) ≥ 0, òî∫
U

f(x) dx1 . . . dxn = sup

∫
K

f(x) dx1 . . . dxn,

êúäåòî K ñå ìåíè èçìåæäó âñè÷êè êîìïàêòíè èçìåðèìè ïîäìíîæåñòâà
íà U.

2. Íåêà BR îçíà÷àâà êúëáî â R3 ñ öåíòúð â íà÷àëîòî è ðàäèóñ R,
è P å òî÷êà îò BR. Äîêàæåòå, ÷å ãðàâèòàöèîííèÿò ïîòåíöèàë íà BR â
òî÷êàòà P ñå äàâà ñ ôîðìóëàòà

ΦBR(P ) =
4

3
π ||P ||2 ,

ò.å. òîé å ñúùèÿò, êàêòî íà êúëáî ñ ðàäèóñ ||P ||.

3. Íåêà ñ U îçíà÷èì êâàäðàòà I × I, îò êîéòî ñà èçâàäåíè äâå-
òå îòñå÷êè, â êîèòî òîé äîêîñâà êîîðäèíàòíèòå îñè, è íåêà ôóíêöèÿòà
f(x, y) å îïðåäåëåíà íà U ñ ôîðìóëàòà

f(x, y) =
x2 − y2

(x2 + y2)2 .

a/ Äîêàæåòå, ÷å∫ 1

0

(∫ 1

0

f(x, y) dy

)
dx =

π

4
,

∫ 1

0

(∫ 1

0

f(x, y) dx

)
dy = −π

4
.

á/ Äîêàæåòå äèðåêòíî, ÷å íåñîáñòâåíèÿò äâîåí èíòåãðàë îò f(x, y)
âúðõó U å ðàçõîäÿù, è ñëåäîâàòåëíî òåîðåìàòà íà Ôóáèíè å íåïðèëî-
æèìà.

â/ Çà èç÷åðïâàùàòà ñèñòåìà Un = [1/n, 1] × [1/n, 1] ïîêàæåòå, ÷å
ãðàíèöàòà íà èíòåãðàëèòå îò f(x, y) âúðõó Un ñúùåñòâóâà. Ïðîñëåäåòå
â òîçè ñëó÷àé äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìà 4 è, â ÷àñòíîñò, ïîñî÷åòå êàê
òðÿáâà äà ñå èçáåðå Vn.
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4. Äîêàæåòå, ÷å çà íåîòðèöàòåëíè ôóíêöèè ïðèìåð êàòî ãîðíèÿ
å íåâúçìîæåí, ò.å. çà òàêèâà ôóíêöèè îò ñúùåñòâóâàíåòî íà åäèí îò
ïîâòîðíèòå èíòåãðàëè ñëåäâà ñúùåñòâóâàíåòî íà äâîéíèÿ.

5. Íàìåðåòå çà êîè ïîëîæèòåëíè ñòîéíîñòè íà p è q å ñõîäÿù èí-
òåãðàëúò ∫∫

U

dxdy

|x|p + |y|q
,

êúäåòî U å ïðîáîäåíà îãðàíè÷åíà îêîëíîñò íà íà÷àëîòî íà êîîðäèíà-
òèòå.

Óïúòâàíå. Äà îçíà÷èì ñUc îáëàñòòà, îïðåäåëåíà ñ íåðàâåíñòâîòî
|x|p + |y|q ≤ c. Òîãàâà å äîñòàòú÷íî äà ñå èçñëåäâà ãðàíèöàòà∫∫

U1

dxdy

|x|p + |y|q
= lim

ε→1

∫∫
U1\Uε

dxdy

|x|p + |y|q
.

Çà äà ïðåñìåòíåòå ãðàíèöàòà âäÿñíî, íàïðàâåòå ñìÿíàòà

x =
(
ρ cos 2θ

)1/p
, y =

(
ρ sin 2θ

)1/q
.

6. Íåêà f(x) å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà âúðõó ìíîæåñ-
òâîòîU ⊂ Rn, çà êîÿòî íåñîáñòâåíèòå èíòåãðàëè âúðõóU îò ôóíêöèèòå
f+(x), f−(x) ñà ðàçõîäÿùè. Èçïîëçâàéêè êîíñòðóêöèÿòà îò òåîðåìà 4,
äîêàæåòå, ÷å àêî λ å ïðîèçâîëíî ðåàëíî ÷èñëî èëè íÿêîé îò ñèìâîëèòå
+∞, −∞, òî ñúùåñòâóâà èç÷åðïâàùà ñèñòåìà Uk çà U òàêàâà, ÷å

lim
k→∞

∫
Uk

f(x) dx1 . . . dxn = λ.
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2.9 Ìÿðêà è èíòåãðàë íà Ëåáåã

Â íàñòîÿùèÿ ïàðàãðàô ùå èçëîæèì íàêðàòêî êîíñòðóêöèÿòà è îñíîâ-
íèòå ñâîéñòâà íà ò.íàð. ëåáåãîâ èíòåãðàë, íàðå÷åí íà èìåòî íà ôðåíñêèÿ
ìàòåìàòèê À. Ëåáåã. Âúïðåêè, ÷å òàçè äåôèíèöèÿ å ïî-ñëîæíà îò êëà-
ñè÷åñêàòà äåôèíèöèÿ, èçëîæåíà ïî-ãîðå, òÿ ïîçâîëÿâà ðåäèöà âàæíè çà
ïðèëîæåíèÿòà ðåçóëòàòè äà áúäàò èçëîæåíè â íàé-îáùà è çàâúðøåíà
ôîðìà, ïðè êîåòî ÷èòàòåëÿò ìîæå äà äîáèå è íîâ ïîãëåä âúðõó ðåçóë-
òàòèòå íà ïðåäíèòå ïàðàãðàôè.

Ñúùåñòâóâàò äâà îñíîâíè íà÷èíà çà ïîñòðîÿâàíå íà òåîðèÿòà íà
ëåáåãîâèÿ èíòåãðàë. Åäèíèÿò îò òÿõ ñå îñíîâàâà íà ðàçãëåæäàíåòî íà
îáè÷àéíèÿ ðèìàíîâ èíòåãðàë êàòî ëèíååí ôóíêöèîíàë, äåôèíèðàí âúð-
õó ëèíåéíîòî ïðîñòðàíñòâî îò âñè÷êè íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè ñ êîìïàê-
òåí íîñèòåë, è ïðîäúëæåíèåòî ìó âúðõó íàé-øèðîêîòî âúçìîæíî ïðîñ-
òðàíñòâî îò ôóíêöèè, âúðõó êîèòî òîé çàïàçâà ñâîéñòâàòà ñè (ò.íàð.
ñõåìà íà Äàíèåë). Òîçè íà÷èí íà ïîñòðîÿâàíå íà èíòåãðàëà å åëåãàíòåí
è ñðàâíèòåëíî áúðç, íî èçèñêâà âèñîêî íèâî íà àáñòðàêòíî ìèñëåíå.
Â íàñòîÿùèÿ ïàðàãðàô íèå ñìå èçáðàëè âòîðèÿ, ïî-ñòàíäàðòåí íà÷èí:
êîíñòðóèðàíå íà èíòåãðàëà ÷ðåç ò.íàð. ëåáåãîâà ìÿðêà, ñúñ ñëåäíèòå
îñíîâíè åòàïè:

1/ Ïðîäúëæåíèå íà ìÿðêàòà íà Ïåàíî-Æîðäàí âúðõó ïî-øèðîê
êëàñ îò ìíîæåñòâà, è

2/ Êîíñòðóêöèÿ íà èíòåãðàëà, ñúîòâåòñòâàù íà òàêà ïîñòðîåíàòà
ìÿðêà, ïî íà÷èí, äîíÿêúäå àíàëîãè÷åí íà òîçè, ïî êîéòî ìíîãîìåðíèÿ
Ðèìàíîâ èíòåãðàë å ïîñòðîåí íà îñíîâàòà íà ìÿðêàòà íà Ïåàíî-Æîðäàí
(âèæ �2).

Èçëîæåíèåòî â íàñòîÿùèÿ ïàðàãðàô å áëèçêî äî äàäåíîòî â ãëàâà
11 íà èçâåñòíèÿ ó÷åáíèê "Îñíîâè íà ìàòåìàòè÷åñêèÿ àíàëèç" îò Óîëòåð
Ðóäèí.

2.9.1 Ìÿðêà íà Ëåáåã.

Äåôèíèöèÿ. Íåêà A å ôàìèëèÿ îò ïîäìíîæåñòâà íà äàäåíî ïðîñò-
ðàíñòâî (íàïðèìåð Rm). Êàçâàìå, ÷å A å àëãåáðà îò ìíîæåñòâà, àêî
çà âñåêè äâå ìíîæåñòâà A,B ∈ A òÿõíîòî îáåäèíåíèå, ñå÷åíèå è ðàç-
ëèêà (îçíà÷àâàíè ñA∪B, A∩B, è A\B ñúîòâåòíî) ñúùî ïðèíàäëåæàò
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íà A
Ùå íàïîìíèì, ÷å ðàçëèêàòà A \B íà ìíîæåñòâàòà A è B ñå ñúñ-

òîè îò îíåçè òî÷êè îò ìíîæåñòâîòî A, êîèòî íå ïðèíàäëåæàò íà ìíî-
æåñòâîòî B. Â ãîðíàòà äåôèíèöèÿ èçèñêâàíåòî çà ñå÷åíèå å èçëèøíî;
íàèñòèíà, àêî ïîèñêàìå àëãåáðàòà A äà å çàòâîðåíà îòíîñíî îïåðàöèèòå
îáåäèíåíèå è ðàçëèêà, òî ðàâåíñòâîòî A ∩B = A \ (A \B) ïîêàçâà, ÷å
òÿ ùå áúäå çàòâîðåíà è îòíîñíî îïåðàöèÿòà ñå÷åíèå.

Äåôèíèöèÿ. Êàçâàìå, ÷å A å σ-àëãåáðà îò ìíîæåñòâà, àêî çà
âñÿêà èçáðîèìà ôàìèëèÿ {An}n=1,2,... îò åëåìåíòè íà A îáåäèíåíèåòî
∪∞n=1An ñúùî ïðèíàäëåæè íà A.

Êàêòî ïî-ãîðå, ëåñíî ñå âèæäà, ÷å è ñå÷åíèåòî

∩∞n=1An = A1 \ (∪∞n=1 (A1 \An))

ñúùî ùå ïðèíàäëåæè íà A.
Ïðèìåð. ÔàìèëèÿòàM0 îò âñè÷êè åëåìåíòàðíè ìíîæåñòâà â Rn

(âèæ �1) å àëãåáðà, íî íå å σ-àëãåáðà. Ñúùîòî å âÿðíî è çà ôàìèëèÿòà
íà âñè÷êè èçìåðèìè ïî Ïåàíî-Æîðäàí ìíîæåñòâà; íàèñòèíà, ìíîæåñ-
òâîòî {rn} îò âñè÷êè ðàöèîíàëíè ÷èñëà â èíòåðâàëà [0, 1] å èçáðîèìî
îáåäèíåíèå îò åäíîòî÷êîâè (è ñëåäîâàòåëíî èçìåðèìè) ìíîæåñòâà, íî
ñàìîòî òî íå å èçìåðèìî.

Ëåìà 1. Êàçâàìå, ÷å µ å ìÿðêà âúðõó àëãåáðàòà îò ìíîæåñò-
âà A, àêî òÿ ñúïîñòàâÿ íà âñåêè åëåìåíò A ∈ A ñòîéíîñòòà µ(A),
êîÿòî å íåîòðèöàòåëíî ÷èñëî èëè +∞, êàòî çà âñåêè äâà åëåìåíòà
A,B ∈ A, óäîâëåòâîðÿâàùè A ∩ B = Ø, å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî
µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B).

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å â îáùèÿ ñëó÷àé (áåç äà ñå èñêà ìíîæåñòâàòà
A è B äà ñà íåïðåñè÷àùè ñå) ïîëó÷àâàìå ðàâåíñòâîòî

µ (A ∪B) = µ(A) + µ(B)− µ (A ∩B) .

Îò ãîðíîòî ñâîéñòâî ñëåäâà, ÷å ìÿðêàòà å ìîíîòîííà, ò.å. çà âñå-
êè äâå ìíîæåñòâà A,B ñ A ⊂ B èìàìå µ(A) ≤ µ(B); òîâà ñëåäâà îò
ïðåäñòàâÿíåòî B = A ∪ (B \A). Îñâåí òîâà, óñëîâèåòî çà àäèòèâíîñò
ëåñíî ñå îáîáùàâà çà ïðîèçâîëåí êðàåí áðîé íåïðåñè÷àùè ñå äâå ïî äâå
ìíîæåñòâà: àêî A1, . . . ,An ∈ A ñà òàêèâà, ÷å Ai ∩Aj = Ø ïðè i 6= j, òî
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µ (∪nk=1Ak) =
∑n

k=1 µ (Ak) . Îêàçâà ñå îáà÷å, ÷å òîâà óñëîâèå (íàðè÷àíî
êðàéíà àäèòèâíîñò) íå å äîñòàòú÷íî çà íàøèòå öåëè, è òðÿáâà äà áúäå
óñèëåíî.

Äåôèíèöèÿ. Êàçâàìå, ÷å ìÿðêàòà µ å σ-àäèòèâíà, àêî çà âñÿêà
èçáðîèìà ôàìèëèÿ {An}n=1,2,... îò åëåìåíòè íà A, óäîâëåòâîðÿâàùà
Ai ∩Aj = Ø ïðè i 6= j, å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî

µ

(
∞⋃
n=1

An

)
=
∞∑
n=1

µ (An) .

Òàçè äåôèíèöèÿ ìîæå äà ñå èçêàæå è â äðóãà ôîðìà.

Ëåìà 2. Íåêà µ å σ-àäèòèâíà ìÿðêà âúðõó A, è íåêà A1 ⊂ . . . ⊂
An ⊂ . . . å ìîíîòîííî íàðàñòâàùà ðåäèöà îò åëåìåíòè íà A: òîãàâà

µ

(
∞⋃
n=1

An

)
= lim

n→∞
µ (An) .

Äîêàçàòåëñòâî. Äà ïîëîæèì B1 = A1, Bn = An\An−1 ïðè n > 1,
è íåêà A = ∪∞n=1An. Òîãàâà

An =
n⋃
k=1

Bk è A = ∪∞n=1Bn.

Ñëåäîâàòåëíî

µ (An) =
n∑
k=1

µ (Bk) è µ (A) =
∞∑
n=1

µ (Bn) ,

êîåòî äîêàçâà òâúðäåíèåòî.
Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å è îáðàòíîòî å âÿðíî: àêî ãîðíîòî òâúðäåíèå å

èçïúëíåíî, òî ìÿðêàòà µ å σ-àäèòèâíà.

Ïúðâàòà îñíîâíà öåë íà íàñòîÿùèÿ ïàðàãðàô ìîæå äà ñå ôîðìó-
ëèðà òàêà: äà ñå ðàçøèðè àëãåáðàòà íà âñè÷êè åëåìåíòàðíè ìíîæåñòâà
â Rm äî σ-àëãåáðà, è äà ñå ïðîäúëæè ñòàíäàðòíàòà ìÿðêà îò àëãåáðàòà
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íà åëåìåíòàðíèòå ìíîæåñòâà äî σ-àäèòèâíà ìÿðêà âúðõó òàçè àëãåá-
ðà. Äîíÿêúäå, êîíñòðóêöèÿòà íàïîäîáÿâà òàçè, êîÿòî èçïîëçâàõìå â �1
ïðè ïîñòðîÿâàíå íà ìÿðêàòà íà Ïåàíî-Æîðäàí, ñ åäíà îñíîâíà ðàçëèêà:
èçïîëçâàò ñå íå êðàéíè, à èçáðîèìè ïîêðèòèÿ ñ ïðàâîúãúëíèöè.

Çàñåãà ùå ñå îãðàíè÷èì ñúñ ñòàíäàðòíàòà ìÿðêà â Rm, êîÿòî áåøå
èçïîëçâàíà â �1: ìÿðêà íà åäèí ïðàâîúãúëåí ïàðàëåëåïèïåä å ðàâíà íà
ïðîèçâåäåíèåòî íà äúëæèíèòå íà ñòðàíèòå ìó. (Òàçè ìÿðêà ùå íàðè÷à-
ìå îáè÷àéíà, èëè ñòàíäàðòíà)*. Àêî E å åëåìåíòàðíî ìíîæåñòâî, ò.å.
ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî îáåäèíåíèå íà êðàåí áðîé íåïðåñè÷àùè ñå
ïðàâîúãúëíè ïàðàëåëåïèïåäè, òî íåãîâàòà ìÿðêà µ(E) å ðàâíà íà ñóìà-
òà íà ìåðêèòå íà òåçè ïàðàëåëåïèïåäè. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å ìÿðêàòà µ å
σ-àäèòèâíà âúðõó àëãåáðàòàM0 íà åëåìåíòàðíèòå ìíîæåñòâà.

Àíàëîãè÷íî íà �1, ùå âúâåäåì ïîíÿòèåòî âúíøíà ìÿðêà íà ìíî-
æåñòâî.

Äåôèíèöèÿ. Çà âñÿêî ìíîæåñòâî A ∈ Rm, ùå äåôèíèðàìå âúí-
øíàòà ìó ìÿðêà µ∗(A) ñ ôîðìóëàòà

µ∗(A) = inf
∞∑
n=1

µ (En) ,

êúäåòî èíôèíèìóìúò îòäÿñíî ñå âçåìà ïî âñè÷êè èçáðîèìè ôàìèëèè
îò åëåìåíòàðíè ìíîæåñòâà {En} òàêèâà, ÷å A ⊂ ∪∞n=1En.

ÌíîæåñòâàòàA, çà êîèòî µ∗(A) = 0, ùå íàðè÷àìå ïðåíåáðåæèìè
ïî Ëåáåã, èëè, íàêðàòêî, ïðåíåáðåæèìè.

Ùå êàçâàìå, ÷å äàäåíî ñâîéñòâî (ðàâåíñòâî, íåðàâåíñòâî,...) å èç-
ïúëíåíî ïî÷òè íàâñÿêúäå, àêî ìíîæåñòâîòî îò òî÷êèòå x ∈ Rm, â
êîèòî òî íå ñå èçïúëíÿâà, å ïðåíåáðåæèìî.

Çàáåëåæêà. Â ãîðíàòà äåôèíèöèÿ íèå ìîæåì äà ðàçãëåæäàìå
ñàìî îòâîðåíè åëåìåíòàðíè ìíîæåñòâà (ò.å. êðàéíè îáåäèíåíèÿ íà îò-
âîðåíè ïðàâîúãúëíèöè), è î÷åâèäíî äåôèíèöèÿòà íà µ∗(A) íÿìà äà ñå
ïðîìåíè. Ñúùîòî å âÿðíî è àêî ñ îãðàíè÷èì äî çàòâîðåíè åëåìåíòàðíè
ìíîæåñòâà.

*Êàêòî ùå âèäèì ïî-íàòàòúê, ïî-íàòàòúøíèòå ðàçñúæäåíèÿ ñà âàëèäíè çà øèðîê
êëàñ ìåðêè, íî ñòàíäàðòíàòà ìÿðêà å íàé-÷åñòî ñðåùàíà.
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Ëåìà 3. Àêî A = ∪∞n=1An, òî

µ∗(A) ≤
∞∑
n=1

µ∗ (An) .

Â ÷àñòíîñò, àêî âñÿêî îò ìíîæåñòâàòà An å ïðåíåáðåæèìî, òî òÿõ-
íîòî îáåäèíåíèå ∪∞n=1An å ñúùî ïðåíåáðåæèìî.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà èçáåðåì ïðîèçâîëíî ε > 0, è çà âñÿêî n äà
âçåìåì ôàìèëèÿ {En,k}k=1,2,... îò åëåìåíòàðíè ìíîæåñòâà òàêàâà, ÷å

An ⊂ ∪∞k=1En,k è
∞∑
k=1

µ (En,k) ≤ µ∗ (An) +
ε

2n
.

ÒîãàâàA ñå ñúäúðæà â îáåäèíåíèåòî íà âñè÷êè ìíîæåñòâà En,k çà n, k =
1, 2, . . ., è

µ∗(A) ≤
∞∑
n=1

∞∑
k=1

µ (En,k) ≤
∞∑
n=1

(
µ∗ (An) +

ε

2n

)
≤

∞∑
n=1

µ∗ (An) + ε.

Êàòî íàêàðàìå ε äà êëîíè êúì íóëà, ïîëó÷àâàìå èñêàíîòî òâúðäåíèå.
Àíàëîãèÿòà ñ ìÿðêàòà íà Ïåàíî-Æîðäàí ñâúðøâà äî òóê: â òîçè

ñëó÷àé ïîíÿòèåòî âúòðåøíà ìÿðêà íå ìîæå äà áúäå âúâåäåíî ïî íà÷è-
íà, èçïîëçâàí â �1. Åäíà îò ïðè÷èíèòå íàïðèìåð å, ÷å òîâà ïîíÿòèå å
ñìèñëåíî ñàìî çà ìíîæåñòâà ñ íåïðàçíà âúòðåøíîñò, êîåòî å ïðåêàëåíî
îãðàíè÷èòåëíî èçèñêâàíå.

Çà öåëèòå íà ïî-íàòàòúøíàòà êîíñòðóêöèÿ íèå ùå âúâåäåì ïîíÿ-
òèåòî ñèìåòðè÷íà ðàçëèêà íà äâå ìíîæåñòâà:

A4B = (A \B) ∪ (B \A) .

Ñëåäíèòå ñâîéñòâà íà ñèìåòðè÷íàòà ðàçëèêà ñå äîêàçâàò ñ íåïîñ-
ðåäñòâåíà ïðîâåðêà.

Ëåìà 4. Èçïúëíåíè ñà ñëåäíèòå ñúîòíîøåíèÿ::
1/ A4A = Ø,
2/ A4B = B4A,
3/ A4B ⊂ (A4C) ∪ (C4B),
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4/ ìíîæåñòâàòà (A1 ∪A2)4 (B1 ∪B2), (A1 ∩A2)4 (B1 ∩B2)
è (A1 \A2)4 (B1 \B2) ñå ñúäúðæàò â ìíîæåñòâîòî (A14B1) ∪
(A24B2).

Äåôèíèöèÿ. Ùå äåôèíèðàìå ðàçñòîÿíèå ìåæäó ìíîæåñòâà.
Àêî A,B ⊂ Rm, ïîëàãàìå

ρ (A,B) = µ∗ (A4B) .

Ùå êàçâàìå, ÷å An → A, àêî ρ (An,A)→ 0.

Ëåìà 5. Òàêà âúâåäåíîòî ðàçñòîÿíèå ïðèòåæàâà ñëåäíèòå
ñâîéñòâà:

1/ ρ (A,A) = 0,
2/ ρ (A,B) = ρ (B,A),
3/ ρ (A,B) ≤ ρ (A,C) + ρ (C,B),
4/ ÷èñëàòà ρ ((A1 ∪A2) , (B1 ∪B2)), ρ ((A1 ∩A2) , (B1 ∩B2)) è

ρ ((A1 \A2) , (B1 \B2)) íå íàäìèíàâàò ρ (A1,B1) + ρ (A2,B2).
5/ |µ∗(A)− µ∗(B)| ≤ ρ (A,B).
Äîêàçàòåëñòâî. Âñÿêî îò ñâîéñòâàòà 1/ - 4/ ñëåäâà îò ñúîòâåò-

íîòî ñâîéñòâî íà ñèìåòðè÷íàòà ðàçëèêà. Çà äà äîêàæåì 5/, äà ïðè-
ëîæèì íåðàâåíñòâîòî íà òðèúãúëíèêà 3/ êúì ìíîæåñòâàòà A,B,Ø.
Òúé êàòî ρ(A,Ø) = µ ∗ (A), òî íåðàâåíñòâîòî äîáèâà âèäà µ ∗ (A) ≤
ρ (A,B) +µ ∗ (B), ò.å. µ ∗ (A)−µ ∗ (B) ≤ ρ (A,B). Ïîâòàðÿéêè òåçè ðàç-
ñúæäåíèÿ ñ ðàçìÿíà íà ìåñòàòà íà A è B, ïîëó÷àâàìå íåðàâåíñòâîòî
5/.

Çàáåëåæêà. Ìîæå áè ÷èòàòåëÿò å çàáåëÿçàë, ÷å ñâîéñòâàòà 1/ -
3/ â ãîðíîòî òâúðäåíèå ñúîòâåòñòâàò íà äåôèíèöèîííèòå ñâîéñòâà íà
ïîíÿòèåòî ðàçñòîÿíèå, äàäåíè â �1 íà ÷àñò I. Åäíî îò ñâîéñòâàòà íà ðàç-
ñòîÿíèåòî îáà÷å òóê íå å èçïúëíåíî: èìåííî, ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó äâå
ìíîæåñòâà ìîæå äà å ðàâíî íà íóëà áåç òå äà ñúâïàäàò. Íàïðèìåð, àêî
A å ïðåíåáðåæèìî ïî Ëåáåã, à B å ïðàçíîòî ìíîæåñòâî, òî ρ (A,B) = 0.
Òîâà âîäè äî åäíà åñòåñòâåíà ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò: êàçâàìå, ÷å A
è B ñà åêâèâàëåíòíè ìíîæåñòâà, àêî ρ (A,B) = 0, ò.å. àêî ìíîæåñòâàòà
A \B è B \A ñà ïðåíåáðåæèìè ïî Ëåáåã. Òîãàâà ïî-ãîðå äåôèíèðàíîòî
ðàçñòîÿíèå ρ ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà êàòî ðàçñòîÿíèå íå ìåæäó ìíî-
æåñòâà, à ìåæäó ñúîòâåòíèòå êëàñîâå íà åêâèâàëåíòíîñò (äîêàæåòå!).
Òàçè èíòåðïðåòàöèÿ íå å ñúùåñòâåíà â ïî-íàòàòúøíèòå äîêàçàòåëñòâà,
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íî èçÿñíÿâà íÿêîè èäåéíè ìîìåíòè â êîíñòðóêöèÿòà íà ìÿðêàòà è èí-
òåãðàëà íà Ëåáåã.

Ìèíàâàìå êúì îñíîâíèòå äåôèíèöèè.
Äåôèíèöèÿ.Ùå êàçâàìå, ÷å ìíîæåñòâîòîA å êðàéíî èçìåðèìî

(ïî Ëåáåã), àêî ñúùåñòâóâà ðåäèöà An îò åëåìåíòàðíè ìíîæåñòâà
òàêàâà, ÷å An → A (ò.å. ρ (An,A)→ 0).

Ùå êàçâàìå, ÷å ìíîæåñòâîòî A å èçìåðèìî, àêî ñå÷åíèåòî ìó
ñúñ âñåêè (îãðàíè÷åí) ïðàâîúãúëåí ïàðàëåëåïèïåä â Rn å êðàéíî èçìåðè-
ìî.

Äà îçíà÷èì ñM êëàñà íà âñè÷êè èçìåðèìè ìíîæåñòâà, è ñMF -
êëàñà íà âñè÷êè êðàéíî èçìåðèìè ìíîæåñòâà.

Òåîðåìà 6. M å σ-àëãåáðà îò ìíîæåñòâà. Ãîðíàòà ìÿðêà µ∗ å
σ-àäèòèâíà âúðõóM.

Äîêàçàòåëñòâî. Îò ëåìà 5 ñå âèæäà, ÷å àêî An → A è Bn → B,
òî An ∩ Bn → A ∩ B, An ∪ Bn → A ∪ B, An \ Bn → A \ B. Ñëå-
äîâàòåëíî îáåäèíåíèå, ñå÷åíèå è ðàçëèêà íà êðàéíî èçìåðèìè ìíî-
æåñòâà å ñúùî êðàéíî èçìåðèìî, ò.å. MF å àëãåáðà, è î÷åâèäíî òî-
âà å âÿðíî è çà M. Îñâåí òîâà, íåðàâåíñòâîòî 5/ îò ëåìà 5 ïîêàçâà,
÷å îò An → A ñëåäâà, ÷å µ∗ (An) → µ∗(A). Îòòóê ñëåäâà, ÷å µ∗ å
àäèòèâíà âúðõó MF ; íàèñòèíà, ÷ðåç ãðàíè÷åí ïðåõîä â ðàâåíñòâîòî
µ (An ∪Bn) = µ(An) + µ(Bn)− µ (An ∩Bn) ïîëó÷àâàìå, ÷å

µ (A ∪B) = µ(A) + µ(B)− µ (A ∩B)

çà âñåêè A,B ∈MF .
Ùå äîêàæåì, ÷å M å σ-àëãåáðà. Âñÿêî ìíîæåñòâî îò M ìîæå

äà ñå ïðåäñòàâè êàòî îáåäèíåíèå íà íåïðåñè÷àùè ñå ìíîæåñòâà îòMF .
Íàèñòèíà, àêî îçíà÷èì ñKn êóáúò â Rm ñ öåíòúð â íà÷àëîòî è äúëæèíà
íà ñòðàíàòà 2n, òî î÷åâèäíî èìàìå

A =
⋃
n

((A ∩Kn) \ (A ∩Kn−1)) .

Òàêà, íåêà A = ∪∞n=1An, êúäåòî An ñà íåïðåñè÷àùè ñå êðàéíî
èçìåðèìè ìíîæåñòâà. Ïî ëåìà 3, èìàìå

µ∗(A) ≤
∞∑
n=1

µ∗ (An) .
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Îò äðóãà ñòðàíà, îò ôàêòà, ÷å Bn := ∪nk=1Ak ⊂ A çà âñÿêî n, è îò
äîêàçàíàòà ïî-ãîðå àäèòèâíîñò, ïîëó÷àâàìå, ÷å

n∑
k=1

µ∗ (Ak) = µ∗ (Bn) ≤ µ∗(A),

îòêúäåòî ñëåäâà ðàâåíñòâîòî

µ∗(A) =
∞∑
n=1

µ∗ (An) ,

êàòî ñå äîïóñêà è äâåòå ñòðàíè äà ñà åâåíòóàëíî ðàâíè íà +∞.
Äà äîïóñíåì, ÷å µ∗(A) å êðàéíà, òîåñò, ðåäúò îòäÿñíî å ñõîäÿù.

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å

ρ (A,Bn) =
∞∑

k=n+1

µ∗ (Ak)→ 0 ïðè n→∞,

ò.å. Bn → A, Bn ∈ MF . Àêî En ñà òàêèâà åëåìåíòàðíè ìíîæåñòâà,
çà êîèòî ρ (En,Bn) < 1/n, òî ëåñíî ñå âèæäà, ÷å En → A, ò.å. è A
ïðèíàäëåæè íàMF .*

Â ñëó÷àÿ µ∗(A) = +∞ ãîðíèòå ðàçñúæäåíèÿ ìîãàò äà ñå ïðèëîæàò
çà ìíîæåñòâàòà îò âèäà A ∩ K, êúäåòî K å îãðàíè÷åí ïðàâîúãúëåí
ïàðàëåëåïèïåä â Rm. Òîãàâà A ∩K ∈MF , ò.å. A ∈M.

Îñòàâà äà ñå äîêàæå, ÷å µ∗ å σ-àäèòèâíà âúðõó σ-àëãåáðàòà M.
Íåêà A = ∪∞n=1An, An ñà íåïðåñè÷àùè ñå ìíîæåñòâà îò M. Òîãàâà
ëåñíî ñå âèæäà, ÷å µ∗(A) =

∑∞
n=1 µ

∗ (An). Íàèñòèíà, àêî µ∗ (An) 6=
+∞ çà âñÿêî n, òî âñè÷êè An ñà êðàéíî èçìåðèìè, è òâúðäåíèåòî å
âå÷å äîêàçàíî. Àêî çà íÿêîå n èìàìå µ∗ (An) = +∞, òî ðàâåíñòâîòî å
î÷åâèäíî, ñ êîåòî ïðèêëþ÷âà äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà.

Òàêà êîíñòðóèðàíàòà σ-àäèòèâíà ìÿðêà âúðõó σ-àëãåáðàòàM ùå
íàðè÷àìå ìÿðêà íà Ëåáåã è ÷å îçíà÷àâàìå ñ µ (âìåñòî ñ µ∗, êàêòî áåøå
äîñåãà).

*Òóê íèå äîêàçàõìå, ÷å àêî A ∈M è µ∗(A) <∞, òî A ∈MF .
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2.9.2 Ñòðóêòóðà íà èçìåðèìèòå ìíîæåñòâà.

Òðóäíî å äà ñå äàäå êîíñòðóêòèâíî îïèñàíèå íà èçìåðèìèòå ïî Ëå-
áåã ìíîæåñòâà â Rn - òóê íÿìà êðèòåðèé, àíàëîãè÷åí íà êðèòåðèÿ çà
èçìåðèìîñò ïî Ïåàíî-Æîðäàí îò òåîðåìà 1, �1. Ùå îïèøåì ÷àñò îò àë-
ãåáðàòà M. Ïúðâî, ëåñíî ñå âèæäà, ÷å âñè÷êè îòâîðåíè ìíîæåñòâà â
Rn ïðèíàäëåæàò íàM (âèæ çàäà÷à 2). Ñëåäîâàòåëíî, âñÿêà ðåäèöà îò
îïåðàöèè âúðõó îòâîðåíè ìíîæåñòâà ñúùî îñòàâà â ðàìêèòå íàM.

Äåôèíèöèÿ. Åäíî ìíîæåñòâî â Rn ñå íàðè÷à áîðåëåâî, àêî òî
ìîæå äà ñå ïîëó÷è ÷ðåç èçáðîèìà ðåäèöà îò òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåíè
îïåðàöèè (îáåäèíåíèå, ñå÷åíèå, äîïúëíåíèå, ðàçëèêà), ïðèëîæåíè êúì
îòâîðåíè ìíîæåñòâà. Âñè÷êè Áîðåëåâè ìíîæåñòâà îáðàçóâàò σ-
àëãåáðà, êîÿòî ñå ñúäúðæà â σ-àëãåáðàòà M íà âñè÷êè èçìåðèìè ïî
Ëåáåã ìíîæåñòâà.

Òàêà, áîðåëåâè ñà: âñè÷êè îòâîðåíè è çàòâîðåíè ìíîæåñòâà, ñå÷å-
íèåòî íà îòâîðåíî è çàòâîðåíî ìíîæåñòâî è ò.íàð. Áîðåëåâèòå ìíîæåñ-
òâà íå èç÷åðïâàò àëãåáðàòà M - âèæ çàä. 5. Ùå ïîêàæåì îáà÷å, ÷å â
èçâåñòåí ñìèñúë âñÿêî èçìåðèìî ìíîæåñòâî â Rn ìîæå äà ñå àïðîêñè-
ìèðà îòâúòðå è îòâúí ñ áîðåëåâè ìíîæåñòâà.

Òåîðåìà 7. Íåêà M å èçìåðèìî ìíîæåñòâî â Rn. Òîãàâà ñúùåñ-
òâóâàò áîðåëåâè ìíîæåñòâà F è G òàêèâà, ÷å

F ⊂M ⊂ G è µ (M \ F) = µ (G \M) = 0.

Â ÷àñòíîñò, âñÿêî èçìåðèìî ìíîæåñòâî å åêâèâàëåíòíî íà íÿêîå
áîðåëåâî ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà ôèêñèðàìå ε > 0. Ìîæåì äà íàìåðèì çàòâî-
ðåíî ìíîæåñòâî Fε è îòâîðåíî ìíîæåñòâî Gε òàêèâà, ÷å

Fε ⊂M ⊂ Gε, êàòî µ (M \ Fε) < ε è µ (Gε \M) < ε.

Íàèñòèíà, ñúùåñòâóâàíåòî íà Gε ñëåäâà îò äåôèíèöèÿòà íà ãîðíàòà
ìÿðêà µ∗ è ïîñëåäâàëàòà ñëåä íåÿ çàáåëåæêà. Äà ïðèëîæèì òàçè êîí-
ñòðóêöèÿ è çà èçìåðèìîòî ìíîæåñòâî M = Rn \M; ùå ïîëó÷èì îò-
âîðåíî ìíîæåñòâî Uε òàêîâà, ÷å Uε ⊂ M µ

(
Uε \M

)
< ε. Ïîëàãàéêè

Fε = Rn \Uε, ïîëó÷àâàìå íåîáõîäèìîòî.
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Äàâàéêè íà ε ñòîéíîñòè 1, 1/2, . . . , 1/k, . . ., è ïîëàãàéêè
F = ∪∞k=1F1/k, G = ∩∞k=1G1/k, íèå çàâúðøâàìå äîêàçàòåëñòâîòî.

Äåôèíèöèÿ.Ùå êàçâàìå, ÷å ìíîæåñòâîòî G å îò âèäà Gδ, àêî
òî ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî èçáðîèìî ñå÷åíèå íà îòâîðåíè ìíîæåñ-
òâà.

Ìíîæåñòâàòà îò âèäà Gδ íå ñà çàäúëæåíè äà ñà îòâîðåíè; íàïðè-
ìåð, âñè÷êè åäíîòî÷êîâè ìíîæåñòâà ñà îò òîçè âèä. Î÷åâèäíî îáà÷å òå
ñà áîðåëåâè.

Î÷åâèäíî â äîêàçàòåëñòâîòî íà ãîðíàòà òåîðåìà ìíîæåñòâîòî G
å ïî ïîñòðîåíèå îò âèäà Gδ. Îò òîâà ñëåäâà ñëåäíèÿò ôàêò, êîéòî ñå
èçïîëçâà ïî-íàòàòúê:

Ñëåäñòâèå 8. Âñÿêî èçìåðèìî ìíîæåñòâî M â Rn ìîæå äà ñå
ïðåäñòàâè âúâ âèäà

M = G \A,

êúäåòî G å îò âèäà Gδ, à A å ïðåíåáðåæèìî ìíîæåñòâî*.

2.9.3 Èçìåðèìè ôóíêöèè.

Â ñëåäâàùèòå ÷åòèðè ðàçäåëà. ïîñâåòåíè íà äåôèíèöèÿòà è ñâîéñòâà-
òà íà ëåáåãîâèÿ èíòåãðàë, ùå ðàáîòèì â ñëåäíàòà ñèòóàöèÿ: äàäåíî å
ìíîæåñòâî X, σ-àëãåáðàM îò íåãîâè ïîäìíîæåñòâà, è σ-àäèòèâíà ìÿð-
êà µ âúðõó M. Íàêðàòêî ùå êàçâàìå, ÷å X å ïðîñòðàíñòâî ñ ìÿðêà, à
ìíîæåñòâàòà îò M ùå íàðè÷àìå èçìåðèìè. Â ïðîñòðàíñòâîòî X íå ñå
èçèñêâà äîðè ñúùåñòâóâàíåòî íà òîïîëîãèÿ (â ñìèñúë íà �2). Ðàçáèðà
ñå, åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî è ïîñòðîåíàòà âúðõó íåãî ìÿðêà íà Ëå-
áåã ùå îñòàíàò îñíîâåí ïðèìåð çà íàñ, íî òÿõíèòå ñïåöèôè÷íè ñâîéñòâà
íèêúäå íÿìà äà áúäàò èçïîëçâàíè.*

*Ñúùåñòâóâà è äóàëíà äåôèíèöèÿ: ìíîæåñòâîòî F å îò âèäà Fσ, àêî òî ìîæå äà ñå
ïðåäñòàâè êàòî èçáðîèìî îáåäèíåíèå íà çàòâîðåíè ìíîæåñòâà. Àíàëîãè÷íî íà ãîð-
íîòî òâúðäåíèå, ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å âñÿêî èçìåðèìî ìíîæåñòâî M ñå ïðåäñòàâÿ
âúâ âèäà M = F ∪A, êàòî F å îò âèäà Fσ, à A å ïðåíåáðåæèìî.

*Â òåîðèÿòà íà âåðîÿòíîñòèòå, êîÿòî å åäíà îò íàé-âàæíèòå îáëàñòè íà ïðèëî-
æåíèå íà ëåáåãîâèÿ èíòåãðàë, ìíîæåñòâîòî X å àáñòðàêòíîòî "ïðîñòðàíñòâî íà åëå-
ìåíòàðíèòå ñúáèòèÿ", à ìÿðêàòà ñå îïðåäåëÿ îò âåðîÿòíîñòòà íà äàäåíà ñúâîêóïíîñò
îò ñúáèòèÿ.
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Ùå îçíà÷àâàìå ñ {x ∈ X : f(x) > a}, èëè, íàêðàòêî, {x : f(x) > a},
ìíîæåñòâîòî îò òî÷êèòå x ∈ X, çà êîèòî å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî
f(x) > a. Ïî ïîäîáåí íà÷èí ùå îçíà÷àâàìå ìíîæåñòâàòà îò òî÷êè, â
êîèòî ñå èçïúëíÿâà äðóãî íåðàâåíñòâî îò ïîäîáåí âèä.

Äåôèíèöèÿ. Íåêà ôóíêöèÿòà f(x) å äåôèíèðàíà âúðõó ïðîñò-
ðàíñòâîòî X. Ùå êàçâàìå, ÷å f(x) å èçìåðèìà ôóíêöèÿ, àêî çà âñÿêî
ðåàëíî ÷èñëî a ìíîæåñòâîòî {x : f(x) > a} å èçìåðèìî.

Çàáåëåæêà. Â íàñòîÿùèÿ ïàðàãðàô íèå ðàçãëåæäàìå ôóíêöèè,
êîèòî ìîãàò äà ïðèåìàò è ñòîéíîñòè ±∞. Îò ãîðíàòà äåôèíèöèÿ è îò
ñëåäâàùàòà ëåìà ñå âèæäà, ÷å ìíîæåñòâàòà îò òî÷êè, â êîèòî åäíà èç-
ìåðèìà ôóíêöèÿ å ðàâíà íà +∞, èëè íà −∞, ñà èçìåðèìè.

Ëåìà 9. Ìíîæåñòâàòà îò âèäà

à/ {x : f(x) ≤ a},
á/ {x : f(x) < a},
â/ {x : f(x) ≥ a}
ñà ñúùî èçìåðèìè.

Äîêàçàòåëñòâî. Òîâà ñëåäâà îò ðàâåíñòâàòà
{x : f(x) ≤ a} = X \ {x : f(x) > a} ,
{x : f(x) < a} =

⋃∞
n=1 {x : f(x) ≤ (a− 1/n)} ,

{x : f(x) ≥ a} = X \ {x : f(x) < a} .

Çàáåëåæêà. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å àêî â äåôèíèöèÿòà íà èçìåðèìà
ôóíêöèÿ âìåñòî ìíîæåñòâà îò âèäà {x : f(x) > a} èçïîëçâàìå ìíîæåñò-
âàòà, îïðåäåëåíè â à/, á/, èëè â/, ùå ïîëó÷èì åêâèâàëåíòíà äåôèíèöèÿ.

Òåîðåìà 10. Íåêà f(x), g(x) ñà èçìåðèìè ôóíêöèè âúðõó X, è
F (u, v) å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ íà äâå ðåàëíè ïðîìåíëèâè. Òîãàâà ôóí-
êöèÿòà h(x) = F (f(x), g(x)) å ñúùî èçìåðèìà.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà ïîäìíîæåñòâîòî Ua ⊂ R2 å îïðåäåëåíî ñ
íåðàâåíñòâîòî Ua =

{
(u, v) ∈ R2 : F (u, v) > a

}
. Òúé êàòî F å íåïðåêúñ-

íàòà ôóíêöèÿ, òî Ua å îòâîðåíî ìíîæåñòâî, è ñëåäîâàòåëíî ìîæå äà
ñå ïðåäñòàâè êàòî îáåäèíåíèå íà èçáðîèìî ìíîãî ïðàâîúãúëíèöè (âèæ
çàäà÷à 2):

Ua =
∞⋃
n=1

∆n, ∆n = (an, bn)× (cn, dn)
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è ñëåäîâàòåëíî

{x : h(x) > a} =
∞⋃
n=1

{x : (f(x), g(x)) ∈ ∆n} =

=
∞⋃
n=1

{x : an < f(x) < bn} ∩ {x : cn < g(x) < dn} ,

çà êîåòî ëåñíî ñå âèæäà, ÷å å èçìåðèìî ìíîæåñòâî.

Ñëåäñòâèå 11. Àêî f(x) è g(x) ñà èçìåðèìè ôóíêöèè, òî f(x) +
g(x), f(x).g(x) è |f(x)| ñà ñúùî èçìåðèìè. Àêî ïðè òîâà g(x) ≥ c çà
íÿêîå c > 0, òî è f(x)/g(x) å èçìåðèìà.

Äîêàçàòåëñòâî. Çà ïúðâîòî, âòîðîòî è òðåòîòî òâúðäåíèå, âçå-
ìàìå F (u, v) äà áúäå ðàâíà íà u + v, u.v è |u| ñúîòâåòíî. Â ïîñëåäíèÿ
ñëó÷àé, ìîæåì äà âçåìåì F (u, v) = u/v ïðè |v| > c è F (u, v) = u/c ïðè
|v| ≤ c.

Îñâåí ñïðÿìî àðèòìåòè÷íèòå îïåðàöèè, ìíîæåñòâîòî íà èçìåðè-
ìèòå ôóíêöèè å óñòîé÷èâî è ñïðÿìî ãðàíè÷íèÿ ïðåõîä:

Òåîðåìà 12. Íåêà {fk(x)}n=1,2,... å ðåäèöà îò èçìåðèìè ôóíêöèè.
Òîãàâà ôóíêöèèòå supk fk(x), infk fk(x), lim supk fkx), lim infk fk(x) ñà
ñúùî èçìåðèìè.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà îçíà÷èì g(x) = supn fk(x). Òîãàâà

{x : g(x) > a} =
∞⋃
k=1

{fk(x) > a}

è ñëåäîâàòåëíî g(x) å èçìåðèìà. Ïî ñúùèÿò íà÷èí ñå äîêàçâà òâúð-
äåíèåòî çà infk fk(x) (íàïðàâåòå ãî). Ïî äåôèíèöèÿòà çà lim supk fk(x)
èìàìå

lim sup
k
fk(x) = inf

m
gm(x), êúäåòî gm(x) = sup

k≥m
fk(x),

îòêúäåòî ñå âèæäà, ÷å lim supk fk(x) å ñúùî èçìåðèìà, è àíàëîãè÷íî
äîêàçàòåëñòâî å â ñèëà è çà lim infk fk(x).

Ðàçáèðà ñå, îò òåîðåìàòà ñëåäâà, ÷å àêî fk(x) å ïîòî÷êîâî ñõîäÿùà
ðåäèöà îò èçìåðèìè ôóíêöèè, òî íåéíàòà ïîòî÷êîâà ãðàíèöà ùå áúäå
ñúùî èçìåðèìà ôóíêöèÿ.
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Çàáåëåæêà. Òîêó-ùî íèå ïîêàçàõìå, ÷å îáè÷àéíèòå â àíàëèçà îïå-
ðàöèè âúðõó ôóíêöèèòå íå ìîãàò äà íè èçâåäàò èçâúí ìíîæåñòâîòî íà
èçìåðèìèòå ôóíêöèè. Âúïðåêè òîâà, íÿêîè ôàêòè ìîãàò äà ïðîòèâîðå-
÷àò íà íàøàòà èíòóèöèÿ: òàêà, àêî f(x) å èçìåðèìà ôóíêöèÿ, à g(x) -
íåïðåêúñíàòà, òî ôóíêöèÿòà f(g(x)) ìîæå è äà íå áúäå èçìåðèìà (âèæ
çàä. 6).

2.9.4 Äåôèíèöèÿ íà ëåáåãîâèÿ èíòåãðàë.

Ùå ïîêàæåì êàê îò äàäåíàòà σ-àäèòèâíà ìÿðêà µ ìîæå ïî åñòåñòâåí
ïúò äà ñå ïðåìèíå êúì èíòåãðàë, äåôèíèðàí âúðõó ïîäõîäÿù êëàñ îò
ôóíêöèè.

Äåôèíèöèÿ. Íåêà A å èçìåðèìî ïîäìíîæåñòâî íà X. Äà îç-
íà÷èì ñ χA(x) íåãîâàòà õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöèÿ, ò.å. χA(x) = 1 çà
x ∈ A è χA(x) = 0 çà x /∈ A. Ùå äåôèíèðàìå ëåáåãîâèÿ èíòåãðàë I (χA)
ñ ôîðìóëàòà

I (χA) = µ(A).

(Òîâà ìîæå äà áúäå ðåàëíî ÷èñëî èëè +∞.)

Äåôèíèöèÿ. Ôóíêöèÿòà s(x) ñå íàðè÷à ñòúïàëîâèäíà, àêî ñú-
ùåñòâóâàò ðàçëè÷íè ðåàëíè ÷èñëà c1, . . . , ck è íåïðåñè÷àùè ñå ìíîæåñ-
òâà A1, . . . ,Ak, òàêà ÷å

*

s(x) =
k∑
p=1

cp.χAp(x).

Î÷åâèäíî ôóíêöèÿòà s(x) å èçìåðèìà òî÷íî òîãàâà, êîãàòî
âñè÷êè ìíîæåñòâà A1, . . . ,Ak ñà èçìåðèìè. Íåêà s(x) å èçìåðèìà è
íåîòðèöàòåëíà. Â òàêúâ ñëó÷àé äåôèíèðàìå

I(s) =
k∑
p=1

cp.µ (Ap) .

*Åêâèâàëåíòíà äåôèíèöèÿ: s(x) ïðèåìà ñàìî êðàåí áðîé ñòîéíîñòè.
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Àêî A å èçìåðèìî ïîäìíîæåñòâî íà X, ïî ïîäîáåí íà÷èí ìîæåì
äà äåôèíèðàìå èíòåãðàë îò s(x) âúðõó A:

IA(s) =
k∑
p=1

cpµ (A ∩Ap) .

Îòíîâî èíòåãðàëúò ìîæå äà áúäå ðåàëíî ÷èñëî èëè +∞. Ùå îò-
áåëåæèì, ÷å èçèñêâàíåòî s(x) ≥ 0 å íàïðàâåíî, çà äà ñå èçáÿãâàò íåîï-
ðåäåëåíè èçðàçè îò âèäà ∞−∞.

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å èíòåãðàëúò å ëèíååí ôóíêöèîíàë âúðõó
ïðîñòðàíñòâîòî íà åëåìåíòàðíèòå ôóíêöèè; íàèñòèíà, àêî s(x) =∑k

p=1 cp.χAp(x), l(x) =
∑m

q=1 dq.χBq(x), òî

s(x) + l(x) =
k∑
p=1

m∑
q=1

(cp + dq)χAp∩Bq ,

è ðàâåíñòâîòî I(s+ l) = I(s) + I(l) ñå ïðîâåðÿâà íåïîñðåäñòâåíî.

Îêàçâà ñå, ÷å âñÿêà ôóíêöèÿ ìîæå äà ñå àïðîêñèìèðà ñúñ ñòúïà-
ëîâèäíè ôóíêöèè:

Òåîðåìà 13. Íåêà f(x) å ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà âúðõó X. Òîãàâà
ñúùåñòâóâà ðåäèöà sn(x) îò ñòúïàëîâèäíè ôóíêöèè, òàêà ÷å çà âñÿêî
x ∈ X äà èìàìå sn(x) → f(x). Àêî f(x) å èçìåðèìà, òî è ôóíêöèèòå
sn(x) ìîãàò äà áúäàò èçáðàíè èçìåðèìè. Àêî f(x) ≥ 0, òî ðåäèöàòà
sn(x) ìîæå äà áúäå èçáðàíà íåîòðèöàòåëíà è ìîíîòîííî ðàñòÿùà.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà ðàçãëåäàìå íàé-íàïðåä ñëó÷àÿ f(x) ≥ 0. Çà
âñÿêî åñòåñòâåíî n äà ðàçäåëèì èíòåðâàëà [0, n] íà n.2n ðàâíè ÷àñòè îò
âèäà

[
i−1
2n
, i

2n

)
, i = 1, . . . , n.2n. Çà òåçè x, çà êîèòî f(x) ∈

[
i−1
2n
, i

2n

)
, ùå

îïðåäåëèì sn(x) = i−1
2n
, à òàì, êúäåòî f(x) ≥ n, ïîëàãàìå sn(x) = n.

Î÷åâèäíî ðåäèöàòà sn(x) óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà íà òåîðåìàòà. Â îá-
ùèÿ ñëó÷àé, ùå ïðåäñòàâèì f(x) êàòî ðàçëèêà íà äâå íåîòðèöàòåëíè
ôóíêöèè, çà âñÿêà îò òÿõ ùå ïðèëîæèì ãîðíàòà êîíñòðóêöèÿ, è ùå ðàç-
ãëåäàìå ðàçëèêàòà íà ïîëó÷åíèòå äâå ðåäèöè îò ñòúïàëîâèäíè ôóíêöèè.

Ãîðíàòà òåîðåìà ïîçâîëÿâà äà ðàçøèðèì äåôèíèöèÿòà íà èíòåã-
ðàëà íà Ëåáåã îò ñòúïàëîâèäíèòå êúì çíà÷èòåëíî ïî-øèðîê êëàñ îò
ôóíêöèè:
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Äåôèíèöèÿ. Íåêà f(x) å íåîòðèöàòåëíà èçìåðèìà ôóíêöèÿ.
Ùå îïðåäåëèì èíòåãðàëà îò f(x) ñ ôîðìóëàòà I(f) = sups I(s), êú-
äåòî s(x) ïðîáÿãâà ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè èçìåðèìè ñòúïàëîâèäíè
ôóíêöèè òàêèâà, ÷å 0 ≤ s(x) ≤ f(x).

Àíàëîãè÷íî, àêî A å èçìåðèìî ïîäìíîæåñòâî íà X, ùå äåôèíè-
ðàìå IA(f) = sups IA(s), êúäåòî s(x) ïðîáÿãâà ñúùîòî ìíîæåñòâî îò
ôóíêöèè êàêòî ïî-ãîðå.

Âìåñòî I(f) è IA(f) ïî-íàòàòúê ùå ïèøåì è
∫
X
f(x) dµ,

∫
A
f(x) dµ

ñúîòâåòíî.
Â îáùèÿ ñëó÷àé ùå ðàçãëåäàìå ïîëîæèòåëíàòà ÷àñò f+(x) è îòðè-

öàòåëíàòà f−(x) íà f(x). Ïî äåôèíèöèÿ

f+(x) = max (f(x), 0) , f−(x) = −min (f(x), 0) .

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å f+(x) è f−(x) ñà íåîòðèöàòåëíè ôóíêöèè, è

f(x) = f+(x)− f−(x).

Äåôèíèöèÿ. Íåêà f(x) å èçìåðèìà ôóíêöèÿ, è íåêà ïîíå åäíî
îò ÷èñëàòà IA (f+(x)), IA (f−(x)) äà å êðàéíî. Òîãàâà äåôèíèðàìå∫

A

f(x) dµ =

∫
A

f+(x) dµ−
∫
A

f−(x) dµ.

Äåôèíèöèÿ. Àêî
∫
A
f+(x) dµ è

∫
A
f−(x) dµ ñà êðàéíè, òî f(x)

ñå íàðè÷à èíòåãðóåìà, èëè ñóìèðóåìà ïî ìÿðêàòà µ âúðõó ìíîæåñ-
òâîòî A. Êëàñúò íà âñè÷êè ñóìèðóåìè ïî µ ôóíêöèè ñå áåëåæè ñ
L(µ). Â ñëó÷àÿ, êîãàòî µ ñúâïàäà ñ ëåáåãîâàòà ìÿðêà, ñå ïèøå ïðîñòî
L. Ùå îòáåëåæèì, ÷å àêî f(x) å ñóìèðóåìà âúðõó A, à B å èçìåðèìî
ïîäìíîæåñòâî íà A, òî f(x) å ñóìèðóåìà è âúðõó B.

Ùå îòáåëåæèì, ÷å èíòåãðàëúò îò åäíà èçìåðèìà ôóíêöèÿ (àêî
å îïðåäåëåí) ìîæå äà å ðàâåí íà íÿêîé îò ñèìâîëèòå +∞ èëè −∞.
Èíòåãðàëúò îò åäíà èíòåãðóåìà ôóíêöèÿ ïî äåôèíèöèÿ å êðàéíî ÷èñëî.

Çàáåëåæêà. Äîíÿêúäå ãîðíàòà êîíñòðóêöèÿ íàïîäîáÿâà íà÷èíà,
ïî êîéòî îáè÷àéíèÿò ðèìàíîâ èíòåãðàë ñå äåôèíèðà - ÷ðåç ðèìàíîâè
ñóìè èëè ÷ðåç ñóìè íà Äàðáó. Ðàçëèêàòà å, ÷å ïðè ðèìàíîâèÿ èíòåã-
ðàë ðàçäåëÿìå îáëàñòòà ïîä ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà íà "âåðòèêàëíè
èâèöè", à òóê - íà "õîðèçîíòàëíè èâèöè".
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Êîíâåíöèÿ. Êàçâàìå, ÷å èçìåðèìàòà ôóíêöèÿ f(x) å
äåôèíèðàíà ïî÷òè íàâñÿêúäå âúðõóX, àêî òÿ å äåôèíèðàíà âúðõó ìíî-
æåñòâî îò âèäà X \A, êúäåòî A å ïðåíåáðåæèìî. Î÷åâèäíî ñóìà, ïðî-
èçâåäåíèå è ò.í. íà ôóíêöèè, äåôèíèðàíè ïî÷òè íàâñÿêúäå, å ñúùî äå-
ôèíèðàíî ïî÷òè íàâñÿêúäå.

Àêî äåôèíèðàíàòa ïî÷òè íàâñÿêúäå ôóíêöèÿ f(x) å èíòåãðóåìà
âúðõó ìíîæåñòâîòî X \A, ïîëàãàìå∫

X

f(x) dµ =

∫
X\A

f(x) dµ.

Òàçè äåôèíèöèÿ íå çàâèñè îò èçáîðà íà ïðåíåáðåæèìîòî ìíîæåñòâî A:
íàèñòèíà, àêî B å äðóãî òàêîâà ïðåíåáðåæèìî ìíîæåñòâî, ïî ñâîéñòâà
5 è 6 îò ñëåäâàùèÿ ðàçäåë ïîëó÷àâàìå∫
X\B

f(x) dµ =

∫
X\A

f(x) dµ+

∫
B\A

f(x) dµ−
∫
A\B

f(x) dµ =

∫
X\A

f(x) dµ.

Ïî-íàòàòúê íèå ùå ðàáîòèì ãëàâíî ñ ôóíêöèè, äåôèíèðàíè ïî÷òè
íàâñÿêúäå.

2.9.5 Ñâîéñòâà íà ëåáåãîâèÿ èíòåãðàë.

Â òîçè ðàçäåë ùå ïîêàæåì, ÷å îñíîâíèòå ñâîéñòâà, ïîçíàòè íè îò ðèìà-
íîâèÿ èíòåãðàë, ñå èçïúëíÿâàò è çà èíòåãðàëà íà Ëåáåã. Ïî÷òè âñè÷êè òå
ñëåäâàò äèðåêòíî îò äåôèíèöèÿòà, è íèå îñòàâÿìå òÿõíîòî äîêàçàòåëñò-
âî íà ÷èòàòåëÿ. Èçêëþ÷åíèå ïðàâè ëèíåéíîñòòà íà èíòåãðàëà (ñâîéñòâî
1). Â ñëó÷àÿ íà ëåáåãîâ èíòåãðàë íåãîâîòî äîêàçàòåëñòâî å òðóäíî, è ùå
áúäå îòëîæåíî äî ñëåäâàùèÿ ðàçäåë.

Ñâîéñòâî 1. Ëèíåéíîñò. Àêî f(x) è g(x) ñà èíòåãðóåìè, òî
I(f + g) = I(f) + I(g).

Ñâîéñòâî 1′. Õîìîãåííîñò. Àêî f(x) å èíòåãðóåìà è c ∈ R, òî
I(c.f) = c.I(f).

Ñâîéñòâî 2. Ïîçèòèâíîñò. Àêî f(x) å èíòåãðóåìà è f(x) ≥ 0,
òî I(f) ≥ 0.

Ñâîéñòâî 3. Ìîíîòîííîñò. f(x) è g(x) ñà èíòåãðóåìè è f(x) ≤
g(x), òî I(f) ≤ I(g). Àêî å äàäåíî, ÷å g(x) å èíòåãðóåìà, f(x) å èçìå-
ðèìà, è 0 ≤ f(x) ≤ g(x), òî f(x) ñúùî å èíòåãðóåìà.



2.9. ÈÍÒÅÃÐÀË ÍÀ ËÅÁÅÃ 273

Ñâîéñòâî 4. Èçìåðèìàòà ôóíêöèÿ f(x) å èíòåãðóåìà òîãàâà è
ñàìî òîãàâà, êîãàòî íåéíèÿ ìîäóë |f(x)| å èíòåãðóåì. Èçïúëíåíî å
íåðàâåíñòâîòî

|I(f)| ≤ I (|f |) .

Äîêàçàòåëñòâî. Ïî äåôèíèöèÿ, àêî f(x) å èíòåãðóåìà, òî íåé-
íèòå ïîëîæèòåëíà è îòðèöàòåëíà ÷àñòè f+(x) è f−(x) ñà èíòåãðóåìè,
è |f(x)| = f+(x) + f−(x) ñúùî å èíòåãðóåìà (ñïîðåä íåäîêàçàíîòî âñå
îùå ñâîéñòâî 1). Îáðàòíî, àêî |f(x)| å èíòåãðóåìà, òî îò íåðàâåíñòâàòà
0 ≤ f+(x), f−(x) ≤ |f(x)| ñëåäâà, ÷å f+(x) è f−(x) ñúùî ñà èíòåãðóåìè, à
ñëåäîâàòåëíî èíòåãðóåìà å è òÿõíàòà ðàçëèêà f(x). Íåðàâåíñòâîòî â óñ-
ëîâèåòî ñå äîêàçâà, êàêòî è ïðè ðèìàíîâèÿ èíòåãðàë - ÷ðåç èíòåãðèðàíå
íà î÷åâèäíîòî íåðàâåíñòâî − |f(x)| ≤ f(x) ≤ |f(x)|.

Çàáåëåæêà. Ãîðíîòî ñâîéñòâî ïîêàçâà, ÷å çà ðàçëèêà îò íåñîáñò-
âåíèÿ ðèìàíîâ èíòåãðàë, â ëåáåãîâèÿ èíòåãðàë íå å âúçìîæíà óñëîâíà
(íåàáñîëþòíà) ñõîäèìîñò. Êàêòî çíàåì, ñúùåñòâóâàò âàæíè ïðèìåðè
íà íåàáñîëþòíî ñõîäÿùè íåñîáñòâåíè èíòåãðàëè - íàïðèìåð èíòåãðàëúò∫ +∞

−∞

sinx
x

dx. Òîâà å åäèíñòâåíèÿ âúïðîñ, â êîéòî ðèìàíîâèÿ èíòåãðàë

äàâà ïîâå÷å âúçìîæíîñòè îò ëåáåãîâèÿ. Çà äà ñå îáåäèíÿò ïîëîæèòåë-
íèòå ñòðàíè íà äâàòà èíòåãðàëà, ñà ñúçäàäåíè ðåäèöà ïî-íàòàòúøíè
îáîáùåíèÿ íà ïîíÿòèåòî èíòåãðàë, êîèòî îáà÷å èìàò äîñòà îãðàíè÷åíî
ïðèëîæåíèå.

Ñâîéñòâî 5. Àêî f(x) = 0 ïî÷òè íàâñÿêúäå (ò.å. ìíîæåñòâîòî
îò òî÷êèòå, â êîèòî f(x) 6= 0, å ïðåíåáðåæèìî), òî f(x) å èíòåã-
ðóåìà, è I(f) = 0. Îáðàòíî, àêî f(x) å èçìåðèìà è íåîòðèöàòåëíà, è
I(f) = 0, òî f(x) = 0 ïî÷òè íàâñÿêúäå.

Äîêàçàòåëñòâî. Îò äîêàçàòåëñòâî ñå íóæäàå ñàìî îáðàòíîòî
òâúðäåíèå. Íåêà îçíà÷èì An = {x : f(x) ≥ 1/n} è A = {x : f(x) > 0}.
Òúé êàòî ∫

X

f(x) dµ ≥
∫
An

f(x) dµ ≥ 1

n
µ (An) ,

òî µ (An) = 0. Ñëåä êàòî âñè÷êè ìíîæåñòâà An ñà ïðåíåáðåæèìè, òî
ñúùîòî å âÿðíî è çà ìíîæåñòâîòî A = ∪∞n=1An.



274 ÃËÀÂÀ 2. ÈÍÒÅÃÐÀËÍÎ ÑÌßÒÀÍÅ

Ñâîéñòâî 6. (σ-àäèòèâíîñò ïî ìíîæåñòâà). Íåêà f(x) å èí-
òåãðóåìà. Òîãàâà ôóíêöèÿòà íà ìíîæåñòâî

ϕ(A) =

∫
A

f(x) dµ

å σ-àäèòèâíà.
Äîêàçàòåëñòâî. Òðÿáâà äà äîêàæåì, ÷å àêî {An} å èçáðîèìà ôà-

ìèëèÿ îò íåïðåñè÷àùè ñå èçìåðèìè ìíîæåñòâà, è A =
⋃∞
n=1 An, òî∫

A

f(x) dµ =
∞∑
n=1

∫
An

f(x) dµ.

Â ñëó÷àÿ, êîãàòî f(x) å õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöèÿ íà èçìåðèìî ìíî-
æåñòâî, ðàâåíñòâîòî âåäíàãà ñëåäâà îò σ-àäèòèâíîñòòà íà ìÿðêàòà µ
(äîêàæåòå). Òúé êàòî âñÿêà ñòúïàëîâèäíà ôóíêöèÿ å êðàéíà ëèíåéíà
êîìáèíàöèÿ íà õàðàêòåðèñòè÷íè, òî ãîðíîòî ðàâåíñòâî àâòîìàòè÷íî å
â ñèëà è çà ñòúïàëîâèäíè ôóíêöèè.

Íåêà ñåãà f(x) ≥ 0 è s(x) å ñòúïàëîâèäíà ôóíêöèÿ, òàêàâà ÷å
0 ≤ s(x) ≤ f(x). Îò äîêàçàíîòî ïî-ãîðå ñå âèæäà, ÷å∫

A

s(x) dµ =
∞∑
n=1

∫
An

s(x) dµ ≤
∞∑
n=1

∫
An

f(x) dµ.

Âçåìàéêè ñóïðåìóìà ïî s(x), ïîëó÷àâàìå íåðàâåíñòâîòî∫
A

f(x) dµ ≤
∞∑
n=1

∫
An

f(x) dµ.

Çà äà äîêàæåì îáðàòíîòî íåðàâåíñòâî, äà îçíà÷èì Bn = A1 ∪
. . . ∪ An. Òîãàâà çà âñÿêî ε > 0 è k = 1, . . . , n ìîæåì äà íàìåðèì
ñòúïàëîâèäíà ôóíêöèÿ sk(x) íà Ak òàêàâà, ÷å 0 ≤ sk(x) ≤ f(x) è∫
Ak
sk(x) dµ >

∫
Ak
f(x) dµ − ε/n. Íåêà s(x) =

∑n
k=1 sk(x); òîãàâà

0 ≤ s(x) ≤ f(x) è∫
A

f(x) dµ ≥
∫
Bn

f(x) dµ ≥
∫
Bn

s(x) dµ =
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=
n∑
k=1

∫
Ak

sk(x) dµ >
n∑
k=1

∫
Ak

f(x) dµ− ε.

Ïðàâåéêè ãðàíè÷åí ïðåõîä ïðè ε→ 0 è ñëåä òîâà ïðè n→∞, ïîëó÷à-
âàìå íåðàâåíñòâîòî ∫

A

f(x) dµ ≥
∞∑
n=1

∫
An

f(x) dµ,

ñ êîåòî òâúðäåíèåòî å äîêàçàíî çà íåîòðèöàòåëíè ôóíêöèè.
Â ñëó÷àÿ íà ïðîèçâîëíà èíòåãðóåìà ôóíêöèÿ f(x), ïðèëàãàìå äî-

êàçàíîòî ïî-ãîðå çà íåéíàòà ïîëîæèòåëíà ÷àñò f+(x) è çà îòðèöàòåëíàòà
è ÷àñò f−(x), ñëåä êîåòî èçâàæäàìå ïîëó÷åíèòå ðàâåíñòâà.

2.9.6 Òåîðåìè çà ãðàíè÷åí ïðåõîä â èíòåãðàëà íà

Ëåáåã.

Îò èçëîæåíîòî äî òóê íå ñòàâà ÿñíî ñ êàêâî èíòåãðàëúò íà Ëåáåã å
ïî-äîáúð îò ñòàíäàðòíèÿ ðèìàíîâ èíòåãðàë. Â òîçè ðàçäåë ùå èçëîæèì
òðè òåîðåìè çà ãðàíè÷åí ïðåõîä ïîä çíàêà íà ëåáåãîâèÿ èíòåãðàë, êîèòî
íÿìàò àíàëîã â ðèìàíîâèÿ èíòåãðàë, è äàâàò âúçìîæíîñò çà äîñòà ïî-
øèðîê êëàñ îïåðàöèè.

Òåîðåìà 14. (Òåîðåìà íà Ëåáåã çà ìîíîòîííàòà ñõîäè-
ìîñò.)* Íåêà 0 ≤ f1(x) ≤ . . . ≤ fn(x) ≤ . . . å ìîíîòîííî ðàñòÿùà
ðåäèöà îò íåîòðèöàòåëíè èçìåðèìè ôóíêöèè, è íåêà f(x) = lim fn(x)
(òóê äîïóñêàìå ôóíêöèèòå fn(x), êàêòî è ôóíêöèÿòà f(x), äà âçåìàò
ñòîéíîñòè +∞). Òîãàâà

lim

∫
X

fn(x) dµ =

∫
X

f(x) dµ

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà l = lim
∫
X
fn(x) dµ (l ìîæå äà áúäå ÷èñëî

èëè +∞). Òúé êàòî fn(x) ≤ f(x) çà âñÿêî n, òî l ≤
∫
X
f(x) dµ.

Çà äà ïîëó÷èì è îáðàòíîòî íåðàâåíñòâî, òðÿáâà äà ïîêàæåì, ÷å
çà âñÿêà èçìåðèìà ñòúïàëîâèäíà ôóíêöèÿ s(x), óäîâëåòâîðÿâàùà 0 ≤

*Íà ìíîãî ìåñòà òàçè òåîðåìà ñå íàðè÷à òåîðåìà íà Áåïî Ëåâè.
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s(x) ≤ f(x), å èçïúëíåíî
∫
X
s(x) dµ ≤ l. Íåêà s(x) å òàêàâà ôóíêöèÿ. Äà

ôèêñèðàìå çà ìîìåíòà ÷èñëîòî λ ∈ (0, 1). Äà îçíà÷èì ñXn ìíîæåñòâîòî
îò òî÷êè x, çà êîèòî fn(x) ≥ λs(x). Îò óñëîâèÿòà íà òåîðåìàòà ñëåäâà,
÷å X1 ⊂ X2 ⊂ . . . è ∪∞n=1Xn = X (èìåííî çàðàäè ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî
áåøå âúâåäåí ìíîæèòåëÿ λ). Ñëåäîâàòåëíî∫

X

fn(x) dµ ≥
∫
Xn

fn(x) dµ ≥
∫
Xn

λs(x) dµ.

Àêî â òîâà íåðàâåíñòâî íàïðàâèì ãðàíè÷åí ïðåõîä ïðè n → ∞, èç-
ïîëçâàéêè σ-àäèòèâíîñòòà íà èíòåãðàëà (ñâîéñòâî 6), ïîëó÷àâàìå l ≥
λ
∫
X
s(x) dµ, îòêúäåòî íà ñâîé ðåä, ïðè λ ↗ 1, ïîëó÷àâàìå òúðñåíîòî

íåðàâåíñòâî

l ≥
∫
X

s(x) dµ.

Çàáåëåæêà 1. Òåîðåìàòà î÷åâèäíî îñòàâà âÿðíà, àêî âìåñòî ïî
öÿëîòî X èíòåãðèðàìå ïî ïðîèçâîëíî íåãîâî èçìåðèìî ïîäìíîæåñòâî.

Çàáåëåæêà 2. Èçèñêâàíèÿòà íà òåîðåìàòà ìîæå äà áúäàò îòñëà-
áåíè, êàòî ñå èñêà âñÿêî îò íåðàâåíñòâàòà fn(x) ≤ fn+1(x) è ñúîòíî-
øåíèåòî f(x) = lim fn(x) äà áúäàò èçïúëíåíè ïî÷òè íàâñÿêúäå (à íå
íàâñÿêúäå). Òîãàâà òâúðäåíèåòî îñòàâà â ñèëà. Íàèñòèíà, äà îçíà÷èì ñ
E ìíîæåñòâîòî íà òî÷êèòå, â êîåòî ïîíå åäíî îò òåçè èçèñêâàíèÿ íå å èç-
ïúëíåíî. Òîãàâà E, êàòî îáåäèíåíèå íà èçáðîèìî ìíîãî ïðåíåáðåæèìè
ìíîæåñòâà, å ñúùî ïðåíåáðåæèìî. Íèå ìîæåì äà ïðîâåäåì äîêàçàòåë-
ñòâîòî íà òåîðåìàòà âúðõó ïðîñòðàíñòâîòî X \ E, êàòî ïî ñâîéñòâî 5
èíòåãðàëèòå îò âñè÷êè ôóíêöèè ïî íåãî ùå èìàò ñúùèòå ñòîéíîñòè,
êàêòî âúðõó öÿëîòî X.

Çàáåëåæêà 3. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å âñè÷êè ôóíêöèè fn(x) ñà èí-
òåãðóåìè, è îñâåí òîâà ÷èñëîâàòà ðåäèöà

∫
X
fn(x) dµ å îãðàíè÷åíà (è

ñëåäîâàòåëíî ñõîäÿùà â îáè÷àéíèÿ ñìèñúë). Òîãàâà ñïîðåä òåîðåìàòà∫
X
f(x) dµ å êðàéíî ÷èñëî, è ñëåäîâàòåëíî f(x) å ñúùî èíòåãðóåìà.

Êàòî ñëåäñòâèå îò òåîðåìàòà ùå äîêàæåì ëèíåéíîñòòà íà ëåáåãî-
âèÿ èíòåãðàë.

Äîêàçàòåëñòâî íà ñâîéñòâî 1. Òðÿáâà äà äîêàæåì, ÷å∫
X

(f(x) + g(x)) dµ =

∫
X

f(x) dµ+

∫
X

g(x) dµ.
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Íàé-íàïðåä ùå ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ, êîãàòî f(x) è g(x) ñà íåîòðè-
öàòåëíè. Íåêà sn(x) å ìîíîòîííî ðàñòÿùà ðåäèöà îò íåîòðèöàòåëíè èç-
ìåðèìè ñòúïàëîâèäíè ôóíêöèè, ïîòî÷êîâî êëîíÿùà êúì f(x) (âèæ òå-
îðåìà 10), è tn(x) å ñúùî òàêàâà ðåäèöà çà g(x). Òîãàâà sn(x) + tn(x)
å ìîíîòîííà è êëîíè êúì f(x) + g(x). Ñëåäîâàòåëíî, ñïîðåä òîêó-ùî
äîêàçàíàòà òåîðåìà, èìàìå∫

X

(f(x) + g(x)) dµ = lim

∫
X

(sn(x) + tn(x)) dµ =

= lim

∫
X

sn(x) dµ+ lim

∫
X

tn(x) dµ =

∫
X

f(x) dµ+

∫
X

g(x) dµ.

Ãîðíîòî äîêàçàòåëñòâî ëåñíî ñå ìîäèôèöèðà è çà ñëó÷àÿ f(x) ≤ 0,
g(x) ≤ 0.

Äà ðàçãëåäàìå ñåãà ñëó÷àÿ, êîãàòî íàâñÿêúäå âúðõó X èìàìå
f(x) ≥ 0, g(x) ≤ 0. Äà îçíà÷èì ñ A è B ìíîæåñòâàòà

A = {x : f(x) + g(x) ≥ 0} , B = {x : f(x) + g(x) < 0} .

Âúðõó ìíîæåñòâîòî A êúì ðàâåíñòâîòî f(x) = (f(x) + g(x)) + (−g(x)),
â êîåòî è äâåòå ñúáèðàåìè îòäÿñíî ñà íåîòðèöàòåëíè, ìîæåì äà ïðèëî-
æèì äîêàçàíîòî ïî-ãîðå, îòêúäåòî ñëåäâà òúðñåíîòî ðàâåíñòâî çà èí-
òåãðàëèòå. Âúðõó B ìîæå äà ðàçãëåäàìå ðàâåíñòâîòî
(−g(x)) = f(x) + (−f(x)− g(x)), îòíîâî ñ íåîòðèöàòåëíè ñúáèðàåìè,
êîåòî äîêàçâà òúðñåíîòî ðàâåíñòâî âúðõó B. Ñóìèðàéêè, ïîëó÷àâàìå
ðàâåíñòâîòî âúðõó öÿëîòî X.

Íàé-ñåòíå, â îáùèÿ ñëó÷àé íèå ìîæåì äà ïðåäñòàâèì X êàòî îáå-
äèíåíèå íà ÷åòèðè íåïðåñè÷àùè ñå èçìåðèìè ìíîæåñòâà, êàòî â ïúðâîòî
f(x) ≥ 0, g(x) ≥ 0, âúðõó âòîðîòî f(x) ≥ 0, g(x) < 0 è ò.í. Êàêòî äî-
êàçàõìå, ñâîéñòâî 1 å èçïúëíåíî âúðõó âñÿêî îò òÿõ, è ñëåäîâàòåëíî å
èçïúëíåíî âúðõó öÿëîòî X.

Òåîðåìàòà çà ìîíîòîííàòà ñõîäèìîñò ìîæå äà ñå ôîðìóëèðà - ïî
åêâèâàëåíòåí íà÷èí - êàòî òåîðåìà çà ïî÷ëåííî èíòåãðèðàíå íà ðåäîâå:

Òåîðåìà 14′. Íåêà fn(x) å ðåäèöà îò íåîòðèöàòåëíè èçìåðèìè
ôóíêöèè, è f(x) =

∑∞
n=1 fn(x). Òîãàâà f(x) å äåôèíèðàíà ïî÷òè íàâñÿ-

êúäå, è ∫
X

f(x) dµ =
∞∑
n=1

∫
X

fn(x) dµ.
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Çà äîêàçàòåëñòâîòî íà òîâà ðàâåíñòâî å äîñòàòú÷íî äà ïðèëîæèì
òåîðåìà 11 êúì ðåäèöàòà îò ÷àñòè÷íèòå ñóìè íà ðåäà

∑∞
n=1 fn(x).

Ñëåäâàùàòà âàæíà òåîðåìà å ò.íàð. Ëåìà íà Ôàòó:
Òåîðåìà 15. Íåêà fn(x) å ðåäèöà îò íåîòðèöàòåëíè èçìåðèìè

ôóíêöèè. Òîãàâà∫
X

lim inf fn(x) dµ ≤ lim inf

∫
X

fn(x) dµ.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà îçíà÷èì f(x) = lim inf
∫
X
fn(x). Àêî ïîëîæèì

gn(x) = inf (fn(x), fn+1(x), fn+2(x), . . .) ,

òî ôóíêöèèòå gn(x) ñà èçìåðèìè (âèæ òåîðåìà 12). Èìàìå gn(x) ≤ fm(x)
çà âñÿêî m ≥ n è ñëåäîâàòåëíî∫

X

gn(x) dµ ≤ inf
m≥n

∫
X

fm(x) dµ.

Îò äðóãà ñòðàíà, f(x) = lim gn(x), è ñëåäîâàòåëíî ïî òåîðåìàòà çà ìî-
íîòîííàòà ñõîäèìîñò ïîëó÷àâàìå∫

X

f(x) dµ = lim
n

∫
X

gn(x) dµ ≤

≤ lim
n

(
inf
m≥n

∫
X

fm(x) dµ

)
= lim inf

∫
X

fn(x) dµ.

Çàáåëåæêà. Âúçìîæíî å íåðàâåíñòâîòî îò òåîðåìàòà äà áúäå
ñòðîãî. Íàèñòèíà, íåêà â èíòåðâàëà [−1, 1], ñíàáäåí ñ îáè÷àéíàòà ìÿð-
êà, äà ïîëîæèì fn(x) = (−1)n.x. Òîãàâà lim inf fn(x) = − |x| (äîêàæåòå!),
äîêàòî

∫
[−1,1]

fn(x) dµ = 0 çà âñÿêî n.

Ñëåäâà íàé-âàæíàòà è íàé-÷åñòî èçïîëçâàíà òåîðåìà çà ãðàíè÷åí
ïðåõîä â ëåáåãîâèÿ èíòåãðàë:

Òåîðåìà 16. (Òåîðåìà íà Ëåáåã çà ìàæîðèðàíàòà ñõîäè-
ìîñò). Íåêà fn(x) å ðåäèöà îò èçìåðèìè ôóíêöèè, è fn(x) → f(x) çà
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âñÿêî x ∈ X. Íåêà îñâåí òîâà ñúùåñòâóâà èíòåãðóåìà ôóíêöèÿ* g(x)
òàêàâà, ÷å |fn(x)| ≤ g(x). Òîãàâà∫

X

f(x) dµ = lim
n→∞

∫
X

fn(x) dµ.

Äîêàçàòåëñòâî. Êàòî ãðàíèöà íà èçìåðèìè ôóíêöèè ôóíêöèÿòà
f(x) å ñúùî èçìåðèìà. Îò íåðàâåíñòâîòî |f(x)| ≤ g(x) è îò ñóìèðóå-
ìîñòòà íà g(x) ñëåäâà, ÷å f(x) å è ñóìèðóåìà.

Íåðàâåíñòâîòî |fn(x)| ≤ g(x) îçíà÷àâà, ÷å ïðè âñÿêî n ôóíêöèèòå
g(x) + fn(x) è g(x)− fn(x) ñà íåîòðèöàòåëíè. Êàòî ïðèëîæèì ëåìàòà íà
Ôàòó êúì ïúðâàòà ðåäèöà, ïîëó÷àâàìå∫

X

(g(x) + f(x)) dµ ≤ lim inf

∫
X

(g(x) + fn(x)) dµ,

è ñëåäîâàòåëíî ∫
X

f(x) dµ ≤ lim inf

∫
X

fn(x) dµ.

Ïðèëàãàéêè ëåìàòà íà Ôàòó êúì âòîðàòà îò ðåäèöèòå, èìàìå∫
X

(g(x)− f(x)) dµ ≤ lim inf

∫
X

(g(x)− fn(x)) dµ,

è ñëåäîâàòåëíî

−
∫
X

f(x) dµ ≤ lim inf

(
−
∫
X

fn(x) dµ

)
.

Ïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî ìîæå äà ñå íàïèøå âúâ âèäà∫
X

f(x) dµ ≥ lim sup

∫
X

fn(x) dµ.

Êîìáèíèðàíî ñ ïîëó÷åíîòî ïî-ãîðå íåðàâåíñòâî∫
X
f(x) dµ ≤ lim inf

∫
X
fn(x) dµ, òîâà äàâà äîêàçàòåëñòâî íà ðàâåíñòâîòî

îò òåîðåìàòà.

*Ôóíêöèÿòà g(x) ñå íàðè÷à èíòåãðóåìà ìàæîðàíòà çà ðåäèöàòà fn(x).
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Çàáåëåæêà. Â ñëó÷àÿ, êîãàòî µ(X) < +∞ è |fn(x)| ≤ C çà âñÿêî
n, èíòåãðóåìà ìàæîðàíòà ñúùåñòâóâà, íàïðèìåð êîíñòàíòàòà C.

Ïðèìåð. Íåêà f(x) å ñóìèðóåìà ôóíêöèÿ âúðõó R ñïðÿìî ñòàí-
äàðòíàòà ìÿðêà. Ùå îïðåäåëèì íåéíîòî ïðåîáðàçîâàíèå íà Ôóðèå* f̂(ξ)
ñ ôîðìóëàòà:

f̂(ξ) =

∫
R
f(x)e−iξx dx.

Ùå äîêàæåì, ÷å f̂(ξ) å íåïðåêúñíàòà è îãðàíè÷åíà.* Íåêà ξn → ξ0,
è fn(x) = f(x)e−iξnx. Òîãàâà fn(x)→ f0(x) = f(x)eiξ0x ïîòî÷êîâî, è çà äà
ìîæåì äà ïðèëîæèì ãîðíàòà òåîðåìà, å äîñòàòú÷íî äà íàìåðèì èíòåã-
ðóåìà ìàæîðàíòà çà ðåäèöàòà fn(x). Îò íåðàâåíñòâîòî |fn(x)| ≤ |f(x)|
(êîåòî â ñëó÷àÿ å ðàâåíñòâî) ñå âèæäà, ÷å çà òàêàâà ìîæå äà áúäå èç-
áðàíà ôóíêöèÿòà |f(x)|, êîåòî íè îñèãóðÿâà çàêîííîñòòà íà ãðàíè÷íèÿ
ïðåõîä ïîä çíàêà íà èíòåãðàëà.

Îãðàíè÷åíîñòòà íà f̂(ξ) ñå âèæäà îò íåðàâåíñòâîòî∣∣∣f̂(ξ)
∣∣∣ ≤ ∫

R
|f(x)| dx.

2.9.7 Âðúçêà ìåæäó ëåáåãîâèÿ è ðèìàíîâèÿ èíòåã-

ðàë.

Â òîçè ðàçäåë îòíîâî ùå ðàçãëåæäàìå ôóíêöèè âúðõó Rn, è µ ùå áúäå
ñòàíäàðòíàòà ìÿðêà îò ðàçäåë 1. Ñåãà ùå äîêàæåì îòíîâî äàäåíèÿò â
Òåîðåìà 3 íà �4 êðèòåðèé íà Ëåáåã çà èíòåãðóåìîñò ïî Ðèìàí. ×èòàòå-
ëÿò ùå ñå óáåäè, ÷å ðàçâèòàòà â íàñòîÿùèÿ ïàðàãðàô òåõíèêà ïîçâîëÿâà
çíà÷èòåëíî äà ñå îïðîñòè òîâà äîêàçàòåëñòâî è äà ñå èçáåãíàò íÿêîè èç-
êóñòâåíè ìîìåíòè.

Òúé êàòî â òîçè ðàçäåë ñå èçïîëçâàò è äâàòà èíòåãðàëà, çà äà
ãè ðàçëè÷àâàìå, ñ IL(f) ùå îçíà÷àâàìå ëåáåãîâèÿ èíòåãðàë îò f , à ñ
IR(f) - ðèìàíîâèÿò. Ñèìâîëèòå I(f) è I(f), êàêòî îáèêíîâåíî, îçíà÷à-
âàò äîëíèÿ è ãîðåí èíòåãðàë â ñìèñúë íà Äàðáó. Ïîä µ òóê ðàçáèðàìå
ñòàíäàðòíàòà ëåáåãîâà ìÿðêà âúðõó R.

*Òîâà ïîíÿòèå èãðàå èçâúíðåäíî âàæíà ðîëÿ â òåîðåòè÷íàòà è ïðèëîæíà ìàòå-
ìàòèêà.

*Îùå ñâîéñòâà íà ïðåîáðàçîâàíèåòî íà Ôóðèå ñà äàäåíè â çàäà÷è 8, 10 è 11.
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Êðèòåðèé íà Ëåáåã çà èíòåãðóåìîñò ïî Ðèìàí. Íåêà f(x) å
îãðàíè÷åíà ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà âúðõó èçìåðèìîòî ïî Ïåàíî-Æîðäàí
ìíîæåñòâî D. Òîãàâà f å èíòåãðóåìà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî
ìíîæåñòâîòî îò òî÷êèòå, â êîèòî íå å íåïðåêúñíàòà, å ïðåíåáðå-
æèìî ïî Ëåáåã.

Äîêàçàòåëñòâî. È òóê çà óëåñíåíèå ùå ðàçãëåæäàìå ñëó÷àÿ,
êîãàòî äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî å èíòåðâàë; òîçè ñëó÷àé ñúäúðæà
âñè÷êè âàæíè èäåéíè ìîìåíòè. Íà÷àëîòî íà äîêàçàòåëñòâîòî å êàêòî â
�4; êîíñòðóèðàìå åäíà èçäðåáíÿâàùà ðåäèöà τ1 ≺ τ2 ≺ . . . îò ðàçáèâàíèÿ
íà äàäåíèÿ èíòåðâàë, è íåêà s1(x) ≤ s2(x) ≤ . . . è S1(x) ≥ S2(x) ≥ . . . ñà
ñúîòâåòíèòå ðåäèöè îò äîëíè è ãîðíè ñòúïàëîâèäíè ôóíêöèè. Ùå èç-
ïîëçâàìå ñâîéñòâàòà 1/, 2/, 3/, îòáåëÿçàíè íà ñòð. 186. Òóê îáà÷å ìîæåì
äà èçáåãíåì "îñíîâíàòà ëåìà", êàòî âúâåäåì íîâèòå ôóíêöèè

s(x) = lim sn(x), S(x) = limSn(x).

Ñïîðåä òåîðåìàòà çà ìàæîðèðàíà ñõîäèìîñò òåçè äâå ôóíêöèè ñà èí-
òåãðóåìè ïî Ëåáåã, è

IL(s) = lim IL (sn) = I(f),

IL(S) = lim IL (Sn) = I(f).

Äà îçíà÷èì ϕ(x) = S(x)−s(x) ≥ 0. Ïî ñâîéñòâî 5 íà ëåáåãîâèÿ èíòåãðàë
IL(ϕ) = 0 òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ϕ(x) = 0 ïî÷òè íàâñÿêúäå (ïî
Ëåáåã). Àêî x íå ñúâïàäà ñ íÿêîÿ îò äåëÿùèòå òî÷êè íà ðàçáèâàíèÿòà
τn, òî ϕ(x) = 0 òî÷íî òîãàâà, êîãàòî ôóíêöèÿòà f å íåïðåêúñíàòà â
òî÷êàòà x; îò äðóãà ñòðàíà, IL(ϕ) = I(f) − I(f) å ðàâåí íà íóëà òî÷íî
òîãàâà, êîãàòî ôóíêöèÿòà f å èíòåãðóåìà ïî Äàðáó (ò.å. ïî Ðèìàí).
Òâúðäåíèåòî å äîêàçàíî.

Ñëåäñòâèå. Âñÿêà ôóíêöèÿ, èíòåãðóåìà ïî Ðèìàí, å èíòåãðóåìà
è ïî Ëåáåã, è èíòåãðàëèòå íà Ðèìàí è Ëåáåã îò íåÿ èìàò åäíà è ñúùà
ñòîéíîñò.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà s(x) è S(x) ñà ôóíêöèèòå, ïîñòðîåíè â
ïðåäíîòî äîêàçàòåëñòâî. Î÷åâèäíî èìàìå s(x) ≤ f(x) ≤ S(x). Àêî f(x)
å èíòåãðóåìà ïî Ðèìàí, òî ñïîðåä äîêàçàíîòî òÿ ùå ñúâïàäà ïî÷òè íàâ-
ñÿêúäå ñ s(x) è S(x), ò.å. å èíòåãðóåìà ïî Ëåáåã. Òúé êàòî

I(f) = IL(s) ≤ IL(f) ≤ IL(S) = I(f),
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òî IL(f) = IR(f).

Çàáåëåæêà. Îáðàòíîòî òâúðäåíèå íå å âÿðíî: ëåáåãîâèÿò èíòåã-
ðàë å äåôèíèðàí âúðõó ìíîãî ïî-øèðîê êëàñ ôóíêöèè, îòêîëêîòî ðèìà-
íîâèÿò. Òàêà íàïðèìåð, ôóíêöèÿòà íà Äèðèõëå (íóëà âúðõó èðàöèîíàë-
íèòå òî÷êè è åäèíèöà âúðõó ðàöèîíàëíèòå) íå å èíòåãðóåìà ïî Ðèìàí,
íî î÷åâèäíî å èíòåãðóåìà ïî Ëåáåã.

2.9.8 Ïîâòîðåí ëåáåãîâ èíòåãðàë. Òåîðåìè íà Ôóáè-

íè è Òîíåëè.

Â òîçè ðàçäåë ùå äàäåì "ëåáåãîâèÿ âàðèàíò" íà òåîðåìàòà çà ðàâåíñòâî
ìåæäó ïîâòîðíèÿ è äâîéíèÿ èíòåãðàë, äîêàçàíà çà ðèìàíîâè èíòåãðàëè
â �5. Êàêòî è â òåîðåìèòå çà ãðàíè÷åí ïðåõîä ïîä çíàêà íà èíòåãðàëà,
èçïîëçâàíåòî íà ëåáåãîâèÿ èíòåãðàë ïîçâîëÿâà äà ñå äîêàæàò òåîðåìè,
êîèòî ñà åäíîâðåìåííî ïî-îáùè, è â ñúùîòî âðåìå ïî-ïðîçðà÷íè, îòêîë-
êîòî â êëàñè÷åñêèÿ ñëó÷àé.

Ùå ðàçãëåæäàìå ïðîñòðàíñòâàòà Rn ñ êîîðäèíàòè x = (x1, . . . , xn),
è Rm ñ êîîðäèíàòè y = (y1, . . . , ym). Èçïîëçâàéêè äîñåãàøíèòå êîíñ-
òðóêöèè, ùå âúâåäåì ìÿðêàòà è èíòåãðàëà íà Ëåáåã âúðõó âñÿêî îò
ïðîñòðàíñòâàòà Rn, Rm è Rn+m = Rn × Rm. Çà èíòåãðàëà íà Ëåáåã ùå
èçïîëçâàìå ñúùèòå îçíà÷åíèÿ, êàêòî è çà ðèìàíîâèÿ èíòåãðàë. Òàêà,
ñëåä ôóíêöèÿòà ïîä çíàêà íà èíòåãðàëà ùå ïîñòàâÿìå dy, àêî èíòåãðè-
ðàìå ïî y ∈ Rm, dx, àêî èíòåãðèðàìå ïî x ∈ Rn, è dxdy, àêî èíòåãðèðàìå
ïî (x, y) ∈ Rn+m.

Òåîðåìà 17. (Òåîðåìà íà Ôóáèíè). Íåêà ôóíêöèÿòà f(x, y) =
f (x1, . . . , xn, y1, . . . , yk) å èíòåãðóåìà âúðõó Rn+m. Òîãàâà çà ïî÷òè
âñè÷êè x0 ∈ Rn ôóíêöèÿòà f (x0, y) å èíòåãðóåìà ïî y ∈ Rm, íåéíèÿò
èíòåãðàë

I(x) =

∫
Rm

f(x, y) dy

å èíòåãðóåìà ôóíêöèÿ âúðõó Rn, è∫
Rn+m

f(x, y) dxdy =

∫
Rn

I(x) dx =

∫
Rn

 ∫
Rm

f(x, y) dy

 dx.



2.9. ÈÍÒÅÃÐÀË ÍÀ ËÅÁÅÃ 283

Äîêàçàòåëñòâî. Ùå íè òðÿáâà ñëåäíàòà

Ëåìà 18. Íåêà {fk(x, y)} å ìîíîòîííî ðàñòÿùà èëè ìîíîòîí-
íî íàìàëÿâàùà ðåäèöà îò èíòåãðóåìè ôóíêöèè âúðõó Rn+m, êëîíÿ-
ùà íàâñÿêúäå ïîòî÷êîâî êúì èíòåãðóåìàòà ôóíêöèÿ f(x, y). Òîãàâà,
àêî òâúðäåíèåòî íà òåîðåìàòà å èçïúëíåíî çà âñÿêà îò ôóíêöèèòå
fk(x, y), òî å èçïúëíåíî è çà ãðàíè÷íàòà ôóíêöèÿ f(x, y).

Äîêàçàòåëñòâî íà ëåìàòà. Äîñòàòú÷íî å äà äîêàæåì ëåìàòà â
ñëó÷àÿ íà ìîíîòîííî ðàñòÿùà ðåäèöà: â ñëó÷àÿ íà ìîíîòîííî íàìàëÿ-
âàùà ðåäèöà ìîæåì äà ðàçãëåäàìå ðåäèöàòà −fk(x, y). Ïî òåîðåìàòà çà
ìîíîòîííà ñõîäèìîñò èìàìå

lim
k→∞

∫
Rn+m

fk(x, y) dxdy =

∫
Rn+m

f(x, y) dxdy.

Çà âñåêè íîìåð k äà îçíà÷èì ñ Ek "èçêëþ÷èòåëíîòî ìíîæåñòâî" çà
ôóíêöèÿòà fk(x, y), ò.å. ìíîæåñòâîòî îò òî÷êè x ∈ Rn, çà êîèòî ôóíêöè-
ÿòà fk(x, y) íå å èíòåãðóåìà ïî y ∈ Rm. Òúé êàòî âñÿêî îò ìíîæåñòâàòà
Ek å ïðåíåáðåæèìî â Rn, òî ñúùîòî å âÿðíî è çà òÿõíîòî îáåäèíåíèå
E = ∪kEk. Íåêà Ik(x) =

∫
Rm

fk(x, y) dy çà x /∈ E. Îòíîâî ïî òåîðåìàòà çà

ìîíîòîííàòà ñõîäèìîñò (âèæ çàáåëåæêà 2 ñëåä òåîðåìàòà) èìàìå

lim
k→∞

∫
Rn

Ik(x) dx =

∫
Rn

I(x) dx.

Òúé êàòî ëåâèòå ñòðàíè â ãîðíèòå äâå ðàâåíñòâà ñà ðàâíè ïîìåæäó ñè,
òî ñúùîòî å âÿðíî è çà äåñíèòå.

Çà äà äîêàæåì òåîðåìàòà, îòíà÷àëî ùå ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ, êîãàòî
ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ f(x, y) å õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöèÿ íà íÿ-
êàêâî èçìåðèìî ïîäìíîæåñòâî M íà Rn+m: f = χM. Äîêàçàòåëñòâîòî
íà òåîðåìàòà çà òàêèâà ôóíêöèè ñå èçâúðøâà â íÿêîëêî ïîñëåäîâàòåëíè
ñòúïêè.

Ñòúïêà 1. Íåêà M = ∆, êúäåòî ∆ å çàòâîðåí ïðàâîúãúëåí ïàðàëå-
ëåïèïåä â Rn+m. Òîãàâà èìàìå ïðåäñòàâÿíåòî ∆ = ∆x ×∆y, êúäåòî ∆x

è ∆y ñà çàòâîðåíè ïðàâîúãúëíè ïàðàëåëåïèïåäè ñúîòâåòíî â Rn è Rm,
è ðàâåíñòâîòî íà òåîðåìàòà ñå ïðîâåðÿâà íåïîñðåäñòâåíî.
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Ñòúïêà 2. Íåêà M = E, êúäåòî E å åëåìåíòàðíî ìíîæåñòâî.
Òîãàâà E ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî êðàéíî îáåäèíåíèå íà ïðàâîú-
ãúëíè ïàðàëåëåïèïåäè ñ íåïðåñè÷àùè ñå âúòðåøíîñòè. Äîñòàòú÷íî å
äà ñå ðàçãëåäà ñëó÷àÿ íà äâà ïàðàëåëåïèïåäà: E = ∆1 ∪ ∆2. Òîãàâà
χE = χ∆1 + χ∆2 − χ∆1∩∆2 . Òúé êàòî ∆1 ∩ ∆2 å èçðîäåí ïàðàëåëåïè-
ïåä (ïðîåêöèÿòà ìó âúðõó Rn èëè âúðõó Rm ñå ñâåæäà äî åäíà òî÷êà),
òî è äâîéíèÿò, è ïîâòîðíèÿò èíòåãðàë îò ôóíêöèÿòà χ∆1∩∆2 ñà íóëè.
Òâúðäåíèåòî íà òåîðåìàòà çà f ñëåäâà îò ñòúïêà 1 è îò ëèíåéíîñòòà íà
èíòåãðàëà.

Ñòúïêà 3. Íåêà M = U, êúäåòî U å îòâîðåíî ìíîæåñòâî â Rn+m.
Òîãàâà U ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî îáåäèíåíèå íà ìîíîòîííî ðàñòÿùà
ðåäèöà îò åëåìåíòàðíè ìíîæåñòâà (âèæ çàäà÷à 3). Ñëåäîâàòåëíî ðåäè-
öàòà îò ôóíêöèè χEk ìîíîòîííî êëîíè êúì ôóíêöèÿòà f = χU, è íèå
ìîæåì äà ïðèëîæèì äîêàçàíàòà ïî-ãîðå ëåìà.

Ñòúïêà 4. ÍåêàM = G, êúäåòî ìíîæåñòâîòîG å îò òèï Gδ (èçáðî-
èìî ñå÷åíèå íà îòâîðåíè ìíîæåñòâà.) Íåêà G = ∩kUk. Àêî G å êðàéíî
èçìåðèìî, òî ìíîæåñòâàòà Uk ìîãàò äà áúäàò èçáðàíè ñúùî êðàéíî
èçìåðèìè. Íàèñòèíà, íåêà U äà å åëåìåíòàðíî îòâîðåíî ìíîæåñòâî,
ñúäúðæàùî G; òîãàâà ìíîæåñòâàòà U∩Uk ñà îòâîðåíè è êðàéíî èçìå-
ðèìè, è å â ñèëà ïðåäñòàâÿíåòî G = ∩k (U ∩Uk).

Àêî èìàìå ïðåäñòàâÿíåòî G = ∩kUk ñ êðàéíî èçìåðèìè è îòâîðå-
íè Uk, äà îçíà÷èì Vk = U1 ∩ . . . ∩ Uk, è íåêà fk = χVk

. Òîãàâà fk(x)
êëîíè, ìîíîòîííî íàìàëÿâàéêè, êúì f(x). Èçïîëçâàéêè ñòúïêà 3 è ëå-
ìàòà, ïîëó÷àâàìå, ÷å òâúðäåíèåòî íà òåîðåìàòà å âÿðíî è çà f = χG.

Ñòúïêà 5. ÍåêàM å ïðåíåáðåæèìî ïîäìíîæåñòâî íà Rn+m. Òîãàâà
ñïîðåä ñëåäñòâèå 13 ñúùåñòâóâà Gδ-ìíîæåñòâî G òàêîâà, ÷å M ⊂ G
è µ(G) = 0. Ñïîðåä ïðåäíàòà ñòúïêà çà ôóíêöèÿòà χG å èçïúëíåíî
ðàâåíñòâîòî íà òåîðåìàòà, è ñëåäîâàòåëíî∫

Rn

(∫
Rm

χG(x, y) dy

)
dx =

∫
Rn+m

χG(x, y) dxdy = 0.

Òúé êàòî 0 ≤ χM(x, y) ≤ χG(x, y), òî
∫
Rn

(∫
Rm

χM(x, y) dy
)
dx = 0.

Ðàçáèðà ñå, ñúùàòà ñòîéíîñò èìà è èíòåãðàëà
∫
Rn+m

χM(x, y) dxdy. Ñëå-
äîâàòåëíî, è â òîçè ñëó÷àé ôóíêöèÿòà f óäîâëåòâîðÿâà ðàâåíñòâîòî îò
òåîðåìàòà.
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Ñòúïêà 6. Íàé-ñåòíå, íåêà M å ïðîèçâîëíî êðàéíî èçìåðèìî ìíî-
æåñòâî. Òîãàâà, îòíîâî ïî ñëåäñòâèå 13, ñúùåñòâóâà Gδ-ìíîæåñòâî G
òàêîâà, ÷å M ⊂ G è ìíîæåñòâîòî A = G \M å ïðåíåáðåæèìî. Òúé
êàòî χM = χG− χA, è çà ôóíêöèèòå χG è χA å èçïúëíåíî òâúðäåíèåòî
íà òåîðåìàòà, òî ñúùîòî ðàâåíñòâî å èçïúëíåíî è çà χM.

Âå÷å ìîæåì äà çàâúðøèì äîêàçàòåëñòâîòî. Òúé êàòî âñÿêà èçìå-
ðèìà ñòúïàëîâèäíà ôóíêöèÿ å êðàéíà ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ íà èíäè-
êàòîðíè ôóíêöèè íà èçìåðèìè ìíîæåñòâà, òî òåîðåìàòà å âÿðíà è çà
òàêèâà ôóíêöèè. Âñÿêà íåîòðèöàòåëíà èíòåãðóåìà ôóíêöèÿ ìîæå äà
ñå ïðåäñòàâè, êàêòî â òåîðåìà 13, êàòî ãðàíèöà íà ìîíîòîííî ðàñòÿ-
ùà ðåäèöà îò ñòúïàëîâèäíè èçìåðèìè ôóíêöèè. Èçïîëçâàéêè ëåìàòà,
ïîëó÷àâàìå, ÷å òåîðåìàòà íà Ôóáèíè å âÿðíà çà âñè÷êè íåîòðèöàòåë-
íè èíòåãðóåìè ôóíêöèè. Òúé êàòî âñÿêà èíòåãðóåìà ôóíêöèÿ f(x, y)
ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî ðàçëèêà íà äâå íåîòðèöàòåëíè èíòåãðóåìè
ôóíêöèè (íàïðèìåð íà f+(x, y) è f−(x, y)), ïîëó÷àâàìå, ÷å òåîðåìàòà íà
Ôóáèíè å âÿðíà çà âñè÷êè èíòåãðóåìè ôóíêöèè íà Rn+m.

Íàêðàòêî, òåîðåìàòà íà Ôóáèíè òâúðäè, ÷å àêî äâîéíèÿò èíòåãðàë
ñúøåñòâóâà, òî ñúùåñòâóâà è ïîâòîðíèÿò. Çà íåîòðèöàòåëíè ôóíêöèè å
âÿðíî è îáðàòíîòî òâúðäåíèå, èçâåñòíî ïîä èìåòî òåîðåìà íà Òîíåëè:

Òåîðåìà 19. Íåêà f(x, y) å íåîòðèöàòåëíà è èçìåðèìà ôóíêöèÿ
âúðõó Rn+m. Òîãàâà çà ïî÷òè âñè÷êè x0 ∈ Rn ôóíêöèÿòà f (x0, y) å
èçìåðèìà ïî y ∈ Rm. Ñúîòâåòíèÿò èíòåãðàë

I(x) =

∫
Rm

f(x, y) dy

å èçìåðèìà ôóíêöèÿ íà x, è å â ñèëà ðàâåíñòâîòî∫
Rn+m

f(x, y) dxdy =

∫
Rn

I(x) dx

(âúçìîæíî å è äâåòå ñòðàíè äà ñà ðàâíè íà +∞).
Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å äîïúëíèòåëíîòî óñëîâèå çà íåîòðèöàòåëíîñò íà

f(x, y) å ñúùåñòâåíî. Íàèñòèíà, íåêà ϕ(y) å íåíóëåâà èíòåãðóåìà ôóíê-
öèÿ íà Rm òàêàâà, ÷å

∫
Rm ϕ(y) dy = 0. Òîãàâà ôóíêöèÿòà f(x, y) = ϕ(y)

íå å èíòåãðóåìà âúðõó Rn+m, ìàêàð ÷å ïîâòîðíèÿò èíòåãðàë î÷åâèäíî
ñúùåñòâóâà.
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Äîêàçàòåëñòâî íà òåîðåìàòà. Ùå âúâåäåì "ñðÿçàíèòå" ôóíê-
öèè fk(x, y):

fk(x, y) =

{
f(x, y), àêî ||(x, y)|| < k è f(x, y) < k,

0, àêî ïîíå åäíî îò äâåòå íåðàâåíñòâà íå å èçïúëíåíî.

Òàêà äåôèíèðàíàòà ðåäèöà îò ôóíêöèè ìîíîòîííî íàðàñòâà è êëîíè
êúì f(x, y) íàâñÿêúäå âúðõó Rn+m. Ïî òåîðåìàòà çà ìîíîòîííàòà ñõî-
äèìîñò ∫

Rn+m
fk(x, y) dxdy →

∫
Rn+m

f(x, y) dxdy

(çàñåãà íå çíàåì äàëè òîâà å êðàéíî ÷èñëî èëè +∞)
Î÷åâèäíî âñÿêà îò ôóíêöèèòå fk(x, y) å èíòåãðóåìà âúðõó Rn+m,

è íèå ìîæåì äà ïðèëîæèì òåîðåìàòà íà Ôóáèíè, êîÿòî ïîêàçâà, ÷å∫
Rn+m

fk(x, y) dxdy =

∫
Rn

( ∫
Rm

fk(x, y) dy

)
dx.

Ïàê îò òàçè òåîðåìà, íèå ïîëó÷àâàìå ðåäèöà Ek îò ïðåíåáðåæèìè ïîä-
ìíîæåñòâà íà Rn òàêèâà, ÷å ôóíêöèÿòà fk(x, y) å èçìåðèìà ïî y ïðè
x /∈ Ek. Òÿõíîòî îáåäèíåíèå E = ∪kEk å ñúùî ïðåíåáðåæèìî. Ïî òåî-
ðåìàòà çà ìîíîòîííàòà ñõîäèìîñò çà âñÿêî x ∈ Rn \ E èìàìå

Ik(x) :=

∫
Rm

fk(x, y) dy ↗ I(x).

Èíòåãðèðàéêè ïî x è îòíîâî ïðèëàãàéêè òåîðåìàòà çà ìîíîòîííàòà
ñõîäèìîñò, ïîëó÷àâàìå∫

Rn
Ik(x) dx→

∫
Rn

I(x) dx.

Êàêòî îáà÷å îòáåëÿçàõìå ïî-ãîðå,∫
Rn

Ik(x) dx→
∫
Rn+m

f(x, y) dxdy,

ñ êîåòî òåîðåìàòà å äîêàçàíà.

Êàòî ñëåäñòâèå îò òåîðåìàòà íà Ôóáèíè ùå äàäåì ïî-îáùà ôîðìó-
ëèðîâêà íà ïðèíöèïà íà Êàâàëèåðè (òåîðåìà 3 îò �7). ÍåêàM ∈ Rn+m å



2.9. ÈÍÒÅÃÐÀË ÍÀ ËÅÁÅÃ 287

êðàéíî èçìåðèìî ìíîæåñòâî. Çà âñÿêî x ∈ Rn äà îçíà÷èì ñ Lx ïðàîáðà-
çúò íà òî÷êàòà x ïðè êîîðäèíàòíàòà ïðîåêöèÿ Rn+m → Rn (Lx ñå ñúñòîè
îò âñè÷êè òî÷êè îò âèäà (x, y), y ∈ Rm, è ìîæå äà áúäå îòúæäåñòâåíî ñ
ïðîñòðàíñòâîòî Rm). Íåêà Mx = M ∩ Lx, è QM(x) = µ (Mx) çà òåçè x,
çà êîèòî Mx å êðàéíî èçìåðèìî.

Ñëåäñòâèå 20. Çà ïî÷òè âñè÷êè x ∈ Rn ìíîæåñòâîòî Mx å
êðàéíî èçìåðèìî, è ñå èçïúëíÿâà ðàâåíñòâîòî

µ(M) =

∫
Rn

QM(x) dx.

Çà äîêàçàòåëñòâî å äîñòàòú÷íî äà ïðèëîæèì òåîðåìàòà íà Ôóáèíè
êúì õàðàêòåðèñòè÷íàòà ôóíêöèÿ íà ìíîæåñòâîòî M.

Åäíî îò íàé-÷åñòî ñðåùàíèòå ïðèëîæåíèÿ íà òåîðåìèòå íà Ôóáèíè
è Òîíåëè å çà îáîñíîâàâàìå íà ðàçìÿíàòà íà ðåäà íà èíòåãðèðàíå.

Ñëåäñòâèå 21. Íåêà f(x, y) å èçìåðèìà ôóíêöèÿ âúðõó Rn+m, è
äà ïðåäïîëîæèì, ÷å ïîâòîðíèÿò èíòåãðàë∫

Rn

( ∫
Rm
|f(x, y)| dy

)
dx

ñúùåñòâóâà (ò.å., ÷å ôóíêöèÿòà Ĩ(x) =
∫
Rm f(x, y) dy å äåôèíèðàíà

ïî÷òè íàâñÿêúäå è èíòåãðóåìà âúðõó Rn). Òîãàâà ñúùåñòâóâà ïîâòîð-
íèÿò èíòåãðàë

∫
Rm

( ∫
Rn f(x, y) dx

)
dy, è å â ñèëà ðàâåíñòâîòî∫

Rm

( ∫
Rn

f(x, y) dx

)
dy =

∫
Rn

( ∫
Rm

f(x, y) dy

)
dx.

Äîêàçàòåëñòâî. Îò òåîðåìàòà íà Òîíåëè ñëåäâà, ÷å |f(x, y)| å èí-
òåãðóåìà âúðõó Rn+m. Ñëåäîâàòåëíî ñúùîòî å âÿðíî è çà ñàìàòà ôóí-
êöèÿ f(x, y). Ñåãà îò òåîðåìàòà íà Ôóáèíè ñëåäâà, ÷å

∫
Rn f(x, y) dx

ñúùåñòâóâà çà ïî÷òè âñè÷êè y ∈ Rm è å èíòåãðóåìà âúðõó Rn, êàòî∫
Rm

( ∫
Rn

f(x, y) dx

)
dy =

∫
Rn+m

f(x, y) dxdy =

∫
Rn

( ∫
Rm

f(x, y) dy

)
dx.
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Ïðèìåð. Íåêà f(x) è g(x) ñà èíòåãðóåìè ôóíêöèè âúðõó Rn. Äà
îáðàçóâàìå ôóíêöèÿòà

(f ∗ g)(x) =

∫
Rn

f(x− y)g(y) dy.

(òÿ ñå íàðè÷à êîíâîëþöèÿ íà ôóíêöèèòå f(x) è g(x)). Ùå äîêàæåì, ÷å
(f ∗ g)(x) å äåôèíèðàíà ïî÷òè íàâñÿêúäå è èíòåãðóåìà âúðõó Rn.

Íàèñòèíà, äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà F (x, y) = f(x− y)g(y) âúðõó
R2n. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å F (x, y) å èçìåðèìà ôóíêöèÿ (äîêàæåòå!). Èìàìå∫

Rn

( ∫
Rn
|F (x, y)| dx

)
dy =

∫
Rn
|g(y)|

( ∫
Rn
|f(x− y| dx

)
dy =

=

(∫
Rn
|g(y)| dy

)( ∫
Rn
|f(x− y| dx

)
=

=

(∫
Rn
|g(y)| dy

)( ∫
Rn
|f(x)| dx

)
< +∞.

Îò ãîðíîòî òâúðäåíèå ñëåäâà, ÷å (f ∗ g)(x) =
∫
Rm F (x, y) dy ñúùåñòâóâà

çà ïî÷òè âñè÷êè x ∈ Rn, è∫
Rn

(f ∗ g)(x) dx =

∫
Rn

( ∫
Rm

F (x, y) dy

)
dx =

=

∫
Rm

( ∫
Rn

F (x, y) dx

)
dy =

(∫
Rm

g(y) dy

)( ∫
Rn

f(x) dx

)
.

2.9.9 Èíòåãðàë íà Ëåáåã ïî äàäåíà ìÿðêà.

Êàêòî îòáåëÿçàõìå ïî-ãîðå, â ðåäèöà ïðèëîæåíèÿ íà òåîðèÿòà íà èí-
òåãðàëà, è íàé-âå÷å â òåîðèÿòà íà âåðîÿòíîñòèòå, ñå íàëàãà äà ñå ðàç-
ãëåæäàò ìÿðêè âúðõó Rn, ðàçëè÷íè îò ñòàíäàðòíàòà ìÿðêà, ñ êîÿòî
ðàáîòèõìå äîñåãà.

Íåêà, êàêòî â ðàçäåë 1,M0 äà îçíà÷àâà àëãåáðàòà îò âñè÷êè åëå-
ìåíòàðíè ïîäìíîæåñòâà íà Rn. Â òîçè ðàçäåë µ ùå áúäå ïðîèçâîëíà
σ-àäèòèâíà ìÿðêà âúðõóM0, ñ åäíî äîïúëíèòåëíî èçèñêâàíå:
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Äåôèíèöèÿ. Ìÿðêàòà µ ñå íàðè÷à ðåãóëÿðíà, àêî çà âñÿêî ìíî-
æåñòâî M ∈ M0 è ε > 0 ñúùåñòâóâàò çàòâîðåíî ìíîæåñòâî F è
îòâîðåíî ìíîæåñòâî G òàêèâà, ÷å F ⊂M ⊂ G è

µ(M)− ε < µ(F) ≤ µ(M) ≤ µ(G) < µ(M) + ε.

Â ðàçäåë 1 áåøå èçïîëçâàíà ñòàíäàðòíàòà ìÿðêà âúðõó àëãåáðàòà íà
åëåìåíòàðíèòå ìíîæåñòâà, â êîÿòî ìÿðêàòà íà ïðàâîúãúëåí ïàðàëåëå-
ïèïåä å ðàâíà íà ïðîèçâåäåíèåòî íà ñòðàíèòå ìó. Î÷åâèäíî òàçè ìÿðêà
å ðåãóëÿðíà (äîêàæåòå!). Àêî ïðîñëåäèì êîíñòðóêöèÿòà â ðàçäåë 1, âî-
äåùà äî òåîðåìà 6, ùå âèäèì, ÷å âñè÷êè ðàçñúæäåíèÿ ñà ïðèëîæèìè â
îáùèÿ ñëó÷àé. Ïîâòàðÿéêè ãè äîñëîâíî, íèå ïîëó÷àâàìå:

Òåîðåìà 6′. Çà âñÿêà ðåãóëÿðíà σ-àäèòèâíà ìÿðêà µ âúðõó M0

ñúùåñòâóâà åäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà σ-àëãåáðàMµ, ñúäúðæàùàM0, âúð-
õó êîÿòî ìÿðêàòà µ ñå ïðîäúëæàâà, çàïàçâàéêè ñâîéñòâîòî äà å σ-
àäèòèâíà.

Çàïàçâàò ñèëàòà ñè è ðåçóëòàòèòå îò ðàçäåë 2, è ïî-ñïåöèàëíî òå-
îðåìà 7, ñïîðåä êîÿòî âñÿêî èçìåðèìî ìíîæåñòâî ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè
êàòî îáåäèíåíèå íà áîðåëåâî è íà ïðåíåáðåæèìî ìíîæåñòâî. Ùå îòáå-
ëåæèì, ÷å àëãåáðàòà íà áîðåëåâèòå ìíîæåñòâà íå çàâèñè îò ìÿðêàòà µ,
íî êëàñúò íà ïðåíåáðåæèìèòå ìíîæåñòâà ñúùåñòâåíî çàâèñè îò èçáî-
ðà íà òàçè ìÿðêà. Ñëåäîâàòåëíî, è ïîïúëíåíàòà σ-àëãåáðà Mµ ñúùî
ñúùåñòâåíî çàâèñè îò µ.

Êàêòî áåøå îòáåëÿçàíî, êîíñòðóêöèèòå è ðåçóëòàòèòå íà ðàçäåëè
3 äî 6 çàâèñÿò ñàìî îò íàëè÷èåòî íà äàäåíà σ-àëãåáðà è íà σ-àäèòèâíà
ìÿðêà âúðõó íåÿ, è âñè÷êî îñòàâà â ñèëà è â îáùèÿ ñëó÷àé. Òðÿáâà äà
ñå îòáåëåæè, ÷å êëàñîâåòå îò èçìåðèìè è èíòåãðóåìè ôóíêöèè îòíîâî
çàâèñÿò îò èçáîðà íà ìÿðêàòà µ, òàêà ÷å ïî-òî÷íî å äà ñå ãîâîðè çà
µ-èçìåðèìè è µ-èíòåãðóåìè ôóíêöèè.

Òåîðåìèòå íà Ôóáèíè è Òîíåëè ñúùî ñå ïðåíàñÿò çà ñëó÷àÿ íà
ïðîèçâîëíà ìÿðêà. ÍåêàMx, µx äà ñà ñúîòâåòíî σ-àëãåáðà îò ïîäìíî-
æåñòâà íà Rn è σ-àäèòèâíà ìÿðêà âúðõó íåÿ, à My è µy - ñúùî òàêè-
âà îáåêòè âúðõó äðóãî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî Rm. Â ïðîñòðàíñòâîòî
Rn+m = Rn × Rm ùå ðàçãëåäàìå àëãåáðàòà îò ìíîæåñòâà Mx ⊗ My,
ñúñòîÿùà ñå îò âñè÷êè ìíîæåñòâà îò âèäà

M = ∪li=1Mi ×Ni,
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êúäåòî M1, . . . ,Ml ñà îòMx, à N1, . . . ,Nl - îòMy. Î÷åâèäíîMx⊗My

å àëãåáðà, íî íå å σ-àëãåáðà. Âúðõó íåÿ ñå äåôèíèðà ìÿðêà µx ⊗ µy ñ
ôîðìóëàòà

(µx ⊗ µy) (M) =
l∑

i=1

µx (Mi) .µy (Ni) .

Àêî îçíà÷èì ñ M ìèíèìàëíàòà σ-àëãåáðà îò ìíîæåñòâà, ñúäúðæàùà
Mx ⊗My, òî êîíñòðóêöèÿòà îò ðàçäåë 1 íè äàâà σ-àäèòèâíà ìÿðêà µ
âúðõóM, ïðîäúëæàâàùà ìÿðêàòà µx⊗µy. Òîãàâà âñè÷êè òâúðäåíèÿ îò
ðàçäåë 6 ñå ïðåíàñÿò áåç èçìåíåíèå. Â ÷àñòíîñò, çà âñÿêà µ-èíòåãðóåìà
ôóíêöèÿ f(x, y) âúðõó Rn+m ïîëó÷àâàìå ðàâåíñòâî íà äâîéíèÿ è ïîâ-
òîðíèÿ èíòåãðàë:∫

Rn

( ∫
Rm

f(x, y) dµy

)
dµx =

∫
Rn+m

f(x, y) dµ.

Îïèñàíèå íà ìåðêèòå âúðõó ïðàâàòà. Ùå ïîêàæåì, ÷å ðåãó-
ëÿðíèòå è σ-àäèòèâíè ìåðêè âúðõó ïðàâàòà ñå îïèñâàò ïðîñòî ïîñðåäñ-
òâîì ìîíîòîííè ôóíêöèè.

Ùå íàïîìíèì, ÷å àêî α(x) å ìîíîòîííî ðàñòÿùà ôóíêöèÿ âúðõó
R, òî çà âñÿêî x0 ñúùåñòâóâàò ãðàíèöèòå α(x0 − 0) = limx→x0,x<x0 è
α(x0 +0) = limx→x0,x>x0 . Àêî x0 å òî÷êà íà ïðåêúñâàíå íà α(x), òî α(x0−
0) < α(x0+0); òî÷êèòå íà ïðåêúñâàíå íà åäíà ìîíîòîííà ôóíêöèÿ ìîãàò
äà áúäàò íàé-ìíîãî èçáðîèìî ìíîãî. Ðàçëèêàòà α(x0 + 0) − α(x0 − 0)
ñå íàðè÷à ñêîê íà α(x) â òî÷êàòà x0. Çà ïîëóíåïðåêúñíàòèòå îòëÿâî
ôóíêöèè å èçïúëíåíî α(x0 − 0) = α(x0).

Òåîðåìà 21. Ñúùåñòâóâà âçàèìíî åäíîçíà÷íî ñúîòâåòñòâèå
ìåæäó ðåãóëÿðíèòå σ-àäèòèâíè ìåðêè âúðõó ðåàëíàòà ïðàâà R è ìî-
íîòîííî ðàñòÿùèòå è íåïðåêúñíàòè îòëÿâî ôóíêöèè α(x) âúðõó íåÿ,
íîðìèðàíè ñ óñëîâèåòî α(0) = 0.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà α(x) å ìîíîòîííî ðàñòÿùà ôóíêöèÿ. Ùå
êîíñòðóèðàìå ñúîòâåòíàòà ìÿðêà µα âúðõó àëãåáðàòà îò åëåìåíòàðíè
ïîäìíîæåñòâà íà R. Î÷åâèäíè òîâà ñà ìíîæåñòâàòà, êîèòî ñå ïðåäñòàâÿò
êàòî îáåäèíåíèå íà êðàåí áðîé íåïðåñè÷àùè ñå îãðàíè÷åíè èíòåðâàëè -
îòâîðåíè, çàòâîðåíè èëè ïîëóîòâîðåíè. Çíà÷è òðÿáâà äà îïðåäåëèì µα
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âúðõó âñåêè òàêúâ èíòåðâàë. Ïîëàãàìå

µα((a, b)) = α(b− 0)− α(a+ 0), µα([a, b]) = α(b+ 0)− α(a− 0),

µα([a, b)) = α(b− 0)− α(a− 0), µα((a, b]) = α(b+ 0)− α(a+ 0).

Êàòî ïðîäúëæèì ïî î÷åâèäåí íà÷èí µα âúðõó îáåäèíåíèÿòà íà êðà-
åí áðîé íåïðåñè÷àùè ñå èíòåðâàëè, ïîëó÷àâàìå ðåãóëÿðíà σ-àäèòèâíà
ìÿðêà âúðõó åëåìåíòàðíèòå ïîäìíîæåñòâà íà R (äîêàæåòå!). Î÷åâèä-
íî, àêî äâå ôóíêöèè ñúâïàäàò âúâ âñè÷êè òî÷êè íà íåïðåêúñíàòîñò, òå
ïîðàæäàò åäíà è ñúùà ìÿðêà. Ñúùîòî å âÿðíî, çà äâå ôóíêöèè, ðàçëè-
÷àâàùè ñå ñ êîíñòàíòà. Çàòîâà, íàëàãàéêè âúðõó α(x) óñëîâèÿòà α(0) = 0
è ïîëóíåïðåêúñíàòîñò îòëÿâî, íèå ïîëó÷àâàìå åäíîçíà÷íî èçîáðàæåíèå
íà âñè÷êè òàêèâà ôóíêöèè â ìíîæåñòâîòî íà ìåðêèòå.

Ùå êîíñòðóèðàìå è îáðàòíîòî èçîáðàæåíèå. Íåêà µ å ðåãóëÿðíà
è σ-àäèòèâíà ìÿðêà âúðõó R. Ïîëàãàìå

α(x) = µ([0, x)) ïðè x > 0, α(x) = µ((x, 0)) ïðè x < 0, α(0) = 0.

Îñòàâÿìå íà ÷èòàòåëÿ äà äîêàæå, ÷å îò ðåãóëÿðíîñòòà è σ-àäèòèâíîñòòà
íà µ ñëåäâàò èñêàíèòå ñâîéñòâà íà ôóíêöèÿòà α(x), êàêòî è òîâà, ÷å µ
ñúâïàäà ñ ïîðîäåíàòà ïî îïèñàíèÿ ïî-ãîðå íà÷èí îò ôóíêöèÿòà α(x)
ìÿðêà.

Ùå îòáåëåæèì, ÷å çà òàêà êîíñòðóèðàíèòå ìåðêè åäíîòî÷êîâèòå
ìíîæåñòâà íå ñà íåïðåìåííî ñ íóëåâà ìÿðêà. Íàèñòèíà, àêî x0 å òî÷êà
íà ïðåêúñâàíå íà α(x), òî µα ({x0}) å ñòðîãî ïîëîæèòåëíà è å ðàâíà íà
ñêîêà íà ôóíêöèÿòà α(x) â òî÷êàòà x0.

Èíòåãðàëúò îò äàäåíà ôóíêöèÿ f(x) âúðõó R ïî ìÿðêàòà µα ñå
áåëåæè ñ

∫
R f(x) dα(x) è ñå íàðè÷à èíòåãðàë íà Ñòèëòåñ. Íàé-÷åñòî

òîé ñå äåôèíèðà áåç èçïîëçâàíå íà òåîðèÿòà íà Ëåáåã, ò.å. àíàëîãè÷íî
íà îáè÷àéíèÿ ðèìàíîâ èíòåãðàë.
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2.9.10 Äåôèíèöèÿ è ñâîéñòâà íà ïðîñòðàíñòâîòî íà

ñóìèðóåìèòå ôóíêöèè L1 (Rn, µ).

Íåêà µ å ìÿðêà âúðõó Rn. Çà âñÿêà èíòåãðóåìà îòíîñíî µ ôóíêöèÿ f(x)
(åâåíòóàëíî äåôèíèðàíà ïî÷òè íàâñÿêúäå) âúðõó Rn ïîëàãàìå*

||f(x)||1 =

∫
Rn
|f(x)| dµ.

×èñëîòî ||f(x)||1 ñå íàðè÷à ïúðâà èíòåãðàëíà íîðìà íà ôóíêöèÿòà f(x).
Â �1 áåøå âúâåäåíî ïîíÿòèåòî íîðìà è ñúîòâåòíèòå àêñèîìè (òàì ñà ðàç-
ãëåäàíè ñàìî íîðìè âúðõó êðàéíîìåðíè ëèíåéíè ïðîñòðàíñòâà, íî áåç
íèêàêâè èçìåíåíèÿ ïîíÿòèåòî íîðìà ñå âúâåæäà â ïðîèçâîëíî ëèíåé-
íî ïðîñòðàíñòâî). Ùå íàïîìíèì òðèòå àêñèîìè íà íîðìàòà â íàøèÿ
ñëó÷àé:

1/ ||f ||1 ≥ 0; ||f ||1 = 0 òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî f(x) ≡ 0.
2/ ||λf ||1 = |λ| ||f ||1 çà âñåêè λ ∈ R è f .
3/ (íåðàâåíñòâî íà òðèúãúëíèêà) Çà âñåêè äâe èíòåãðóåìè ôóíê-

öèè f è g èìàìå ||f + g||1 ≤ ||f ||1 + ||g||1.
Ñâîéñòâàòà 2/ è 3/ ñå äîêàçâàò äèðåêòíî (îñòàâÿìå òîâà íà ÷è-

òàòåëÿ). Ñâîéñòâîòî 1/ èçèñêâà ìàëêî ïîâå÷å âíèìàíèå. ßñíî å, ÷å
||f(x)||1 = 0 òî÷íî òîãàâà, êîãàòî f(x) = 0 ïî÷òè íàâñÿêúäå; çà äà áú-
äå èçïúëíåíî ñâîéñòâî 1/, òðÿáâà äà îòúæäåñòâèì òàêàâà ôóíêöèÿ ñ
íóëàòà. Òîâà âîäè äî ñëåäíàòà ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò:

Äåôèíèöèÿ.Ùå êàçâàìå, ÷å èíòåãðóåìèòå, äåôèíèðàíè ïî÷òè
íàâñÿêúäå ôóíêöèè f(x) è g(x) ñà åêâèâàëåíòíè, àêî òå ñúâïàäàò ïî÷-
òè íàâñÿêúäå.

Îòúæäåñòâÿâàéêè åêâèâàëåíòíèòå èíòåãðóåìè ôóíêöèè, ñòèãàìå
äî ñëåäíîòî ïîíÿòèå, îñíîâíî çà äàäåíèÿ ðàçäåë:

Äåôèíèöèÿ. Ïîä L1 (Rn, µ) (èëè íàêðàòêî L1(µ)) ùå ðàçáèðàìå
ïðîñòðàíñòâîòî îò âñè÷êè êëàñîâå íà åêâèâàëåíòíîñò îòíîñíî ãîð-
íàòà ðåëàöèÿ.

Àêî µ å ñòàíäàðòíàòà ìÿðêà âúðõó Rn, ãîðíîòî ïðîñòðàíñòâî ñå
îçíà÷àâà ñ L1 (Rn).

Î÷åâèäíî îïåðàöèèòå ñóìà íà äâå ôóíêöèè è ïðîèçâåäåíèå íà
ôóíêöèÿ ñ ÷èñëî ñå ïðåíàñÿò è âúðõó êëàñîâåòå íà åêâèâàëåíòíîñò, êî-

*Ñìèñúëúò íà èíäåêñà 1 ùå áúäå îáÿñíåí ïî-äîëó.
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åòî ïïîêàçâà, ÷å L1(µ) å ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî. Ìîæåì äà áîðàâèì ñ
òåçè êëàñîâå íà åêâèâàëåíòíîñò ïî ñúùèÿ íà÷èí, êàêòî ñ ôóíêöèè, è
íèå ùå ïðîäúëæàâàìå äà ãè íàðè÷àìå "ôóíêöèè".

Î÷åâèäíî íîðìàòà ||f(x)||1 èìà åäíà è ñúùà ñòîéíîñò çà âñè÷êè
ôóíêöèè îò äàäåí êëàñ íà åêâèâàëåíòíîñò, è ñëåäîâàòåëíî å êîðåêòíî
äåôèíèðàíà âúðõó L1(µ). Ñåãà âå÷å è àêñèîìàòà 1/ å èçïúëíåíà, è ñëå-
äîâàòåëíî ïðîñòðàíñòâîòî L1(µ), ñíàáäåíî ñ íîðìàòà || ||1, ñå ïðåâðúùà
â íîðìèðàíî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî. Êàêòî â �1, íîðìàòà àâòîìàòè÷íî
ïîðàæäà è ðàçñòîÿíèå:

ρ1(f(x), g(x)) = ||f(x)− g(x)||1 =

∫
Rn
|f(x)− g(x)| dµ.

Íà ñâîé ðåä, ðàçñòîÿíèåòî îïðåäåëÿ ñõîäèìîñòòà íà ðåäèöè îò ôóíêöèè;
êàçâàìå, ÷å ðåäèöàòà fk(x) êëîíè êúì ôóíêöèÿòà f(x) îòíîñíî íîðìàòà
|| ||1, àêî ||fk(x)− f(x)||1 → 0.

Íèå áèõìå ìîãëè äà ðàçãëåäàìå ïîäîáíî ïðîñòðàíñòâî, ñúñòàâåíî
ñàìî îò èíòåãðóåìèòå ïî Ðèìàí ôóíêöèè, íî èçïîëçâàíåòî íà èíòåãðóå-
ìèòå ïî Ëåáåã ôóíêöèè èìà åäíî ðåøàâàùî ïðåäèìñòâî: L1(µ) å ïúëíî
íîðìèðàíî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî.

Ùå ïîÿñíèì òåðìèíà "ïúëíî ïðîñòðàíñòâî". Êàêòî çíàåì, ìàòå-
ìàòè÷åñêèÿò àíàëèç íå ìîæå äà áúäå ðàçâèò ïúëíîöåííî â ïîëåòî Q íà
ðàöèîíàëíèòå ÷èñëà, è ñå íàëàãà äà ñå äîáàâÿò îùå åëåìåíòè, çà äà ñå
ïîëó÷è ðåàëíàòà ïðàâà R. Ôîðìàëíàòà ðàçëèêà ìåæäó Q è R ñå ñúñòîè
â ò.íàð. ïðèíöèï íà Êîøè çà ñõîäèìîñò, êîéòî ãëàñè, ÷å âñÿêà ôóíäà-
ìåíòàëíà ðåäèöà îò ÷èñëà å è ñõîäÿùà. Òîçè ïðèíöèï å èçïúëíåí â R,
íî íå å èçïúëíåí â Q. Îêàçâà ñå, ÷å òîçè ïðèíöèï èãðàå âàæíà ðîëÿ è
çà ïî-îáùè ìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà.

Äåôèíèöèÿ. Íåêà M å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî ñ ðàçñòîÿíèå
ρ(x, y) ìåæäó åëåìåíòèòå x è y (çà àêñèîìèòå íà ðàçñòîÿíèåòî âèæ
�1). Çà åäíà ðåäèöà îò òî÷êè xn ∈ M êàçâàìå, ÷å å ôóíäàìåíòàëíà,
àêî çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà íîìåð ν = ν(ε) òàêúâ, ÷å çà âñåêè äâà
íîìåðà n,m > ν å èçïúëíåíî ρ (xn, xm) < ε.

Äåôèíèöèÿ. Ìåòðè÷íîòî ïðîñòðàíñòâî M ñå íàðè÷à ïúëíî,
àêî â íåãî âñÿêà ôóíäàìåíòàëíà ðåäèöà ïðèòåæàâà ãðàíèöà.

Èíòóèòèâíî ìîæåì äà ñè ïðåäñòàâÿìå, ÷å ïúëíîòî ïðîñòðàíñòâî
ñúäúðæà "äîñòàòú÷åí áðîé åëåìåíòè".
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Òåîðåìà 22. Ïðîñòðàíñòâîòî L1(µ) å ïúëíî.
Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà {fk} å ôóíäàìåíòàëíà ðåäèöà îò ôóíêöèè

â L1(µ). Òîâà îçíà÷àâà, ÷å çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà ν = ν(ε), òà-
êà ÷å ïðè k, l > ν(ε) èìàìå

∫
Rn
|fk(x)− fl(x)| dµ < ε. Ùå èçáåðåì

ïîäðåäèöà fks íà ðåäèöàòà fk ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: âçåìàìå k1 > ν(1/2),
k2 > max (ν (1/4) , k1),...,ks+1 > max (ν (1/2s+1) , ks),... Òàêà ïîëó÷àâàìå
ìîíîòîííî ðàñòÿùà ðåäèöà ks îò èíäåêñè òàêàâà, ÷å∫

Rn

∣∣fks+1(x)− fks(x)
∣∣ dx < 1/2s.

Ñëåäîâàòåëíî, çà ðåäà

f̃(x) = |fk1(x)|+
∞∑
s=1

∣∣fks+1(x)− fks(x)
∣∣

ìîæåì äà ïðèëîæèì òåîðåìà 14′, ñïîðåä êîÿòî íåãîâàòà ñóìà f̃(x) å
îïðåäåëåíà ïî÷òè íàâñÿêúäå. Òúé êàòî âñåêè àáñîëþòíî ñõîäÿù ðåä å
è ñõîäÿù, òî ãîðíîòî å âÿðíî è çà ðåäà

f(x) = fk1(x) +
∞∑
s=1

(
fks+1(x)− fks(x)

)
.

Òúé êàòî ðåäèöàòà íà ÷àñòè÷íèòå ñóìè íà òîçè ðåä ñúâïàäà ñ ðåäè-
öàòà fks(x), íèå ïîëó÷èõìå, ÷å ðåäèöàòà îò ôóíêöèè fks(x) å ñõîäÿùà
ïî÷òè íàâñÿêúäå. Äà îçíà÷èì íåéíàòà ãðàíèöà ñ f(x); ïî òåîðåìàòà çà
ìàæîðèðàíàòà ñõîäèìîñò f(x) å èíòåãðóåìà, è∫

fks(x) dx→
∫
f(x) dx,

êàòî çà ìàæîðàíòà ìîæåì äà âçåìåì ôóíêöèÿòà f̃(x). Îòíîâî ïî ñúùàòà
òåîðåìà, èìàìå

||fks − f ||1 =

∫
Rn
|fks(x)− f(x)| dx→ 0

(òóê çà ìàæîðàíòà ìîæåì äà âçåìåì |f(x)|+ f̃(x)).
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Çà äà çàâúðøèì äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà, äà èçáåðåì ε > 0,
è íåêà k > ν(ε/2). Äà èçáåðåì èíäåêñà s òàêà, ÷å ||fks − f ||1 < ε/2 è
ks > k. Òîãàâà

||fk − f ||1 ≤ ||fk − fks||1 + ||fks − f ||1 < ε,

êîåòî ïîêàçâà, ÷å limk ||fk − f ||1 = 0.

Â õîäà íà äîêàçàòåëñòâîòî óñòàíîâèõìå è ñëåäíèÿ ôàêò:

Ñëåäñòâèå 23. Íåêà ðåäèöàòà {fk(x)} êëîíè êúì f(x) îòíîñíî
íîðìàòà || ||1. Òîãàâà ñúùåñòâóâà íåéíà ïîäðåäèöà {fks(x)}, ñõîäÿùà
ïî÷òè íàâñÿêúäå êúì f(x).

Äðóãî âàæíî ñâîéñòâî íà ïðîñòðàíñòâîòî L1(µ) å, ÷å â íåãî âñÿêà
ôóíêöèÿ ìîæå äà ñå àïðîêñèìèðà ñ íåïðåêúñíàòè. Òúé êàòî íå âñè÷êè
íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè ñà èíòåãðóåìè, òîâà òâúðäåíèå òðÿáâà äà áúäå
óòî÷íåíî.

Äåôèíèöèÿ. Ïîä íîñèòåë íà ôóíêöèÿòà f(x) ñå ðàçáèðà íàé-
ìàëêîòî çàòâîðåíî ìíîæåñòâî K òàêîâà, ÷å f(x) = 0 çà âñÿêî x /∈ K.

Çà íàøèòå öåëè å óäîáíî äà ñå ðàçãëåæäàò íå âñè÷êè íåïðåêúñíàòè
ôóíêöèè, à íåïðåêúñíàòèòå ôóíêöèè ñ êîìïàêòåí íîñèòåë, ò.å. òàêèâà
íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè, êîèòî ñå àíóëèðàò òúæäåñòâåíî èçâúí íÿêàêâî
êîìïàêòíî ïîäìíîæåñòâî íà Rn. Î÷åâèäíî âñè÷êè íåïðåêúñíàòè ôóíê-
öèè ñ êîìïàêòåí íîñèòåë ñà èíòåãðóåìè.

Óäîáíî å äà ñå âúâåäå ñëåäíîòî ïîíÿòèå:

Äåôèíèöèÿ. Íåêà M å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî ñ ðàçñòîÿíèå
ρ(x, y), è íåêà L å íåãîâî ïîäìíîæåñòâî. Êàçâàìå, ÷å ìíîæåñòâîòî
L å íàâñÿêúäå ãúñòî â M, àêî çà âñåêè x ∈ M è ε > 0 ìîæå äà ñå
íàìåðè y ∈ L òàêîâà, ÷å ρ(x, y) < ε.

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å L å íàâñÿêúäå ãúñòî â M òî÷íî òîãàâà, êîãàòî
çà âñÿêî x ∈ M ìîæå äà ñå íàìåðè ðåäèöà yk îò åëåìåíòè íà L òàêà-
âà, ÷å ρ (yk, x) → 0. (Â òàêúâ ñëó÷àé êàçâàìå, ÷å x ñå àïðîêñèìèðà ñ
åëåìåíòè íà L îòíîñíî ìåòðèêàòà ρ.) Ùå îòáåëåæèì, ÷å àêî ñà äàäåíè
ìíîæåñòâàòà N ⊂ L ⊂ M è N å íàâñÿêúäå ãúñòî â L, à L - íàâñÿêúäå
ãúñòî â M, òî è N å íàâñÿêúäå ãúñòî â M.

Ñåãà ìîæåì äà ôîðìóëèðàìå íàøåòî òâúðäåíèå:



296 ÃËÀÂÀ 2. ÈÍÒÅÃÐÀËÍÎ ÑÌßÒÀÍÅ

Òåîðåìà 24. Ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè ñ
êîìïàêòåí íîñèòåë å íàâñÿêúäå ãúñòî â L1(µ).

Äîêàçàòåëñòâî. Ñòúïêà 1: Ùå äîêàæåì, ÷å ñòúïàëîâèäíèòå
ôóíêöèè ñà íàâñÿêúäå ãúñòî â L1(µ). Íàèñòèíà, äîñòàòú÷íî å äà äî-
êàæåì òâúðäåíèåòî çà íåîòðèöàòåëíè ôóíêöèè; îáùèÿò ñëó÷àé ñëåäâà
îò ðàçëàãàíåòî f = f+ − f−. Â òåîðåìà 13 çà âñÿêà íåîòðèöàòåëíà èí-
òåãðóåìà ôóíêöèÿ f(x) áåøå ïîñòðîåíà ìîíîòîííî ðàñòÿùà ðåäèöà îò
ñòúïàëîâèäíè ôóíêöèè sk(x), ïîòî÷êîâî êëîíÿùà êúì f(x). Îò òåîðå-
ìàòà çà ìîíîòîííàòà ñõîäèìîñò ñëåäâà, ÷å

∫
Rn
sk(x) dµ→

∫
Rn
f(x) dµ, è

ñëåäîâàòåëíî ρ1 (sk, f)→ 0.
Ñòúïêà 2: Ùå êàçâàìå, ÷å åäíà ñòúïàëîâèäíà ôóíêöèÿ å åëåìåí-

òàðíà. àêî òÿ ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî êðàéíà ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ
íà õàðàêòåðèñòè÷åñêè ôóíêöèè íà ïðàâîúãúëíè ïàðàëåëåïèïåäè. Ùå
äîêàæåì, ÷å åëåìåíòàðíèòå ñòúïàëîâèäíè ôóíêöèè ñà íàâñÿêúäå ãúñòî
â L1(µ).

Èìàéêè ïðåä âèä ñòúïêà 1, å äîñòàòú÷íî äà äîêàæåì, ÷å õàðàêòå-
ðèñòè÷íàòà ôóíêöèÿ íà âñÿêî êðàéíî èçìåðèìî ìíîæåñòâî ìîæå äà
áúäå àïðîêñèìèðàíà ñ åëåìåíòàðíè ñòúïàëîâèäíè ôóíêöèè. Ùå èç-
ïîëçâàìå ðàçñúæäåíèÿòà îò äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìà 17. Âñúùíîñò,
ñòúïêà 3 îò âúïðîñíîòî äîêàçàòåëñòâî äîêàçâà, ÷å õàðàêòåðèñòè÷íàòà
ôóíêöèÿ íà ïðîèçâîëíî îòâîðåíî ìíîæåñòâî ìîæå äà ñå àïðîêñèìèðà ñ
åëåìåíòàðíè ñòúïàëîâèäíè ôóíêöèè. Â ñòúïêà 4 ñå ïîêàçâà êàê õàðàê-
òåðèñòè÷íàòà ôóíêöèÿ íà ïðîèçâîëíî ìíîæåñòâî îò âèäà Gδ ìîæå äà
ñå àïðîêñèìèðà ñ õàðàêòåðèñòè÷íè ôóíêöèè íà îòâîðåíè ìíîæåñòâà.
Íàé-ñåòíå, èçïîëçâàéêè ñëåäñòâèå 8, âèæäàìå, ÷å õàðàêòåðèñòè÷íàòà
ôóíêöèÿ íà ïðîèçâîëíî êðàéíî èçìåðèìî ìíîæåñòâî å åêâèâàëåíòíà
â L1(µ) íà õàðàêòåðèñòè÷íàòà ôóíêöèÿ íà ïîäõîäÿùî Gδ-ìíîæåñòâî.
Òåçè òâúðäåíèÿ, âçåòè çàåäíî, äîêàçâàò ñòúïêà 2.

Ñòúïêà 3: Íàêðàÿ, äîêàçàòåëñòâîòî ùå áúäå çàâúðøåíî, àêî ïîêà-
æåì, ÷å âñÿêà åëåìåíòàðíà ñòúïàëîâèäíà ôóíêöèÿ ìîæå äà áúäå àïðîê-
ñèìèðàíà ñúñ íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè ñ êîìïàêòåí íîñèòåë. Íåêà ϕ(x)
å õàðàêòåðèñòè÷íàòà ôóíêöèÿ íà èíòåðâàëà [a, b]. Òîãàâà ðåäèöàòà îò
"òðàïåöîâèäíè" ôóíêöèè

ϕk(x) =


0, àêî x ≤ a− 1/k èëè x ≥ b+ 1/k,
1, àêî x ∈ [a, b] ,

ëèíåéíà â èíòåðâàëèòå [a− 1/k, a] è [b, b+ 1/k] .
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êëîíè êúì ϕ(x) â L1(µ), êîåòî äîêàçâà òâúðäåíèåòî â åäíîìåðíèÿ ñëó-
÷àé. Àêî èìàìå ïðàâîúãúëåí ïàðàëåëeïèïåä â Rn, ò.å. ïðîèçâåäåíèå íà
èíòåðâàëè, òðÿáâà äà ðàçãëåäàìå ïðîèçâåäåíèåòî íà ñúîòâåòíèòå òðà-
ïåöîâèäíè ôóíêöèè ïî âñÿêà îò ïðîìåíëèâèòå. Òîâà äîêàçâà ñòúïêà 3,
à ñ íåÿ è òåîðåìàòà.

Ñëåäñòâèå 25. Áåçêðàéíî ãëàäêèòå ôóíêöèè ñ êîìïàêòåí íîñè-
òåë ñà íàâñÿêúäå ãúñòî â L1(µ).

Äîêàçàòåëñòâî. Èìàéêè ïðåä âèä ãîðíàòà òåîðåìà, äîñòàòú÷íî
å äà äîêàæåì, ÷å âñÿêà íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ ñ êîìïàêòåí íîñèòåë
ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî ãðàíèöà â L1(µ) íà ðåäèöà îò áåçêðàéíî
ãëàäêè ôóíêöèè ñ êîìïàêòåí íîñèòåë. Íåêà f(x) å òàêàâà ôóíêöèÿ è K
å êóá â Rn, ñúäúðæàù íîñèòåëÿ íà f(x) âúâ âúòðåøíîñòòà ñè. Ïî ïúðâà-
òà òåîðåìà íà Âàéåðùðàñ çà àïðîêñèìàöèÿòà íåïðåêúñíàòàòà ôóíêöèÿ
f(x) ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî ðàâíîìåðíà ãðàíèöà âúðõó K íà ðåäè-
öà {pk(x)} îò àëãåáðàè÷íè ïîëèíîìè. Ëèïñâà íè êîìïàêòíèÿò íîñèòåë;
çà òàçè öåë äà èçáåðåì áåçêðàéíî ãëàäêà ôóíêöèÿ ϕ(x), ðàâíà íà åäè-
íèöà âúðõó íîñèòåëÿ íà f(x) è íà íóëà èçâúí K. Òîãàâà ôóíêöèèòå
fk(x) = ϕ(x)pk(x) ñà áåçêðàéíî ãëàäêè, èìàò êîìïàêòåí íîñèòåë è êëî-
íÿò ðàâíîìåðíî êúì f(x) âúðõó K.

Îñòàâà äà äîêàæåì, ÷å ðàâíîìåðíàòà ñõîäèìîñò âúðõó ìíîæåñòâî
K ñ êðàéíà ìÿðêà âëå÷å ñëåä ñåáå ñè è ñõîäèìîñò â L1(µ). Òîâà ñëåäâà
âåäíàãà îò íåðàâåíñòâîòî

||f − fk||1 ≤ sup
x∈K
|f(x)− fk(x)| .µ(K),

è ñëåäîâàòåëíî ||f − fk||1 → 0.

Ñëåäâàùîòî òâúðäåíèå ñå îòíàñÿ çà ïðîñòðàíñòâîòî L1 (Rn), ò.å. çà
ñëó÷àÿ, êîãàòî µ å ñòàíäàðòíàòà ìÿðêà â Rn. Íåêà h ∈ Rn. Ôóíêöèèòå
îò âèäà fh(x) = f(x − h) ùå íàðè÷àìå òðàíñëàöèè íà f(x). Òúé êàòî
ñòàíäàðòíàòà ìÿðêà å èíâàðèàíòíà ñïðÿìî òðàíñëàöèèòå â Rn, òî àêî
f ∈ L1 (Rn), òî fh ∈ L1 (Rn) è ||fh||1 = ||f ||1.

Ñëåäñòâèå 26. Íåêà f(x) ∈ L1 (Rn). Òîãàâà

lim
h→0
||f − fh||1 = 0.
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Äîêàçàòåëñòâî. Î÷åâèäíî òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà íåïðåêúñíàòè
ôóíêöèè ñ êîìïàêòåí íîñèòåë. Íàèñòèíà, àêî f(x) å òàêàâà ôóíêöèÿ, òî
ïðè h→ 0 òðàíñëàöèèòå fh(x) êëîíÿò ðàâíîìåðíî êúì f(x) (òîâà ñëåäâà
îò ðàâíîìåðíàòà íåïðåêúñíàòîñò íà f(x)). Êàêòî âèäÿõìå ïî-ãîðå, òîâà
âëå÷å ñëåä ñåáå ñè è ñõîäèìîñò â L1 (Rn).

Íåêà ñåãà f ∈ L1 (Rn) è ε > 0. Äà èçáåðåì íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ
ñ êîìïàêòåí íîñèòåë g(x) òàêàâà, ÷å ||f − g||1 < ε. Ìîæåì äà íàìåðèì
δ > 0 òàêîâà, ÷å ïðè |h| < δ äà èìàìå ||g − gh||1 < ε. Òîãàâà ïðè |h| < δ
èìàìå

||f − fh||1 ≤ ||f − g||1 + ||g − gh||1 + ||gh − fh||1 < 3ε.

2.9.11 Äåôèíèöèÿ è ñâîéñòâà íà õèëáåðòîâîòî ïðîñ-

òðàíñòâî L2 (Rn, µ).

Çà âñÿêî p ≥ 1 ùå îçíà÷àâàìå ñ Lp (Rn, µ) ïðîñòðàíñòâîòî îò âñè÷êè èç-
ìåðèìè íà Rn ôóíêöèè f(x) òàêèâà, ÷å ôóíêöèÿòà |f(x)|p å èíòåãðóåìà.
Ùå äåôèíèðàìå

||f ||p =

(∫
Rn
|f(x)|p dµ

) 1
p

.

Î÷åâèäíî ïðè p = 1 òîâà ïðîñòðàíñòâî ñúâïàäà ñ âúâåäåíîòî â
ïðåäíèÿ ðàçäåë. Èçïîëçâàéêè èíòåãðàëíîòî íåðàâåíñòâî íà Ìèíêîâñêè
(îò çàä. 1 â �2.3), ëåñíî ñå âèæäà, ÷å ïðè p ≥ 1 * Lp (Rn, µ) å ëèíåéíî
ïðîñòðàíñòâî è ||f ||p å íîðìà â íåãî. Ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å òàêà ïîëó÷à-
âàìå ïúëíî íîðìèðàíî ïðîñòðàíñòâî. Íèå ùå äîêàæåì òåçè ôàêòè ñàìî
çà ïðîñòðàíñòâîòî L2 (Rn, µ), êîåòî å íàé-èíòåðåñíî îò ãëåäíà òî÷êà íà
òåîðèÿòà è ïðèëîæåíèÿòà.

Äåôèíèöèÿ. Ñúñ L2 (Rn, µ) ùå îçíà÷àâàìå ìíîæåñòâîòî îò
âñè÷êè êëàñîâå íà åêâèâàëåíòíîñò îò èçìåðèìè ôóíêöèè f(x) íà Rn,
çà êîèòî |f(x)|2 å èíòåãðóåìà ñïðÿìî ìÿðêàòà µ. Àêî f(x) è g(x) ñà

*Ïðè 0 < p < 1 âåëè÷èíàòà ||f ||p íå óäîâëåòâîðÿâà òðåòàòà àêñèîìà íà íîðìàòà -
íåðàâåíñòâîòî íà òðèúãúëíèêà. Àíàëîãè÷íà å ñèòóàöèÿòà â Rn - âèæ çàä. 1 è 2 íà
�1.
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åëåìåíòè íà L2 (Rn, µ), ùå äåôèíèðàìå òÿõíîòî ñêàëàðíî ïðîèçâåäå-
íèå 〈f, g〉 ñ ôîðìóëàòà

〈f, g〉 =

∫
Rn
f(x)g(x) dµ.

Ëåìà 27. L2 (Rn, µ) å ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî îò ôóíêöèè. Ñêà-
ëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå 〈f, g〉 â íåãî å êîðåêòíî äåôèíèðàíî è óäîâëåò-
âîðÿâà àêñèîìèòå 1′′ − 3′′ îò �1.

Äîêàçàòåëñòâî. Íàé-íàïðåä ùå îòáåëåæèì, ÷å îò íåðàâåíñòâîòî

0 ≤ |f(x)g(x)| ≤ 1

2

(
|f(x)|2 + |g(x)|2

)
ñëåäâà, ÷å f(x)g(x) å èíòåãðóåìà è èíòåãðàëúò, îïðåäåëÿù ñêàëàðíîòî
ïðîèçâåäåíèå, ñúùåñòâóâà. Ðàçáèðà ñå, òîçè èíòåãðàë íÿìà äà ñå ïðîìå-
íè, àêî çàìåíèì f(x) èëè g(x) ñ íÿêîÿ åêâèâàëåíòíà íà íåÿ (ò.å. ðàâíà íà
íåÿ ïî÷òè íàâñÿêúäå) ôóíêöèÿ. Çà äà áúäå L2 (Rn, µ) ëèíåéíî ïðîñòðàí-
ñòâî, òðÿáâà äà ñå óáåäèì, ÷å àêî f(x) è g(x) ïðèíàäëåæàò íà L2 (Rn, µ),
òî ñúùîòî å âÿðíî è çà f(x) + g(x). Òîâà ñëåäâà îò íåðàâåíñòâîòî

|f(x) + g(x)|2 ≤ |f(x)|2 + 2 |f(x)g(x)|+ |g(x)|2 ,

êúäåòî âñè÷êè ñúáèðàåìè îòäÿñíî ñà èíòåãðóåìè. Íàé-ñåòíå, àêñèîìèòå
1′′ − 3′′ íà ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå ñå ïðîâåðÿâàò òðèâèàëíî.

Çàáåëåæêà. Â �1 íèå ãîâîðèõìå ñàìî çà ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå
â ðåàëíè ëèíåéíè ïðîñòðàíñòâà. Ñ ìàëêè èçìåíåíèÿ, ñúùîòî å âÿðíî è
çà êîìïëåêñíè ëèíåéíè ïðîñòðàíñòâà, ò.å. òàêèâà, â êîèòî å äåôèíèðà-
íî óìíîæåíèå íà åëåìåíòèòå ñ êîìïëåêñíè ÷èñëà. Åäèíñòâåíîòî, êîåòî
òðÿáâà äà ñå ïðîìåíè, å àêñèîìà 2′′ - òÿ äîáèâà âèäà
2′′/ 〈y, x〉 = 〈x, y〉
(â äÿñíàòà ÷àñò ÷åðòàòà îòãîðå îçíà÷àâà âçåìàíåòî íà êîìïëåêñíî ñïðåã-
íàòî ÷èñëî). Àêî â äåôèíèöèÿòà íà L2 (Rn, µ) íèå ðàçãëåäàìå íå ðåàë-
íîçíà÷íèòå, à êîìïëåêñíîçíà÷íèòå ôóíêöèè, íèå ùå ïîëó÷èì êîìïëåê-
ñíî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî. Â íåãî ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå ñå îïðåäåëÿ
ñ ôîðìóëàòà

〈f, g〉 =

∫
Rn
f(x)g(x) dµ.
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Àêî f(x) è g(x) ñà ðåàëíîçíà÷íè, òî ñúâïàäà ñ äåôèíèðàíîòî ïî-ãîðå.
Âñè÷êè ïîëó÷åíè ïî-äîëó ðåçóëòàòè ñà â ñèëà è çà òîâà ñêàëàðíî ïðî-
èçâåäåíèå.

Â �1 áåøå ïîêàçàíî, ÷å âñÿêî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå äåôèíèðà
íîðìà. Â íàùèÿ ñëó÷àé ïîëó÷àâàìå

||f ||2 =
√
〈f, f〉 =

√∫
Rn
|f(x)|2 dµ.

Òàêà äåôèíèðàíàòà íîðìà ùå íàðè÷àìå âòîðà èíòåãðàëíà íîðìà. Êàêòî
áåøå äîêàçàíî â �1, òàçè íîðìà óäîâëåòâîðÿâà àêñèîìèòå 1′− 3′ íà íîð-
ìàòà. Âàæíà ðîëÿ â äîêàçàòåëñòâîòî èãðàåøå íåðàâåíñòâîòî íà Êîøè-
Øâàðö=Áóíÿêîâñêè: |〈x, y〉| ≤ ||x|| ||y||. Â íàøèÿ ñëó÷àé òîâà íåðàâåí-
ñòâî äîáèâà âèäà∣∣∣∣∫

Rn
f(x)g(x) dµ

∣∣∣∣ ≤
√∫

Rn
|f(x)|2 dµ.

√∫
Rn
|g(x)|2 dµ.

Êàêòî è â ïðåäèøíèÿ ðàçäåë, è òóê ïîëó÷àâàìå ïúëíî ïðîñòðàí-
ñòâî:

Òåîðåìà 28. Ïðîñòðàíñòâîòî L2(µ), ñíàáäåíî ñ ìåòðèêàòà
ρ2(f, g) = ||f − g||2, å ïúëíî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî.

Äîêàçàòåëñòâî. Ïî÷òè áåç èçìåíåíèÿ ùå ïîâòîðèì äîêàçàòåëñ-
òâîòî íà òåîðåìà 22, â êîÿòî ñúùèÿò ôàêò áå äîêàçàí çà L1(µ). Íåêà
{fk} å ôóíäàìåíòàëíà ðåäèöà îò åëåìåíòè íà L2(µ). Ìîæåì äà èçáå-
ðåì íåéíà ïîäðåäèöà fksòàêàâà, ÷å

∣∣∣∣fks+1 − fks
∣∣∣∣

2
< 1/2s. Äà ðàçãëåäàìå

ðåäà

f̃(x) = |fk1(x)|+
∞∑
s=1

∣∣fks+1(x)− fks(x)
∣∣ ,

è äà îçíà÷èì ñ S̃N(x) íåãîâàòà N -òà ÷àñòè÷íà ñóìà. Îò íåðàâåíñòâîòî
íà òðèúãúëíèêà çà íîðìàòà ||·||2 ïîëó÷àâàìå, ÷å∣∣∣∣∣∣S̃N(x)

∣∣∣∣∣∣
2
≤ ||fk1||2 +

N∑
s=1

1

2s
≤ ||fk1||2 + 1.
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Ñëåäîâàòåëíî, èíòåãðàëèòå îò ôóíêöèèòå
∣∣∣S̃N(x)

∣∣∣2 ñà îãðàíè÷åíè. Ïðè-
ëàãàéêè òåîðåìàòà çà ìîíîòîííàòà ñõîäèìîñò, ïîëó÷àâàìå, ÷å ôóíêöè-

èòå
∣∣∣S̃N(x)

∣∣∣2 êëîíÿò ïî÷òè íàâñÿêúäå êúì íÿêîÿ èíòåãðóåìà ôóíêöèÿ,

êîåòî îçíà÷àâà, ÷å îïðåäåëåíàòà ïî-ãîðå ñóìà íà ðåäà f̃(x) ñúùåñòâóâà
ïî÷òè íàâñÿêúäå, è íåéíèÿ êâàäðàò f̃(x)2 å èíòåãðóåì.

Îòòóê íà ñâîé ðåä ñëåäâà, ÷å ðåäúò

fk1(x) +
∞∑
s=1

(
fks+1(x)− fks(x)

)
å ñõîäÿù ïî÷òè íàâñÿêúäå. s-òàòà ÷àñòè÷íà ñóìà íà òîçè ðåä ñúâïàäà
ñ fks(x). Àêî ñ f(x) îçíà÷èì íåãîâàòà ñóìà, òîâà îçíà÷àâà, ÷å ïî÷òè
íàâñÿêúäå f(x) = lims fks(x).

Ùå äîêàæåì, ÷å òàçè ðåäèöà å ñõîäÿùà è îòíîñíî íîðìàòà. Î÷å-
âèäíî èìàìå |f(x)| ≤ f̃(x) è |fks(x)| ≤ f̃(x), îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå

|f(x)− fks(x)|2 ≤
(

2f̃(x)
)2

,

îòêúäåòî ïî òåîðåìàòà çà ìàæîðèðàíàòà ñõîäèìîñò ïîëó÷àâàìå, ÷å
lims ||f − fks||2 = 0.

Îñòàâà äà äîêàæåì, ÷å f(x) å ãðàíèöà ïî íîðìà íå ñàìî íà ïîäðå-
äèöàòà fks(x), íî è íà ñàìàòà ðåäèöà fk(x). Êàêòî è â òåîðåìà 22, ïðè
äîñòàòú÷íî ãîëÿìî k è ks > k èìàìå

||fk − f ||2 ≤ ||fk − fks||2 + ||fks − f ||2 < ε.

Òåîðåìà 24 è ñëåäñòâèå 25 ñúùî ñà â ñèëà è çà ïðîñòðàíñòâîòî
L2(µ), êàòî äîêàçàòåëñòâàòà íå ñå ðàçëè÷àâàò îò äàäåíèòå ïî-ãîðå.

Ëèíåéíèòå ïðîñòðàíñòâà ñúñ ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå, êîèòî ñà ïúë-
íè îòíîñíî ñúîòâåòíàòà íîðìà, ñå íàðè÷àò õèëáåðòîâè ïðîñòðàíñòâà, íà
èìåòî íà èçâåñòíèÿ íåìñêè ìàòåìàòèê Õèëáåðò.

2.9.12 Òåîðåìà çà áàçèñà è ñõîäèìîñò íà ðåäîâåòå íà

Ôóðèå â L2.

Â êðàÿ íà �1 áåøå ñïîìåíàò ñëåäíèÿ ôàêò îò ëèíåéíàòà àëãåáðà: àêî
H å n-ìåðíî ïðîñòðàíñòâî, è e1, . . . .en å îðòîíîðìèðàíà ñèñòåìà îò n
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âåêòîðà â H, òî òàçè ñèñòåìà å è áàçèñ â H. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å çà âñåêè
åëåìåíò x ∈ H å íàëèöå ðàçëàãàíåòî

x =
n∑
i=1

λiei , êúäåòî λi = 〈x, ei〉 .

Â òîçè ðàçäåë ùå äîêàæåì àíàëîãè÷íî òâúðäåíèå çà áåçêðàéíî-
ìåðíè õèëáåðòîâè ïðîñòðàíñòâà, è ùå ðàçãëåäàìå íåãîâè ïðèëîæåíèÿ â
ïðîñòðàíñòâîòî L2.

Ùå íàïîìíèì, ÷å åëåìåíòèòå x, y íà õèëáåðòîâîòî ïðîñòðàíñòâîH
ñå íàðè÷àò îðòîãîíàëíè (çàïèñâàìå x⊥y), àêî 〈x, y〉 = 0. Çà îðòîãîíàë-
íè âåêòîðè å â ñèëà ïèòàãîðîâàòà òåîðåìà (çàä. 4 íà �1). Ñëåäâàùîòî
òâúðäåíèå ïîíÿêîãà ñå íàðè÷à "îáîáùåíà ïèòàãîðîâà òåîðåìà":

Ëåìà 29. Íåêà x = x1 + . . . + xp, êúäåòî x1, . . . , xp ñà äâà ïî äâà
îðòîãîíàëíè åëåìåíòè íà H, ò.å. 〈xi, xj〉 = 0 ïðè i 6= j. Òîãàâà

||x||2 =

p∑
i=1

||xi||2 .

Äîêàçàòåëñòâî. Èìàìå

||x||2 =

〈
p∑
i=1

xi,

p∑
j=1

xj

〉
=

p∑
i=1

p∑
j=1

〈xi, xj〉 =

p∑
i=1

〈xi, xi〉 .

Ñëåäíèòå äåôèíèöèè ñà ñúùèòå, êàêòî â êðàéíîìåðíèÿ ñëó÷àé:
Äåôèíèöèÿ. Ñèñòåìàòà en, n = 1, 2, . . ., îò íåíóëåâè åëåìåíòè

íà H ñå íàðè÷à îðòîãîíàëíà, àêî 〈ei, ej〉 = 0 ïðè i 6= j. Ñèñòåìàòà ñå
íàðè÷à îðòîíîðìèðàíà, àêî òÿ å îðòîãîíàëíà, è ||en|| = 1 çà âñÿêî n.

Åäíà îðòîãîíàëíà ñèñòåìà ëåñíî ìîæå äà áúäå íàïðàâåíà îðòîíîð-
ìèðàíà ÷ðåç óìíîæàâàíå ñ êîíñòàíòè: íàèñòèíà, àêî {ln} å îðòîãîíàëíà
ñèñòåìà îò åëåìåíòè, òî åëåìåíòèòå en = 1

||ln|| ln îáðàçóâàò îðòîíîðìèðà-
íà ñèñòåìà.

Îñíîâíàòà ðàçëèêà ìåæäó êðàéíîìåðíèÿ è áåçêðàéíîìåðíèÿ ñëó-
÷àé å ñëåäíàòà: â êðàéíîìåðíèÿ ñëó÷àé íèå ëåñíî ìîæåì äà îïðåäåëèì
äàëè åäíà îðòîíîðìèðàíà ñèñòåìà ñúäúðæà äîñòàòú÷íî ìíîãî åëåìåíòè,
çà äà ìîæå äà ñëóæè çà áàçèñ. Òîâà å òàêà, êîãàòî áðîÿò íà åëåìåíòèòå
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íà ñèñòåìàòà å ðàâåí íà ðàçìåðíîñòòà íà ïðîñòðàíñòâîòî. Â áåçêðàéíî-
ìåðíèÿ ñëó÷àé íèå íå ðàçïîëàãàìå ñ òàêúâ êðèòåðèé, è ñå íàëàãà äà ñå
ïîèñêà åäíî äîïúëíèòåëíî ñâîéñòâî:

Äåôèíèöèÿ. Ðåäèöàòà en, n = 1, 2, . . ., îò åëåìåíòè íà H ñå íà-
ðè÷à ïúëíà ñèñòåìà, àêî òÿõíèòå êðàéíè ëèíåéíè êîìáèíàöèè (ò.å.
åëåìåíòèòå îò âèäà

∑n
i=1 λiei) îáðàçóâàò ìíîæåñòâî, íàâñÿêúäå ãúñ-

òî â H.
Ïî-ïîäðîáíî, òîâà îçíà÷àâà, ÷å çà âñåêè åëåìåíò x ∈ H è

÷èñëî ε > 0 ñúùåñòâóâà íîìåð n è ÷èñëà λ1, . . . , λn òàêèâà, ÷å
||x− (λ1e1 + . . .+ λnen)|| < ε.

Ñåãà ìîæåì äà ôîðìóëèðàìå îñíîâíàòà òåîðåìà íà íàñòîÿùèÿ ðàç-
äåë. Íàêðàòêî êàçàíî, òÿ òâúðäè, ÷å âñÿêà ïúëíà îðòîíîðìèðàíà ñèñ-
òåìà å è áàçèñ.

Òåîðåìà 30 (Òåîðåìà çà áàçèñà). Íåêà en, n = 1, 2, . . ., å ïúëíà
îðòîíîðìèðàíà ñèñòåìà îò åëåìåíòè íà H. Òîãàâà:

1/ Çà âñåêè åëåìåíò x ∈ H å â ñèëà ðàâåíñòâîòî

x =
∞∑
n=1

〈x, en〉 en

Â ãîðíîòî ðàâåíñòâî ñõîäèìîñòòà ñå ðàçãëåæäà ñïðÿìî íîðìàòà
â H: ïî-òî÷íî, àêî îçíà÷èì ñ

Sn =
n∑
i=1

〈x, ei〉 ei

n-òàòà ÷àñòè÷íà ñóìà íà ðåäà âäÿñíî, òî òâúðäåíèåòî å, ÷å
||x− Sn|| → 0.

2/ (Ðàâåíñòâî íà Ïúðñèôàë). Â ñèëà å ðàâåíñòâîòî

||x||2 =
∞∑
n=1

|〈x, en〉|2 .

Äîêàçàòåëñòâî. Îñíîâíà ðîëÿ â äîêàçàòåëñòâîòî èãðàå ò.íàð. ëå-
ìà çà îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ. Êàêòî å èçâåñòíî, íàé-êðàòêîòî ðàçñ-
òîÿíèå ìåæäó òî÷êà è ïðàâà, êîÿòî íå ìèíàâà ïðåç íåÿ, ñå äîñòèãà â
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ïåòàòà íà ïåðïåíäèêóëÿðà, ñïóñíàò îò òî÷êàòà êúì ïðàâàòà. Îêàçâà ñå,
÷å ïîäîáíî òâúðäåíèå å âÿðíî è â ïðîèçâîëíî õèëáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî.

Ùå íàïîìíèì ïîíÿòèåòî ðàçñòîÿíèå ìåæäó òî÷êà è ìíîæåñòâî â
ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî (âèæ çàä. 2 êúì �3): Àêî L å ïîäìíîæåñòâî íà
íÿêîå ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî è x å òî÷êà îò òîâà ïðîñòðàíñòâî, òî ïî
äåôèíèöèÿ ρ(x, L) = inf

y∈L
ρ(x, y).

Ëåìà 31. (Ëåìà çà îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ). Íåêà L å êðàé-
íîìåðíî ëèíåéíî ïîäïðîñòðàíñòâî* íà õèëáåðòîâîòî ïðîñòðàíñòâî H
è x å òî÷êà îò H, íå ïðèíàäëåæàùà íà L. Òîãàâà ñúùåñòâóâà åäèíñ-
òâåíà òî÷êà y0 ∈ L òàêàâà, ÷å ρ (x, y0) = ρ(x, L). Òî÷êàòà y0 ñå õàðàê-
òåðèçèðà ñúñ òîâà, ÷å ðàçëèêàòà x − y0 å ïåðïåíäèêóëÿðíà íà ïðîñò-
ðàíñòâîòî L (ò.å. íà âñè÷êè åëåìåíòè îò L).

Äîêàçàòåëñòâî íà ëåìàòà. Íåêà îçíà÷èì ñ n ðàçìåðíîñòòà íà L.
Äà èçáåðåì îðòîíîðìèðàíà ñèñòåìà e1, . . . , en îò åëåìåíòè íà L ; òîãàâà
âñåêè åëåìåíò y ∈ L ñå ïðåäñòàâÿ êàòî òÿõíà ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ:
y =

∑n
i=1 λiei. Èìàìå

ρ(x, y)2 =

〈
x−

n∑
i=1

λiei, x−
n∑
j=1

λjej

〉
= ||x||2 − 2

n∑
i=1

λi 〈x, ei〉+
n∑
i=1

λ2
i .

Áèõìå ìîãëè äà èçïîëçâàìå äèôåðåíöèàëíîòî ñìÿòàíå çà íàìèðà-
íå íà ìèíèìóìà íà ãîðíèÿ èçðàç êàòî ôóíêöèÿ íà λ1, . . . , λn, íî òîâà
ìîæå äà ñòàíå è åëåìåíòàðíî ÷ðåç ò.íàð. îòäåëÿíå íà ïúëåí êâàäðàò:

ρ(x, y)2 = ||x||2 −
n∑
i=1

〈x, ei〉2 +
n∑
i=1

(λi − 〈x, ei〉)2 .

Òúé êàòî òðåòîòî ñúáèðàåìî îòäÿñíî å ñóìà íà êâàäðàòè, à ïúðâî-
òî è âòîðîòî íå ñúäúðæàò ïðîìåíëèâèòå λi, òî ìèíèìàëíàòà ñòîéíîñò
íà òîçè èçðàç ñå äîñòèãà, êîãàòî âñè÷êè êâàäðàòè ñà íóëà, ò.å. êîãàòî
λi = 〈x, ei〉 çà i = 1, . . . , n. Äà îçíà÷èì ñúîòâåòíàòà òî÷êà ñ y0:

y0 =
n∑
i=1

〈x, ei〉 ei.

*Òâúðäåíèåòî å âÿðíî è â ñëó÷àÿ, êîãàòî L å ïðîèçâîëíî çàòâîðåíî ëèíåéíî ïîä-
ïðîñòðàíñòâî íà H. Íèå ùå èçïîëçâàìå îáà÷å ñàìî êðàéíîìåðíèÿ ñëó÷àé.
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Ïîëó÷èõìå, ÷å ρ(x, y) > ρ (x, y0) çà âñÿêî y ∈ L, ðàçëè÷íî îò y0, è
ñëåäîâàòåëíî

ρ (x,L) = inf
y∈L

ρ(x, y) = ρ (x, y0) =

√√√√||x||2 − n∑
i=1

〈x, ei〉2.

Îñòàâà äà ïîêàæåì, ÷å x − y0 å ïåðïåíäèêóëÿðåí íà âñè÷êè åëå-
ìåíòè îò L (ò.å y0 å ïåòà íà ïåðïåíäèêóëÿðà, ñïóñíàò îò x êúì L).
Äîñòàòú÷íî å äà äîêàæåì, ÷å (x− y0)⊥e1, . . . , en. Íàèñòèíà, çà çà âñÿêî
i = 1, . . . , n èìàìå

〈x− y0, ei〉 = 〈x, ei〉 −
n∑
j=1

〈x, ej〉 . 〈ej, ei〉 = 0.

Ïðîäúëæàâàìå äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà çà áàçèñà. Íåêà en
å ïúëíà îðòîíîðìèðàíà ñèñòåìà îò åëåìåíòè íà H. Äà îçíà÷èì ñ Ln
ïðîñòðàíñòâîòî îò âñè÷êè ëèíåéíè êîìáèíàöèè íà ïúðâèòå n åëåìåíòà
e1, . . . , en îò òàçè ñèñòåìà, ò.å. íà âñè÷êè åëåìåíòè îò âèäà

λ1e1 + . . .+ λnen

çà ïðîèçâîëíè êîíñòàíòè λ1, . . . , λn. Î÷åâèäíî Ln å n-ìåðíî ëèíåéíî
ïîäïðîñòðàíñòâî íà H, åëåìåíòèòå e1, . . . , en îáðàçóâàò îðòîíîðìèðàí
áàçèñ â Ln, è ñà íàëèöå âêëþ÷âàíèÿòà

L1 ⊂ L2 ⊂ . . . ⊂ Ln ⊂ . . .

Íåêà ρn = ρ (x,Ln). Îò ìîíîòîííîòî íàðàñòâàíå íà ïðîñòðàíñòâàòà
Ln ñëåäâà, ÷å ÷èñëîâàòà ðåäèöà ρn ìîíîòîííî íàìàëÿâà. Îò ïúëíîòàòà
íà ñèñòåìàòà {en} ñå âèæäà, ÷å çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà n òàêîâà, ÷å
ρn < ε; òîâà îçíà÷àâà, ÷å ρn → 0. Äà îçíà÷èì ñ yn ∈ Ln åëåìåíòà îò Ln,
çà êîéòî ρ (x, yn) = ρn; ïî ëåìàòà, òàêúâ åëåìåíò ñúùåñòâóâà, åäèíñòâåí
å, è èìà ïðåäñòàâÿíåòî

yn =
n∑
i=1

〈x, ei〉 ei,
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ò.å. yn ñúâïàäà ñ ÷àñòè÷íàòà ñóìà Sn íà ðåäà, ó÷àñòâàù â òî÷êà 1/ íà
òåîðåìàòà. Ñëåäîâàòåëíî ||x− Sn|| = ρn → 0, è òî÷êà 1/ å äîêàçàíà.

Â äîêàçàòåëñòâîòî íà ëåìàòà ïîëó÷èõìå ðàâåíñòâîòî

||x− Sn||2 = ||x||2 −
n∑
i=1

〈x, ei〉2 .

Ñëåä ãðàíè÷åí ïðåõîä ïî n îòòóê ñå ïîëó÷àâà ðàâåíñòâîòî íà Ïúðñèôàë
îò 2/.

Ïðèëîæåíèå: Òðèãîíîìåòðè÷íàòà ñèñòåìà â L2[0, 2π] è ðàç-
ëàãàíå íà ôóíêöèèòå â ðåä íà Ôóðèå. Ñ L2[0, 2π] îçíà÷àâàìå ïðîñò-
ðàíñòâîòî íà âñè÷êè èçìåðèìè ôóíêöèè f(x), äåôèíèðàíè çà x ∈ [0, 2π]
è òàêèâà, ÷å |f(x)|2 å èíòåãðóåìà â òîçè èíòåðâàë. Äà ðàçãëåäàìå ñèñ-
òåìàòà îò ôóíêöèè

1, cosx, sinx, . . . , cosnx, sinnx, . . .

Òÿ ñå íàðè÷à òðèãîíîìåòðè÷íà ñèñòåìà îò ôóíêöèè â [0, 2π]. Äà íàìå-
ðèì ñêàëàðíèòå ïðîèçâåäåíèÿ ìåæäó òÿõ: ëåñíî ñå ïðåñìÿòà, ÷å

〈cosnx, cosmx〉 = 0 ïðè n 6= m,= π ïðè n = m 6= 0,= 2π ïðè n = m = 0,

〈sinnx, sinmx〉 = 0 ïðè n 6= m,= π ïðè n = m,

〈sinnx, cosmx〉 = 0 ïðè âñè÷êè n è m.

Ñëåäîâàòåëíî ñèñòåìàòà å îðòîãîíàëíà; êàòî ðàçäåëèì âñåêè åëå-
ìåíò íà íîðìàòà ìó â L2[0, 2π], ïîëó÷àâàìå îðòîíîðìèðàíàòà ñèñòåìà

1√
2π
,
cosx√
π
,
sinx√
π
, . . . ,

cosnx√
π

,
sinnx√

π
, . . . ,

êîÿòî ñúùî ñå íàðè÷à òðèãîíîìåòðè÷íà ñèñòåìà.

Ëåìà 32. Òðèãîíîìåòðè÷íàòà ñèñòåìà å ïúëíà â ïðîñòðàíñò-
âîòî L2[0, 2π].

Äîêàçàòåëñòâî. Êðàéíèòå ëèíåéíè êîìáèíàöèè íà åëåìåíòèòå íà
òðèãîíîìåòðè÷íàòà ñèñòåìà ñà âñúùíîñò òðèãîíîìåòðè÷íèòå ïîëèíîìè;
òðÿáâà äà äîêàæåì, ÷å òå ñà íàâñÿêúäå ãúñòî â L2[0, 2π].
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Íàé-íàïðåä ùå îòáåëåæèì, ÷å ñïîðåä âòîðàòà òåîðåìà íà Âàéåð-
ùðàñ çà àïðîêñèìàöèÿ, âñÿêà íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ f(x) â èíòåðâàëà
[0, 2π], óäîâëåòâîðÿâàùà f(0) = f(2π), ìîæå ðàâíîìåðíî äà ñå àïðîê-
ñèìèðà ñ òðèãîíîìåòðè÷íè ïîëèíîìè. Êàêòî âèäÿõìå ïî-ãîðå, ðàâíî-
ìåðíàòà ñõîäèìîñò âúðõî ìíîæåñòâî ñ êðàéíà ìÿðêà âëå÷å ñëåä ñåáå ñè
ñõîäèìîñò â L1, è î÷åâèäíî ñúùîòî å âÿðíî è çà L2. Ïî-íàòàòúê, âñÿêà
íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ â [0, 2π] ìîæå äà ñå àïðîêñèìèðà â L2-íîðìàòà
ñ òàêèâà, óäîâëåòâîðÿâàùè f(0) = f(2π) (äîêàæåòå!). Íàêðàÿ, ñëåäñò-
âèå 24 (ïî-òî÷íî, íåãîâèÿò âàðèàíò çà L2) ïîêàçâà, ÷å íåïðåêúñíàòèòå
ôóíêöèè ñà íàâñÿêúäå ãúñòî â L2[0, 2π], ñ êîåòî äîêàçàòåëñòâîòî å çà-
âúðøåíî.

Ñëåäîâàòåëíî, çà òðèãîíîìåòðè÷íàòà ñèñòåìà îò ôóíêöèè ìîæå
äà ñå ïðèëîæè òåîðåìàòà çà áàçèñà. Íåêà f(x) ∈ L2[0, 2π]. Îò òåîðåìà
30 ïîëó÷àâàìå ðàâåíñòâîòî

f(x) =

〈
f,

1√
2π

〉
1√
2π

+
∞∑
n=1

〈
f,
cosnx√

π

〉
· cosnx√

π
+

〈
f,
sinnx√

π

〉
· sinnx√

π
,

êàòî ñõîäèìîñòòà íà ðåäà âäÿñíî ñå ðàçãëåæäà îòíîñíî âòîðàòà èíòåã-
ðàëíà íîðìà. Îïðîñòÿâàéêè, ïîëó÷àâàìå

f(x) = 〈f, 1〉 1

2π
+
∞∑
n=1

(
1

π
〈f, cosnx〉 · cosnx+

1

π
〈f, sinnx〉 · sinnx

)
.

Äà îçíà÷èì ñâîáîäíèÿ ÷ëåí ñ a0, êîåôèöèåíòà ïðåä cosnx - ñ an,
è êîåôèöèåíòà ïðåä sinnx - ñ bn. Ïîëó÷àâàìå ñòàíäàðòíèÿ çàïèñ

f(x) = a0 +
∞∑
n=1

(ancosnx+ bnsinnx) ,

êúäåòî

a0 =
1

2π

∫ 2π

0

f(x) dx, an =
1

π

∫ 2π

0

f(x)cosnx dx ïðè n > 0,

bn =
1

π

∫ 2π

0

f(x)sinnx dx.
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Òàêà ïîëó÷åíèÿò ðåä ñå íàðè÷à ðåä íà Ôóðèå çà ôóíêöèÿòà f(x) ∈
L2[0, 2π]. Î÷åâèäíè ñà îöåíêèòå*

|a0| ≤
1

2π
||f ||1 , |an| , |bn| ≤

1

π
||f ||1 .

Êàòî ñëåäñòâèå îò òåîðåìàòà çà áàçèñà íèå ïîëó÷àâàìå ñëåäíèÿ
ðåçóëòàò, èçâåñòåí êàòî Òåîðåìà íà Ðèñ-Ôèøåð:

Òåîðåìà 33. Ðåäúò íà Ôóðèå íà âñÿêà ôóíêöèÿ îò L2[0, 2π] å
ñõîäÿù êúì íåÿ îòíîñíî âòîðàòà èíòåãðàëíà íîðìà.

Çàáåëåæêà. Ñúâñåì ðàçëè÷íà å ñèòóàöèÿòà, àêî íèå ñå èíòåðåñó-
âàìå îò ïîòî÷êîâàòà èëè ðàâíîìåðíà ñõîäèìîñò íà ðåäà íà Ôóðèå êúì
ôóíêöèÿòà f(x). Òàêà íàïðèìåð, ñúùåñòâóâàò íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè,
çà êîèòî ðåäúò íà Ôóðèå å ðàçõîäÿù ïî÷òè íàâñÿêúäå (è âúïðåêè òîâà
ñõîäÿù îòíîñíî ||·||2 ñúãëàñíî ãîðíàòà òåîðåìà). Ñúùåñòâóâàò ðàçëè÷íè
êðèòåðèè çà ïîòî÷êîâà èëè ðàâíîìåðíà ñõîäèìîñò; åäèí îò òÿõ å äàäåí
ïî-äîëó.

Ùå íàïèøåì è ôîðìóëàòà íà Ïúðñèôàë çà ðåäà íà Ôóðèå.

Òåîðåìà 34. Â ñèëà å ðàâåíñòâîòî

||f ||22 = 2πa2
0 + π

∞∑
n=1

(
a2
n + b2

n

)
.

Äîêàçàòåëñòâî. Îò òî÷êà 2/ íà òåîðåìà 30 ïîëó÷àâàìå, ÷å

||f ||22 =

〈
f,

1√
2π

〉2

+
∞∑
n=1

(〈
f,
cosnx√

π

〉2

+

〈
f,
sinnx√

π

〉2
)
,

îòêúäåòî âåäíàãà ñëåäâà òåîðåìàòà.

Êîìïëåêñíà ôîðìà íà òðèãîíîìåòðè÷íàòà ñèñòåìà. Â òàçè
ïîäòî÷êà ñ L2[0, 2π] ùå îçíà÷àâàìå ïðîñòðàíñòâîòî íà êîìïëåêñíîçíà÷-
íèòå èçìåðèìè ôóíêöèè f(x) íà [0, 2π] (ò.å. ôóíêöèè, çà êîèòî ðåàëíàòà

*Òåçè îöåíêè ïîêàçâàò, ÷å ðåäúò íà Ôóðèå ìîæå äà áúäå äåôèíèðàí è çà ôóíê-
öèèòå îò ïî-øèðîêîòî ïðîñòðàíñòâî L1[0, 2π].
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è èìàãèíåðíàòà ÷àñò ñà èçìåðèìè), òàêèâà, ÷å |f(x)|2 å èíòåãðóåìà îò-
íîñíî ñòàíäàðòíàòà ìÿðêà âúðõó òîçè èíòåðâàë. Êàêòî áåøå îòáåëÿçàíî
ïî-ãîðå, ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå

〈f, g〉 =

∫ 2π

0

f(x)g(x) dx

ïðåâðúùà òîâà ïðîñòðàíñòâî â õèëáåðòîâî, è âñè÷êè òâúðäåíèÿ, äêàçà-
íè ïî-ãîðå çà ïðîñòðàíñòâîòî îò ðåàëíîçíà÷íèòå ôóíêöèè, ñà â ñèëà è
òóê.

Ñåãà ìîæåì äà âúâåäåì òðèãîíîìåòðè÷íàòà ñèñòåìà îò ôóíêöèè
ïî äðóã íà÷èí. Îò ôîðìóëèòå íà Îéëåð èìàìå

cosnx =
1

2

(
einx + e−inx

)
, sinnx =

1

2i

(
einx − e−inx

)
.

Ñëåäîâàòåëíî, äâåòå ôóíêöèè cosnx è sinnx ìîãàò äà áúäàò çàìåíåíè ñ
äðóãè äâå: einx è e−inx, áåç äà ñå ïðîìåíÿ ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè êðàéíè
ëèíåéíè êîìáèíàöèè. Òàêà ñòèãàìå äî ñèñòåìàòà:

. . . , e−inx, . . . , e−ix, 1, eix, . . . , einx, . . . =
{
einx
}
n∈Z ,

êîÿòî ùå íàðè÷àìå êîìïëåêñíà ôîðìà íà òðèãîíîìåòðè÷íàòà ñèñòåìà.
Ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å òàçè ñèñòåìà å îðòîãîíàëíà; çà äà ÿ íàïðàâèì
îðòîíîðìèðàíà, å äîñòàòú÷íî äà ðàçäåëèì âñåêè åëåìåíò íà íîðìàòà ìó,
êîÿòî å åäíà è ñúùà çà âñè÷êè è å ðàâíà íà

√
2π. Òåîðåìàòà çà áàçèñà

íè äàâà äðóãà ôîðìà íà ðåäà íà Ôóðèå íà f(x):

f(x) =
∑
n∈Z

〈
f,
einx√

2π

〉
· e

inx

√
2π

=
∑
n∈Z

cne
inx ,

êúäåòî ñ cn ñìå îçíà÷èëè êîìïëåêñíîòî ÷èñëî

cn =
1

2π

〈
f, einx

〉
=

1

2π

∫ 2π

0

f(x)e−inx dx.

(Ðàçáèðà ñå, îòíîâî ñå èìà ïðåä âèä ñõîäèìîñò íà ñúîòâåòíèÿ ðåä ñïðÿìî
íîðìàòà â L2[0, 2π]).
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Ñåãà ôîðìóëàòà íà Ïúðñèôàë äîáèâà âèäà

||f ||22 = 2π
∑
n∈Z
|cn|2 .

Â ìíîãî ñëó÷àè èçïîëçâàíåòî íà êîìïëåêñíàòà ôîðìà íà òðèãî-
íîìåòðè÷íàòà ñèñòåìà âîäè äî îïðîñòÿâàíå íà èç÷èñëåíèÿòà: òàêà íàï-
ðèìåð, òóê èìàìå ñàìî åäíà ôîðìóëà çà êîåôèöèåíòèòå, âìåñòî òðè
ðàçëè÷íè ôîðìóëè â ðàçëè÷íèòå ñëó÷àè, êàêòî áåøå çà ðåàëíàòà ñèñòå-
ìà.

Åäèí êðèòåðèé çà ðàâíîìåðíà ñõîäèìîñò íà ðåäà íà Ôó-
ðèå. Ñúùåñòâóâàò ìíîãî êðèòåðèè, îñèãóðÿâàùè ïîòî÷êîâàòà èëè ðàâ-
íîìåðíà ñõîäèìîñò íà ðåäà íà Ôóðèå íà äàäåíà ôóíêöèÿ. Òóê ùå äàäåì
åäèí îò íàé-ïðîñòèòå.

Òåîðåìà 35. Íåêà íåïðåêúñíàòàòà ôóíêöèÿ f(x) ïðèòåæàâà
íåïðåêúñíàòà èëè ÷àñòè÷íî íåïðåêúñíàòà ïðîèçâîäíà â [0, 2π] è f(0) =
f(2π). Òîãàâà ðåäúò íà Ôóðèå íà ôóíêöèÿòà f(x) å ðàâíîìåðíî ñõîäÿù
êúì íåÿ â [0, 2π].

Äîêàçàòåëñòâî.Ùå èçïîëçâàìå âðúçêàòà ìåæäó êîåôèöèåíòèòå
íà Ôóðèå íà ôóíêöèÿòà è íà íåéíàòà ïðîèçâîäíà, äàäåíè â çàä. 14.
Íåêà Sn(x) å n-òàòà ÷àñòè÷íà ñóìà íà ðåäà íà Ôóðèå íà f(x), è íåêà
Rn(x) = f(x)− Sn(x). Òîãàâà

|Rn(x)| =

∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+1

(akcos kx+ bksin kx)

∣∣∣∣∣ ≤
≤

∞∑
k=n+1

(|ak|+ |bk|) =
∞∑

k=n+1

1

k
|a′k|+

∞∑
k=n+1

1

k
|b′k|

Ïðèëàãàéêè êúì ïîñëåäíèòå ñóìè íåðàâåíñòâîòî íà Êîøè-Øâàðö-
Áóíÿêîâñêè çà ðåäèöè, ïîëó÷àâàìå. ÷å

|Rn(x)| ≤

√√√√ ∞∑
k=n+1

1

k2

√√√√ ∞∑
k=n+1

(a′k)
2 +

√√√√ ∞∑
k=n+1

(b′k)
2

 ≤
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≤ 2√
π
||f ′||2

√√√√ ∞∑
k=n+1

1

k2
.

Òúé êàòî ðåäúò
∑

1
n2 å ñõîäÿù, òî äÿñíàòà ñòðàíà êëîíè êúì íóëà ïðè

n→∞.
Çàáåëåæêà. Êàòî âçåìåì ïðåäâèä, ÷å n-òèÿò îñòàòúê íà ðåäà∑

1
n2 å îò ïîðÿäúê 1/n, è ÷å ðåäîâåòå

∑
(a′k)

2 è
∑

(b′k)
2 ñà ñõîäÿùè,

ò.å. òÿõíèòå îñòàòúöè êëîíÿò êúì íóëà, ïîëó÷àâàìå îöåíêà çà îñòàòúêà
íà ðåäà íà Ôóðèå

|Rn(x)| = o

(
1√
n

)
.

Óïðàæíåíèÿ.

1. (Ïðèìåð íà íåèçìåðèìî ìíîæåñòâî.) Äà âúâåäåì âúðõó
èíòåðâàëà [0, 1] ñëåäíàòà ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò: àêî x, y ∈ [0, 1],
ùå êàçâàìå, ÷å òå ñà åêâèâàëåíòíè, àêî x− y å ðàöèîíàëíî. Èíòåðâàëúò
[0, 1] ñå ïðåäñòàâÿ êàòî îáåäèíåíèå íà íåïðåñè÷àùè ñå êëàñè íà åêâèâà-
ëåíòíîñò îòíîñíî òàçè ðåëàöèÿ: [0, 1] = ∪αEα. Íåêà N å ìíîæåñòâî, êîå-
òî ñúäúðæà òî÷íî ïî åäèí åëåìåíò îò âñåêè êëàñ íà åêâèâàëåíòíîñò*Eα.
Äîêàæåòå, ÷å ìíîæåñòâîòîN íå å èçìåðèìî ñïðÿìî ñòàíäàðòíàòà ìÿðêà
íà R.

Óïúòâàíå. 1. Íåêà {rk}k=1,2,... å ðåäèöàòà îò âñè÷êè ðàöèîíàëíè
÷èñëà â èíòåðâàëà [−1, 1], è Nk = N+rk. Äîêàæåòå, ÷å ìíîæåñòâàòà Nk

íÿìàò îáùè òî÷êè çà ðàçëè÷íè k, è

[0.1] ⊂ ∪∞k=1Nk ⊂ [−1, 2].

2. Äà äîïóñíåì, ÷åN å èçìåðèìî; òîãàâà µ (Nk) = µ (N) çà âñÿêî k.
Èçïîëçâàéêè σ-àäèòèâíîñòòà íà ìÿðêàòà, äîêàæåòå, ÷å âñÿêî îò ïðåä-
ïîëîæåíèÿòà µ (N) = 0 è µ (N) > 0 âîäè äî ïðîòèâîðå÷èå ñ ðåçóëòàòèòå
íà òî÷êà 1.

*Ñúùåñòâóâàíåòî íà òàêîâà ìíîæåñòâî ñå òâúðäè îò ò.íàð. àêñèîìà çà èçáîðà -
åäíà îò àêñèîìèòå íà òåîðèÿòà íà ìíîæåñòâàòà. Òàçè àêñèîìà äúëãî âðåìå å áèëà
îñïîðâàíà ïîðàäè ïàðàäîêñàëíèòå ðåçóëòàòè, äî êîèòî âîäè. Íå å èçâåñòíà êîíñò-
ðóêöèÿ íà íåèçìåðèìî ìíîæåñòâî, êîÿòî äà íå èçïîëçâà òàçè àêñèîìà.
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Çàáåëåæêà. Èçïúëíåíî å è ïî-ñèëíî òâúðäåíèå, êîåòî íÿìà äà
äîêàçâàìå: âñÿêî èçìåðèìî ìíîæåñòâî ñ íåíóëåâà ìÿðêà ñúäúðæà íåèç-
ìåðèìî ïîäìíîæåñòâî.

2. Äîêàæåòå, ÷å âñÿêî îòâîðåíî ìíîæåñòâî U â Rn å èçìåðèìî.
Óïúòâàíå. Äîêàæåòå, ÷åU ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî îáåäèíåíèå

íà âñè÷êè ïðàâîúãúëíè ïàðàëåëåïèïåäè, ñúäúðæàùè ñå â U. Äîêàæåòå,
÷å òîâà ïðåäñòàâÿíå íÿìà äà ñå èçìåíè, àêî ñå âçåìàò ñàìî îíåçè ïàðàëå-
ëåïèïåäè, ÷èèòî âúðõîâå ñà ðàöèîíàëíè òî÷êè (ò.å. òî÷êè îò Qn ⊂ Rn).
Äîêàæåòå, ÷å ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè òàêèâà ïàðàëåëåïèïåäè å èçáðîè-
ìî.

3. Äîêàæåòå, ÷å âñÿêî îòâîðåíî ìíîæåñòâî U â Rn ìîæå äà ñå
ïðåäñòàâè êàòî îáåäèíåíèå íà èçáðîèìî ìíîãî çàòâîðåíè ïðàâîúãúëíè
ïàðàëåëåïèïåäè ñ íåïðåñè÷àùè ñå âúòðåøíîñòè.

Óïúòâàíå (çà ñëó÷àÿ íà R2). Äà ðàçäåëèì ðàâíèíàòà íà êâàäðàòè
ñúñ ñòðàíà åäèíèöà (ñ âúðõîâå â öåëî÷èñëåíèòå òî÷êè), è äà îçíà÷èì
ñ V1 îáåäèíåíèåòî íà òåçè çàòâîðåíè êâàäðàòè, êîèòî ñå ñúäúðæàò â
U. Äà ðàçäåëèì ñëåä òîâà ðàâíèíàòà íà êâàäðàòè ñ äúëæèíà 1/2, ò.å.
ñ âúðõîâå â òî÷êèòå, ÷èèòî êîðäèíàòè ñà öåëî÷èñëåíî êðàòíè íà 1/2,
è äà îçíà÷èì ñ V2 îáåäèíåíèåòî íà òåçè îò òÿõ, êîèòî ñå ñúäúðæàò
â U, íî íå ñå ñúäúðæàò â V1. Ïðîäúëæàâàéêè òàêà, ïîëó÷àâàìå, ÷å
U = V1 ∪V2 ∪ . . ., îòêúäåòî ñëåäâà òâúðäåíèåòî.

4. Äîêàæåòå, ÷å àêî ϕ : U → V å âçàèìíî åäíîçíà÷íî è âçàèìíî
íåïðåêúñíàòî èçîáðàæåíèå ìåæäó îáëàñòèòå U è V â Rn, òî ϕ çàïàçâà
áîðåëåâèòå ìíîæåñòâà , ò.å. ϕ(A) å áîðåëåâî òî÷íî òîãàâà, êîãàòî A å
áîðåëåâî.

5. Ïîêàæåòå, ÷å òâúðäåíèåòî îò ïðåäíàòà çàäà÷à ïðåñòàâà äà áúäå
âÿðíî, àêî âìåñòî "áîðåëåâî" íàïèøåì "èçìåðèìî ïî Ëåáåã" èëè "ïðå-
íåáðåæèìî ïî Ëåáåã".

Óïúòâàíå. Íåêà K è κ(x) ñà ñúîòâåòíî ìíîæåñòâîòî íà Êàíòîð è
ôóíêöèÿòà íà Êàíòîð â èíòåðâàëà [0, 1], äåôèíèðàíè â óïðàæíåíèÿòà
êúì �1. Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà ϕ(x) = x+ κ(x), x ∈ [0, 1].

à/ Äîêàæåòå, ÷å ϕ(x) å íåïðåêúñíàòà è ñòðîãî ìîíîòîííî ðàñòÿùà,
è ñëåäîâàòåëíî îïðåäåëÿ âçàèìíî åäíîçíà÷íî è âçàèìíî íåïðåêúñíàòî
ñúîòâåòñòâèå ìåæäó èíòåðâàëà [0, 1] è èíòåðâàëà [0, 2].
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á/ Äîêàæåòå, ÷å K å ïðåíåáðåæèìî ìíîæåñòâî â [0, 1], äîêàòî
µ (ϕ(K)) = 1.

â/ Íåêà A å íåèçìåðèìî ïîäìíîæåñòâî íà ϕ(K) (âèæ çàáåëåæêàòà
ñëåä çàä. 1), è B = ϕ−1(A). Òîãàâà B å ïðåíåáðåæèìî è ñëåäîâàòåëíî
èçìåðèìî, äîêàòî A íå å òàêîâà.

6. Äîêàæåòå, ÷å ìíîæåñòâîòî B îò çàäà÷à 5. â/ å èçìåðèìî, íî íå
å áîðåëåâî (èçïîëçâàéòå çàäà÷à 4.)

7. Íåêà χA(x) è χB(x) äà ñà õàðàêòåðèñòè÷íèòå ôóíêöèè ñúîòâåò-
íî íà ìíîæåñòâàòà A è B îò îò çàäà÷à 5. â/. Òîãàâà χB(x) å èçìåðèìà
ôóíêöèÿ è χA(x) = χB (ϕ−1(x)), íî χA(x) íå å èçìåðèìà.

8. Íåêà f(x) è g(x) ñà èíòåãðóåìè ôóíêöèè âúðõó R, f̂(ξ) è ĝ(ξ)
ñà òÿõíèòå ïðåîáðàçîâàíèÿ íà Ôóðèå (âèæ êðàÿ íà ðàçäåë 6), è f ∗ g(x)
å òÿõíàòà êîíâîëþöèÿ (âèæ êðàÿ íà ðàçäåë 8). Äîêàæåòå, ÷å

à/ ||f ∗ g||1 ≤ ||f ||1 ||g||1
á/ f̂ ∗ g(ξ) = f̂(ξ).ĝ(ξ).

9. Íåêà x0 ∈ R è α(x) å ìîíîòîííàòà ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà ñ
ðàâåíñòâàòà

α(x) =

{
0, àêî x ≤ x0,
1, àêî x > x0.

Íåêà ôóíêöèÿòà f(x) å íåïðåêúñíàòà â òî÷êàòà x0. Äîêàæåòå, ÷å f(x) å
èíòåãðóåìà ñïðÿìî ìÿðêàòà µα, è ïðåñìåòíåòå

∫
R
f(x) dα(x). Äîêàæåòå,

÷å L1 (µα) ≈ R.

10. Íåêà å äàäåíà ôóíêöèÿòà f(x) ∈ L1(R) (ñ äðóãè äóìè, èí-
òåãðóåìà îòíîñíî ñòàíäàðòíàòà ìÿðêà íà R), êîÿòî å äèôåðåíöèðóåìà
íàâñÿêúäå, êàòî f ′(x) ñúùî ïðèíàäëåæè íà L1(R). Äîêàæåòå ÷ðåç èí-
òåãðèðàíå ïî ÷àñòè, ÷å

f̂ ′(ξ) = iξf̂(ξ).

Óïúòâàíå. Ïðåäâàðèòåëíî ïîêàæåòå, ÷å limx→±∞ f(x) = 0, è èç-
ïîëçâàéòå èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè.

11. (Ëåìà íà Ðèìàí.) Ïîêàæåòå, ÷å çà âñÿêà ôóíêöèÿ f(x) ∈ L1(R)
å èçïúëíåíî

lim
ξ→±∞

f̂(ξ) = 0.
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Óïúòâàíå. Ñòúïêà 1. Äîêàæåòå, ÷å òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà âñè÷êè
ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿâàùè óñëîâèåòî íà ïðåäíàòà çàäà÷à, êàòî èçïîë-
çâàòå íåðàâåíñòâîòî ∣∣∣f̂(ξ)

∣∣∣ ≤ ||f ′||1|ξ| .
Ñòúïêà 2. Èçïîëçâàéòå, ÷å ïî ñëåäñòâèå 25 âñÿêà ôóíêöèÿ f(x) ∈

L1(R) ìîæå äà ñå àïðîêñèìèðà ñ òàêèâà ôóíêöèè.

12. Äîêàæåòå, ÷å àêî M ∈ Rn å îãðàíè÷åíî èçìåðèìî ìíîæåñòâî,
òî L2(M) ñå ñúäúðæà â L1(M).

13. Íåêà M å ïîäìíîæåñòâîòî íà L2[0, 2π], ñúñòîÿùî ñå îò âñè÷êè
ôóíêöèè îò âèäà sinnx, n = 1, 2, . . .. Äîêàæåòå, ÷å M å îãðàíè÷åíî è
çàòâîðåíî, íî íå å êîìïàêòíî (ò.å. íå å èçïúëíåíà òåîðåìàòà íà Áîëöàíî-
Âàéåðùðàñ çà ñúùåñòâóâàíå íà ñõîäÿùà ïîäðåäèöà).

Óïúòâàíå. Èçïîëçâàéòå, ÷å ρ2(sinnx, sinmx) =
√

2π ïðè n 6= m.

14. Íåêà íåïðåêúñíàòàòà ôóíêöèÿ f(x) ïðèòåæàâà íåïðåêúñíàòà
èëè ÷àñòè÷íî íåïðåêúñíàòà ïðîèçâîäíà â [0, 2π] è f(0) = f(2π). Íåêà an,
bn, cn äà îçíà÷àâàò, êàêòî è ïî-ãîðå, êîåôèöèåíòèòå íà Ôóðèå íà f(x), à
a′n, b

′
n, c

′
n - ñúîòâåòíèòå êîåôèöèåíòè çà ïðîèçâîäíàòà f ′(x). Äîêàæåòå.

÷å ñà â ñèëà ðàâåíñòâàòà

a′n = n.bn, b
′
n = −n.an, c′n = in.cn.

Çàáåëåæêà. Äà íàïðàâèì ôîðìàëíî äèôåðåíöèðàíå íà ðåäà íà
Ôóðèå (â ðåàëíàòà èëè êîìïëåêñíàòà ôîðìà). Ùå ïîëó÷èì ðåä íà Ôó-
ðèå ñ êîåôèöèåíòè, äàäåíè ñ ãîðíèòå ôîðìóëè. Ðàçáèðà ñå, â ñëó÷àÿ
ôîðìàëíîòî äèôåðåíöèðàíå íà ðåäà â íèêàêúâ ñëó÷àé íå å çàêîííà
îïåðàöèÿ, íî âúïðåêè òîâà âîäè äî âÿðíè ôîðìóëè.

Óïúòâàíå. Èçïîëçâàéòå èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè.
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