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Ãëàâà 0

Óâîä

Äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ âúçíèêâàò â êðàÿ íà 17 âåê. Ïî âñÿêà âåðîÿòíîñò äàòàòà 11
íîåìâðè 1675 ã. ìîæå äà ñå ñ÷èòà íà÷àëî íà íàóêàòà äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ. Òîãàâà
Ëàéáíèö íàïèñâà óðàâíåíèåòî ∫

ydy =
1

2
y2,

ñ êîåòî ðåøàâà åäíî ïðîñòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå è ñúùåâðåìåííî îòêðèâà åäíî
ìîùíî ñðåäñòâî çà èçñëåäâàíå � èíòåãðàëíîòî ñìÿòàíå.

Ñ÷èòà ñå, ÷å òåðìèíúò äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå å óïîòðåáåí çà ïðúâ ïúò îò Õþéãåíñ
ïðåç 1693 ã.

Ãîðåäîëó ïî ñúùîòî âðåìå Íþòîí (1642 � 1727) êëàñèôèöèðà íÿêîëêî äèôåðåíöèàëíè
óðàâíåíèÿ (çàïèñàíè îêîëî 1671 ã. è ïóáëèêóâàíè ïðåç 1736 ã.). Íþòîí å òúðñèë ðåøåíèÿ-
òà íà äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ âúâ âèä íà ñòåïåííè ðåäîâå. Òîâà, êîåòî å ïî-âàæíî
å, ÷å òîé ïðúâ îñúçíàâà âàæíîñòòà èì çà åñòåñòâîçíàíèåòî. Âúâ ôóíäàìåíòàëíèÿ ñè
òðóä "Principia" (1687 ã.) Íþòîí ôîðìóëèðà ñâîèòå çàêîíè, âòîðèÿò îò êîèòî ãëàñè:
"Ñèëàòà å ðàâíà íà ìàñàòà ïî óñêîðåíèåòî" . Òîçè çàêîí, íàïèñàí ñ ôîðìóëè, ùå âèäèì
ìàëêî ïî íàòàòúê. Ñ ïîìîùòà íà ñâîèòå çàêîíè Íþòîí èçëàãà òåîðèÿòà çà äâèæåíèåòî
íà ïëàíåòèòå íà Ñëúí÷åâàòà ñèñòåìà è ïî òîçè íà÷èí ïîñòàâÿ îñíîâèòå íà ñúâðåìåííàòà
ôèçèêà.

Ïðåç 18 âåê îñîáåíî ãîëåìè ïðèíîñè â ðàçâèòèåòî íà äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ
èìà ôàìèëèÿòà Áåðíóëè. Òå èíòåðïðåòèðàò ðàçëè÷íè ôèçè÷íè è ãåîìåòðè÷íè çàäà÷è â
òåðìèíèòå íà äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ. Â ÷àñòíîñò, òå îòêðèâàò íÿêîè êëàñîâå óðàâ-
íåíèÿ, êîèòî ìîãàò äà ñå ðåøàò ÿâíî (âèæòå Ãëàâà 1).

Íå ìîæå äà íå îòáåëåæèì è ïðèíîñèòå íà Îéëåð (1707 � 1783) è íà Ëàãðàíæ (1736 �
1813), êîèòî ñúçäàâàò òåîðèÿòà íà ëèíåéíèòå óðàâíåíèÿ (âèæòå Ãëàâà 4).

Ïðåç 19 âåê ñ Ïîàíêàðå (1854 � 1912) çàïî÷âà íîâ åòàï. Ñúçäàäåíàòà îò íåãî êà÷åñòâå-
íà òåîðèÿ çà èçñëåäâàíå íà äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ å àêòèâíî èçñëåäâàíà îáëàñò è
äî äíåñ ñ ìíîãî âàæíè ïðèëîæåíèÿ â åñòåñòâîçíàíèåòî.

Ïîíàñòîÿùåì òåîðèÿòà íà äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ å îãðîìåí íàáîð îò ðàçëè÷íè
èäåè è ìåòîäè, èçïîëçâàùè àïàðàòà íà äðóãè ìàòåìàòè÷åñêè äèñöèïëèíè êàòî àëãåáðà,
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8 ÃËÀÂÀ 0. ÓÂÎÄ

àíàëèç (ðåàëåí, êîìïëåêñåí, ôóíêöèîíàëåí), òåîðèÿ íà ãðóïèòå íà Ëè è äð. Ïðåäñòàâÿ-
íåòî íà ñúâðåìåííîòî ñúñòîÿíèå èçëèçà èçâúí ðàìêèòå íà òåçè ëåêöèè.

0.1 Îñíîâíè ïîíÿòèÿ

Äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå å óðàâíåíèå, êîåòî ñúäúðæà íåèçâåñòíà ôóíêöèÿ è íåéíèòå
ïðîèçâîäíè. Â òåçè ëåêöèè ùå ïðåäïîëàãàìå, ÷å èìàìå ñàìî åäíà íåçàâèñèìà ïðîìåíëèâà
è òîãàâà ãîâîðèì çà îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ (ùå ãè îçíà÷àâàìå íàêðàòêî
ñ ÎÄÓ). Íèå ùå ñå çàíèìàâàìå ñàìî ñ ÎÄÓ.

Ôîðìàëíî, îáèêíîâåíî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå íàðè÷àìå óðàâíåíèå, êîåòî ñâúðçâà
íåçàâèñèìà ïðîìåíëèâà x, íåèçâåñòíà ôóíêöèÿ y è íÿêîëêî íåéíè ïðîèçâîäíè

F (x, y, y′, . . . , y(n)) = 0. (0.1)

Òóê y′, y′′, . . . , y(n) îçíà÷àâàò ïúðâàòà, âòîðàòà, ..., n-òàòà ïðîèçâîäíà íà ôóíêöèÿòà y ïî
îòíîøåíèå íà x.

Äåôèíèöèÿ 0.1. Ðåäúò íà íàé-âèñîêàòà ïðîèçâîäíà, ó÷àñòâàùà â óðàâíåíèåòî, ñå
íàðè÷à ðåä íà ÎÄÓ (0.1).

Ïðèìåðè

1) y′ = f(x) å óðàâíåíèå îò ïúðâè ðåä;
2) y′′ + 2(y′)4 = 1 å óðàâíåíèå îò âòîðè ðåä;
3) y(8) − 4(y′′)3 = x2 å óðàâíåíèå îò îñìè ðåä .
Íèå ùå èçïîëçâàìå ñúùî òàêà t êàòî íåçàâèñèìà ïðîìåíëèâà. Â ïîâå÷åòî ïðèëîæåíèÿ

ñ t îáèêíîâåííî ñå îçíà÷àâà âðåìåòî. Àíàëîãè÷íî ñ ẋ.ẍ, . . . , x(n) îçíà÷àâàìå ïúðâàòà,
âòîðàòà, ..., n-òàòà ïðîèçâîäíà íà ïðîìåíëèâàòà x îòíîñíî íåçàâèñèìàòà ïðîìåíëèâà t.

Ðåøåíèå íà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå îò n-òè ðåä (0.1) âúðõó èíòåðâàëà (a, b) å
ôóíêöèÿ y = φ(x), äåôèíèðàíà â èíòåðâàëà (a, b) çàåäíî ñúñ ñâîèòå ïðîèçâîäíè äî n-
òè ðåä âêëþ÷èòåëíî, è òàêàâà, ÷å çàìåñòåíà â (0.1), ãî ïðåâðúùà â òúæäåñòâî ïî x â
èíòåðâàëà (a, b) .

Ãðàôèêúò íà ðåøåíèåòî â ðàâíèíàòà (x, y) ñå íàðè÷à èíòåãðàëíà êðèâà.
Ïîíÿêîãà ðåøåíèÿòà íà ÎÄÓ èìàò âèäà y = y(x) (êîãàòî óñïååì äà ãè íàìåðèì).

Ñúùî òàêà å âúçìîæíî äà ïîëó÷èì êàòî ðåøåíèå è îáðàòíàòà ôóíêöèÿ x = x(y). Ïî-
÷åñòî íàìèðàìå ðåøåíèåòî êàòî íåÿâíà ôóíêöèÿ Φ(x, y(x)) = 0. Âúçìîæíî å äà ïîëó÷èì
ðåøåíèåòî â ïàðàìåòðè÷åí âèä x = x(p), y = y(p), êúäåòî p å ïàðàìåòúð.

Äà ñå âúðíåì êúì Ïðèìåð 1 � çàäà÷à, ïîçíàòà íè îò Èíòåãðàëíîòî ñìÿòàíå. Èíòå-
ãðèðàìå âåäíúæ è ïîëó÷àâàìå

y(x) =

∫
f(x)dx+ C. (0.2)

Òîâà å è ðåøåíèåòî íà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå îò òîçè ïðèìåð. Ïúðâîòî íåùî, êîåòî
çàáåëÿçâàìå å, ÷å ïðîöåñúò íà íàìèðàíå íà ðåøåíèÿòà å ñâúðçàí ñ èíòåãðèðàíå. Çàòîâà
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÷åñòî ùå èçïîëçâàìå äóìàòà èíòåãðèðàíå íà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå êàòî ñèíîíèì
íà ðåøàâàíå.

Çàäà÷àòà çà èíòåãðèðàíå íà äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå ñå ñúñòîè â íàìèðàíåòî íà
âñè÷êè íåãîâè ðåøåíèÿ. Â ñëó÷àèòå, â êîèòî óñïååì äà íàìåðèì ðåøåíèåòî ñ ÿâíà ôîð-
ìóëà êàòî (0.2), äîðè äà íå ìîæåì äà ïðåñìåòíåì èíòåãðàëà, êàçâàìå, ÷å óðàâíåíèåòî ñå
èíòåãðèðà â êâàäðàòóðè.

Âòîðîòî íåùî, êîåòî çàáåëÿçâàìå îò ôîðìóëà (0.2) å, ÷å ðåøåíèèåòî çàâèñè îò êîí-
ñòàíòà.

Ùå èçïîëçâàìå ñëåäíàòà êîíâåíöèÿ. Ïîä îáùî ðåøåíèå íà óðàâíåíèå îò n-òè ðåä (0.1)
ðàçáèðàìå ðåøåíèå, çàâèñåùî îò n ïðîèçâîëíè êîíñòàíòè

Φ(x, y, C1, C2, . . . , Cn) = 0. (0.3)

Â ñëó÷àé, êîãàòî êîíñòàíòèòå ñà ïî-ìàëêî (èëè åêâèâàëåíòíî íà íÿêîÿ îò êîíñòàíòèòå å
äàäåíî êîíêðåòíî ÷èñëîâî çíà÷åíèå), ãîâîðèì çà ÷àñòíî ðåøåíèå.

0.2 Çàäà÷à íà Êîøè

Ïîíÿêîãà ñå èíòåðåñóâàìå íå îò âñè÷êè ðåøåíèÿ, à îò íÿêîå ñïåöèàëíî ðåøåíèå, ïðåìè-
íàâàùî ïðåç çàäàäåíà òî÷êà. Òàêà çàäàäåíàòà òî÷êà ñå íàðè÷à íà÷àëíî óñëîâèå.

Äåôèíèöèÿ 0.2. Çàäà÷à íà Êîøè çà óðàâíåíèåòî (0.1) ñå çàäàâà ñ äèôåðåíöèàëíîòî
óðàâíåíèå

F (x, y, y′, . . . , y(n)) = 0 (0.4)

è íà÷àëíèòå óñëîâèÿ

y(x0) = y0, y
′(x0) = y′0, . . . , y

(n−1)(x0) = y
(n−1)
0 . (0.5)

Ðàçáèðà ñå, ðåøåíèåòî íà çàäà÷àòà íà Êîøè (0.4), (0.5) å ÷àñòíî ðåøåíèå.
Ïðèìåð. Çà óðàâíåíèåòî îò ïúðâè ðåä, ðàçðåøåíî îòíîñíî ïðîèçâîäíàòà, ïîñòàâÿìå

çàäà÷àòà íà Êîøè ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

y′ = f(x, y), y(x0) = y0, (0.6)

êàòî (x0, y0) ñà èçâåñòíè ñòîéíîñòè îò îáëàñòòà, â êîÿòî ðàçãëåæäàìå äèôåðåíöèàëíîòî
óðàâíåíèå.

Íåêà äà îòáåëåæèì, ÷å àïðèîðè íå å ÿñíî äàëè çàäà÷àòà íà Êîøè èìà ðåøåíèå, àêî
èìà, êîëêî ðåøåíèÿ ìèíàâàò ïðåç òî÷êàòà (x0, y0). Íå å ÿñíî ñúùî òàêà äàëè ðåøåíèåòî
çàâèñè ïî íåïðåêúñíàò èëè äèôåðåíöèðóåì íà÷èí îò íà÷àëíèòå óñëîâèÿ. Òåçè âúïðîñè ñå
ðàçãëåæäàò â Ãëàâà 3 ïðè ðàçóìíè ïðåäïîëîæåíèÿ âúðõó ôóíêöèèòå â äèôåðåíöèàëíîòî
óðàâíåíèå.
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0.3 Ñèñòåìè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ

Íåêà ñåãà äà ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ, êîãàòî çàâèñèìèòå ïðîìåíëèâè ñà ïîâå÷å îò åäíà. Òîâà
âîäè äî èçó÷àâàíåòî íà ñèñòåìè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ. Ñ ïîìîùòà íà åâåíòóàëíî
âúâåæäàíå íà íîâè ïðîìåíëèâè çàïèñâàìå åäíà ñèñòåìà ÎÄÓ â òàêà íàðå÷åíàòà íîðìàë-
íà ôîðìà � ñèñòåìà óðàâíåíèÿ îò ïúðâè ðåä, ðàçðåøåíè îòíîñíî ïðîèçâîäíèòå∣∣∣∣∣∣∣∣

ẋ1(t) = v1(t, x1(t), x2(t), . . . , xn(t))
ẋ2(t) = v2(t, x1(t), x2(t), . . . , xn(t))
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
ẋn(t) = vn(t, x1(t), x2(t), . . . , xn(t)).

(0.7)

Òàçè ñèñòåìà ñå çàïèñâà ñúùî êàòî âåêòîðíî óðàâíåíèå

ẋ = v(t, x), t ∈ R1, x ∈ U ⊂ Rn, (0.8)

êúäåòî x = (x1, x2, . . . , xn)
T , v(t, x) = (v1, v2, . . . , vn)

T . Òåçè çàïèñè óäîñòîâåðÿâàò óïîòðå-
áàòà íà òåðìèíèòå "óðàâíåíèå" è "ñèñòåìà" êàòî ñèíîíèìè. Íèå ùå óïîòðåáÿâàìå è
äâàòà òåðìèíà.

Óðàâíåíèåòî (0.8) å îáîáùåíèå íà åäíî ñêàëàðíî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå

ẋ = v(t, x), x ∈ R1. (0.9)

Äà ïðèïîìíèì îò Äèôåðåíöèàëíîòî ñìÿòàíå ìåõàíè÷íàòà èíòåðïðåòàöèÿ íà ïðîèçâîä-
íàòà. Àêî x(t) å çàêîíúò çà äâèæåíèå (ãðóáî êàçàíî ïúòÿò) íà ÷àñòèöà, òî ẋ = dx

dt
å

ñêîðîñòòà, êîÿòî çàâèñè îò t è êîîðäèíàòàòà x. Òîãàâà çàäà÷àòà çà ðåøàâàíå íà óðàâíåíèå
(0.9) ìîæå äà ñå ïðåôîðìóëèðà òàêà: äà ñå íàìåðè ïúòÿò íà äâèæåùà ñå ÷àñòèöà ïî
çàäàäåíà íåéíà ñêîðîñò.

Àíàëîãè÷íî çà ñèñòåìàòà (0.8) íà äÿñíàòà ñòðàíà ìîæåì äà ãëåäàìå êàòî íà âåêòîð
â n-ìåðíîòî ïðîñòðàíñòâî, äîïèðàòåëåí êúì òðàåêòîðèÿòà x(t) (è îòíîâî ñ èíòåðïðåòà-
öèÿ íà ñêîðîñò). Êàçàíî ïî äðóã íà÷èí, çàäà÷àòà íà äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ å ïî
çàäàäåí äîïèðàòåëåí âåêòîð, äà ñå îïðåäåëè êðèâàòà, äî êîÿòî òîé ñå äîïèðà âúâ âñÿêà
òî÷êà.

Çà ñèñòåìàòà (0.8) ôàçîâî ïðîñòðàíñòâî íàðè÷àìå ìíîæåñòâîòî îò òî÷êèòå x =
(x1, x2, . . . , xn) ⊂ Rn, çà êîèòî ñèñòåìàòà å äåôèíèðàíà.

Ñúîòâåòíî ìíîæåñòâîòî (t, x1, x2, . . . , xn) ⊂ Rn+1 íàðè÷àìå ðàçøèðåíî ôàçîâî ïðî-
ñòðàíñòâî.

Ïî äåôèíèöèÿ èíòåãðàëíà êðèâà íà (0.8) íàðè÷àìå ãðàôèêàòà íà ðåøåíèåòî x(t) íà
(0.8) â ðàçøèðåíîòî ôàçîâî ïðîñòðàíñòâî.

Ïðîåêöèÿòà íà åäíà èíòåãðàëíà êðèâà âúðõó ôàçîâîòî ïðîñòðàíñòâî ñå íàðè÷à ôàçîâà
êðèâà. Íàáîð îò ôàçîâè êðèâè ñå íàðè÷à ôàçîâ ïîðòðåò.

Åñòåñòâåí å âúïðîñúò êàêâî èñêàìå äà èçó÷àâàìå çà ñèñòåìè ÎÄÓ.
Ïúðâîòî íåùî, êîåòî áèõìå æåëàëè äà íàìåðèì, ñà âñè÷êè ðåøåíèÿ. Çà ñúæàëåíèå, â

ïîâå÷åòî ñëó÷àè òîâà å íåâúçìîæíî. Åäèíñòâåíèÿò êëàñ ñèñòåìè, êîéòî å èçó÷åí äîñòà-
òú÷íî ïúëíî, å êëàñúò îò ëèíåéíèòå ñèñòåìè è óðàâíåíèÿ. Â òðåòà ãëàâà ùå èçâåäåì
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ôîðìóëè çà îáùîòî ðåøåíèå è ùå äàäåì àëãîðèòúì çà íàìèðàíåòî íà òåçè ðåøåíèÿ â
íèñêèòå ðàçìåðíîñòè.

Ñëåä êàòî íå ìîæåì äà íàìåðèì ðåøåíèÿòà, ñëåäâà äà ñå îáúðíåì êúì ìåòîäè,
êîèòî íå èçèñêâàò íàìèðàíåòî íà ðåøåíèÿòà. Òåçè ìåòîäè ñå íàðè÷àò ãåîìåòðè÷íè èëè
êà÷åñòâåíè. Íàïðèìåð áèõìå æåëàëè äà íàðèñóâàìå ôàçîâèòå ïîðòðåòè íà ñèñòåìè â
ðàçìåðíîñò 2 è 3. Òàêàâà çàäà÷à ðàçãëåæäàìå â Ãëàâà 5, ñåêöèÿ 5.1 çà ëèíåéíè ñèñòåìè ñ
ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè â R2. Ùå îòáåëåæèì, ÷å òàçè çàäà÷à íå å ðåøåíà íàïúëíî äîðè
çà äâóìåðíà ïîëèíîìèàëíà ñèñòåìà.

Áèõìå æåëàëè äà èçó÷èì ïîâåäåíèåòî íà ðåøåíèÿ, áëèçêè äî íÿêîå ñïåöèôè÷íî
ðåøåíèå íà áåçêðàéíè èíòåðâàëè îò âðåìå. Ñ òàêîâà ðàçãëåæäàíå ñå çàíèìàâàìå â ñåêöèÿ
5.2 íà Ãëàâà 5.

Ñëåä âñè÷êî êàçàíî äîòóê ìîæåì äà îòäåëèì îñíîâíèòå íàïðàâëåíèÿ â äèôåðåíöèàëíèòå
óðàâíåíèÿ:

1) Ñúñòàâÿíå íà àäåêâàòíè ìîäåëè â åñòåñòâîçíàíèåòî, îïèñâàíè ñ ÎÄÓ.
Òàçè äåéíîñò å âàæíà è äîñòà ñëîæíà ïî ñâîÿ õàðàêòåð. Ïðèìåðè íà ïðîñòè ìîäåëè

îò ðàçëè÷íè îáëàñòè íà åñòåñòâîçíàíèåòî ñà äàäåíè â ñëåäâàùàòà ñåêöèÿ.
2) Íàìèðàíå íà êëàñîâå ÎÄÓ, êîèòî ñå èíòåãðèðàò â êâàäðàòóðè.
3) Êà÷åñòâåí àíàëèç íà äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ.
Òîâà å åäíà îáëàñò, êîÿòî å àêòèâíî èçñëåäâàíà è äî äíåñ.

0.4 Ìîäåëè îò åñòåñòâîçíàíèåòî, êîèòî ñå îïèñâàò ñ ÄÓ

Â òîçè ïàðàãðàô ðàçãëåæäàìå ïðèìåðè íà äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ, çàåäíî ñ îïèñàíèå
íà ïðîöåñèòå èëè ÿâëåíèÿòà, íà êîèòî òå ñúîòâåòñòâàò.

Ìåõàíèêà

Âòîðèÿò çàêîí íà Íþòîí ïîñòóëèðà, ÷å ìàñàòà íà åäíà ÷àñòèöà, óìíîæåíà ïî íåéíîòî
óñêîðåíèå, å ðàâíà íà ñèëàòà, ïðèëîæåíà âúðõó ÷àñòèöàòà. Ñ ôîðìóëè òîçè çàêîí ñå
çàïèñâà òàêà

ma = F.

Àêî x(t) å çàêîíúò çà äâèæåíèå, òî óñêîðåíèåòî å ðàâíî íà ẍ, ñëåäîâàòåëíî ãîðíàòà
ôîðìóëà ñå çàïèñâà êàòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå îò âòîðè ðåä

mẍ = F (t, x, ẋ). (0.10)

Òîçè çàêîí å âñåîáùî âàëèäåí â êëàñè÷åñêàòà ìåõàíèêà, âúïðåêè ÷å íå å ôîðìàëíî
äîêàçàí èëè îïðîâåðãàí äîñåãà. Ìåõàíèêàòà è ôèçèêàòà íè äàâàò ïðèìåðè íà ñèñòåìè
îò óðàâíåíèÿ îò âèäà (0.10), â êîèòî x ∈ Rn. Ïîëàãàéêè y = ẋ, ïðèâåæäàìå ñèñòåìàòà
(0.10) â íîðìàëíà ôîðìà

ẋ = y, ẏ = F (t, x, y).

Áèîëîãèÿ
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1) Íåêà x(t) å íÿêàêâî êîëè÷åñòâî áàêòåðèè â áåçêðàéíà õðàíèòåëíà ñðåäà. Åâîëþ-
öèÿòà íà x(t) ñå îïèñâà ñ òàêà íàðå÷åíîòî óðàâíåíèå íà íîðìàëíî ðàçìíîæàâàíå

ẋ = ax, a > 0,

êúäåòî a å ïàðàìåòúð. Â Ãëàâà 1 ùå âèäèì, ÷å òàêèâà óðàâíåíèÿ ñå ðåøàâàò òî÷íî è îò
ôîðìóëàòà íà îáùîòî ðåøåíèå x(t) = Ceat, êúäåòî C å ïðîèçâîëíà êîíñòàíòà; ìîæå äà
ñå âèäè íàïðèìåð, ÷å x(t) íå ñòàâà íóëà èëè áåçêðàéíîñò çà êðàéíè t.

Òîâà óðàâíåíèå ïðè îòðèöàòåëíî a îïèñâà ðàäèîàêòèâåí ðàçïàä.
2) Äà ðàçãëåäàìå äâóìåðíàòà ñèñòåìà, îïèñâàùà ñèñòåìàòà æåðòâà � õèùíèê (íàïðè-

ìåð çàéöè è ëèñèöè) è èçâåäåíà îò Âîëòåðà è Ëîòêà:∣∣∣∣ ẋ = x(a1 + b1y)
ẏ = y(a2 + b2x)

Òóê êîíñòàíòèòå a1, a2, b1, b2 ìîãàò äà äàäàò ðàçëè÷íè òèïîâå ïîâåäåíèå íà ñèñòåìàòà.

Õèìèÿ

Ìîäåëèðà ñå ðåàêöèÿòà íà îêèñëÿâàíå íà âúãëåðîäíèÿ îêèñ âúðõó ïëàòèíîâ êàòàëè-
çàòîð. Ïðåäëàãà ñå ñëåäíèÿò íåëèíååí êèíåòè÷åí ìåõàíèçúì:

1)O2 + 2Pt � 2PtO
2)CO + Pt � PtCO
3)PtCO + PtO → 2Pt+ CO2

4)CO + Pt � (PtCO),
êúäåòî PtO è PtCO ñà àäñîðáèðàíèòå êèñëîðîä è âúãëåðîäåí îêèñ, Pt � àêòèâíèÿò

öåíòúð íà ïîâúðõíîñòòà íà ïëàòèíîâèÿ êàòàëèçàòîð, (PtCO) � íåðåàêöèîííîñïîñîáíà
ôîðìà íà CO âúðõó ïîâúðõíîñòòà íà êàòàëèçàòîðà.

Íà ñõåìàòà îò ðåàêöèè 1 � 4 ïðè óñëîâèÿ íà ïîñòîÿííà òåìïåðàòóðà è êîíöåíòðàöèÿ
íà âåùåñòâàòà â ãàçîâàòà ôàçà, ñúîòâåòñòâà ñëåäíàòà ñèñòåìà äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ:∣∣∣∣∣∣

ẋ = 2k1z
2 − 2k−1x

2 − k3xy
ẏ = k2z − k−2y − k3xy
ṡ = k4z − k−4s,

êúäåòî z = 1 − x − y − s; x, y, s ñà áåçðàçìåðíèòå êîíöåíòðàöèè íà âåùåñòâàòà Pt, PtO,
PtCO, (PtCO) ñúîòâåòíî, ki ñà êîíñòàíòèòå íà ñêîðîñòèòå íà ñúîòâåòíèòå õèìè÷åñêè
ðåàêöèè, ðàçãëåæäàíè êàòî ïàðàìåòðè íà ìîäåëà.

Åëåêòðè÷åñêè âåðèãè

Íåêà äà ðàçãëåäàìå ñëåäíàòà ïðîñòà åëåêòðè÷åñêà âåðèãà. Òÿ ñå ñúñòîè îò ñúïðîòèâëå-
íèå R, êàïàöèòåò C, èíäóêòîð L è áàòåðèÿ èëè ãåíåðàòîð E(t), ñâúðçàíè ïîñëåäîâàòåëíî.

Íåêà I å òîêúò, à q(t) å çàðÿäúò íà êàïàöèòåòà. Âðúçêàòà ìåæäó òÿõ å ñëåäíàòà

I =
dq

dt
,

dI

dt
=

d2q

dt2
.

Â ñèëà å ñëåäíèÿò çàêîí íà Êèðõîô:
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L

C

R
I

+

−

E(t)

Ôèãóðà 1: Åëåêòðè÷åñêà âåðèãà

RI + L
dI

dt
+

1

C
q − E(t) = 0.

Çàìåñòâàéêè I è ïðîèçâîäíàòà ìó ïî t , ïîëó÷àâàìå ëèíåéíî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå
îò âòîðè ðåä

L
d2q

dt2
+R

dq

dt
+

1

C
q = E(t).

Ñ ëèíåéíè óðàâíåíèÿ ùå ñå çàíèìàâàìå â Ãëàâà 4.

Èêîíîìèêà

Íåìàëêî ìîäåëè â èêîíîìèêàòà ñå îïèñâàò ñ äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ (è ïî-îáùî
ñ äèíàìè÷íè ñèñòåìè). Åäíà îò îáùèòå èì ÷åðòè å, ÷å ñå ôîðìóëèðàò ñëîæíî. Äðóãàòà
÷åðòà å, ÷å íàïîäîáÿâàò íà îïèñàíèÿ âå÷å ìîäåë íà Ëîòêà�Âîëòåðà (õèùíèê � æåðòâà),
êîåòî å åñòåñòâåíî.

Åäèí îò ïúðâèòå îïðîñòåíè ìîäåëè íà öèêúë íà ðàñòåæ, ðàçãëåæäàí îò Haavelmo
(1956), èçãëåæäà òàêà. Íåêà ïðîèçâîäñòâåíàòà ôóíêöèÿ å

Y = KNa,

êúäåòî Y å ïðîäóêöèÿòà, K > 0 å êàïèòàëîâî âëîæåíèå (ôèêñèðàíî), à N å ïðåäëàãàíàòà
ðàáîòíà ñèëà.

Íàðàñòâàíåòî íà çàåòîñòòà ñå ìîäåëèðà êàòî

Ṅ

N
= α− β

N

Y
, α, β > 0.

Êîìáèíèðàéêè äâåòå, ïîëó÷àâàìå íåëèíåéíî óðàâíåíèå îò ïúðâè ðåä

Ṅ = αN − β
N2−a

K
,

êîåòî å óðàâíåíèå íà Áåðíóëè è ñå ðåøàâà òî÷íî (âèæ Ãëàâà 1).
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Ãëàâà 1

Ìåòîäè çà ðåøàâàíå íà ÎÄÓ îò ïúðâè

ðåä

Â òàçè ãëàâà ùå ðàçãëåäàìå íÿêîè êëàñîâå îò ÎÄÓ îò ïúðâè ðåä, êîèòî ñå èíòåãðèðàò
â êâàäðàòóðè. Ùå ñå îãðàíè÷èì ñàìî ñ óðàâíåíèÿ, êîèòî ñà ðàçðåøåíè îòíîñíî ïðîèç-
âîäíàòà, ò.å. ùå ðàçãëåæäàìå óðàâíåíèÿ îò âèäà

y′ = f(x, y) (1.1)

èëè ñâîäèìè êúì òÿõ. Íàïðèìåð

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0,

êúäåòî P (x, y), Q(x, y) ñà íåíóëåâè ôóíêöèè, äåôèíèðàíè â íÿêàêâà îáëàñò â ðàâíèíàòà,
ñå ñâåæäà êúì (1.1). Äà ðàçäåëèì íà Q è dx. Ñëåä åëåìåíòàðíè òðàíñôîðìàöèè ïîëó÷à-
âàìå

dy

dx
= −P (x, y)

Q(x, y)
,

êîåòî å óðàâíåíèå îò òèï (1.1).
Ùå îòáåëåæèì, ÷å çàñåãà â ïîâå÷åòî ñëó÷àè íÿìà äà ñå çàíèìàâàìå ñ òîâà êúäå ñà

äåôèíèðàíè äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ è íàìåðåíèòå òåõíè ðåøåíèÿ. Ùå ñ÷èòàìå, ÷å
òîâà ìîæå äà ñå íàïðàâè ñ ìåòîäèòå, èçâåñòíè îò Ìàòåìàòè÷åñêèÿ àíàëèç.

Íà ïðúâ ïîãëåä ÷îâåê ìîæå äà ïîìèñëè, ÷å äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ ñå ðåøàâàò
ñ íàáîð îò òðèêîâå. Âñúùíîñò êàêòî áúðçî ùå ñå âèäè, ìíîãî ìàëêî äèôåðåíöèàëíè
óðàâíåíèÿ ñå ðåøàâàò â êâàäðàòóðè. Çàä ôàêòà äàëè åäíî óðàâíåíèå ìîæå äà ñå ðåøè
èëè íå â êâàäðàòóðè, ñòîè äðóãà òåîðèÿ, êîÿòî å äîñòà ñëîæíà è ñëåäîâàòåëíî íÿìà äà
ÿ èçëàãàìå òóê.

1.1 Óðàâíåíèÿ ñ îòäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè

Óðàâíåíèÿ îò âèäà
y′ = f(x)g(y) (1.2)

15
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ñå íàðè÷àò äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ ñ îòäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè. Çà äà ðåøèì òàêîâà
óðàâíåíèå, óìíîæàâàìå äâåòå ñòðàíè íà óðàâíåíèåòî ñ dx è h(y) = 1

g(y)

h(y)dy = f(x)dx. (1.3)

Èíòåãðèðàìå äâåòå ñòðàíè íà ãîðíîòî óðàâíåíèå∫
h(y)dy =

∫
f(x)dx

H(y) = F (x) + C, (1.4)

êúäåòî H(y) è F (x) ñà ïðèìèòèâíè ñúîòâåòíî íà h(y) è f(x). Óðàâíåíèå (1.4) íàðè÷àìå
îáùî ðåøåíèå íà äàäåíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå ñ îòäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè.

Â ñëåäâàùèòå ïðèìåðè äà ñå íàìåðÿò îáùèòå ðåøåíèÿ íà äàäåíèòå äèôåðåíöèàëíè
óðàâíåíèÿ.

Ïðèìåð 1. y′ = 1 + y2.
Çàïèñâàìå äàäåíîòî óðàâíåíèå âúâ âèäà

dy

dx
= 1 + y2.

Óìíîæàâàìå äâåòå ñòðàíè ñ dx è 1
1+y2

dy

1 + y2
= dx.

Èíòåãðèðàìå äâåòå ñòðàíè íà ãîðíîòî óðàâíåíèå∫
1

1 + y2
dy =

∫
1dx

arctan(y) = x+ c.

Ïðèìåð 2. y′ = x2

y(1+x3)

Çàïèñâàìå óðàâíåíèåòî âúâ âèäà

dy

dx
=

x2

y(1 + x3)
.

Ñëåä êàòî óìíîæèì äâåòå ñòðàíè ñ dx è y è èíòåãðèðàìå, ïîëó÷àâàìå

ydy =
x2

1 + x3
dx.

∫
ydy =

∫
x2

1 + x3
dx
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y2

2
=

1

3
ln (1 + x3) + C.

Êîìåíòàð. Óðàâíåíèÿ îò òèïà y′ = f(ax + by) ñå ñâåæäàò ëåñíî äî óðàâíåíèÿ ñ
îòäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè. Çà öåëòà ïîëàãàìå z(x) = ax+ by.

Ïðèìåð 3. Äà íàìåðèì ðåøåíèåòî íà çàäà÷àòà íà Êîøè

y′ = cos(y − x), y(0) =
π

2
.

Ïúðâî ùå íàìåðèì îáùîòî ðåøåíèå è ïîñëå ùå èçðàçèì íà÷àëíîòî óñëîâèå. Òúé êàòî íå
ñå âèæäà âåäíàãà, ÷å òîâà å óðàâíåíèå ñ îòäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè, ïîëàãàìå z = y − x.
Îòòóê z′ = y′ − 1. Çàìåñòâàìå â óðàâíåíèåòî è ïîëó÷àâàìå

z′ = cos z − 1 = −2 sin2 z

2
.

Ñåãà ðàçäåëÿìå ïðîìåíëèâèòå

− dz

2 sin2 z
2

= dx

è èíòåãðèðàìå äâåòå ñòðàíè, çà äà ïîëó÷èì

cotgz = x+ C

èëè
cotg(y − x) = x+ C.

Èçðàçÿâàìå íà÷àëíîòî óñëîâèå, êàòî çàìåñòèì â ïîñëåäíàòà ôîðìóëà y = π
2
è x = 0.

Ïîëó÷àâàìå 0 = 0 + C, îòêúäåòî C = 0, è ðåøåíèåòî íà çàäà÷àòà íà Êîøè å

cotg(y − x) = x.

Çàáåëåæêà. Ìîæåì äà íàìåðèì ðåøåíèåòî íà çàäà÷àòà íà Êîøè çà óðàâíåíèå ñ
îòäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè

y′ = f(x)g(y), y(x0) = y0

áåç äà ìèíàâàìå ïðåç îáùîòî ðåøåíèå, êàòî èç÷èñëèì îïðåäåëåíèòå èíòåãðàëè∫ y

y0

h(η)dη =

∫ x

x0

f(ξ)dξ.

Çàäà÷è çà ñàìîñòîÿòåëíà ðàáîòà. Äà ñå íàìåðÿò îáùèòå ðåøåíèÿ íà äàäåíèòå
äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ.

1. y′ = x+4
y+3

.

2. y′ = (x2+2)e(x+y)

y
.

3. dy
dx

= y2

1−x2 .
4. (1 + x2)(1 + y2)dx− xydy = 0.
5. y′ = x− 1− y2 + xy2.
6. y′ = cot(x) tan(y).
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1.2 Õîìîãåííè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ

Àêî äÿñíàòà ñòðàíà íà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå

y′ = f(x, y)

óäîâëåòâîðÿâà ñëåäíîòî óñëîâèå f(λx, λy) = f(x, y) (ò.å. àêî ìîæå äà ñå çàïèøå êàòî
ôóíêöèÿ íà y

x
), óðàâíåíèåòî ñå íàðè÷à õîìîãåííî.

Ìåòîä çà ðåøàâàíå íà õîìîãåííè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ:
1) ïîëàãàìå y = xz, êúäåòî z = z(x).
2) äèôåðåíöèðàìå ïî x äâåòå ñòðàíè - y′ = z+xz′ è çàìåñòâàìå â äàäåíîòî óðàâíåíèå.
3) ïîëó÷åíîòî óðàâíåíèå å ñ îòäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè.

Â ñëåäâàùèòå ïðèìåðè äà ñå íàìåðÿò îáùèòå ðåøåíèÿ íà äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ.

Ïðèìåð 1. y′ = y
x
+
(
x
y

)3
.

Ïîëàãàìå y = xz. Äèôåðåíöèðàìå ïî x, y′ = z+xz′, çàìåñòâàìå â äàäåíîòî óðàâíåíèå
è ïîëó÷àâàìå

z + xz′ = z +
1

z3

z′ =
1

xz3

óðàâíåíèå ñ îòäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè, êîåòî çàïèñâàìå âúâ âèäà

z3dz =
dx

x
.

Èíòåãðèðàìå
z4

4
= ln |x|+ C,

êúäåòî C å ïðîèçâîëíà êîíñòàíòà. Çàìåñòâàìå z ñ y
x
è ïîëó÷àâàìå îáùîòî ðåøåíèå íà

äàäåíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå

y4 = 4x4 ln |x|+ 4Cx4.

Ïðèìåð 2. y′ = x2+y2+xy
x2

Çàïèñâàìå óðàâíåíèåòî âúâ âèäà

y′ = 1 +
(y
x

)2
+

y

x
,

êîåòî å õîìîãåííî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå. Ïîëàãàìå z = xy. Ñëåä äèôåðåíöèðàíå ïî
x, äâåòå ñòðàíè íà ïîëàãàíåòî, ïîëó÷àâàìå y′ = z + xz′. Çàìåñòâàìå ïîëó÷åíèòå èçðàçè
â äàäåíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå

z + xz′ = 1 + z2 + z,
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DX

= F
(
A1X+B1Y+C1

A2X+B2Y+C2

)
19

èëè
xz′ = 1 + z2.

Ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå å ñ îòäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè. Îòäåëÿìå èçðàçèòå, ñúäúðæàùè x,
â åäíàòà ñòðàíà, à òåçè, ñúäúðæàùè y, â äðóãàòà ñòðàíà:

dz

1 + z2
=

dx

x
.

Ñëåä èíòåãðèðàíå ïîëó÷àâàìå ∫
dz

1 + z2
=

∫
dx

x
,

arctan z = ln |x|+ C.

Êàòî çàìåñòèì z ñ y
x
è ðåøèì ïîëó÷åíîòî óðàâíåíèå îòíîñíî y, ïîëó÷àâàìå

y = x tan(ln |x|+ C).

Çàäà÷è çà ñàìîñòîÿòåëíà ðàáîòà. Äà ñå íàìåðÿò îáùèòå ðåøåíèÿ íà äàäåíèòå
äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ.

1. xy′ − y =
√

x2 + y2.
2. xy2dy = (x3 + y3)dx.
3. xyy′ = y2 − x

√
x2 + y2.

4. e
x
y (y − x)dy + y(1 + e

x
y )dx = 0.

1.3 Óðàâíåíèÿ îò âèäà dy
dx = f

(
a1x+b1y+c1
a2x+b2y+c2

)
Óðàâíåíèÿ îò òîçè òèï ñå ñâåæäàò äî õîìîãåííè. Çà äà âèäèì òîâà, çàïî÷âàìå ñ ïî-
ïðîñòàòà çàäà÷à

dy

dx
= f

(
a1x+ b1y

a2x+ b2y

)
.

Âàäèì ïðåä ñêîáè â ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ îòäÿñíî x è ñúêðàùàâàìå íà íåãî. Ïîëó-
÷àâàìå

dy

dx
= f

(
a1 + b1

y
x

a2 + b2
y
x

)
,

íî òîâà å åäíî õîìîãåííî óðàâíåíèå. Çà äà ñâåäåì îáùàòà ñèòóàöèÿ äî òàçè, î÷åâèäíî
òðÿáâà äà åëèìèíèðàìå c1 è c2. Çà öåëòà ðåøàâàìå

a1x+ b1y + c1 = 0
a2x+ b2y + c2 = 0.

Àêî ðåøåíèåòî å (α, β), òî ïðàâèì ñóáñòèòóöèÿ x = X+α, y = Y +β, êîÿòî ãè ñâåæäà
äî õîìîãåííè.

Ïðèìåð. (x− y + 1) = (y − 2x− 1)y′.
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Çà äà ïðèëîæèì ãîðíàòà ïðîöåäóðà, ðåøàâàìå ñèñòåìàòà

x− y + 1 = 0
−2x+ y − 1 = 0.

Ðåøåíèåòî å (0, 1). Ïîëàãàìå x = X, y = Y + 1. Ïîëó÷àâàìå

dY

dX
=

X − Y

Y − 2X
.

Âàäèì X ïðåä ñêîáè â ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ íà äÿñíàòà ÷àñò è äîñòèãàìå äî

dY

dX
=

1− Y
X

Y
X
− 2

,

êîåòî å õîìîãåííî óðàâíåíèå.

1.4 Ëèíåéíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ

Äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ îò âèäà

a1(x)y
′ + a2(x)y = b(x), (1.5)

êúäåòî ôóíêöèèòå a1(x), a2(x) è b(x) çàâèñÿò ñàìî îò íåçàâèñèìàòà ïðîìåíëèâà x, íàðè-
÷àìå ëèíåéíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å a0(x) ̸= 0. Ñëåä êàòî
ðàçäåëèì äâåòå ñòðàíè íà a0(x), óðàâíåíèåòî ñå çàïèñâà â ñòàíäàðòåí âèä

y′ + p(x)y = q(x). (1.6)

Àêî q = 0, òî óðàâíåíèåòî äîáèâà âèäà

y′ + p(x)y = 0,

êîåòî íàðè÷àìå ëèíåéíî õîìîãåííî óðàâíåíèå. Äà îòáåëåæèì, ÷å ëèíåéíîòî õîìîãåííî
óðàâíåíèå å óðàâíåíèå ñ îòäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè, ÷èåòî îáùî ðåøåíèå å

yh(x) = Ce−
∫
p(x)dx,

êúäåòî C å ïðîèçâîëíà êîíñòàíòà. Çà äà íàìåðèì îáùîòî ðåøåíèå íà íåõîìîãåííîòî
äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå, òúðñèì ðåøåíèå îò ñúùèÿ âèä, êàòî ïðåäïîëàãàìå, ÷å C å
ôóíêöèÿ íà íåçàâèñèìàòà ïðîìåíëèâà x, C = C(x), ò.å.

y(x) = C(x)e−
∫
p(x)dx.

Êàòî çàìåñòèì ãîðíèÿ èçðàç â äàäåíîòî íåõîìîãåííî ëèíåéíî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå,
ïîëó÷àâàìå

C ′(x)e−
∫
p(x)dx − C(x)p(x)e−

∫
p(x)dx + C(x)p(x)e−

∫
p(x)dx = q(x)
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èëè
C ′(x) = q(x)e

∫
p(x)dx.

Ñëåä èíòåãðèðàíå íà ãîðíîòî óðàâíåíèå ïîëó÷àâàìå

C(x) =

∫
q(x)e

∫
p(x)dxdx+ C1,

êúäåòî C1 e ïðîèçâîëíà êîíñòàíòà. Îòêúäåòî â êðàéíà ñìåòêà îáùîòî ðåøåíèå íà ëèíåé-
íîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå ñå çàäàâà ÷ðåç ôîðìóëàòà

y(x) = e−
∫
p(x)dx

(
C1 +

∫
q(x)e

∫
p(x)dxdx

)
. (1.7)

Â ñëåäâàùèòå ïðèìåðè äà ñå íàìåðè îáùîòî ðåøåíèå íà óðàâíåíèÿòà.

Ïðèìåð 1. y′ − 2
x
y = x.

Äàäåíîòî óðàâíåíèå å ëèíåéíî ñ p(x) = − 2
x
è q(x) = x. Ñúãëàñíî ôîðìóëà (1.7)

îáùîòî ðåøåíèå å

y(x) = e
∫

2
x
dx
(
C1 +

∫
xe

∫
− 2

x
dxdx

)
= eln(x

2)
(
C1 +

∫
xe− ln(x2)dx

)
= x2

(
C1 +

∫
1
x
dx
)
= x2(C1 + ln |x|).

Ïðèìåð 2. (1 + x2) dy
dx

+ 3xy = 6x.
Ïúðâî çàïèñâàìå äàäåíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå â ñòàíäàðòåí âèä, êàòî ðàçäå-

ëÿìå äâåòå ñòðàíè íà 1 + x2,

y′ +
3x

1 + x2
y =

6x

1 + x2
.

Â òîçè ñëó÷àé p(x) = 3x
1+x2

è q(x) = 6x
1+x2

. Ñúãëàñíî ôîðìóëà (1.7) îáùîòî ðåøåíèå å

y(x) = e
−

∫
3x

1+x2
dx
(
C1 +

∫
6x

1+x2
e
∫

3x
1+x2 dxdx

)
= e−

3
2
ln(1+x2)

(
C1 +

∫
6x

1+x2
e

3
2
ln(1+x2)dx

)
= (1 + x2)−

3
2

(
C1 +

∫
6x

1+x2
(1 + x2)

3
2dx
)

= (1 + x2)−
3
2

(
C1 +

∫
6x(1 + x2)

1
2dx
)
= (1 + x2)−

3
2

(
C1 + 2(1 + x2)

3
2

)
.

Ïðèìåð 3. Äà ðåøèì çàäà÷àòà íà Êîøè

y′ +
3

x
y =

2

x3
, y(1) = 1.
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Ïúðâî ùå íàìåðèì îáùîòî ðåøåíèå è ïîñëå ùå èçðàçèì íà÷àëíîòî óñëîâèå. Ïðèëàãàìå
ôîðìóëà (1.7)

y = e−
∫

3
x
dx

(
C +

∫
2

x3
e
∫

3
x
dxdx

)
è ñëåä ïðåñìÿòàíå íà èíòåãðàëèòå íàìèðàìå, ÷å

y =
C + 2x

x3
.

Èçðàçÿâàìå íà÷àëíîòî óñëîâèå, êàòî çàìåñòèì â ïîñëåäíàòà ôîðìóëà y = 1 è x = 1.
Ïîëó÷àâàìå 1 = 2 + C, îòêúäåòî C = −1 è ðåøåíèåòî íà çàäà÷àòà íà Êîøè å

y =
2x− 1

x3
.

Çàáåëåæêà. Çà íàìèðàíå îáùîòî ðåøåíèå íà çàäà÷àòà íà Êîøè çà ëèíåéíî óðàâíåíèå

y′ + p(x)y = q(x), y(x0) = x0

ìîæåì äà èçïîëçâàìå ñúùî òàêà è ôîðìóëàòà

y(x) = e
−

∫ x
x0
p(s)ds

(
y0 +

∫ x

x0

q(s)e
−

∫ s
x0
p(τ)dτ

ds

)
.

Çàäà÷è çà ñàìîñòîÿòåëíà ðàáîòà. Äà ñå íàìåðÿò îáùèòå ðåøåíèÿ íà äàäåíèòå
äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ.

1. y′ + 2xy = (2x+ 1)ex.
2. dy

dx
= y

x
+ 2x+ 1.

3. y′ + y sin x = ecosx.
4. (ex + x)y′ − (ex + 1)y = (ex + x)3.
5. y′ − 2xy

1+x2
= arctanx.

1.5 Óðàâíåíèÿ íà Áåðíóëè

Óðàâíåíèå îò âèäà
y′ + p(x)y = q(x)yn,

êúäåòî ôóíêöèèòå p(x) è q(x) ñà íåïðåêúñíàòè â èíòåðâàëà (a, b), à n å ðåàëíî ÷èñëî, ñå
íàðè÷à óðàâíåíèå íà Áåðíóëè.

Ìåòîä çà ðåøàâàíå íà óðàâíåíèåòî íà Áåðíóëè.
1.) Ðàçäåëÿìå äâåòå ñòðàíè íà óðàâíåíèåòî íà yn

y−ny′ + p(x)y1−n = q(x).

2.) Ïîëàãàìå z(x) = y1−n(x).
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3.) Äèôåðåíöèðàìå äâåòå ñòðàíè íà ïîëàãàíåòî

z′(x) = (1− n)y−ny′

è êàòî çàìåñòèì â äàäåíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå, ïîëó÷àâàìå

z′ + (1− n)p(x)z = (1− n)q(x).

Òîâà å ëèíåéíî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå, êîåòî çíàåì êàê ñå ðåøàâà.

Â ñëåäâàùèòå ïðèìåðè äà ñå íàìåðè îáùîòî ðåøåíèå íà óðàâíåíèÿòà.

Ïðèìåð 1. y′ − y
2x

= −y3x5, x > 0.
Äàäåíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå å óðàâíåíèå íà Áåðíóëè, êúäåòî n = 3. Âåäíàãà

ñå âèæäà, ÷å y = 0 å ðåøåíèå. Íèå òúðñèì íåòðèâèàëíè ðåøåíèÿ. Ðàçäåëÿìå äâåòå ñòðàíè
íà y3

y−3y′ − y−2

2x
= −x5.

Ïîëàãàìå z(x) = y−2(x). Äèôåðåíöèðàìå äâåòå ñòðàíè â ïîëàãàíåòî ïî x, z′ = −2y−3y′ è
êàòî çàìåñòèì â äàäåíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå, ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî óðàâíåíèå

z′ +
z

x
= 2x5,

êîåòî å ëèíåéíî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå ñ îáùî ðåøåíèå

z(x) = e−
∫

1
x
dx
(
C1 +

∫
2x5e

∫
1
x
dxdx

)
= 1

x

(
C1 +

2
7
x7
)
.

Çàìåñòâàìå z ñ y−2,
x

y2
=

2

7
x7 + C1.

Ïðèìåð 2. 2y′ = yx
x2−1

+ x
y
.

Â ñëó÷àÿ óìíîæàâàìå äâåòå ñòðàíè ïî y, êîåòî òðÿáâà äà å ðàçëè÷íî îò íóëà. Ïîëó-
÷àâàìå

2yy′ =
x

x2 − 1
y2 + x.

Ïîëàãàìå z = y2. Óðàâíåíèåòî çà z e

z′ − x

x2 − 1
z = x.

Ðåøàâàéêè òîâà ëèíåéíî óðàâíåíèå, ïîëó÷àâàìå

z =
√
x2 − 1(C +

√
x2 − 1).
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Âðúùàìå ñå â ïîëàãàíåòî è íàìèðàìå y

y = ±
√√

x2 − 1(C +
√
x2 − 1)

Çàäà÷è çà ñàìîñòîÿòåëíà ðàáîòà. Äà ñå íàìåðÿò îáùèòå ðåøåíèÿ íà äàäåíèòå
äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ.

1. (x2 + 1)y′ + xy = x3y3.
2. xy′ + y = y2 ln x.
3. (x2 − y3)dx+ 3xy2dy = 0.
4. x2y′ − xy + y2 = 0.

1.6 Óðàâíåíèÿ íà Ðèêàòè

Óðàâíåíèå îò âèäà
y′ = a(x)y2 + b(x)y + c(x),

êúäåòî a(x), b(x) è c(x) ñà ôóíêöèè íà x ñå íàðè÷à óðàâíåíèå íà Ðèêàòè.
Óðàâíåíèÿòà íà Ðèêàòè ñà êëàñ óðàâíåíèÿ, êîèòî â îáùèÿò ñëó÷àé íå ñå ðåøàâàò â

êâàäðàòóðè. Íàïðèìåð Ëèóâèë å ïîêàçàë, ÷å óðàâíåíèåòî

y′ = y2 − x

íå ñå ðåøàâà ÿâíî. Çàáåëåæåòå, íå ñúùåñòâóâà ðåøåíèå èçðàçåíî ÷ðåç èíòåãðàëè îò
åëåìåíòàðíèòå ôóíêöèè èëè êîìáèíàöèè îò òÿõ, ïîëó÷åíè ñ îñíîâíèòå àëãåáðè÷íè îïå-
ðàöèè. Èìà îáà÷å ðåøåíèå, êîåòî ñå ïðåäñòàâÿ ñ áåçêðàåí ðåä.

Çà äà ìîæåì äà ðåøèì åäíî óðàâíåíèå íà Ðèêàòè, íè òðÿáâà ïîíå åäíî ÷àñòíî
ðåøåíèå. Áåäàòà å, ÷å çà íàìèðàíå íà ÷àñòíè ðåøåíèÿ íÿìà àëãîðèòúì.

I. Ñëó÷àé íà åäíî ÷àñòíî ðåøåíèå.
Íåêà çíàåì åäíî ÷àñòíî ðåøåíèå y1(x) íà óðàâíåíèåòî íà Ðèêàòè. Ñëåä ïîëàãàíåòî

z(x) = 1
y(x)−y1(x) , äàäåíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå ñå ñâåæäà äî ëèíåéíî äèôåðåí-

öèàëíî óðàâíåíèå îòíîñíî íîâàòà íåçàâèñèìà ïðîìåíëèâà z,

z′(x) + p(x)z = q(x).

Ïðèìåð. Äà ðàçãëåäàìå óðàâíåíèåòî y′ = 1
x
y2− 2x+1

x
y+x+2. Ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å

ôóíêöèÿòà y1(x) = x å ÷àñòíî ðåøåíèå íà äàäåíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå. Ïîëàãàìå
z(x) = 1

y(x)−2
èëè y = x + 1

z
. Äèôåðåíöèðàìå äâåòå ñòðàíè íà ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå

y′ = 1− z′

z2
è êàòî çàìåñòèì â äàäåíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå ïîëó÷àâàìå,

xz′ = z − 1,

êîåòî å óðàâíåíèå ñ îòäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè ñ îáùî ðåøåíèå

z(x) = 1 + cx.
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Êàòî ñå âúðíåì êúì ïîëàãàíåòî ïîëó÷àâàìå îáùîòî ðåøåíèå íà äàäåíîòî äèôåðåíöèàëíî
óðàâíåíèå

y(x) = x+
1

1 + cx
.

II. Ñëó÷àé íà äâå ÷àñòíè ðåøåíèÿ
Íåêà ñà èçâåñòíè äâå ÷àñòíè ðåøåíèÿ y1(x) è y2(x) íà äàäåíîòî äèôåðåíöèàëíî

óðàâíåíèå íà Ðèêàòè. Â òîçè ñëó÷àé å óäîáíî äà íàïðàâèì ñëåäíîòî ïîëàãàíå

z(x) =
y(x)− y2(x)

y(x)− y1(x)
.

Íîâîòî óðàâíåíèå îòíîñíî íîâàòà ïðîìåíëèâà â òîçè ñëó÷àé å

z′ = (y2 − y1)a(x)z,

êîåòî å óðàâíåíèå ñ îòäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè.
Ïðèìåð. Äà ðàçãëåäàìå óðàâíåíèåòî y′ + 2y2 = 6

x2
. Òúðñèì ÷àñòíî ðåøåíèå îò âèäà

y = a
x
. Çàìåñòâàéêè òîçè èçðàç â äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå, ïîëó÷àâàìå, ÷å a òðÿáâà

äà óäîâëeòâîðÿâà 2a2−a−6 = 0, ò.å. èìàìå äâå ÷àñòíè ðåøåíèÿ y1(x) =
2
x
è y2(x) = − 3

2x
.

Ïîëàãàìå, êàêòî å óêàçàíî ïî-ãîðå

z =
y + 3

2x

y − 2
x

,

îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèåòî çà z

z′ =
7

x
z

ñ îáùî ðåøåíèå z = Cx7. Ñåãà ñå âðúùàìå â ïîëàãàíåòî è íàìèðàìå y

y =
3
2x

+ 2C
x6

Cx7 − 1
.

Èìà ôîðìóëà çà îáùîòî ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî íà Ðèêàòè, êîÿòî èçïîëçâà òðè
èçâåñòíè ÷àñòíè ðåøåíèÿ.

1.7 Òî÷íè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ

Äåôèíèöèÿ 1. Äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0 (1.8)

ñå íàðè÷à òî÷íî â îáëàñòòà U ⊂ R2, àêî ñúùåñòâóâà ôóíêöèÿ F (x, y), òàêàâà, ÷å

∂F

∂y
(x, y) = P (x, y),

∂F

∂x
(x, y) = Q(x, y). (1.9)
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Òåîðåìà 1.1. Íåêà ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè îò ïúðâè ðåä íà ôóíêöèèòå P (x, y) è Q(x, y)
ñà íåïðåêúñíàòè â îáëàñòòà U ⊂ R2. Òîãàâà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0

å òî÷íî òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî

∂P

∂y
(x, y) =

∂Q

∂x
(x, y) (1.10)

çà âñÿêî (x, y) ∈ U .

Äîêàçàòåëñòâî. 1) Íåêà äàäåíîòo óðàâíåíèå å òî÷íî, ò.å. ñúùåñòâóâà ôóíêöèÿ F (x, y), òàêàâà, ÷å

∂F

∂y
(x, y) = P (x, y),

∂F

∂x
(x, y) = Q(x, y).

Ùå ïîêàæåì, ÷å å èçïúëíåíî (1.10). Òúé êàòî ñìåñåíèòå ïðîèçâîäíè îò âòîðè ðåä ∂2F
∂x∂y

, ∂2F
∂y∂x

ñà íåïðåêúñíàòè, òî îò
òåîðåìàòà çà ðàâåíñòâî íà ñìåñåíèòå ïðîèçâîäíè ñëåäâà, ÷å òå ñà ðàâíè,

∂P

∂y
=

∂2F

∂x∂y
=

∂2F

∂y∂x
=
∂Q

∂x
.

2) Íåêà å èçïúëíåíî (1.10). Ùå òðÿáâà äà ïîñòðîèì ôóíêöèÿ F (x, y), çà êîÿòî ∂F
∂y

(x, y) = P (x, y) è ∂F
∂x

(x, y) = Q(x, y).

Çà âñÿêà ôóíêöèÿ g(y), ôóíêöèÿòà

F (x, y) =

∫
P (x, y)dx+ g(y)

óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî ∂F
∂x

(x, y) = P (x, y). Öåëòà å äà îïðåäåëèì g(y), òàêà ÷å äà å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî

Q =
∂F

∂y
=

∂

∂y

∫
P (x, y)dx+ g′(y),

êîåòî å åêâèâàëåíòíî íà òîâà äà ïîêàæåì, ÷å äÿñíàòà ñòðàíà íà ðàâåíñòâîòî

g′(y) = Q−
∂

∂y

∫
P (x, y)dx

å ôóíêöèÿ ñàìî íà y, ò.å. íå çàâèñè îò x. Çà öåëòà äèôåðåíöèðàìå äÿñíàòà ñòðàíà íà ãîðíîòî ðàâåíñòâî îòíîñíî x è êàòî
èçïîëçâàìå (1.10), ïîëó÷àâàìå

∂
∂x

(
Q− ∂

∂y

∫
P (x, y)dx

)
= ∂Q

∂x
− ∂

∂x
∂
∂y

∫
P (x, y)dx

= ∂Q
∂x

− ∂
∂y

∂
∂x

∫
P (x, y)dx

= ∂Q
∂x

− ∂P
∂y

= 0.

Ìåòîä çà ðåøàâàíå íà òî÷íè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ:
1) àêî óðàâíåíèåòî å òî÷íî, òî ∂F

∂x
= P (x, y). Ñëåä èíòåãðèðàíå íà ïîñëåäíîòî óðàâ-

íåíèå ïî x ïîëó÷àâàìå

F (x, y) =

∫
P (x, y)dx+ g(y);

2) çà äà îïðåäåëèì g(y), äèôåðåíöèðàìå ãîðíîòî óðàâíåíèå îòíîñíî y è çàìåñòâàìå
∂F
∂y

ñ Q(x, y);
3) çà äà îïðåäåëèì g(y), ïîëó÷åíîòî óðàâíåíèå èíòåãðèðàìå ïî y;
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4) îáùîòî ðåøåíèå íà òî÷íîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå ñå çàäàâà ÷ðåç ôîðìóëàòà

F (x, y) = C.

Ñúùî òàêà ìîæå äà ïðîöåäèðàìå è ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:
1') èìàìå ∂F

∂y
= Q(x, y). Ñëåä èíòåãðèðàíå íà ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå ïîëó÷àâàìå

F (x, y) =

∫
Q(x, y)dy + h(x);

2') çà äà îïðåäåëèì h(x), äèôåðåíöèðàìå ãîðíîòî óðàâíåíèå îòíîñíî x è çàìåñòâàìå
∂F
∂x

ñ P (x, y);
3') çà äà îïðåäåëèì h(x), ïîëó÷åíîòî óðàâíåíèå èíòåãðèðàìå ïî x.

Â ñëåäâàùèòå ïðèìåðè äà ñå íàìåðÿò îáùèòå ðåøåíèÿ íà äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ.
Ïðèìåð 1. (6x− 3x2y)dx− (x3 + 2y)dy = 0.
Íåêà P (x, y) = 6x− 3x2y è Q(x, y) = −x3− 2y. Äàäåíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå å

òî÷íî, òúé êàòî
∂P

∂y
= −3x2 =

∂Q

∂x
.

Óðàâíåíèåòî ∂F
∂x

= P (x, y) èíòåãðèðàìå îòíîñíî x è ïîëó÷àâàìå

F (x, y) =

∫
(6x− 3x2y)dx = 3x2 − x3y + g(y).

Äèôåðåíöèðàìå ãîðíîòî óðàâíåíèå ïî y è êàòî èçïîëçâàìå, ÷å ∂F
∂y

= Q(x, y) = −x3 − 2y,
ïîëó÷àâàìå

∂F

∂y
= −x3 − 2y = −x3 + g′(y),

îòêúäåòî g′(y) = −2y. Ñëåäîâàòåëíî (ñëåä èíòåãðèðàíå) g(y) = −y2. Îáùîòî ðåøåíèå íà
äàäåíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå å

3x2 − x3y − y2 = C.

Ïðèìåð 2. (1 + yex + yxex)dx+ (xex + 2)dy = 0.
Â òîçè ñëó÷àé P (x, y) = 1+ yex+ yxex è Q(x, y) = xex+2. Òîãàâà ∂P

∂y
= ex+ xex = ∂Q

∂x
,

ò.å. äàäåíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå å òî÷íî. Ñëåä èíòåãðèðàíå íà Q(x, y) îòíîñíî y,
ïîëó÷àâàìå

F (x, y) =

∫
(xex + 2)dy = xyex + 2y + h(x).

Äèôåðåíöèðàìå ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå îòíîñíî x è èçïîëçâàéêè, ÷å ∂F
∂x

= P (x, y), ïîëó-
÷àâàìå

1 + yex + yxex = yex + yxex + h′(x).

Îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå, ÷å h′(x) = 1 è ñëåä èíòåãðèðàíå h(x) = x. Ñëåäîâàòåëíî F (x, y) =
xyex + 2y + x è ðåøåíèåòî íà äàäåíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå å xyex + 2y + x = C.
Ñëåä êàòî ðåøèì îòíîñíî y, ïîëó÷àâàìå y = C−x

2+xex
.
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Çàäà÷è çà ñàìîñòîÿòåëíà ðàáîòà. Äà ñå íàìåðÿò îáùèòå ðåøåíèÿ íà äàäåíèòå
äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ.

1. arctan y2dx+ 2xy
1+y4

dy = 0.

2. (y + yexy)dx+ (x+ xexy)dy = 0.

1.8 Óðàâíåíèÿ, ñâåæäàùè ñå êúì òî÷íè

Â òàçè ÷àñò ùå ñå çàíèìàâàìå ñ óðàâíåíèÿ îò âèäà

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0 (1.11)

ïðè óñëîâèå, ÷å
∂P

∂y
(x, y) ̸= ∂Q

∂x
(x, y),

ò.å êîãàòî óðàâíåíèåòî íå å òî÷íî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå.
Ôóíêöèÿòà µ(x, y) ùå íàðè÷àìå èíòåãðèðàù ìíîæèòåë, àêî ñëåä êàòî óìíîæèì

äâåòå ñòðàíè íà (1.11) ñ µ, óðàâíåíèåòî ñå ïðåâðúùà â òî÷íî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå.
Âúïðîñúò ñåãà å êàê äà íàìåðèì èíòåãðèðàùèÿ ìíîæèòåë (àêî ñúùåñòâóâà)? Äà ñè

ïðèïîìíèì, ÷å íîâîòî óðàâíåíèå (ñëåä êàòî óìíîæèì äâåòå ñòðàíè)

µ(x, y)P (x, y)dx+ µ(x, y)Q(x, y)dy = 0 (1.12)

å òî÷íî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå, àêî

∂(µP )

∂y
(x, y) =

∂(µQ)

∂x
(x, y), (1.13)

ò.å. àêî

P
∂µ

∂y
−N

∂µ

∂x
=

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
µ, (1.14)

êîåòî å ÷àñòíî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå. Çà äà èçáåãíåì òàçè òðóäíîñò, ïúðâî äà ïðåä-
ïîëîæèì, ÷å èíòåãðèðàùèÿò ìíîæèòåë µ e ôóíêöèÿ ñàìî íà íåçàâèñèìàòà ïðîìåíëèâà
x. Èìàìå ∂µ

∂y
= 0. Òîãàâà (1.13) ñå ñâåæäà äî óðàâíåíèåòî

∂µ

∂x
=

(
∂P
∂y
− ∂Q

∂x

Q

)
µ. (1.15)

1. Ñëåäîâàòåëíî, àêî èçðàçúò

(
∂P
∂y

− ∂Q
∂x

Q

)
å ôóíêöèÿ ñàìî íà íåçàâèñèìàòà ïðîìåíëèâà x,

òî (1.15) å óðàâíåíèå ñ îòäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè è òàêà ïîëó÷àâàìå ñëåäíàòà ôîðìóëà:

µ(x) = exp

{∫ ( ∂P
∂y
− ∂Q

∂x

Q

)
dx

}
. (1.16)
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Àíàëîãè÷íî, àêî èíòåãðèðàùèÿò ìíîæèòåë µ å ôóíêöèÿ ñàìî íà y, òî ∂µ
∂x

= 0. Òîãàâà
(1.14) ñå ñâåæäà äî óðàâíåíèåòî

∂µ

∂y
=

(
∂Q
∂x
− ∂P

∂y

P

)
µ. (1.17)

2. Ñëåäîâàòåëíî, àêî èçðàçúò

(
∂Q
∂x

− ∂P
∂y

P

)
å ôóíêöèÿ ñàìî íà íåçàâèñèìàòà ïðîìåíëèâà y,

òî (1.15) å óðàâíåíèå ñ îòäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè è òàêà ïîëó÷àâàìå ñëåäíàòà ôîðìóëà:

µ(y) = exp

{∫ ( ∂Q
∂x
− ∂p

∂y

P

)
dy

}
. (1.18)

Â ñëåäâàùèòå ïðèìåðè äà ñå íàìåðÿò îáùèòå ðåøåíèÿ íà äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ.

Ïðèìåð 1. (3xy + y2)dx+ (x2 + xy)dy = 0.
Íåêà P (x, y) = 3xy + y2, Q(x, y) = x2 + xy. Òîãàâà

∂P

∂y
= 3x+ 2y ̸= ∂Q

∂x
= 2x+ y.

Ñëåäîâàòåëíî óðàâíåíèåòî íå å òî÷íî. Òúé êàòî

∂P
∂y
− ∂Q

∂x

Q
=

x+ y

x(x+ y)
=

1

x
,

òî òúðñèì èíòåãðèðàù ìíîæèòåë êàòî ôóíêöèÿ ñàìî íà x. Ñúãëàñíî ôîðìóëà (1.16)

µ(x) = exp

{∫ ( ∂P
∂y
− ∂Q

∂x

Q

)
dx

}
= exp

(∫
1

x
dx

)
= x.

Êàòî óìíîæèì äâåòå ñòðàíè íà äàäåíîòî óðàâíåíèå ñ µ(x), ïîëó÷åíîòî óðàâíåíèå å òî÷íî

(3x2y + xy2)dx+ (x3 + x2y)dy = 0,

òúé êàòî ∂(3x2y+xy2)
∂y

= ∂(x3+x2y)
∂x

= 3x2+2xy. Îáùîòî ðåøåíèå íà äàäåíîòî äèôåðåíöèàëíî
óðàâíåíèå å

x3y +
x2y2

2
= C.

Ïðèìåð 2. ydx+ (y − x)dy = 0.
Íåêà P (x, y) = y, Q(x, y) = y − x. Òîãàâà

∂P

∂y
= ̸= ∂Q

∂x
= −1.
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Ñëåäîâàòåëíî óðàâíåíèåòî íå å òî÷íî. Òúé êàòî

∂Q
∂x
− ∂Q

∂y

Q
= −2

y
,

òî òúðñèì èíòåãðèðàù ìíîæèòåë êàòî ôóíêöèÿ ñàìî íà y. Ñúãëàñíî ôîðìóëà (1.18)

µ(y) = exp

{∫ ( ∂Q
∂x
− ∂p

∂y

P

)
dy

}
= exp

(
−
∫

2

y
dy

)
=

1

y2
.

Êàòî óìíîæèì äâåòå ñòðàíè íà äàäåíîòî óðàâíåíèå ñ µ(y), ïîëó÷åíîòî óðàâíåíèå å òî÷íî

1

y
dx+

y − x

y2
dy = 0,

òúé êàòî
∂( 1

y
)

∂y
=

∂( y−x

y2
)

∂x
= − 1

y2
.

Èíòåãðèðàìå ôóíêöèÿòà 1
y
ïî x,

F (x, y) =

∫
1

y
dx =

x

y
+ g(y).

Äèôåðåíöèðàìå ãîðíîòî óðàâíåíèå ïî y è êàòî èçïîëçâàìå, ÷å ∂F
∂y

= y−x
y2
, ïîëó÷àâàìå

y − x

y2
=

∂F

∂y
= − x

y2
+ g′(y).

Îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå, ÷å g′(y) = 1
y
. Ñëåä èíòåãðèðàíå íà ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî

g(y) = ln |y|.

Â êðàéíà ñìåòêà çà îáùîòî ðåøåíèå íà äàäåíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå ïîëó÷àâàìå

x

y
+ ln |y| = C.



Ãëàâà 2

ÎÄÓ îò ïî-âèñîê ðåä. Ïîíèæàâàíå íà

ðåäà

Â òàçè ãëàâà ùå ðàçãëåäàìå íÿêîè îò íàé-ïðîñòèòå êëàñîâå óðàâíåíèÿ îò ïî-âèñîê îò
ïúðâè ðåä, ïðè êîèòî ñëåä ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå ðåäúò ñå ïîíèæàâà. Äðóãè ïî-ñëîæíè
êëàñîâå óðàâíåíèÿ, ïðè êîèòî ðåäúò ñå ïîíèæàâà, ìîãàò äà ñå âèäÿò íàïðèìåð â [6].

2.1 Óðàâíåíèÿ îò âèäà y(n) = f(x)

Ïðè òåçè óðàâíåíèÿ ïðîñòî èíòåãðèðàìå íÿêîëêî ïúòè äÿñíàòà ñòðàíà ïî x, êîåòî íàìà-
ëÿâà ðåäà è äîáàâÿ ïî åäíà êîíñòàíòà ïðè âñÿêî èíòåãðèðàíå. Ñëåä n-êðàòíî èíòåãðèðàíå
ïîëó÷àâàìå îáùîòî ðåøåíèå.

Ïðèìåð 1. Äà ðåøèì óðàâíåíèåòî y′′ = xex.
Èíòåãðèðàìå âåäíúæ è ïîëó÷àâàìå

y′ =

∫
xexdx+ C.

Èíòåãðàëúò ñå ïðåñìÿòà ëåñíî ïî ÷àñòè, êîåòî äàâà

y′ = (x− 1)ex + C.

Ñåãà èíòåãðèðàìå äâåòå ñòðàíè îùå âåäíúæ:

y =

∫
(x− 1)exdx+ Cx+D.

Èçïîëçâàéêè ãîðíîòî èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè, ïîëó÷àâàìå îáùîòî ðåøåíèå

y = (x− 2)ex + Cx+D.

Çàäà÷è çà ñàìîñòîÿòåëíà ðàáîòà. Äà ñå íàìåðÿò îáùèòå ðåøåíèÿ íà äàäåíèòå
äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ.

31
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1. y′′ = sin x

2. y′′ = x ln x.

2.2 Óðàâíåíèÿ îò âèäà F (x, y(k)(x), y(k+1), ..., y(n)(x)) = 0

Òîçè êëàñ óðàâíåíèÿ íå ñúäúðæà íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ y(x) è ïðîèçâîäíèòå �è äî ðåä
k − 1.

Ïîíèæàâàìå ðåäà íà óðàâíåíèåòî ñ k åäèíèöè, êàòî ïîëîæèì íàé-íèñêàòà ïðîèçâîäíà
êàòî íîâà çàâèñèìà ïðîìåíëèâà

z(x) = y(k)(x), (2.1)

Ïîñëåäîâàòåëíî èçðàçÿâàìå äðóãèòå ïðîèçâîäíè

z′(x) = y(k)(x), ..., z(n−k)(x) = y(n)(x).

Óðàâíåíèåòî çà z å âå÷å óðàâíåíèå îò ðåä n− k

F (x, z(x), . . . , z(n−k)(x)) = 0.

Àêî óñïååì äà ðåøèì òîâà óðàâíåíèå îòíîñíî z, òî âðúùàìå ñå â ïîëàãàíåòî (2.1) è
ðåøàâàìå óðàâíåíèå, êîåòî å îò òèï, îïèñàí â ïðåäíàòà ñåêöèÿ îòíîñíî y.

Ïðèìåð 1. Óðàâíåíèåòî x2y′′ = y′2 íå ñúäúðæà ôóíêöèÿòà y. Ïîëàãàìå z = y′, z′ = y′′

è êàòî çàìåñòèì â äàäåíîòî óðàâíåíèå, ïîëó÷àâàìå

x2z′ = z2,

êîåòî å óðàâíåíèå ñ îòäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè

1

z2
dz =

1

x2
dx.

Ñëåä èíòåãðèðàíå íà ïîëó÷åíîòî óðàâíåíèå äîñòèãàìå äî∫
1

z2
dz =

∫
1

x2
dx,

1

z
=

1

x
+ C,

z =
x

1 + Cx
.

Çàìåñòâàìå òàêà íàìåðåíîòî z ñ y′ (ò.å. âðúùàìå ñå â ïîëàãàíåòî)

y′ =
x

1 + Cx
,
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êîåòî óðàâíåíèå å îò òèï, ðàçãëåäàí â ïðåäíàòà ñåêöèÿ. Ñëåä èíòåãðèðàíå ïîëó÷àâàìå
ïîñëåäîâàòåëíî ïðè C ̸= 0

y =
1

C

∫
Cx+ 1− 1

1 + Cx
dx,

y =
1

C

(∫
1dx−

∫
1

1 + Cx
dx

)
y(x) =

1

C

(
x− 1

C
ln(1 + Cx) +D

)
,

êîåòî å îáùîòî ðåøåíèèå íà ðåçãëåæäàíîòî óðàâíåíèå. Ïðè C = 0 èìàìå òðèâèàëíî
y = x2/2, íî òîâà å ÷àñòíî ðåøåíèå.

Ïðèìåð 2. y′′′ = −1
2
(y′′)2.

Òîâà å óðàâíåíèå îò òðåòè ðåä. Òî íå ñúäúðæà íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ y è íåéíàòà
ïúðâà ïðîèçâîäíà y′. Ïîëàãàìå y′′ = z(x). Î÷åâèäíî y′′′ = z′. Ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî
óðàâíåíèå çà z

z′ = −1

2
z2.

Òîâà å óðàâíåíèå ñ îòäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè. Íåãîâîòî ðåøåíèå å

−1

z
= −1

2
x− C

2
,

êîåòî çàïèñâàìå êàòî

z(x) =
2

x+ C
.

Ñåãà ñå âðúùàìå â ïîëàãàíåòî

y′′ = z(x) =
2

x+ C
è òðÿáâà äà èíòåãðèðàìå òîâà óðàâíåíèå äâà ïúòè ïî x. Ñëåä åäíîêðàòíî èíòåãðèðàíå
ïîëó÷àâàìå

y′ = 2 ln(x+ C) +D.

Èíòåãðèðàìå îùå âåäíúæ

y(x) = 2

∫
ln(x+ C)dx+Dx+ E.

Èíòåãðàëúò ñå ïðåñìÿòà ïî ÷àñòè è îáùîòî ðåøåíèå èìà âèäà

y(x) = 2x ln(x+ C)− 2x− 2C ln(x+ C) +Dx+ E.

Çàäà÷è çà ñàìîñòîÿòåëíà ðàáîòà. Äà ñå íàìåðÿò îáùèòå ðåøåíèÿ íà äàäåíèòå
äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ.

1. (1 + x2)y′′ + 2xy′ = 6x2 + 2.

2. xy′′ = y′ + x sin y′

x
.

3. y′′ + (y′)2 = (x+ 1
2x
)y′.
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2.3 Àâòîíîìíè óðàâíåíèÿ

Àêî óðàâíåíèåòî íå ñúäúðæà íåçàâèñèìàòà ïðîìåíëèâà x, ò.å. óðàâíåíèåòî èìà âèäà

F (y(x), y′, . . . , y(n)) = 0,

òî ìîæå äà ïîíèæèì ðåäà ìó ñ åäèíèöà, ïîëàãàéêè

y′ = p(y). (2.2)

Ïî òîçè íà÷èí çà íåçàâèñèìà ïðîìåíëèâà èìàìå y, à çà íåèçâåñòíà ôóíêöèÿ p(y). Àêî
óñïååì äà ðåøèì ïîëó÷åíîòî óðàâíåíèå ñïðÿìî p(y)

F (y, p′(y), . . . , p(n−1)(y)) = 0,

òî âðúùàìå ñå â ïîëàãàíåòî (2.2) è ðåøàâàìå óðàâíåíèå ñ îòäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè
îòíîñíî y.

Ïðèìåð 1. Äà ðàçãëåäàìå óðàâíåíèåòî yy′′ = y2y′ + y′2. Ïîëàãàìå y′ = p, êîåòî, êàòî
äèôåðåíöèðàìå ïî x, èìàìå y′′ = pp′. Êàòî çàìåñòèì â äàäåíîòî óðàâíåíèå è ðàçäåëèì
äâåòå ñòðàíè íà yp, ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèåòî p′ = y + py−1, êîåòî å ëèíåéíî óðàâíåíèå.
Íåãîâîòî ðåøåíèå å

p(y) = e
∫

1
y
dy

(
C1 +

∫
ye−

∫
1
y
dydy

)
= y(C1 + y).

Ñåãà ñå âðúùàìå â ïîëàãàíåòî. Ïîëó÷åíîòî óðàâíåíèå å ñ îòäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè

dy

dx
= y(y + C1).

Ñëåä èíòåãðèðàíå èìàìå ïîñëåäîâàòåëíî∫
1

y(C1 + y)
dy =

∫
1dx,

1

C1

∫ (
1

y
− 1

y + C1

)
dy = x+ C2,

1

C1

ln

(
y

y + C1

)
= x+ C2,

y

y + C1

= CeC1x.

Ïðèìåð 2. Äà ðàçãëåäàìå óðàâíåíèåòî y3y′′ = −1. Ïîëàãàìå y′ = p(y). Èçðàçÿâàìå
âòîðàòà ïðîèçâîäíà y′′ = pp′ è çàìåñòâàìå â óðàâíåíèåòî

pp′ = − 1

y3
.
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Èíòåãðèðàìå òîâà óðàâíåíèå ñ îòäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè∫
pdp = −

∫
dy

y3
+

C

2
.

Ïîëó÷àâàìå çà p ñëåä êîðåíóâàíå

p = ±
√

1 + Cy2

y
.

Ðàçãëåæäàìå ñàìî ñëó÷àÿ ñúñ çíàê +, äðóãèÿò å ïîäîáåí. Âðúùàìå ñå â ïîëàãàíåòî, êàòî
çà y èìàìå óðàâíåíèåòî

y′ =

√
1 + Cy2

y
.

Ðàçäåëÿìå ïðîìåíëèâèòå â ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå

ydy√
1 + Cy2

= dx.

Èíòåãðèðàìå ïðè C ̸= 0 è ïîëó÷àâàìå îáùîòî ðåøåíèå

1

C

√
1 + Cy2 = x+D.

Ïðè C = 0 èíòåãðàëúò å òðèâèàëåí � ïîëó÷àâàìå

y2/2 = x+D,

íî òîâà å ÷àñòíî ðåøåíèå.

Çàäà÷è çà ñàìîñòîÿòåëíà ðàáîòà. Äà ñå íàìåðÿò îáùèòå ðåøåíèÿ íà äàäåíèòå
äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ:

1. y′′ − 2yy′ = 0 .

2. yy′′ − (y′)2 + (y′)3 = 0.

3. y′′ + (y′)2 = 2e−y.

2.4 Õîìîãåííî óðàâíåíèå îòíîñíî y è íåéíèòå ïðîèçâîäíèòå

Àêî äàäåíîòî óðàâíåíèå å õîìîãåííî îòíîñíî íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ y è ïðîèçâîäíèòå �è,
ò.å. àêî íå ñå ïðîìåíÿ ïðè çàìÿíàòà íà y, y′, y′′, ... ñ ky, ky′, ky′′, ..., òî ðåäúò íà äàäåíîòî
óðàâíåíèå ìîæå äà ñå ïîíèæè ñ åäèíèöà ñúñ ñìÿíàòà

y′ = yz, (2.3)



36 ÃËÀÂÀ 2. ÎÄÓ ÎÒ ÏÎ-ÂÈÑÎÊ ÐÅÄ. ÏÎÍÈÆÀÂÀÍÅ ÍÀ ÐÅÄÀ

êúäåòî z å íîâàòà íåèçâåñòíà ôóíêöèÿ. Ìîæåì äà èçðàçèì âòîðàòà è ñëåäâàùèòå ïðîèçâîäíè
÷ðåç ïî-íèñêè ïðîèçâîäíè íà z. Íàïðèìåð

y′′ = y′z + z′y = y(z2 + z′).

Ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî óðàâíåíèå çà z

F (x, z, z′, . . . , z(n−1)) = 0.

Àêî óñïååì äà ðåøèì òîâà óðàâíåíèå ñïðÿìî z, òî âðúùàìå ñå â ïîëàãàíåòî (2.3) è
ðåøàâàìå óðàâíåíèå ñ îòäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè, çà äà îïðåäåëèì y.

Ïðèìåð 1. Ðàçãëåæäàìå óðaâíåíèåòî y′2+2yy′′ = 0. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å àêî çàìåíèì
y ñ ky, y′ ñ ky′ è y′′ ñ ky′′, òî óðàâíåíèåòî íå ñå ïðîìåíÿ. Ïîëàãàìå y′ = yz, äèôåðåíöèðàìå
ãî ïî x, y′′ = y′z+ yz′ = yz2+ yz′ è êàòî çàìåñòèì â äàäåíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå,
ïîëó÷àâàìå äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå

z′ = −3

2
z2,

êîåòî å óðàâíåíèå ñ îòäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè. Ñëåä èíòåãðèðàíå ïîëó÷àâàìå

dz

z2
= −3

2
dx,

−1

z
= −3

2
x+ C1.

Îò ïîëàãàíåòî z = y′

y
, êàòî ãî çàìåñòèì â ãîðíîòî óðàâíåíèå îòíîâî ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèå

ñ îòäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè
dy

y
=

1
3
2
x− C1

dx.

Èíòåãðèðàìå ïîëó÷åíîòî óðàâíåíèå∫
dy

y
=

∫
1

3
2
x− C1

dx,

ln |y| = 2

3
ln

∣∣∣∣32x− C1

∣∣∣∣+ C2,

y(x) = C

(
3

2
x− C1

) 2
3

.

Ïðèìåð 2. Ðàçãëåæäàìå óðaâíåíèåòî xyy′′−x(y′)2 = yy′. Ïðîâåðÿâà ñå âåäíàãà, ÷å òî
å õîìîãåííî. Òúé êàòî óðàâíåíèåòî âèíàãè èìà íóëåâî ðåøåíèå, òî òúðñèì íåòðèâèàëíè
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ðåøåíèÿ. Ïîëàãàìå y′ = yz. Âå÷å ïðåñìåòíàõìå y′′ = y(z′ + z2). Çàìåñòâàìå òåçè ïðîèç-
âîäíè â óðàâíåíèåòî è ñëåä ñúêðàùàâàíå íà y2 äîñòèãàìå äî

xz′ = z.

Òîâà å óðàâíåíèå ñ îòäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè è íåãîâîòî ðåøåíèå ñå íàìèðà ëåñíî �
z = Cx. Âðúùàìå ñå â ïîëàãàíåòî

y′ = Cxy.

Îòíîâî ðåøàâàìå óðàâíåíèå ñ îòäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè è íàìèðàìå îáùîòî ðåøåíèå

ln y = Cx2/2 +D.

Çàäà÷è çà ñàìîñòîÿòåëíà ðàáîòà. Äà ñå íàìåðÿò îáùèòå ðåøåíèÿ íà äàäåíèòå
äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ:

1. x2yy′′ = (y − xy′)2.

2. yy′′ = (y′)2.

3. xyy′′ − x(y′)2 = y2√
1−x2 .

2.5 Óðàâíåíèÿ, êîèòî ñà ïúëíè ïðîèçâîäíè

Ïîíÿêîãà ñå îêàçâà, ÷å íÿêîå äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå

F (x, y, y′, . . . , y(n)) = 0

ìîæå äà ñå ïðåîáðàçóâà äî ñëåäíîòî

F (x, y, y′, . . . , y(n)) =
d

dx
G(x, y, . . . , y(n−1)) = 0,

ò.å. ëÿâàòà ñòðàíà ìîæå äà ñå çàïèøå êàòî ïúëíà ïðîèçâîäíà. Òîãàâà ðåäúò íà óðàâíåíèåòî
ñå ïîíèæàâà âåäíàãà

G(x, y, . . . , y(n−1)) = C = const.

Ïðèìåð 1. Äà ðàçãëåäàìå óðàâíåíèåòî yy′′ − (y′)2 = y2y′′. Âåäíàãà ñå âèæäà, ÷å
y ≡ 0 å ðåøåíèå. ßñíî å ñúùî òàêà, ÷å y = const å ñúùî ðåøåíèå. Íåêà äà ïîòúðñèì
íåòðèâèàëíè ðåøåíèÿ. Äåëèì äâåòå ñòðàíè íà y2.

yy′′ − y′2

y2
= y′′.

Ëÿâàòà ñòðàíà å ïðîèçâîäíà íà ÷àñòíî, à äÿñíàòà å ÿñíà:

d

dx

y′

y
= (y′)′,
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èëè
d

dx
(
y′

y
− y′) = 0.

Ïîëó÷àâàìå
y′

y
− y′ = C.

Òîâà óðàâíåíèå çàïèñâàìå êàòî

y′ =
Cy

1− y
.

Òîâà å óðàâíåíèå ñ îòäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè. Ïðè C ̸= 0 (C = 0 îòãîâàðÿ íà y = const)
èìàìå

1

C

(1− y)dy

y
= dx.

Èíòåãðèðàéêè, ïîëó÷àâàìå îáùîòî ðåøåíèå

1

C
(ln y − y) = x+D.

Ïðèìåð 2. Äà ðàçãëåäàìå óðàâíåíèåòî yy′′ + (y′)2 = 2x. Ëÿâàòà ñòðàíà ìîæå äà ñå
çàïèøå êàòî (yy′)′, à äÿñíàòà å î÷åâèäíî ðàâíà íà (x2)′, èëè

(yy′ − x2)′ = 0.

Îòòóê ñëåäâà, ÷å yy′ = x2 + C. Íî òîâà å óðàâíåíèå ñ îòäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè

ydy = (x2 + C)dx.

Èíòåãðèðàìå âåäíúæ è ïîëó÷àâàìå îáùîòî ðåøåíèå

y2/2 = x3/3 + Cx+D.

Çàäà÷è çà ñàìîñòîÿòåëíà ðàáîòà. Äà ñå íàìåðÿò îáùèòå ðåøåíèÿ íà äàäåíèòå
äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ:

1. yy′′ = y′2.

2. yy′′ = y′(y′ + 1).

3. yy′′′ + 3y′y′′ = 0.

4. y′y′′′ − y′′2 = y′2y′′.



Ãëàâà 3

Îñíîâíè òåîðåìè

Â òàçè ãëàâà ùå èçëîæèì íÿêîè îñíîâíè ðåçóëòàòè, ñâúðçàíè ñúñ çàäà÷àòà íà Êîøè∣∣∣∣ ẋ = v(t,x), (t,x) ∈ W ⊂ R× Rn

x(t0) = x0, (t0,x0) ∈ W
(3.1)

Òóê W å îáëàñò â ðàçøèðåíîòî ôàçîâî ïðîñòðàíñòâî R×Rn, v ðåàëíîçíà÷íî èçîáðàæå-
íèå, t å íåçàâèñèìàòà ïðîìåíëèâà, à x(t) ñà òúðñåíèòå âåëè÷èíè.

Òåîðåìàòà çà ñúùåñòâóâàíå è åäèíñòâåíîñò å ôîðìóëèðàíà è äîêàçàíà â ñåêöèÿ 3.1.
Òåîðåìàòà çà ñúùåñòâóâàíå å äåëî íà Êîøè è Ïåàíî, à ñúùåñòâóâàíåòî è åäèíñòâåíîñòòà
� íà Ïèêàð è Ëèíäåëüîô. Èìà íÿêîëêî ðàçëè÷íè íà÷èíà äà ñå äîêàæå òàçè òåîðåìà è
âñè÷êè òå èçèñêâàò äÿñíàòà ñòðàíà v(t,x) äà óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî íà Ëèïøèö ïî x.
Îñíîâíèòå ñðåäñòâà ïðè äîêàçàòåëñòâîòî ñà ïîñëåäîâàòåëíè ïðèáëèæåíèÿ (ïðèáëèæåíèÿ
íà Ïèêàð) è íåðàâåíñòâîòî íà Ãðîíóîë (Ëåìà 3.2). Ïî-íàòàòúê â ñåêöèè 3.2 è 3.3 ñå
ðàçãëåæäàò ðåçóëòàòè çà íåïðåêúñíàòàòà è äèôåðåíöèðóåìàòà çàâèñèìîñò íà ðåøåíèåòî
íà çàäà÷àòà íà Êîøè (3.1) îòíîñíî íà÷àëíèòå óñëîâèÿ è ïàðàìåòðè. Ïðîäúëæàâàíåòî íà
ëîêàëíèòå ðåøåíèÿ â ïî-ãîëÿì èíòåðâàë ñå ðàçãëåæäà â ñåêöèÿ 3.4.

3.1 Òåîðåìà çà ñúùåñòâóâàíå è åäèíñòâåíîñò

Äà çàïî÷íåì ñ ïðèìåð. Äà ðàçãëåäàìå çàäà÷àòà íà Êîøè

ẋ = x2/3, x(0) = 0.

Î÷åâèäíî x ≡ 0 å åäíî ðåøåíèå. Äà ïîòúðñèì íåíóëåâî ðåøåíèå. Óðàâíåíèåòî å îò òèï
ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè � dx

x2/3
= dt. Ñëåä èíòåãðèðàíå è åëåìåíòàðíè òðàíñôîðìàöèè

ïîëó÷àâàìå x = (t+C)3

27
. Òúé êàòî x(0) = 0, òî êîíñòàíòàòà C å ðàâíà íà íóëà èëè x = t3

27
.

Ïîëó÷èõìå, ÷å ïðåç òî÷êàòà (0, 0) ìèíàâàò äâå ðåøåíèÿ � x ≡ 0 è x = t3

27
.

Ðàçãëåäàíèÿò ïðèìåð ïîêàçâà, ÷å ñàìî íåïðåêúñíàòîñò íà äÿñíàòà ñòðàíà íà äèôåðåí-
öèàëíîòî óðàâíåíèå èëè ñèñòåìà íå å äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà åäèíñòâåíîñò íà ðåøåíèåòî
íà çàäà÷àòà íà Êîøè. Åñòåñòâåíîòî óñëîâèå å äÿñíàòà ñòðàíå äà å äèôåðåíöèðóåìà

39
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â ðàçãëåæäàíàòà îáëàñò. Îêàçâà ñå ïî-óäîáíî çà äîêàçàòåëñòâàòà, êîèòî ñëåäâàò, äà
ïîèñêàìå äÿñíàòà ñòðàíà äà å Ëèïøèöîâà ïî x.

Äåôèíèöèÿ 3.1. Èçîáðàæåíèåòî f : U → Rn

ñå íàðè÷à Ëèïøèöîâî, àêî

||f(x)− f(y)|| ≤ L||x− y|| ∀x, y ∈ U.

Ïîíÿêîãà óñëîâèåòî íà Ëèïøèö ñå ïðîâåðÿâà
òðóäíî è çàòîâà ùå äàäåì ïî-ëåñíî ïðîâåðèì
êðèòåðèé, êîéòî äàâà âðúçêàòà ìåæäó
äèôåðåíöèðóåìîñòòà è ëèïøèöîâîñòòà.

Ôèãóðà 3.1

U

Rn

V

x

y

Ëåìà 3.1. Íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìî èçîáðàæåíèå f , äåôèíèðàíî âúðõó èçïúêíàëî
êîìïàêòíî ïîäìíîæåñòâî V íà îáëàñòòà U , å Ëèïøèöîâî êàòî, L = supV ||f∗||.
Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà x, y ∈ V (ôèã. 3.1). Äà îçíà÷èì

z(t) = x+ t(y − x), t ∈ [0, 1], z(t) ∈ V.

Îò ôîðìóëàòà íà Íþòîí - Ëàéáíèö èìàìå

f(y)− f(x) =

∫ 1

0

d

dt
f(z(t))dt =

∫ 1

0
f∗żdt =

∫ 1

0
f∗(y − x)dt,

||f(y)− f(x)|| = ||
∫ 1

0
f∗(y − x)dt|| ≤

∫ 1

0
||f∗||||(y − x)||dt ≤ L||y − x||.

Íóæíà íè å îùå ñëåäíàòà

Ëåìà 3.2. (Ãðîíóîë) Íåêà u, v : [a, b] → R ñà íåïðåêúñíàòè è íåîòðèöàòåëíè. Íåêà å
èçïúëíåíî çà âñÿêî t ∈ [a, b] è C ≥ 0 u(t) ≤ C +

∫ t
a
u(s)v(s)ds. Òîãàâà

u(t) ≤ C exp(

∫ t

a

v(s)ds).

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà C > 0. Äà îçíà÷èì h(t) := C +
∫ t
a u(s)v(s)ds.

h(t) > 0 (u(t) ≤ h(t)).

ḣ(t) = u(t)v(t) ≤ h(t)v(t)

Ñëåä èíòåãðèðàíå ïîëó÷àâàìå h(t) ≤ Ce
∫ t
a v(s)ds, îòêúäåòî ñëåäâà ðåçóëòàòúò ïðè C > 0.

Íåêà C = 0. Çàìåñòâàìå C ñ ϵ > 0, êúäåòî ϵ å ïðîèçâîëíî äîñòàòú÷íî ìàëêî. Ïðèëàãàéêè ãîðíîòî íåðàâåíñòâî ñëåä
ϵ→ 0, ïîëó÷àâàìå h(t) ≡ 0 è ñëåäîâàòåëíî u(t) ≡ 0.

Ðàçãëåæäàìå çàäà÷àòà íà Êîøè (3.1).
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Òåîðåìà 3.1. Íåêà v(t, x) ∈ C(W ) è íåêà êîìïàêòúò K := {(t, x) ∈ W : ||x − x0|| ≤
b, |t − t0| ≤ a} ñå ñúäúðæà â W . Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å v(t, x) å Ëèïøèöîâà ïî x â K ñ
êîíñòàíòà L, ò.å. ||v(t, x)−v(t, y)|| ≤ L||x−y|| çà âñÿêî (t, x), (t, y) ∈ K. Íåêà ||v(t, x)|| ≤
M â K è h ≤ min(a, b

M
). Òîãàâà ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíî ðåøåíèå íà (3.1), äåôèíèðàíî

â (t0 − h, t0 + h) è óäîâëåòâîðÿâàùî x(t0) = x0.

Òàçè òåîðåìà ùå äîêàæåì ñ ïîìîùòà íà ìåòîäà íà ïîñëåäîâàòåëíèòå ïðèáëèæåíèÿ
íà Ïèêàð.
Äîêàçàòåëñòâî. Ùå ðàçáèåì äîêàçàòåëñòâîòî íà íÿêîëêî ïðîñòè ñòúïêè.

Ñòúïêà 1. Ïúðâî ùå ïîêàæåì, ÷å ðåøàâàíåòî íà çàäà÷àòà íà Êîøè (3.1) å åêâèâàëåíòíî íà ðåøàâàíåòî íà åäíî
èíòåãðàëíî óðàâíåíèå.

Òúé êàòî ẋ ñúùåñòâóâà, òî x å íåïðåêúñíàòî èçîáðàæåíèå, ñëåäîâàòåëíî íåïðåêúñíàòî å è v(t, x(t)), îòêúäåòî ẋ ñúùî
å íåïðåêúñíàòî. Èíòåãðèðàìå îò t0 äî t ∫ t

t0

ẋds =

∫ t

t0

v(s, x(s))ds,

îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå

x(t) = x(t0) +

∫ t

t0

v(s, x(s))ds. (3.2)

Òàêà ïîêàçàõìå, ÷å âñÿêî ðåøåíèå íà (3.1) å ðåøåíèå íà èíòåãðàëíîòî óðàâíåíèå. Îáðàòíî, íåêà x(t) å íåïðåêúñíàòî
ðåøåíèå íà (3.2). Äèôåðåíöèðàìå (3.2) è ẋ(t) = v(t, x(t)). Çàìåñòâàéêè â (3.2) t = t0, ïîëó÷àâàìå x(t0) = x0, ò.å. x(t)
óäîâëåòâîðÿâà çàäà÷àòà íà Êîøè (3.1).

Íåêà ñåãà êîíñòðóèðàìå ïðèáëèæåíèÿòà íà Ïèêàð. Äåôèíèðàìå ñëåäíàòà ðåäèöà îò èçîáðàæåíèÿ {xn(t)} çà t ∈
(t0 − h, t0 + h) è çàäàäåíà ñ

xn+1(t) = x0 +

∫ t

t0

v(s, xn(s))ds, x0(t) = x0, n = 0, 1, . . . (3.3)

Ñòúïêà 2. Âñÿêî èçîáðàæåíèå xn(t) å äîáðå äåôèíèðàíî è (t, xn(t)) ∈ K,n = 1, 2, . . ..
Äîêàçàòåëñòâî. Ùå èçïîëçâàìå èíäóêöèÿ. Òâúðäåíèåòî å î÷åâèäíî çà n = 0. Ïðåäïîëàãàìå, ÷å ||xk(t)− x0|| ≤ b çà

íÿêîå k ≥ 1. Çà ñëåäâàùîòî ïðèáëèæåíèå èìàìå

||xk+1(t)− x0|| = ||
∫ t

t0

v(s, xk(s))ds|| ≤
∫ t

t0

||v(s, xk(s))||ds ≤M |t− t0| ≤Mh < M
b

M
= b.

Ñïîðåä ïðèíöèïà íà ìàòåìàòè÷åñêàòà èíäóêöèÿ îöåíêàòà

||xn(t)− x0|| ≤M |t− t0| ≤Mh ≤ b, ïðè |t− t0| < h (3.4)

å âÿðíà çà âñåêè åëåìåíò îò ðåäèöàòà èçîáðàæåíèÿ (3.3). Èçîáðàæåíèÿòà xn(t) ñà íåïðåêúñíàòè, òúé êàòî ñà èíòåãðàëè
îò íåïðåêúñíàòè èçîáðàæåíèÿ.

Ñëåäâàùàòà ñòúïêà å îòíîâî èíäóêöèîííà.
Ñòúïêà 3. Ïîñëåäîâàòåëíèòå ïðèáëèæåíèÿ óäîâëåòâîðÿâàò îöåíêàòà

||xn(t)− xn−1(t)|| ≤MLn−1 |t− t0|n

n!
≤MLn−1 h

n

n!
, n = 1, 2, . . . (3.5)

Äîêàçàòåëñòâî. Çà n = 1 îöåíêàòà ñëåäâà îò (3.4). Íåêà äîïóñíåì, ÷å (3.5) å èçïúëíåíî çà íÿêîå n > 1. Èçïîëçâàéêè
óñëîâèÿòà íà òåîðåìàòà, óñòàíîâÿâàìå, ÷å òî å èçïúëíåíî è çà (n+ 1):

||xn+1(t)− xn(t)|| = ||
∫ t

t0

(v(s, xn(s))− v(s, xn−1(s))) ds||

≤ ||
∫ t

t0

L|xn(s)− xn−1(s)| ds|| ≤ ||
∫ t

t0

LMLn−1 (s− t0)n

n!
ds||

=MLn |x− x0|n+1

(n+ 1)!
≤MLn hn+1

(n+ 1)!
.
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Îòíîâî ñïîðåä ïðèíöèïà íà ìàòåìàòè÷åñêàòà èíäóêöèÿ ñëåäâà, ÷å (3.5) å èçïúëíåíî çà âñÿêî n.
Äîêàçàíàòà â Ñòúïêà 3 îöåíêà (3.5) íè ïîçâîëÿâà äà ìàæîðèðàìå ðåäà

S := x0(t) + (x1(t)− x0(t)) + (x2(t)− x1(t)) + . . .+ (xn(t)− xn−1(t)) + . . .

ñúñ ñõîäÿù ÷èñëîâ ðåä ñ ïîëîæèòåëíè ñúáèðàåìè

||S|| ≤Mh+ML
h2

2!
+ML2 h

3

3!
+ . . .+MLn−1 h

n

n!
+ . . . =

M

L
(eLh − 1) <∞.

Ñúãëàñíî êðèòåðèÿ íà Âàéåðùðàñ (Òåîðåìà À.2) çà ðàâíîìåðíà ñõîäèìîñò, ðåäúò S å ðàâíîìåðíî ñõîäÿù â èíòåðâàëà
[t0 − h, t0 + h] , à ðåäèöàòà îò ÷àñòè÷íèòå ìó ñóìè {Sn}∞n=1 êëîíè ðàâíîìåðíî êúì íåïðåêúñíàòî èçîáðàæåíèå, êîåòî
îçíà÷àâàìå ñ x(t) :

Sn := x0(t) + (x1(t)− x0(t)) + (x2(t)− x1(t)) + . . .+ (xn(t)− xn−1(t)) = xn(t) ⇒ x(t).

Òúé êàòî èçîáðàæåíèåòî v(t, x) å íåïðåêúñíàòî, òî ìîæåì äà èçâúðøèì ãðàíè÷åí ïðåõîä â ðåêóðåíòíàòà çàâèñèìîñò (3.3):

xn(t) ⇒ x(t)

∫ t

t0

v(s, xn(s))ds⇒
∫ t

t0

v(s, x(s))ds, n→ ∞.

Ñ òîâà ïîêàçàõìå, ÷å x(t) óäîâëåòâîðÿâà èíòåãðàëíîòî óðàâíåíèå (3.2) è ñëåäîâàòåëíî å ðåøåíèå íà çàäà÷àòà íà Êîøè
(3.1).

Îñòàâà äà äîêàæåì åäèíñòâåíîñòòà íà ïîëó÷åíîòî ðåøåíèå.
Ñòúïêà 4. x(t) å åäèíñòâåíîòî ðåøåíèå íà çàäà÷àòà íà Êîøè (3.1) â èíòåðâàëà |t− t0| < h.
Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà z(t) å äðóãî ðåøåíèå íà çàäà÷àòà íà Êîøè (3.1), äåôèíèðàíî â |t− t0| ≤ h1 ≤ h è ñëåäîâàòåëíî

òî óäîâëåòâîðÿâà èíòåãðàëíîòî óðàâíåíèå

z(t) = x0 +

∫ t

t0

v(s, z(s))ds.

Çà íîðìàòà íà ðàçëèêàòà íà x(t) è z(t) ïîëó÷àâàìå

||x(t)− z(t)|| ≤ ||
∫ t

t0

(v(s, x(s))− v(s, z(s))ds|| ≤ L

∫ t

t0

||x(s)− z(t)||ds.

Ïðèëàãàìå íåðàâåíñòâîòî íà Ãðîíóîë (Ëåìà 3.2) ñ C = 0 êúì íåðàâåíñòâîòî

||x(t)− z(t)|| ≤ L

∫ t

t0

||x(s)− z(t)||ds

çà èíòåðâàëà [t0, t0 + h1]. Ïîëó÷àâàìå ||x(t)− z(t)|| = 0 âúðõó [t0, t0 + h1]. Ïî ïîäîáåí íà÷èí ñúùèÿò ðåçóëòàò ñå ïîëó÷àâà
è âúðõó [t0 − h1, t0], îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å x(t) ≡ z(t) çà t ∈ [t0 − h1, t0 + h1].

Ñòúïêè 1 - 4 äàâàò äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìàòà.

Çàáåëåæêè

Òåîðåìàòà èìà ëîêàëåí õàðàêòåð, ò.å. ðåøåíèåòî å äåôèíèðàíî â íÿêàêâà îêîëíîñò íà t0
(âèæòå Ïðèìåð 2 ïî-äîëó).
Òîâà, êîåòî å âàæíî äà ñå îòáåëåæè èçðè÷íî, å, ÷å äâå ðàçëè÷íè ðåøåíèÿ íå ìîãàò äà ñå
ïðåñè÷àò. Àêî ñå ïðåñè÷àò, òî òå ñúâïàäàò â îáùèÿ ñè èíòåðâàë íà äåôèíèðàíå.
Êàêòî ñïîìåíàõìå ïî-ãîðå, âìåñòî óñëîâèåòî íà Ëèïøèö ìîæåì äà ïðåäïîëàãàìå v ∈
C1(W ).

Ïðèìåð 1. Äà ðåøèì ñ ìåòîäà íà ïîñëåäîâàòåëíèòå ïðèáëèæåíèÿ ñëåäíàòà çàäà÷à
íà Êîøè:

ẋ = ax, x(0) = x0.
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Ðåøåíèåòî x(t) = x0e
at ìîæå ëåñíî äà áúäå ïîëó÷åíî ÷ðåç ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå.

Ñëåäâàéêè ïðîöåäóðàòà, ïîëàãàìå x0(t) = x0.

x1(t) = x0 +

∫ t

0

ax0ds = x0(1 + at)

x2(t) = x0 +

∫ t

0

ax1(s)ds = x0 +

∫ t

0

ax0(1 + as)ds = x0(1 + at+
a2t2

2
).

Ïî èíäóêöèÿ äîêàçâàìå, ÷å

xn(t) = x0(1 + at+ . . .+
antn

n!
),

îòêúäåòî

lim
n→∞

xn(t) = x0e
at.

Ñëåäâàùèÿò ïðèìåð ïîêàçâà, ÷å ðåøåíèÿòà ìîãàò è äà íå ñà äåôèíèðàíè çà âñÿêî t.

Ïðèìåð 2. Äà ðàçãëåäàìå çàäà÷àòà íà Êîøè ẋ = x2, x(0) = x0. Ðåøåíèåòî å x = x0
1−tx0

è âåäíàãà ñå âèæäà, ÷å òî íå ìîæå äà ñå ïðîäúëæè îòâúä t̄ = 1
x0
.

Äà ñå âúðíåì êúì çàäà÷àòà íà Êîøè (3.1).
Çà âñÿêî x0 ñúùåñòâóâà ìàêñèìàëåí îòâîðåí èíòåðâàë (α, β), ñúäúðæàù t0, âúðõó

êîéòî å äåôèíèðàíî ðåøåíèå x(t), óäîâëåòâîðÿâàùî x(t0) = x0.
Íàèñòèíà, ïî Òåîðåìà 3.1 èìà íÿêàêúâ èíòåðâàë, â êîéòî ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíî

ðåøåíèå. Íåêà ñåãà (α, β) (âúçìîæíî å α = −∞ èëè β = ∞ èëè è äâåòå) å îáåäèíåíèå
íà âñè÷êè îòâîðåíè èíòåðâàëè, ñúäúðæàùè t0 è âúðõó êîèòî ñúùåñòâóâà ðåøåíèå íà
(3.1). Âúðõó âñåêè äâà òàêèâà èíòåðâàëà ðåøåíèÿòà ñúâïàäàò. Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà
ðåøåíèå âúðõó öåëèÿ èíòåðâàë (α, β).

Òîçè èíòåðâàë ùå íàðè÷àìå ìàêñèìàëåí èíòåðâàë íà ïðîäúëæèìîñò íà ðåøåíèåòî, à
ñàìîòî ðåøåíèå � íåïðîäúëæèìî.

3.2 Íåïðåêúñíàòà çàâèñèìîñò íà ðåøåíèåòî îò íà÷àëíè

óñëîâèÿ è ïàðàìåòðè

Ðàçãëåæäàìå îòíîâî çàäà÷àòà íà Êîøè (3.1) ×åñòî â ïðèëîæåíèÿòà íÿêîè äàííè çíàåì
ñàìî ïðèáëèçèòåëíî. Â ñëó÷àÿ òàêèâà ìîãàò äà áúäàò äÿñíàòà ñòðàíà íà ñèñòåìàòà ÄÓ
èëè íà÷àëíèòå óñëîâèÿ. Åñòåñòâåíî å äà ñå î÷àêâà, ÷å ïðè ìàëêè ïðîìåíè â äàííèòå
ðåøåíèåòî ùå ñå ïðîìåíÿ ìàëêî. Òîâà èñêàìå äà ïîêàæåì çà çàäà÷àòà íà Êîøè (3.1) ïðè
ðàçóìíè ïðåäïîëîæåíèÿ. Ðàçáèðà ñå, èìà ñëó÷àè, â êîèòî òîâà íå å òàêà.

Òåîðåìà 3.2. Íåêà v, w ∈ C(W ) è íåêà v å Ëèïøèöîâà ïî x ñ êîíñòàíòà L. Íåêà x(t)
è y(t) ñà ñúîòâåòíî ðåøåíèÿ íà çàäà÷èòå íà Êîøè
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∣∣∣∣ ẋ(t) = v(t, x(t))
x(t0) = x0

∣∣∣∣ ẏ(t) = w(t, y(t))
y(t0) = y0

â [t0, t1] è M := sup(t,x)∈W ||v(t, x)− w(t, x)||. Òîãàâà çà âñÿêî t ∈ [t0, t1]

||x(t)− y(t)|| ≤ ||x(t0)− y(t0)||eL(t−t0) +
M

L
(eL(t−t0) − 1).

Äîêàçàòåëñòâî.

||x(t)− y(t)|| ≤ ||x0 − y0||+
∫ t

t0

||v(s, x(s))− w(s, y(s))||ds ≤

||x0 − y0||+
∫ t

t0

(||v(s, x(s))− v(s, y(s))||+ ||v(s, y(s))− w(s, y(s))||)ds ≤

||x0 − y0||+
∫ t

t0

L(||x(s)− y(s)||+
M

L
)ds.

||x(t)− y(t)||+
M

L
≤ ||x0 − y0||+

M

L
+

∫ t

t0

L(||x(s)− y(s)||+
M

L
)ds.

Ïîëàãàìå u(t) = ||x(t)− y(t)||+ M
L

è ïðèëàãàìå íåðàâåíñòâîòî íà Ãðîíóîë çà ïîëó÷àâàíå íà òúðñåíàòà îöåíêà.

Ñëåäñòâèå. Íåêà v = w. Òîãàâà

||x(t)− y(t)|| ≤ ||x0 − y0||eL(t−t0),

êîåòî ïîêàçâà, ÷å ðåøåíèåòî íà çàäà÷àòà íà Êîøè (3.1) çàâèñè íåïðåêúñíàòî îò íà÷àëíèòå
óñëîâèÿ.

Áè ìîãëî äà ñå êàæå, ÷å â Òåîðåìà 3.2 (èëè ñëåäñòâèåòî) ëèïñâà ïðåöèçíîñò îòíîñíî
ñúùåñòâóâàíåòî è åäèíñòâåíîñòòà íà ðåøåíèåòî íà âòîðàòà çàäà÷à íà Êîøè. Âñúùíîñò,
ìîæå äà ñå äîêàæå ñëåäíèÿò ðåçóëòàò:

Òåîðåìà 3.3. Íåêà v ∈ C1(W ) è x(t, x0) å ðåøåíèå íà çàäà÷àòà íà Êîøè (3.1). Ñúùå-
ñòâóâàò h è îêîëíîñò V íà x0, òàêèâà, ÷å çà âñÿêî z0 ∈ V ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíî
ðåøåíèå z(t, z0) íà çàäà÷àòà íà Êîøè∣∣∣∣ ẋ = v(t, x)

x(t0) = z0,

äåôèíèðàíî â |t− t0| ≤ h.

Äîêàçàòåëñòâîòî íà òàçè òåîðåìà ñå ïðàâè ñ ìåòîäà íà ïîñëåäîâàòåëíèòå ïðèáëèæå-
íèÿ è å àíàëîãè÷íî íà òîâà â òåîðåìàòà çà ñúùåñòâóâàíå è åäèíñòâåíîñò.

Íåêà ñèñòåìàòà çàâèñè îò ïàðàìåòðè∣∣∣∣ ẋ = v(t, x, µ) (t, x) ∈ W ⊂ R× Rn

x(t0) = x0 µ ∈ Rl (3.6)
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Äà ðàçãëåäàìå ñïîìàãàòåëíàòà ñèñòåìà∣∣∣∣∣∣
ẋ = v(t, x, µ)
µ̇ = 0
x(t0) = x0

(3.7)

Ñïîðåä ãîðíèòå òåîðåìà è ñëåäñòâèå ðåøåíèåòî íà (3.7) ñ íà÷àëíè óñëîâèÿ (t0, x0, µ) å
íåïðåêúñíàòî ïî íà÷àëíè óñëîâèÿ. Ñëåäîâàòåëíî x(t, x0, µ) å íåïðåêúñíàòî ïî ïàðàìå-
òðèòå µ.

Ìîæå äà ñå äîêàæå àíàëîãè÷íà îöåíêà íà òàçè îò Òåîðåìà 3.2.
Îáðàòíî, àêî èìàìå òåîðåìà çà íåïðåêúñíàòà çàâèñèìîñò íà ðåøåíèåòî ïî ïàðàìåòðè,

òî âåäíàãà ìîæåì äà ïîëó÷èì íåïðåêúñíàòàòà çàâèñèìîñò îò íà÷àëíè óñëîâèÿ.
Ñèñòåìàòà (3.1) ñëåä òðàíñëàöèÿ y = x− x0 ïðèåìà âèäà∣∣∣∣ ẏ = v(t, y + x0)

y(t0) = 0,

â êîÿòî íà÷àëíîòî óñëîâèå å ïàðàìåòúð.

3.3 Äèôåðåíöèðóåìîñò íà ðåøåíèÿòa

×åñòî â ïðèëîæåíèÿòà íè å íóæíî íå ñàìî äà çíàåì,÷å ðåøåíèåòî íà çàäà÷àòà íà Êîøè
å íåïðåêúñíàòî ïî îòíîøåíèå íà íà÷àëíèòå óñëîâèÿ è ïàðàìåòðè, à ñúùî è äà äèôåðåí-
öèðàìå ïî òÿõ.

Ùå çàïî÷íåì ñ åäíî íàáëþäåíèå. Íåêà å çàäàäåíà çàäà÷à íà Êîøè

∣∣∣∣ ż = v(t, z), z ∈ U ⊂ Rn

z(t0) = x, x ∈ U,
(3.8)

êàòî v ∈ C2. Íåêà g(t, x) å ðåøåíèå íà ãîðíàòà çàäà÷à, ò.å. ġ(t, x) = v(t, g(t, x)), g(t0, x) =
x. Äà äîïóñíåì, ÷å ìîæåì äà äèôåðåíöèðàìå ðåøåíèåòî g ïî x.

Íåêà g(t, x) = (g1(t, x), g2(t, x), . . . , gn(t, x)) è ġk(t, x) = vk(t, g(t, x)). Äèôåðåíöèðàéêè
ïîñëåäíîòî ïî xl, ïîëó÷àâàìå(

∂gk(t, x)

∂xl

).
=

n∑
j=1

∂vk(t, g(t, x))

∂zj

∂gj(t, x)

∂xl
.

Äà îçíà÷èì ñ yl âåêòîðà yl = (∂g1
∂xl

, ∂g2
∂xl

, . . . , ∂gn
∂xl

)t. Òîãàâà ãîðíàòà ñèñòåìà ìîæå äà áúäå
çàïèñàíà âúâ âèäà ẏl = v∗(t, g(t, x))yl.

Ñèñòåìàòà ∣∣∣∣ ż = v(t, z), z ∈ U ⊂ Rn

ẏl = v∗(t, g(t, x))yl
(3.9)
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ñå íàðè÷à ñèñòåìà óðàâíåíèÿ âúâ âàðèàöèè çà ñèñòåìàòà (3.8) (èëè îòíîñíî ðåøåíèåòî
g(t, x)). Ïîäðåæäàéêè yl â ìàòðèöà Y , ïîëó÷àâàìå åêâèâàëåíòíî îïðåäåëåíèå íà ñèñòå-
ìàòà âúâ âàðèàöèè

∣∣∣∣ ż = v(t, z),

Ẏ = v∗(t, g(t, x))Y,
(3.10)

êàòî íàé-åñòåñòâåíî å äà èçáåðåì íà÷àëíèòå óñëîâèÿ òàêà: g(t0, x) = x, Y (t0, x) = E,
êúäåòî E å åäèíè÷íàòà ìàòðèöà. Òîâà Y íå å íèùî äðóãî, îñâåí ïðîèçâîäíàòà íà ðåøå-
íèåòî ïî íà÷àëíèòå óñëîâèÿ g∗, è àêî ìîæåì äà äèôåðåíöèðàìå ðåøåíèåòî, òî íåãîâàòà
ïðîèçâîäíà óäîâëåòâîðÿâà ñèñòåìàòà óðàâíåíèÿ âúâ âàðèàöèè.

Òåîðåìà 3.4. Íåêà çà ñèñòåìàòà (3.8) v ∈ C2 â íÿêàêâà îêîëíîñò íà (t0, x0). Òîãàâà
ðåøåíèåòî g(t, x) íà (3.8) å íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìî ïî x â íÿêàêâà åâåíòóàëíî
ïî-ìàëêà îêîëíîñò íà (t0, x0).

v ∈ C2 ⇒ g ∈ C1
x.

Äîêàçàòåëñòâî. Òúé êàòî v ∈ C2, òî v∗ ∈ C1. Ñëåäîâàòåëíî ñèñòåìàòà óðàâíåíèÿ âúâ âàðèàöèè óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà
íà Òåîðåìàòà çà ñúùåñòâóâàíå è åäèíñòâåíîñò (Òåîðåìà 3.1).

Íåêà èçáåðåì íà÷àëíè óñëîâèÿ φ0 = x, äîñòàòú÷íî áëèçêî äî x0 è ψ0 = E. Äà îçíà÷èì ïðèáëèæåíèÿòà â ñõåìàòà íà
Ïèêàð ñ φn (çà z) è ψn (çà Y ), ò.å. ïîëàãàìå

φn+1(t, x) = x+

∫ t

t0

v(τ, φn(τ, x))dτ, (3.11)

ψn+1(t, x) = E +

∫ t

t0

v∗(τ, φn(τ, x))ψn(τ, x)dτ. (3.12)

Ïúðâî ùå ïîêàæåì, ÷å (φn)∗ = ψn çà âñÿêî n.
ßñíî å, ÷å (φ0)∗ = ψ0. Äà äîïóñíåì, ÷å çà íÿêîå n > 1 å èçïúëíåíî (φn)∗ = ψn. Ùå äîêàæåì, ÷å òîâà å âÿðíî è çà

n+ 1. Íàèñòèíà

(φn+1)∗ = E +

∫ t

t0

v∗(τ, φn(τ, x))(φn)∗dτ = E +

∫ t

t0

v∗(τ, φn(τ, x))ψndτ = ψn+1,

îòêúäåòî ïî èíäóêöèÿ ñëåäâà ðàâåíñòâîòî çà n ò.å. {ψn} å ðåäèöàòà îò ïðîèçâîäíèòå íà ðåäèöàòà {φn}. Äâåòå ðåäèöè ñà

ðàâíîìåðíî ñõîäÿùè (êàòî ðåäèöè îò Ïèêàðîâñêè ïðèáëèæåíèÿ ïðè |t− t0| äîñòàòú÷íî ìàëêè) φn ⇒ g, ψn ⇒ Y = g∗ è

òúé êàòî g∗ ∈ C0
x ⇒ g ∈ C1

x, ò.å. g(t, x) = limn→∞ φn(t, x) å íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìà ïî x.

Íåêà r ≥ 2 å öÿëî ÷èñëî.

Òåîðåìà 3.5. (Òåîðåìà Tr) Íåêà äÿñíàòà ÷àñò íà ñèñòåìà (3.8) v ∈ Cr â íÿêàêâà
îêîëíîñò íà (t0, x0). Òîãàâà ðåøåíèåòî íà çàäà÷àòà íà Êîøè (3.8) g(t, x) ∈ Cr−1

x , êàòî
(t, x) ïðèíàäëåæàò íà íÿêàêâà åâåíòóàëíî ïî-ìàëêà îêîëíîñò íà (t0, x0).

v ∈ Cr ⇒ g ∈ Cr−1
x .
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Äîêàçàòåëñòâî. v ∈ Cr ⇒ v∗ ∈ Cr−1. Ñëåäîâàòåëíî ñèñòåìàòà óðàâíåíèÿ âúâ âàðèàöèè (3.10) óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà
íà Òåîðåìà Tr−1. Òåîðåìà Tr, r > 2 ñå ïîëó÷àâà îò Òåîðåìà Tr−1

v ∈ Cr ⇒ v∗ ∈ Cr−1 ⇒ g∗ ∈ Cr−2
x ⇒ g ∈ Cr−1

x .

Íî Òåîðåìà T2 (Òåîðåìà 3.4) áå äîêàçàíà ïî-ðàíî.

Íåêà r ≥ 2. Èíòåðåñóâàò íè ïðîèçâîäíèòå ïî x è t.

Ëåìà 3.3. Íåêà å çàäàäåíà ôóíêöèÿ f : I × G → Rn, G ⊂ Rn, I å èíòåðâàë â R1 è
íåêà

F (t, x) =

∫ t

t0

f(τ, x)dτ, x ∈ G, [t0, t] ⊂ I.

Àêî f ∈ Cr
x è f ∈ Cr−1, òî F ∈ Cr.

Äîêàçàòåëñòâî. Äèôåðåíöèðàìå F ïîñëåäîâàòåëíî - ∂F
∂t

= f(t, x) å íåïðåêúñíàòà, ∂rF
∂tr

= f
(r−1)
t (t, x) å íåïðåêúñíàòà ïî

óñëîâèå è ñëåäîâàòåëíî F ∈ Cr
t . Ñëåä òîâà

∂2F
∂x∂t

= ∂f
∂x

(t, x) å íåïðåêúñíàòà. Ïîäîáíî ïðîèçâîëíà ÷àñòíà ïðîèçâîäíà îò ðåä

r ñå èçðàçÿâà ÷ðåç ïðîèçâîäíèòå íà f , îò ðåä ïî-ìàëúê îò r. Ñëåäîâàòåëíî F ∈ Cr.

Òåîðåìà 3.6. Â óñëîâèÿòà íà Òåîðåìà 3.5 (Òåîðåìà Tr) ðåøåíèåòî g(t, x) å äèôåðåí-
öèðóåìî èçîáðàæåíèå îò êëàñ Cr−1 ïî x, t: v ∈ Cr ⇒ g ∈ Cr−1.

Äîêàçàòåëñòâî. Èìàìå

g(t, x) = x+

∫ t

t0

v(τ, g(τ, x))dτ

v ∈ Cr è g ∈ C0 � òîâà èìàìå îò Òåîðåìàòà çà ñúùåñòâóâàíå è åäèíñòâåíîñò (Òåîðåìà 3.1). Îñâåí òîâà Òåîðåìà 3.5 ïîêàçà,
÷å g ∈ Cr−1

x . Ïðèëàãàìå Ëåìà 3.3 ïîñëåäîâàòåëíî
v(t, g(t, x)) ∈ C0 ∩ C1

x ⇒ g ∈ C1

v(t, g(t, x)) ∈ C1 ∩ C2
x ⇒ g ∈ C2

. . . . . . . . . . . .
v(t, g(t, x)) ∈ Cr−2 ∩ Cr−1

x ⇒ g ∈ Cr−1.

Ìîæå äà ñå äîêàæå

Òåîðåìà 3.7. v ∈ Cr → g ∈ Cr, r > 1.

Äîêàçàòåëñòâîòî íà òàçè òåîðåìà ìîæå äà ñå âèäè â ó÷åáíèêà íà Àðíîëä [1]. Ìîæå
ñúùî òàêà äà ñå äîêàæå, ÷å àêî äÿñíàòà ñòðàíà íà (3.8) å àíàëèòè÷íà (ïðåäñòàâÿ ñå êàòî
ñõîäÿù ðåä íà Òåéëîð â îêîëíîñò íà âñÿêà òî÷êà), òî ðåøåíèåòî å àíàëèòè÷íî îòíîñíî
x è t (âèæ Êîäèíãòîí è Ëåâèíñîí [7] çà òîçè ôàêò).

Äèôåðåíöèðóåìîñòòà ïî ïàðàìåòðè ñå ðàçãëåæäà ïî ïîäîáåí íà÷èí, êàêòî íåïðåêúñ-
íàòîñòòà ïî ïàðàìåòðè.

Íåêà ñèñòåìàòà äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ çàâèñè îò ïàðàìåòðè α ∈ Rk

ż = v(t, z, α), z ∈ U, t ∈ I ⊂ R1 (3.13)
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Ñëåäñòâèå. v ∈ Cr → g(t, x, α) ∈ Cr
t,x,α.

Äîêàçàòåëñòâî. Ðàçãëåæäàìå ñïîìàãàòåëíàòà ñèñòåìà∣∣∣∣ ż = v(t, z, α),
α̇ = 0,

ñ íà÷àëíè óñëîâèÿ

∣∣∣∣ z(t0, x, α) = x
α(t0, x, α) = α

Ðåøåíèåòî g = (g1, g2) ∈ Cr ïî Òåîðåìà 3.7.

∣∣∣∣ ġ1 = v(t, g1(t, x, α), g2(t, x, α)),
ġ2 = 0, ⇒ g2 = α.

Ñëåäîâàòåëíî g1(t, x, α) ∈ Cr, êîåòî òðÿáâàøå äà ñå äîêàæå.

Ïîñëåäíîòî ñëåäñòâèå èìà âàæíî çíà÷åíèå çà ïðèëîæåíèÿòà. Åäíî îò òÿõ ñå íàðè÷à
ìåòîä íà ìàëêèÿ ïàðàìåòúð íà Ïîàíêàðå.

3.4 Òåîðåìà çà íåïðîäúëæèìîñò

Äà ðàçãëåäàìå çàäà÷àòà íà Êîøè∣∣∣∣ ẋ = v(t, x) v ∈ C1(W )
x(t0) = x0 W ⊂ R× Rn (3.14)

Âå÷å äåôèíèðàõìå ïîíÿòèÿòà ìàêñèìàëåí èíòåðâàë íà ïðîäúëæèìîñò è íåïðîäúë-
æèìî ðåøåíèå. Íåêà Γ å ïîäìíîæåñòâî íà W .

Äåôèíèöèÿ 3.2. Ðåøåíèåòî íà ñèñòåìàòà (3.14) φ ñå ïðîäúëæàâà íàïðåä (íàçàä)
äî Γ, àêî ñúùåñòâóâà ðåøåíèå ñúñ ñúùîòî íà÷àëíî óñëîâèå, ãðàôèêàòà íà êîåòî ñå
ïðåñè÷à ñ Γ â òî÷êà, êúäåòî t ≥ t0(t ≤ t0). Ðåøåíèåòî ñå ïðîäúëæàâà íàïðåä (íàçàä)
íåîãðàíè÷åíî, àêî ñúùåñòâóâà ðåøåíèå ñúñ ñúùîòî íà÷àëíî óñëîâèå, äåôèíèðàíî çà âñÿêî
t ≥ t0(t ≤ t0).

Ïðèìåðè:
1. Ðåøåíèÿòà íà ëèíåéíà ñèñòåìàòà ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè ẋ = Ax, êúäåòî x ∈ Rn,

à èìåííî x = eAtx0 ñå ïðîäúëæàâàò íåîãðàíè÷åíî.
2. Ðåøåíèÿòà íà óðàâíåíèåòî ẋ = 1 + x2, x ∈ R íå ñå ïðîäúëæàâàò íåîãðàíè÷åíî

íèòî íàïðåä, íèòî íàçàä. Íàèñòèíà, îáùîòî ðåøåíèå å x = tg(t− c), êîåòî å äåôèíèðàíî
â c− π/2 ≤ t ≤ c+ π/2.

Òåîðåìà 3.8. Ðåøåíèÿòà íà çàäà÷àòà íà Êîøè (3.14) ñ íà÷àëíè óñëîâèÿ â êîìïàêò F
â ðàçøèðåíîòî ôàçîâî ïðîñòðàíñòâî ñå ïðîäúëæàâàò íàïðåä è íàçàä äî ãðàíèöàòà íà
êîìïàêòà.
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Äîêàçàòåëñòâî. Çà îïðåäåëåíîñò ùå ðàçãëåæäàìå
ïðîäúëæèìîñò íàïðåä t ≥ t0. Ðàçñúæäåíèÿòà ïðè
ïðîäúëæàâàíå íàçàä ñà àíàëîãè÷íè.
Ïî Òåîðåìàòà çà ñúùåñòâóâàíå è åäèíñòâåíîñò çà âñÿêà òî÷êà
(t′, x′) ∈ F èìà îêîëíîñò, òàêàâà, ÷å ðåøåíèåòî ñ íà÷àëíè
óñëîâèÿ â òàçè îêîëíîñò ñúùåñòâóâà è å åäèíñòâåíî â îáùèÿ
çà âñè÷êè òî÷êè îò òàçè îêîëíîñò èíòåðâàë îò âðåìå. Íî F
å êîìïàêò è èìà êðàéíî ïîêðèòèå ñ òàêèâà îêîëíîñòè. Îò
êðàéíèÿ áðîé èíòåðâàëè âðåìå èçáèðàìå íàé-ìàëêèÿ è ãî
îçíà÷àâàìå ñ ϵ. Òî÷êàòà (t0, x0) ∈ F (ôèã. 3.2) è ñëåäîâàòåëíî
ðåøåíèåòî íà çàäà÷àòà íà Êîøè (3.14) φ(t) ñ íà÷àëíî óñëîâèå
φ(t0) = x0 å îïðåäåëåíî çà |t − t0| < ϵ. Äà îçíà÷èì t̃ = t0 +
ϵ
2
, x̃ = φ(t̃).

x

W

t

Ôèãóðà 3.2

F

(t0,x0)

Òî÷êàòà (t̃, x̃) ∈ F è ñëåäîâàòåëíî å ïîêðèòà îò íÿêîÿ îò ãîðíèòå îêîëíîñòè. Òîãàâà ñúùåñòâóâà ðåøåíèå φ̃(t),
äåôèíèðàíî â |t − t̃| < ϵ, ñ íà÷àëíî óñëîâèå φ̃(t̃) = φ(t̃) = x̃. Îò Òåîðåìàòà çà åäèíñòâåíîñò èìàìå, ÷å â îáùèÿ ñè
èíòåðâàë φ ≡ φ̃.

Ïðîäúëæàâàéêè ïî ñúùèÿ íà÷èí, ïîëó÷àâàìå ðåøåíèå íà çàäà÷àòà íà Êîøè (3.14), äåôèíèðàíî â t0 ≤ t < τ è
(t, φ(t)) ∈ F .

Äà îçíà÷èì T := sup τ (τ : (t, φ(t)) ∈ F è t ∈ [t0, τ ]). Àêî T = ∞, íÿìà êàêâî äà äîêàçâàìå.

Íåêà T < ∞. Ùå ïîêàæåì, ÷å ñúùåñòâóâà ðåøåíèå ψ,ψ(t0) = x0 è (T, ψ(T )) ∈ ∂F . Òúé êàòî T å ãîðíà ãðàíèöà,
ñúùåñòâóâà τ : T − ϵ < τ < T , òàêîâà, ÷å ðåøåíèåòî φ(t) íà çàäà÷àòà íà Êîøè (3.14) å îïðåäåëåíî â t0 ≤ t < τ . Òî÷êàòà
(τ, φ(τ)) ∈ F å ïîêðèòà ñ íÿêîÿ îò ãîðíèòå îêîëíîñòè, ò.å. ñúùåñòâóâà ðåøåíèå φ̄(t) ñ íà÷àëíî óñëîâèå φ̄(τ) = φ(τ),
îïðåäåëåíî â |t− τ | < ϵ. Îòíîâî ïî òåîðåìàòà çà åäèíñòâåíîñò φ ≡ φ̄ â îáùèÿ èì èíòåðâàë.

Êîíñòðóèðàìå åäíî ðåøåíèå âúðõó îáåäèíåíèåòî íà äâàòà èíòåðâàëà

ψ(t) =

{
φ(t), t0 ≤ t ≤ τ
φ̄(t), τ ≤ t ≤ τ + ϵ.

Èìàìå, ÷å (t, ψ(t)) ∈ F çà t0 ≤ t < T .

Òðÿáâà äà ïîêàæåì, ÷å (T, ψ(T )) ∈ F . Îò äåôèíèöèÿòà íà T ñúùåñòâóâà ðåäèöà {θi} −−−−→
i→∞

T . Íî ψ å íåïðåêúñíàòî,

ñëåäîâàòåëíî ψ(θi) −−−−→
i→∞

ψ(T ). Òúé êàòî F å êîìïàêò, ñëåäâà, ÷å (T, ψ(T )) ∈ F .

Îò äðóãà ñòðàíà, çà t > T (t, ψ(t)) íå ïðèíàäëåæè íà F , èíà÷å T íÿìà äà å ãîðíà ãðàíèöà. Ñëåäîâàòåëíî ïðîèçâîëíà
îêîëíîñò íà òî÷êà (T, ψ(T )) ñúäúðæà òî÷êè êàêòî îò F , òàêà è íåïðèíàäëåæàùè íà F , îòêúäåòî (T, ψ(T )) ∈ ∂F .

Ãîðíàòà òåîðåìà îáèêíîâåíî ñå ïðèëàãà òàêà. Ðàçãëåæäàìå çàäà÷àòà

∣∣∣∣ ẋ = v(t, x) (t, x) ∈ R×K
x(t0) = x0,

(3.15)



50 ÃËÀÂÀ 3. ÎÑÍÎÂÍÈ ÒÅÎÐÅÌÈ

êúäåòî K ∈ Rn å êîìïàêò. Íåêà [a, b] å
ïðîèçâîëåí çàòâîðåí èíòåðâàë, ñúäúðæàù
t0. Îáðàçóâàìå êîìïàêòà F := [a, b] × K.
Ñïîðåä Òåîðåìà 3.8 ðåøåíèåòî íà (3.15)
ñå ïðîäúëæàâà äî ãðàíèöèòå íà êîìïàêòà
F . Èìàìå äâå âúçìîæíîñòè (ôèã. 3.3):
èíòåãðàëíàòà êðèâà ïðåñè÷à ñòðàíè÷íàòà
ãðàíèöà íà F èëè èíòåãðàëíàòà êðèâà
èçëèçà íà ãðàíèöàòà b × K, è òúé êàòî b
å ïðîèçâîëíî, òî ðåøåíèåòî ñå ïðîäúëæàâà
íåîãðàíè÷åíî íàïðåä.

F

a b

t

Ôèãóðà 3.3

(t0,x0)

Ïðèìåð. Ïðîäúëæèìîñò íà ðåøåíèÿòà íà ẋ = A(t)x.
Ðàçãëåæäàìå çàäà÷àòà íà Êîøè∣∣∣∣ ẋ = A(t) x ∈ Rn

x(t0) = x0
(3.16)

êúäåòî A(t) å íåïðåêúñíàòà ìàòðèöà â íÿêàêúâ èíòåðâàë [a, b]. Òúé êàòî A(t) å íåïðå-
êúñíàòà, òî ||A(t)|| å ñúùî íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ â [a, b] è ñëåäîâàòåëíî å îãðàíè÷åíà â
[a, b] ||A(t)|| ≤ C.

Ëåìà 3.4. Íåêà φ(t) å ðåøåíèå íà ẋ = A(t)x ñ íà÷àëíî óñëîâèå φ(0) = x0, t0 ≤ t ≤ b.
Òîãàâà â ñèëà å îöåíêàòà

||φ(t)|| ≤ eC(t−t0)||φ(t0)||.

Äîêàçàòåëñòâî. Àêî φ(t0) = 0, òî φ ≡ 0. Íåêà φ(t0) ̸= 0. Îò Òåîðåìàòà çà åäèíñòâåíîñò ñëåäâà, ÷å φ(t) íå å íóëà
∀t ∈ [a, b].

Äà îçíà÷èì r(t) = ||φ(t)|| =
√
< φ,φ > è L = ln r2.

L̇ = 2
ṙ

r

Ùå ïîêàæåì, ÷å ṙ
r
≤ C.

φ̇ = A(t)φ → ||φ̇|| = ||A(t)φ|| ≤ C||φ||

ṙ =
< φ, φ̇ >

r
≤

||φ||||φ̇||
r

≤ ||φ̇||

Êîìáèíèðàéêè ãîðíèòå íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àâàìå ṙ
r
≤ C è ñëåäîâàòåëíî L̇ ≤ 2C.

Íàêðàÿ

L(t)− L(t0) =

∫ t

t0

L̇(s)ds ≤ 2C(t− t0)

è

eL(t)−L(t0) ≤ e2C(t−t0) èëè ||
φ(t)

φ(t0)
||2 ≤ e2C(t−t0)

îòêúäåòî, êîðåíóâàéêè, ïîëó÷àâàìå íóæíîòî íåðàâåíñòâî.

Òåîðåìà 3.9. Ðåøåíèåòî φ(t, x0) íà çàäà÷àòà íà Êîøè (3.16) ñå ïðîäúëæàâà â [a, b].
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Äîêàçàòåëñòâî. Èçáèðàìå êîìïàêò F := {t ∈ [a, b], ||x|| ≤ 2eC(b−a)||x0||}. Ïî Òåîðåìà 3.8 ðåøåíèåòî ñ íà÷àëíè óñëîâèÿ

â òîçè êîìïàêò ñå ïðîäúëæàâà äî íåãîâèòå ãðàíèöè. Îò àïðèîðíàòà îöåíêà â Ëåìà 3.4 ñëåäâà, ÷å ðåøåíèåòî ìîæå äà

èçëåçå ñàìî íà ãðàíèöèòå t = a, t = b.

Òúé êàòî a, b ñà ïðîèçâîëíè, òî ðåøåíèåòî ñå ïðîäúëæàâà íåîãðàíè÷åíî.



52 ÃËÀÂÀ 3. ÎÑÍÎÂÍÈ ÒÅÎÐÅÌÈ



Ãëàâà 4

Ëèíåéíè óðàâíåíèÿ è ñèñòåìè

Â òàçè ãëàâà ùå èçó÷àâàìå ëèíåéíè óðàâíåíèÿ è ëèíåéíè ñèñòåìè. Òîâà å åäâà ëè íå
åäèíñòâåíèÿò ãîëÿì êëàñ äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ, çà êîèòî èìà äîñòàòú÷íî ïúëíà
òåîðèÿ. Êàêòî ùå âèäèì ñëåä ìàëêî, òàçè òåîðèÿ å êëîí îò ëèíåéíàòà àëãåáðà.

Ëèíåéíèòå óðàâíåíèÿ ñ ïðîìåíëèâè êîåôèöèåíòè (íåàâòîíîìíè) èìàò âèäà

y(n) + a1(x)y
(n−1) + . . .+ an(x)y = f(x). (4.1)

Òóê y = y(x) å ôóíêöèÿòà, êîÿòî òúðñèì, à aj(x), f(x) ñà èçâåñòíè íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè,
äåôèíèðàíè â íÿêàêúâ èíòåðâàë (α, β). Ôóíêöèÿòà f(x) îáèêíîâåíî ñå íàðè÷à äÿñíà
÷àñò. Êîãàòî f ≡ 0, ãîâîðèì çà õîìîãåííî óðàâíåíèå. Ñúîòâåòíî, àêî f ̸= 0, êàçâàìå, ÷å
óðàâíåíèåòî (4.1) å íåõîìîãåííî. Âå÷å çíàåì, ÷å îáùîòî ðåøåíèå òðÿáâà äà ñúäúðæà n
ïðîèçâîëíè êîíñòàíòè. Ìîæåì äà ðàçãëåæäàìå ñúùî òàêà è çàäà÷à íà Êîøè çà óðàâíå-
íèåòî (4.1).

Ëèíåéíèòå íåõîìîãåííè ñèñòåìè èìàò âèäà

ẋ = A(t)x+ F (t), (4.2)

êúäåòî x = (x1, . . . , xn)
T , A(t) = (aij(t))

n
i,j=1, F (t) = (F1(t), . . . , Fn(t))

T . Ìàòðèöàòà A(t)
(èëè âñå åäíî íåéíèòå êîìïîíåíòè aij(t)) è F (t), ñà íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè â íÿêàêúâ
èíòåðâàë ∆.

Âèäÿõìå â Óâîäà, ÷å èìà ìîäåëè, êîèòî ñå îïèñâàò ñ ëèíåéíè äèôåðåíöèàëíè óðàâ-
íåíèÿ. Ëèíåéíèòå óðàâíåíèÿ è ñèñòåìè âúçíèêâàò åñòåñòâåíî ïðè ëèíåàðèçàöèÿ íà íå-
ëèíåéíà ñèñòåìà â îêîëíîñò íà íÿêîå çàäàäåíî íåéíî ðåøåíèå (âèæ Ãëàâà 5).

Âñÿêî ëèíåéíî óðàâíåíèå ñå ñâåæäà äî ëèíåéíà ñèñòåìà. Çà äà âèäèì òîâà, ïîëàãàìå

y(x) = z1(x), y′ = z2(x), . . . , y
(n−1) = zn(x).

Òîãàâà ëåñíî ñå âèæäà, ÷å âñÿêî ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî (4.1) äåôèíèðà ïî ãîðíèòå
ôîðìóëè ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà

z′ = A(x)z + F (x), (4.3)
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êúäåòî ìàòðèöàòà A(x) è âåêòîðúò F (x) ñà ñúîòâåòíî

A(x) =


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1

−an(x) −an−1(x) −an−2(x) . . . −a1(x)

 è F (x) =


0
0
. . .
0

f(x)

 .

Îáðàòíîòî ñúùî å î÷åâèäíî âÿðíî � âñÿêî ðåøåíèå z(x) íà ñèñòåìàòà 4.3 çàäàâà ðåøåíèå
íà óðàâíåíèåòî (4.1) ÷ðåç ïúðâàòà ñè êîìïîíåíòà z1(x).

Âñÿêà ëèíåéíà ñèñòåìà ñå ñâåæäà äî ëèíåéíî óðàâíåíèå. Íåêà çà ïðîñòîòà äà ðàçãëå-
äàìå äâóìåðíà õîìîãåííà ñèñòåìà∣∣∣∣ ẋ1 = a11(t)x1 + a12(t)x2

ẋ2 = a21(t)x1 + a22(t)x2.

Äèôåðåíöèðàìå ïî t ïúðâîòî óðàâíåíèå. Èçêëþ÷âàìå ẋ2 îò âòîðîòî óðàâíåíèå, è ñëåä
òîâà x2 îò ïúðâîòî óðàâíåíèå. Â ðåçóëòàò ïîëó÷àâàìå

ẍ1 −
(
a11 + a22 +

ȧ12
a12

)
ẋ1 −

(
ȧ11 + a12a21 − a11a22 −

a11ȧ12
a12

)
x1 = 0. (4.4)

Çà äà ìîòèâèðàìå ïî-äîáðå êëàñà íà ëèíåéíèòå óðàâíåíèÿ è ñèñòåìè, êîèòî ùå ðàç-
ãëåæäàìå â ñëåäâàùèòå ñåêöèè, íåêà äà ñå ñïðåì çà ìîìåíò âúðõó ëèíåéíèòå õîìîãåííè
óðàâíåíèÿ îò âòîðè ðåä. Ñëåä ñìÿíà íà çàâèñèìàòà ïðîìåíëèâà âèíàãè ìîæåì äà óíè-
ùîæèì êîåôèöèåíòà ïðåä ïúðâàòà ïðîèçâîäíà è ñëåäîâàòåëíî äà ñâåäåì óðàâíåíèåòî äî
âèäà

y′′ − r(x)y = 0.

ßñíî å, ÷å y ≡ 0 å âèíàãè ðåøåíèå. Äà ïîòúðñèì íåíóëåâè ðåøåíèÿ. Ïîëàãàìå ξ = y′

y
.

Äèôåðåíöèðàìå ïî x

ξ′ =
y′′

y
− y′2

y2
=

y′′

y
− ξ2.

Íî îò óðàâíåíèåòî èìàìå y′′

y
= r(x). Ñëåäîâàòåëíî êàòî óðàâíåíèå çà ξ ïîëó÷àâàìå

ξ′ + ξ2 = r(x).

Òîâà å óðàâíåíèå íà Ðèêàòè (âèæ Ãëàâà 1). Çíàåì, ÷å çà äà ðåøèì åäíî óðàâíåíèå íà
Ðèêàòè, íè òðÿáâà ïîíå åäíî ÷àñòíî ðåøåíèå. Òàêîâà ðåøåíèå, èçðàçåíî â êâàäðàòóðè, â
ïîâå÷åòî ñëó÷àè íå ñúùåñòâóâà. Ñëåäîâàòåëíî, çà äà ðåøàâàìå ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (èëè
ñèñòåìè) ñ ïðîìåíëèâè êîåôèöèåíòè îò âòîðè èëè ïî-âèñîê ðåä, ñà íè íóæíè ÷àñòíè
ðåøåíèÿ.

Òîâà å îñíîâíàòà ïðè÷èíà, ïîðàäè êîÿòî ùå ñå îãðàíè÷èì äî ðàçãëåæäàíåòî íà ëè-
íåéíè óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè

y(n) + a1y
(n−1) + . . .+ any = f(x), (4.5)
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êúäåòî aj ∈ R, è ëèíåéíè ñèñòåìè ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè

ẋ = Ax, (4.6)

êúäåòî A = (aij)
n
i,j=1, aij ∈ R. Îñíîâíàòà íè öåë å äà äàäåì àëãîðèòìè çà ðåøàâàíåòî èì.

Â ñåêöèÿ 4.1 ùå ðàçãëåäàìå ëèíåéíèòå óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè. Íóæíî
å äà ñå êàæå, ÷å òåîðèÿòà è ìåòîäèòå çà ðåøàâàíåòî èì ñà áèëè èçâåñòíè íà Îéëåð è
Ëàãðàíæ.

Â ñåêöèÿ 4.2 ùå íàìåðèì ôîðìóëà çà îáùîòî ðåøåíèå íà ëèíåéíè õîìîãåííè ñèñòåìè
ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè. Òàçè ôîðìóëà ñå îñíîâàâà íà Æîðäàíîâàòà íîðìàëíà ôîðìà
íà ìàòðèöà. Ñëåä òîâà ùå äàäåì àëãîðèòúì, êîéòî å ïîäõîäÿù çà íèñêèòå ðàçìåðíîñòè
2 è 3. Ùå îòáåëåæèì, ÷å çà ðåøàâàíåòî íà ñèñòåìè ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè ìîæå äà ñå
èçïîëçâà òàêà íàðå÷åíîòî S−N ðàçëàãàíå íà äàäåíà ìàòðèöà (âèæ [11] çà ïîäðîáíîñòè).

4.1 Ëèíåéíè óðàâíåíèÿ

Äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ îò âèäà

P0(x)y
(n)(x) + P1(x)y

(n−1)(x) + ...+ Pn−1(x)y
′(x) + Pn(x)y(x) = Q(x), (4.7)

êúäåòî Pi(x), i = 0, 1, ...n è Q(x) ñà íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè â îòâîðåíèÿ èíòåðâàë I,
ñå íàðè÷àò ëèíåéíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ îò n-òè ðåä. Â ñëó÷àÿ, êîãàòî â äÿñíàòà
ñòðàíà ôóíêöèÿòà Q(x) e òúæäåñòâåíî íóëà â èíòåðâàëà I, íàðè÷àìå õîìîãåííî äèôå-
ðåíöèàëíî óðàâíåíèå, â ïðîòèâåí ñëó÷àé íåõîìîãåííî. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å P0(x) ̸= 0
çà âñÿêî x ∈ I. Êàòî ðàçäåëèì äâåòå ñòðàíè íà óðàâíåíèåòî íà P0(x), óðàâíåíèå (4.7) ñå
çàïèñâà âúâ âèäà

y(n)(x) + p1(x)y
(n−1)(x) + ...+ pn−1(x)y

′(x) + pn(x)y(x) = q(x). (4.8)

4.1.1 Ëèíåéíè õîìîãåííè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ îò n-òè ðåä

Ïúðâî ùå ðàçãëåäàìå óðàâíåíèÿ îò âèäà (4.8), ïðè óñëîâèå ÷å äÿñíàòà ñòðàíà å íóëà
(q(x) ≡ 0),

y(n)(x) + p1(x)y
(n−1)(x) + ...+ pn−1(x)y

′(x) + pn(x)y(x) = 0. (4.9)

Òåîðåìà 4.1. Íåêà y1 y2 ñà äâå ðåøåíèÿ íà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå (4.9) â èíòåð-
âàëà I. Òîãàâà òÿõíàòà ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ

y = c1y1 + c2y2,

êúäåòî c1 è c2 ñà ðåàëíè êîíñòàíòè, å ñúùî ðåøåíèå íà (4.9).

Äîêàçàòåëñòâî. Òåîðåìàòà å äèðåêòíî ñëåäñòâèå îò ëèíåéíîñòòà íà îïåðàöèÿòà äèôåðåíöèðàíå

y(k) = c1y
(k)
1 + c2y

(k)
2
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çà âñÿêî k åñòåñòâåíî.
Òîãàâà

y(n)(x) + p1(x)y(n−1)(x) + ...+ pn−1(x)y′(x) + pn(x)y(x)

= c1y
(n)
1 (x) + c2y

(n)
2 (x) + p1(c1y

(n−1)
1 + c2y

(n−1
2 ) + ...+ pn(c1y1 + c2y2)

= c1(y
(n)
1 (x) + p1(x)y

(n−1)
1 (x) + ...pn(x)y1(x))

c2(y
(n)
2 (x) + p1(x)y(n−1)(x) + ...+ pn(x)y2(x)) = 0,

òúé êàòî y1 è y2 ñà ðåøåíèÿ. Ñëåäîâàòåëíî è y = c1y1 + c2y2 e ðåøåíèå.

Äåôèíèöèÿ 4.1. Ôóíêöèèòå y1, y2, ..., yn ñå íàðè÷àò ëèíåéíî çàâèñèìè â èíòåðâàëà I,
àêî ñúùåñòâóâàò êîíñòàíòè c1, c2, ..., cn (c

2
1 + c22 + ...+ c2n ̸= 0), çà êîèòî

c1y1(x) + c2y2(x) + ...+ cnyn(x) = 0

çà âñÿêî x ∈ I. Â ïðîòèâåí ñëó÷àé ùå ãè íàðè÷àìå ëèíåéíî íåçàâèñèìè.

Äåôèíèöèÿ 4.2. Íåêà ôóíêöèèòå f1, f2, ..., fn ïðèòåæàâàò ïðîèçâîäíè äî ðåä n − 1.
Ôóíêöèÿòà

W (f1, f2, ..., fn)(x) = det


f1 f2 . . . fn
f ′
1 f ′

2 . . . f ′
n

. . . . . .

f
(n−1)
1 f

(n−1)
2 . . . f

(n−1)
1


ñå íàðè÷à Âðîíñêèÿí íà ôóíêöèèòå f1, f2, ..., fn.

Òåîðåìà 4.2. Íåêà y1, y2, ..., yn ñà n ðåøåíèÿ íà õîìîãåííîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå

y(n)(x) + p1(x)y
(n−1)(x) + ...+ pn−1(x)y

′(x) + pn(x)y(x) = 0

â îòâîðåíèÿ èíòåðâàë I, êúäåòî pi(x) ñà íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè. Òîãàâà y1, y2, ..., yn ñà
ëèíåéíî íåçàâèñèìè òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî W (y1, y2, ..., yn)(x) ̸= 0 çà âñÿêî x ∈ I.

Äåôèíèöèÿ 4.3. Âñÿêî ìíîæåñòâî y1, y2, ..., yn îò n ëèíåéíî íåçàâèñèìè ðåøåíèÿ íà
õîìîãåííîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå (4.9) â èíòåðâàëà I ñå íàðè÷à ôóíäàìåíòàëíà
ñèñòåìà îò ðåøåíèÿ.

Òåîðåìà 4.3. Íåêà y1, y2, ..., yn ñà n ëèíåéíî íåçàâèñèìè ðåøåíèÿ íà õîìîãåííîòî äè-
ôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå

y(n)(x) + p1(x)y
(n−1)(x) + ...+ pn−1(x)y

′(x) + pn(x)y(x) = 0

â îòâîðåíèÿ èíòåðâàë I, êúäåòî pi(x) ñà íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè. Àêî Y (x) å êîå äà å
ðåøåíèå, òî ñúùåñòâóâàò êîíñòàíòè c1, c2, ..., cn òàêèâà, ÷å

Y (x) = c1y1(x) + c2y2(x) + ...+ cnyn(x)

çà âñÿêî x ∈ I.
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Òåîðåìà 4.4. Íåêà y1, y2, ..., yn ñà n ëèíåéíî íåçàâèñèìè ðåøåíèÿ íà õîìîãåííîòî äè-
ôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå

y(n)(x) + p1(x)y
(n−1)(x) + ...+ pn−1(x)y

′(x) + pn(x)y(x) = 0,

äåôèíèðàíè â îòâîðåíèÿ èíòåðâàë I, è yp(x) å ÷àñòíî ðåøåíèå íà íåõîìîãåííîòî äè-
ôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå

y(n)(x) + p1(x)y
(n−1)(x) + ...+ pn−1(x)y

′(x) + pn(x)y(x) = q(x).

Âñÿêî ðåøåíèå z(x) íà íåõîìîãåííîòî óðàâíåíèå ìîæå äà ñå çàïèøå âúâ âèäà

z(x) = c1y1(x) + c2y2(x) + ...+ cnyn(x) + yp(x),

êúäåòî c1, c2, ..., cn ñà ðåàëíè êîíñòàíòè.

4.1.2 Ëèíåéíè õîìîãåííè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ îò n-òè ðåä

ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè

Â òàçè ÷àñò ùå ñå çàíèìàâàìå ñ óðàâíåíèÿ îò âèäà

any
(n)(x) + an−1y

(n−1)(x) + ...+ a1y
′(x) + a0y(x) = 0, (4.10)

êúäåòî a1, a2, ..., an ñà ðåàëíè êîíñòàíòè.
Äà îòáåëåæèì, ÷å êîÿ äà å ïðîèçâîäíà íà ôóíêöèÿòà erx å óìíîæåíèå ñ êîíñòàíòà íà

ñàìàòà ôóíêöèÿ ( d
k

dxk
erx = rkerx). Àêî çàìåñòèì â óðàâíåíèå (4.10) y(x) ñ erx, ùå ïîëó÷èì

anr
nerx + an−1r

n−1erx + ...+ a1re
rx + a0e

rx = 0,

ò.å.

(anr
n + an−1r

n−1 + ...+ a1re
rx + a0)e

rx = 0.

Òúé êàòî erx ̸= 0, òî y(x) = erx å ðåøåíèå íà óðàâíåíèå (4.10) òîãàâà è ñàìî òîãàâà,
êîãàòî

anr
n + an−1r

n−1 + ...+ a1re
rx + a0 = 0.

Òîâà óðàâíåíèå ñå íàðè÷à õàðàêòåðèñòè÷åí ïîëèíîì íà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå
(4.10).

Â ñëåäâàùèÿ ïàðàãðàô ùå ñå ñïðåì ïî-ïîäðîáíî íà âúïðîñà çà íàìèðàíå íà ôóíäà-
ìåíòàëíà ñèñòåìà îò ðåøåíèÿ íà õîìîãåííî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå îò âòîðè ðåä ñ
ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè.
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Õîìîãåííè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ îò âòîðè ðåä ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè

Â òàçè ÷àñò ùå ðàçãëåäàìå êàê ñå íàìèðàò îáùè ðåøåíèÿ íà ëèíåéíè õîìîãåííè äèôå-
ðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ îò âòîðè ðåä ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè

ay′′ + by′ + cy = 0, (4.11)

êúäåòî a, b, c ñà ðåàëíè êîíñòàíòè. Êàêòî âå÷å çíàåì, àêî y1 è y2 ñà äâå ëèíåéíî íåçàâèñèìè
ðåøåíèÿ íà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå (4.11), òî îáùîòî ðåøåíèå å îò âèäà

y = c1y1 + c2y2,

êúäåòî c1 è c2 ñà ðåàëíè êîíñòàíòè, ò.å. çà äà íàìåðèì îáùîòî ðåøåíèå, å äîñòàòà÷íî äà
íàìåðèì y1 è y2. Ôóíêöèÿòà y(x) = erx å ðåøåíèå íà (4.11), àêî r å êîðåí íà õàðàêòåðè-
ñòè÷íèÿ ïîëèíîì

ar2 + br + c = 0. (4.12)

I. (Â ñëó÷àÿ íà äâà ðåàëíè ðàçëè÷íè êîðåíà). Íåêà ñåãà õàðàêòåðèñòè÷íîòî
óðàâíåíèå äà èìà äâà ðàçëè÷íè ðåàëíè êîðåíà r1 è r2 è äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèèòå y1 = er1x

è y2 = er2x. Òúé êàòî Âðîíñêèÿíà íà er1x è er2x çà x = 0 å r1 − r2, òî y1 = er1x è y2 = er2x

ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè ðåøåíèÿ.
Àêî õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå èìà äâà ðàçëè÷íè ðåàëíè êîðåíà r1 è r2, òî

îáùîòî ðåøåíèå íà (4.11) e

y(x) = c1e
r1x + c2e

r2x,

êúäåòî c1 è c2 ñà ïðîèçâîëíè ðåàëíè êîíñòàíòè.
Ïðèìåð. Äà ñå íàìåðè îáùîòî ðåøåíèå íà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå y′′+4y′+3y = 0.

Õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå å

r2 + 4r + 3 = 0,

êîðåíèòå íà êîåòî ñà r1 = −3 è r2 = −1. Ñëåäîâàòåëíî y1(x) = e−3x è y2(x) = e−x ñà
ôóíäàìåíòàëíà ñèñòåìà îò ðåøåíèÿ íà äàäåíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå è îáùîòî
ðåøåíèå å

y(x) = c1e
−3x + c2e

−x.

II. (Â ñëó÷àÿ íà äâoåí êîðåí).
Íåêà õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå äà èìà äâîåí ðåàëåí êîðåí r1 = r2 = r. Òîãàâà

ôóíêöèèòå y1 = erx è y2(x) = xerx ñà ôóíäàìåíòàëíà ñèñòåìà îò ðåøåíèÿ è îáùîòî
ðåøåíèå íà äàäåíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå å

y(x) = c1e
rx + c2xe

rx,

êúäåòî c1 è c2 ñà ïðîèçâîëíè ðåàëíè êîíñòàíòè.
Ïðèìåð. Äà ñå íàìåðè îáùîòî ðåøåíèå íà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå y′′−4y′+4y = 0.
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Õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå å

r2 − 4r + 4 = 0,

êîåòî èìà äâîåí ðåàëåí r1 = r2 = 2. Ñëåäîâàòåëíî y1(x) = e2x è y2(x) = xe2x ñà
ôóíäàìåíòàëíà ñèñòåìà îò ðåøåíèÿ íà äàäåíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå è îáùîòî
ðåøåíèå å

y(x) = c1e
2x + c2xe

2x.

III. (Â ñëó÷àÿ íà êîìïëåêñíè êîðåíè).
Êîãàòî b2−4ac < 0, êîðåíèòå íà õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå ñà ñïðåãíàòè êîìïëåê-

ñíè ÷èñëà α+iβ è α−iβ. Îò ôîðìóëàòà íà Îéëåð eiθ = cos(θ)+i sin(θ), èìàìå (çà θ = βx)
e(α+iβ)x = eαx(cos(βx) + i sin(βx)) è d

dx
e(α+iβ)x = (α + iβ)e(α+iβ)x. Êîìïëåêñíîçíà÷íàòà

ôóíêöèÿ z(x) íà ðåàëíàòà ïðîìåíëèâà x ìîæå äà çàïèøåì âúâ âèäà

z(x) = u(x) + iv(x),

êúäåòî u(x) è v(x) ñà ðåàëíî çíà÷íè ôóíêöèè. Ïðîèçâîäíèòå íà ôóíêöèÿòà z(x) ñà

z′(x) = u′(x) + iv′(x), z′′(x) = u′′(x) + iv′′(x).

Ëåìà 4.1. Íåêà z(x) = u(x) + iv(x) e ðåøåíèå íà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå (4.11).
Òîãàâà ðåàëíàòà ÷àñò è èìàãèíåðíàòà ÷àñò u(x) è v(x) ñà ñúùî ðåøåíèÿ íà (4.11).

Äîêàçàòåëñòâî. Èìàìå, ÷å az′′(x) + bz′(x) + cz(x) = 0, ò.å.

a(u′′(x) + iv′′(x)) + b(u′(x) + iv′(x)) + c(u(x) + iv(x)) = 0.

Êàòî îòäåëèì ðåàëíàòà è èìàãèíåðíàòà ÷àñò, ïîëó÷àâàìå

au′′(x) + bu′(x) + cu(x) = 0,

av′′(x) + bv′(x) + cv(x) = 0.

Íåêà α+iβ è α−iβ ñà êîðåíèòå íà õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå. Òîãàâà ôóíêöèèòå
y1(x) = eαx cos(βx) è y2(x) = eαx sin(βx) ñà ôóíäàìåíòàëíà ñèñòåìà îò ðåøåíèÿ íà
(4.11). Îáùîòî ðåøåíèå å

y(x) = c1e
αx cos(βx) + c2e

αx sin(βx),

êúäåòî c1 è c2 ñà ïðîèçâîëíè ðåàëíè ÷èñëà.
Ïðèìåð. Äà ñå íàìåðè îáùîòî ðåøåíèå íà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå y′′−4y′+5y = 0.

Õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå â òîçè ñëó÷àé å

r2 − 4r + 5 = 0,

êîðåíèòå íà êîåòî ñà r1 = 2 + i2, r2 = 2− i2, ò.å. α = 2, β = 2. Îáùîòî ðåøåíèå

y(x) = e2x(c1 cos(2x) + c2 sin(2x)).
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Ëèíåéíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ îò âòîðè ðåä ñúñ ñïåöèàëíà äÿñíà ÷àñò

Íåêà g1(x) è g2(x) ñà äâå ðåøåíèÿ íà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = g(x).

Òîãàâà çà g1(x)− g2(x) èìàìå

(g1(x)− g2(x))
′′ + p(x)(g1(x)− g2(x))

′ + q(x)(g1(x)− g2(x)) = 0,

ò.å. g1(x)− g2(x) å ðåøåíèå íà ñúîòâåòíîòî õîìîãåííî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå.

Òåîðåìà 4.5. Íåêà yp(x) å ÷àñòíî ðåøåíèå íà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = g(x) (4.13)

â èíòåðâàëà (a, b) è y1, y2 ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè ðåøåíèÿ íà ñúîòâåòíîòî õîìîãåííî
äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå. Òîãàâà îáùîòî ðåøåíèå íà (4.13) e

y(x) = c1y1(x) + c2y2(x) + yp(x).

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà ϕ(x) å ïðîèçâîëíî ðåøåíèå íà y′′ + p(x)y′ + q(x)y = g(x) è yp(x) å åäíî ÷àñòíî ðåøåíèå. Òîãàâà
ϕ(x)− yp(x) å ðåøåíèå íà õîìîãåííîòî óðàâíåíèå y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0. Ñëåäîâàòåëíî

ϕ(x)− yp(x) = c1y1(x) + c2y2(x),

ñ êîåòî òåîðåìàòà å äîêàçàíà.

Ãîðåïîêàçàíîòî ìîæå äà îáîáùèì â ñëåäíàòà ñõåìà çà íàìèðàíå íà îáùî ðåøåíèå íà
íåõîìîãåííî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå îò âòîðè ðåä.

1. Íàìèðàìå îáùîòî ðåøåíèå c1y1 + c2y2 íà ñúîòâåòíîòî õîìîãåííî äèôåðåíöèàëíî
óðàâíåíèå y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0.

2. Íàìèðàìå åäíî ÷àñòíî ðåøåíèå íà íåõîìîãåííîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå yp(x).
3. Îáùîòî ðåøåíèå íà íåõîìîãåííîòî óðàâíåíèå å ñóìàòà îò 1. è 2.

y(x) = c1y1(x) + c2y2(x) + yp(x).

Â îáùèÿ ñëó÷àé å òðóäíî äà ñå íàìåðè ÷àñòíî ðåøåíèå íà íåõîìîãåííî äèôåðåíöèàëíî
óðàâíåíèå, çàòîâà ñåãà ùå ïðåäñòàâèì ìåòîä çà íàìèðàíå íà ÷àñòíî ðåøåíèå íà íåõîìî-
ãåííî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè è ñúñ ñïåöèàëíà äÿñíà ÷àñò

ay′′ + by′ + cy = g(x).
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g(x) yp(x)

pn(x) = a0x
n + a1x

n−1 + ...+ an xsPn(x) = xs(A0x
n + A1x

n−1 + ...+ An)
pn(x)e

αx xsPn(x)e
αx

pn(x) cos(βx) + qn(x) sin(βx) xs(PN(x) cos(βx) +QN(x) sin(βx)),
N = max{n,m}

êúäåòî s å íàé-ìàëêîòî öÿëî íåîòðèöàòåëíî ÷èñëî, çà êîåòî yp(x) íå ñúäúðæà ñúáèðàåìè,
êîèòî ñà ðåøåíèÿ íà ñúîòâåòíîòî õîìîãåííî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå.

Â ñëåäâàùèòå ïðèìåðè äà ñå íàìåðè îáùîòî ðåøåíèå íà äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ.
Ïðèìåð 1. y′′ + 3y′ + 2y = 3x+ 1.
Ïúðâî ùå íàìåðèì îáùîòî ðåøåíèå íà ñúîòâåòíîòî õîìîãåííî äèôåðåíöèàëíî óðàâ-

íåíèå y′′ + 3y′ + 2y = 0. Õàðàêòåðèñòè÷íîòî ìó óðàâíåíèå å r2 + 3r + 2 = 0, à êîðåíèòå
ìó ñà r1 = −2, r1 = −1. Ôóíêöèèòå y1(x) = e−2x è y2(x) = e−x îáðàçóâàò ëèíåéíî
íåçàâèñèìà ñèñòåìà îò ðåøåíèÿ. Îáùîòî ðåøåíèå íà õîìîãåííîòî óðàâíåíèå å yh(x) =
c1e

−2x+c1e
−x, êúäåòî c1 è c2 ñà ïðîèçâîëíè ðåàëíè êîíñòàíòè. Äÿñíàòà ñòðàíà íà äàäåíîòî

óðàâíåíèå å ïîëèíîì îò ïúðâà ñòåïåí, çàòîâà òúðñèì ÷àñòíî ðåøåíèå îò âèäà yp(x) =
xs(Ax+B). Òúé êàòî êîíñòàíòèòå è ôóíêöèÿòà f(x) = x íå ñà ðåøåíèÿ íà õîìîãåííîòî
äèôåðåðåíöèàëíî óðàâíåíåèå, òî âçåìàìå s = 0. Êîíñòàíòèòå A è B îïðåäåëÿìå ïî
ìåòîäà íà íåîïðåäåëåíèåòå êîåôèöèåíòè. Ïðîèçâîäíèòå íà yp(x) ñà y′p(x) = A, y′′p(x) = 0.
Çàìåñòâàìå â äàäåíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå

3A+ 2Ax+ 2B = 3x+ 1.

Äâà ïîëèíîìà ñà ðàâíè òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ñúîòâåòíèòå êîåôèöèåíòè ñà ðàâíè,
ò.å. ∣∣∣∣ 2A = 3

3A+ 2B = 1.

Ðåøåíèÿòà íà ñèñòåìàòà ñà A = 3
2
, B = −7

4
. Ñëåäîâàòåëíî ÷àñòíîòî ðåøåíèå íà

äàäåíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå å yp(x) = 3
2
x − 7

4
. Îáùîòî ðåøåíèå íà äèôåðåí-

öèàëíîòî óðàâíåíèå å

y(x) = c1y1(x) + c2y2(x) + yp(x) = c1e
−2x + c1e

−x +
3

2
x− 7

4
.

Ïðèìåð 2. y′′ + 2y′ − 3y = 4e−3x.
Õîìîãåííîòî óðàâíåíèå å

y′′ + 2y′ − 3y = 0,

a êîðåíèòå íà õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå r2+2r−3 = 0 ñà r1 = 1, r2 = −3. Ôóíêöèèòå
y1(x) = ex, y2(x) = e−3x ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìà ñèñòåìà îò ðåøåíèÿ íà õîìîãåííîòî
óðàâíåíèå è yh(x) = c1e

x+ c2e
−3x e îáùîòî ìó ðåøåíèå. Â òîçè ñëó÷àé ÷àñòíîòî ðåøåíèå

òúðñèì âúâ âèäà yp(x) = xsAe−3x. Î÷åâèäíî s íå ìîæå äà å íóëà, òúé êàòî yp(x) = e−3x å
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ðåøåíèå íà õîìîãåííîòî óðàâíåíèå. Íåêà ñåãà s = 1. Òîãàâà yp(x) = Axe−3x íå å ðåøåíèå
íà õîìîãåííîòî óðàâíåíèå (òúé êàòî ôóíêöèÿòà xe−3x íå å èçìåæäó ôóíêöèèòå y1 è y2).
Ïðåñìÿòàìå ïðîèçâîäíèòå íà yp(x), y′p = Ae−3x−3Axe−3x, y′′p = −6Ae−3x+9Axe−3x. Êàòî
çàìåñòèì â äàäåíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå, íàìèðàìå

−6Ae−3x + 9Axe−3x + 2Ae−3x − 6Axe−3x − 3Axe−3x = 4e−3x,

îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå, ÷å A = −1 è yp(x) = −xe−3x. Îêîí÷àòåëíî, îáùîòî ðåøåíèå íà
äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå å

y(x) = c1e
x + c2e

−3x − xe−3x.

Ïðèìåð 3. y′′ + 4y′ + 5y = − sin x
Êîðåíèòå íà õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå r2 + 4r + 5 = 0, ñúîòâåòñòâàùî íà õî-

ìîãåííîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå y′′ + 4y′ + 5y = 0 ñà r1 = −2 + i è r2 = −2 − i.
Ëèíåéíî íåçàâèñèìèòå ðåøåíèÿ íà ñúîòâåòíîòî õîìîãåííî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå
ñà y1(x) = e−2x cosx, y2(x) = e−2x sinx. Îáùîòî ðåøåíèå íà õîìîãåííîòî óðàâíåíèå å
yh(x) = e−2x(c1 cos x + c2 sinx). ×àñòíî ðåøåíèå òúðñèì âúâ âèäà yp(x) = xs(A cosx +
B sinx). Òúé êàòî ôóíêöèèòå cosx è sinx íå ñà ðåøåíèÿ íà õîìîãåííîòî äèôåðåíöèàëíî
óðàâíåíèå, òî s = 0 è yp(x) = A cos x + B sinx. Ïðåñìÿòàìå ïðîèçâîäíèòå íà yp(x),
y′p = −A sin x+B cos x, y′′p = −A cosx−B sin x. Êàòî çàìåñòèì â äàäåíîòî äèôåðåíöèàëíî
óðàâíåíèå, ïîëó÷àâàìå

(4A+ 4B) cos x+ (4B − 4A) sinx = − sin x.

Êîíñòàíòèòå A è B îïðåäåëÿìå îò ñèñòåìàòà∣∣∣∣ 4A+ 4B = 0
4B − 4A = −1.

Îòêúäåòî A = 1
8
, B = −1

8
. Òàêà ÷àñòíîòî ðåøåíèå å yp(x) =

1
8
cos x − 1

8
sin x, a îáùîòî

ðåøåíèå íà äàäåíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå å

y(x) = yh(x) + yp(x) = e−2x(c1 cos x+ c2 sin x) +
1

8
cosx− 1

8
sin x.

Çàäà÷è çà ñàìîñòîÿòåëíà ðàáîòà. Äà ñå íàìåðÿò îáùèòe ðåøåíèÿ íà äàäåíèòå
äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ:

1. y′′ − 4y′ = 6x2 − 2.
2. y′′ − 4y = (3x+ 5)e2x.
3. y′′ + 4y′ + 5y = −e−2x sinx.

4.1.3 Âàðèðàíå íà êîåôèöèåíòèòå

Ñåãà ùå ðàçãëåäàìå ìåòîä çà íàìèðàíå íà îáùî ðåøåíèå íà íåõîìîãåííî äèôåðåíöèàëíî
óðàâíåíèå îò âòîðè ðåä, êîéòî å ïðèëîæèì è êîãàòî êîåôèöèåíòèòå íà óðàâíåíèåòî ñà
ôóíêöèè íà íåçàâèñèìàòà ïðîìåíëèâà x,

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = g(x). (4.14)
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Íåêà y1(x), y2(x) å ôóíäàìåíòàëíà ñèñòåìà îò ðåøåíèÿ íà ñúîòâåòíîòî õîìîãåííî
äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0.

Çíàåì, ÷å îáùîòî ðåøåíèå íà õîìîãåííîòî óðàâíåíèå ñå çàäàâà ÷ðåç ðàâåíñòâîòî

yh(x) = c1y1(x) + c2y2(x), (4.15)

êúäåòî c1 è c2 ñà ïðîèçâîëíè ðåàëíè êîíñòàíòè. Òúðñèì ÷àñòíî ðåøåíèå yp(x) âúâ âèäà

yp(x) = u1(x)y1(x) + u2(x)y2(x). (4.16)

Çà äà íàìåðèì ôóíêöèèòå u1(x) è u2(x), å íåîáõîäèìî äà íàìåðèì äâå óðàâíåíèÿ çà òåçè
ôóíêöèè. Çà öåëòà ïúðâî ùå ïðåñìåòíåì ïðîèçâîäíèòå îò ïúðâè è âòîðè ðåä íà ÷àñòíîòî
ðåøåíèå. Çà ïúðâàòà ïðîèçâîäíà ïîëó÷àâàìå

yp(x) = (u′
1(x)y1(x) + u′

2(x)y2(x)) + (u1(x)y
′
1(x) + u2(x)y

′
2(x)). (4.17)

Çà äà îïðîñòèì ñìåòêèòå è äà èçáåãíåì ïðåñìÿòàíåòî íà âòîðèòå ïðîèçâîäíè íà ôóíê-
öèèòå u1(x) è u2(x), äà ïðåäïîëîæèì, ÷å

u′
1(x)y1(x) + u′

2(x)y2(x) = 0. (4.18)

Òîãàâà
yp(x) = u1(x)y

′
1(x) + u2(x)y

′
2(x). (4.19)

è
yp(x)

′′ = (u′
1(x)y

′
1(x) + u′

2(x)y
′
2(x)) + (u1(x)y

′′
1(x) + u2(x)y

′′
2(x)). (4.20)

Êàòî çàìåñòèì èçðàçèòå çà yp, y′p, y′′p , çàäàäåíè ÷ðåç (4.16), (4.19) è (4.20) â óðàâíåíèå
(4.14), ïîëó÷àâàìå

u1(y
′′
1 + p(x)y′1 + q(x)y1) + u2(y

′′
2 + p(x)y′2 + q(x)y2) + u′

1y
′
1 + u′

2 + y′2 = g(x). (4.21)

Òúé êàòî y1 è y2 ñà ðåøåíèÿ íà õîìîãåííîòî óðàâíåíèå, òî (4.21) ñå ñâåæäà äî ñëåäíîòî
óðàâíåíèå

u′
1(x)y

′
1(x) + u′

2(x)y
′
2(x) = g(x). (4.22)

Òàêà ôóíêöèèòå u1(x) è u2(x) ñå îïðåäåëÿò îò ñèñòåìàòà∣∣∣∣ u′
1(x)y1(x) + u′

2(x)y2(x) = 0
u′
1(x)y

′
1(x) + u′

2(x)y
′
2(x) = g(x).

(4.23)

Òúé êàòî y1 è y2 ñà ôóíäàìåíòàëíà ñèñòåìà îò ðåøåíèÿ íà õîìîãåííîòî óðàâíåíèå, òî
Âðîíñêèÿíà W (y1, y2) å ðàçëè÷åí îò íóëà çà âñÿêî x ∈ (a, b). Îò ôîðìóëèòå íà Êðàìåð
ïîëó÷àâàìå

u′
1(x) =

−g(x)y2(x)
W (y1, y2)(x)

, u′
2(x) =

g(x)y1(x)

W (y1, y2)(x)
.
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Â êðàéíà ñìåòêà

u1(x) =

∫
−g(x)y2(x)
W (y1, y2)(x)

dx, u2(x) =

∫
g(x)y1(x)

W (y1, y2)(x)
dx. (4.24)

Ïðèìåð 1. 4y′′ − 4y + y = e
x
2

1+x2
.

Õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå, ñúîòâåòñòâàùî íà õîìîãåííîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíå-
íèå 4y′′ − 4y + y = 0, e 4r2 − 4r + 1 = 0, êîåòî èìà äâîåí êîðåí r1 = r2 = 1

2
. Ôóíêöèèòå

y1(x) = e
x
2 è y2(x) = xe

x
2 îáðàçóâàò ôóíäàìåíòàëíà ñèñòåìà îò ðåøåíèÿ íà õîìîãåííîòî

äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå. ×àñòíî ðåøåíèå òúðñèì âúâ âèäà yp(x) = u1(x)y1(x)+u2(x)y2(x).
Âðîíñêèÿíà íà y1 è y2 e W (y1, y2)(x) = y1(x)y

′
2(x)−y′1(x)y2(x) = ex. Îò (4.24) ïîëó÷àâàìå

u1(x) = −
∫

xex

(1 + x2)ex
dx = −

∫
x

1 + x2
dx = −1

2
ln(1 + x2).

u2(x) =

∫
ex

(1 + x2)ex
dx =

∫
1

1 + x2
dx = arctanx.

×àñòíîòî ðåøåíèå å

yp(x) = −
1

2
ln(1 + x2).e

x
2 + arctanx.xe

x
2 .

Îáùîòî ðåøåíèå íà äàäåíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå å

y(x) = c1e
x
2 + c2xe

x
2 − 1

2
ln(1 + x2).e

x
2 + arctanx.xe

x
2

Ïðèìåð 2. y′′ + y = tan2 x.
Õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå, ñúîòâåòñòâàùî íà õîìîãåííîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå
y′′ + y = 0, e r2 + 1 = 0, êîðåíèòå íà êîåòî ñà r1 = i è r2 = −i. Ôóíêöèèòå y1(x) =
cos x è y2(x) = sin x îáðàçóâàò ôóíäàìåíòàëíà ñèñòåìà îò ðåøåíèÿ íà õîìîãåííîòî
äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå. ×àñòíî ðåøåíèå òúðñèì âúâ âèäà yp(x) = u1(x)y1(x)+u2(x)y2(x).
Âðîíñêèÿíà íà y1 è y2 e W (y1, y2)(x) = y1(x)y

′
2(x)− y′1(x)y2(x) = 1. Îò (4.24) ïîëó÷àâàìå

u1(x) = −
∫
tan2 x. sin xdx = −

∫
sin3 x
cosx

dx =
∫

sin2 x
cosx

d cosx

=
∫

1−cos2 x
cosx

d cosx = ln | cos x| − 1
2
cos2 x.

u2(x) =

∫
tanx . cosxdx =

∫
sin xdx = − cos x.

×àñòíîòî ðåøåíèå å

yp(x) = (ln | cos x| − 1

2
cos2 x) cos x− cosx. sinx.

Îáùîòî ðåøåíèå íà äàäåíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå å

y(x) = c1 cos x+ c2 sinx+ (ln | cosx| − 1

2
cos2 x) cos x− cosx. sinx.
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4.2 Ëèíåéíè ñèñòåìè

Ðàçãëåæäàìå ëèíåéíàòà ñèñòåìà ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè

ẋ = Ax, x ∈ Rn, A : Rn → Rn. (4.25)

Èñêàìå äà íàìåðèì ôîðìóëà çà îáùîòî ðåøåíèå íà òàçè ñèñòåìà. Íåêà äåéñòâàìå îòíîâî
ïî àíàëîãèÿ. Óðàâíåíèåòî

ẋ = ax, x ∈ R1

å åäíîìåðíà âåðñèÿ íà (4.25). Òîâà å óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè è íåãîâîòî
ðåøåíèå ñå íàìèðà ëåñíî � x = eatc, êúäåòî c å ïðîèçâîëíà êîíñòàíòà. Ïî àíàëîãèÿ ñ
òîçè åäíîìåðåí ñëó÷àé ïðåäïîëàãàìå è ñëåä òîâà ùå äîêàæåì, ÷å

x(t) = eAtC (4.26)

å ðåøåíèå íà (4.25). Òóê C å ïîñòîÿíåí âåêòîð â Rn, êîéòî ñå îïðåäåëÿ îò íà÷àëíèòå
óñëîâèÿ.Ùå ïîêàæåì, ÷å ôîðìóëàòà (4.26) äàâà ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà (4.25) ïîñðåäñòâîì
íÿêîëêî ïîñëåäîâàòåëíè ñòúïêè.

Ïúðâî ùå äåôèíèðàìå åêñïîíåíòà íà ìàòðèöà. Òîâà ìîæå äà ñòàíå ÷ðåç ðåä èëè
ðåäèöà. Íèå ùå ïðåäïî÷åòåì äåôèíèöèÿòà ÷ðåç ðåä.

Äåôèíèöèÿ 4.4. Åêñïîíåíòà íà ìàòðèöà íàðè÷àìå ôîðìàëíèÿ ðåä

eA = E +
A

1!
+

A2

2!
+ . . .+

Ak

k!
+ . . . . (4.27)

Ïðåäè äà äîêàæåì ñõîäèìîñòòà íà ðåäà (4.27), íåêà äà äàäåì äâà ïðèìåðà, ñ êîèòî
ùå ïîêàæåì, ÷å ìîæåì äà íàìèðàìå eA ñ ïîìîùòà íà (4.27).

Ïðèìåð 1.Äà ïðåñìåòíåì eΛ, êúäåòî Λ å äèàãîíàëíà ìàòðèöà Λ = diag(λ1, λ2, . . . , λn).

Çà äà èçïîëçâàìå (4.27), íè å íóæíî äà çíàåì Λk çà âñÿêî k. Ïðåñìÿòàìå (èëè ñå
äîñåùàìå)

Λ2 =


λ2
1 0 . . . 0
0 λ2

2 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . λ2

n

 . . .Λk =


λk1 0 . . . 0
0 λk2 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . λkn

 ,

êîèòî îòíîâî ñà äèàãîíàëíè ìàòðèöè. Òîãàâà äåôèíèöèÿòà (4.27) äàâà:

eΛ =


∑∞

k=0
λk1
k!

0 . . . 0

0
∑∞

k=0
λk2
k!

. . . 0
. . . . . . . . . . . .

0 0 . . .
∑∞

k=0
λkn
k!

 .
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Ðåäîâåòå ïî äèàãîíàëà íà ïîñëåäíàòà ìàòðèöà ñà ñõîäÿùè � ex =
∑∞

k=0
xk

k!
. Ñëåäîâàòåëíî

eΛ =


eλ1 0 . . . 0
0 eλ2 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . eλn

 .

Ðåäúò (4.27) ñå ïðåñìÿòà è çà ìàòðèöè, çà êîèòî íÿêîÿ öÿëà ñòåïåí, íàïðèìåð As = 0.
Òàêèâà ìàòðèöè ñå íàðè÷àò íèëïîòåíòíè. Òîãàâà (4.27) ñå ïðåâðúùà â êðàéíà ñóìà

eA = E +
A

1!
+

A2

2!
+ . . .+

As−1

(s− 1)!
.

Ïðèìåð 2. Äà ïðåñìåòíåì eN , êúäåòî N =

(
0 1
0 0

)
.

Âåäíàãà ñå âèæäà, ÷å

N2 = N.N =

(
0 0
0 0

)
.

Ñëåäîâàòeëíî

eN = E +N =

(
1 0
0 1

)
+

(
0 1
0 0

)
=

(
1 1
0 1

)
.

Ùå èçïîëçâàìå òåçè ïðèìåðè ïî íàòàòúê.
Íåêà ñåãà äà îáîñíîâåì ñõîäèìîñòòà íà ðåäà (4.27). Ùå íè òðÿáâà ïîíÿòèåòî íîðìà

íà ìàòðèöà.

Äåôèíèöèÿ 4.5. Íîðìà íà ìàòðèöà íàðè÷àìå ÷èñëîòî

||A|| = sup
||x||=1

||Ax||. (4.28)

Òàçè íîðìà å äîáðå äåôèíèðàíà, çàùîòî ñå äàâà îò åêñòðåìóì íà íåïðåêúñíàòà
ôóíêöèÿ âúðõó êîìïàêòíî ìíîæåñòâî. Ïî Òåîðåìàòà íà Âàéåðùðàñ (Òåîðåìà À.1) òàêúâ
ñóïðåìóì ñúùåñòâóâà è ñå äîñòèãà çà íÿêîé âåêòîð x0. Íàé-âàæíîòî å, ÷å 0 ≤ ||A|| <∞.

Ìàòðè÷íàòà íîðìà èìà ñëåäíèòå ñâîéñòâà

(1) ||A|| = 0←→ A = 0 (2) ||λA|| = |λ| · ||A||

(3) ||A+B|| ≤ ||A||+ ||B|| (4) ||Ax|| ≤ ||A|| · ||x||

(5) ||A ·B|| ≤ ||A|| · ||B|| .

Èçïîëçâàìå ñâîéñòâî (3) è ñâîéñòâî (5), îò êîåòî ñëåäâà íåðàâåíñòâîòî ||Ak|| ≤ ||A||k,
çà äà ìàæîðèðàìå ðåäà (4.27) ñúñ ñõîäÿù ÷èñëîâ ðåä. Íà ðåäà (4.27) ãëåäàìå êàòî íà
ôóíêöèîíàëåí ðåä, çàâèñåù îò n2 ïðîìåíëèâè � åëåìåíòèòå íà êâàäðàòíàòà ìàòðèöà A.

||eA|| = ||E +
A

1!
+

A2

2!
+ . . .+

Ak

k!
+ . . . || ≤ 1 +

||A||
1!

+ . . .+
||A||k

k!
+ . . . <∞
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Ïî êðèòåðèÿ íà Âàéåðùðàñ (Òåîðåìà À.2) çà ðàâíîìåðíà ñõîäèìîñò íà ôóíêöèîíàëíè
ðåäîâå, eA å ðàâíîìåðíî ñõîäÿù âúðõó âñÿêî ìíîæåñòâî {A|||A|| ≤ a}, a ∈ R.

Ñëåäâàùàòà íè ñòúïêà å ðàçãëåæäàíåòî íà ðåäà

eAt = E +
At

1!
+

A2t2

2!
+ . . .+

Aktk

k!
+ . . . . (4.29)

Ëåìà 4.2. Ðåäúò (4.29) å ðàâíîìåðíî ñõîäÿù âúâ âñåêè èíòåðâàë [−T, T ].

Òàçè Ëåìà ñå äîêàçâà ñúñ ñúùèÿ àðãóìåíò, èçïîëçâàí â ãîðíàòà ñòúïêà

||eAt|| ≤ 1 +
||A||T
1!

+ . . .+
||A||kT k

k!
+ . . . = e||A||T <∞.

Ñïîðåä êðèòåðèÿ íà Âàéåðùðàñ ðåäúò eAt å ðàâíîìåðíî ñõîäÿù â óêàçàíèÿ èíòåðâàë è
ìîæå äà ñå äèôåðåíöèðà ïî÷ëåííî. È íàêðàÿ:

Òåîðåìà 4.6. Îáùîòî ðåøåíèå íà ëèíåéíàòà ñèñòåìà (4.25) ẋ = Ax ñå äàâà ñ ôîðìó-
ëàòà x(t) = eAtC.

Äîêàçàòåëñòâî. Äèôåðåíöèðàìå ïî÷ëåííî ðåäà â äÿñíàòà ñòðàíà íà ôîðìóëà (4.26)

d

dt
x(t) =

d

dt
eAtC =

d

dt
(E +

At

1!
+
A2t2

2!
+ . . .+

Aktk

k!
+ . . .)C =

(A+
A2t

1!
+ + . . .+

Aktk−1

(k − 1)!
+ . . .)C =

A(E +
At

1!
+ . . .+

Ak−1tk−1

(k − 1)!
+ . . .)C = AeAtC = Ax(t).

Âåêòîðúò C ñå îïðåäåëÿ îò n ïðîèçâîëíè êîíñòàíòè è ñëåäîâàòåëíî (4.26) äàâà îáùîòî
ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà (4.25). Àêî èìàìå çàäà÷à íà Êîøè è ñà çàäàäåíè íà÷àëíè óñëîâèÿ
x(0) = x0, òî C = x0 è x(t) = eAtx0 å ðåøåíèå íà ñúîòâåòíàòà çàäà÷à íà Êîøè.

È òàêà, ïîëó÷èõìå ôîðìóëà çà îáùîòî ðåøåíèå íà ëèíåéíàòà ñèñòåìà (4.25). Íå ïî-
ìàëêî âàæåí å âúïðîñúò çà àëãîðèòúì çà ïðåñìÿòàíåòî íà ðåøåíèÿòà íà êîíêðåòíè
ñèñòåìè ñ òàçè ôîðìóëà.

Äà ïðåäïîëîæèì ïúðâî, ÷å ìàòðèöàòà A å ïîäîáíà íà äèàãîíàëíà ìàòðèöà. Òîâà
îçíà÷àâà, ÷å ñúùåñòâóâà íåîñîáåíà ìàòðèöà S, detS ̸= 0, òàêàâà, ÷å A = SΛS−1 è Λ å
äèàãîíàëíàòà ìàòðèöà îò Ïðèìåð 1. Èìàìå

x = eAtC = eSΛS
−1tC = (E +

SΛS−1t

1!
+ . . .+

(SΛS−1)ktk

k!
+ . . .)C.

Èçïîëçâàéêè ôàêòà, ÷å (SΛS−1)k = SΛkS−1 çà âñÿêî k è E = SS−1, âàäèì S ïðåä ñêîáèòå
îòëÿâî è S−1 çàä ñêîáèòå îòäÿñíî:

x = S(E +
Λt

1!
+ . . .+

Λktk

k!
+ . . .)S−1C = SeΛtS−1C.
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Çà ïðîñòîòà îçíà÷àâàìå S−1C îòíîâî ñ C è ïîëó÷àâàìå ôîðìóëàòà

x(t) = SeΛtC. (4.30)

Äà ïðèïîìíèì, ÷å ìàòðèöàòà A å ïîäîáíà íà äèàãîíàëíà, íàïðèìåð àêî ñîáñòâåíèòå �è
÷èñëà ñà ðàçëè÷íè. Êàê íàìèðàìå ñîáñòâåíèòå ÷èñëà íà A è ñàìàòà ìàòðèöà S, å èçâåñòíî
îò ëèíåéíàòà àëãåáðà (âæ. Ïðèëîæåíèå Á). Íèå ùå ïðèïîìíèì òîâà âúðõó êîíêðåòíè
ïðèìåðè ñëåä ìàëêî.

Ñåãà ùå ðàçãëåäàìå îáùèÿ ñëó÷àé, êîãàòî ìåæäó ñîáñòâåíèòå ÷èñëà íà ìàòðèöàòà A
ìîæå äà èìà ñúâïàäàùè. Çà òàçè öåë íè òðÿáâàò íÿêîëêî ïîíÿòèÿ.

Äåôèíèöèÿ 4.6. Æîðäàíîâà êëåòêà (èëè æîðäàíîâ áëîê) ñ ðàçìåðíîñò s íàðè÷àìå
ìàòðèöà îò âèäà

J (s) =


λ 1 0 . . . 0 0
0 λ 1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . λ 1
0 0 0 . . . 0 λ


s×s

. (4.31)

Ïðèìåð 3.

à) λ å î÷åâèäíî æîðäàíîâà êëåòêà ñ ðàçìåðíîñò 1;

á)

(
λ 1
0 λ

)
å äâóìåðíà æîðäàíîâà êëåòêà;

â)

λ 1 0
0 λ 1
0 0 λ

 å ïðèìåð íà òðèìåðíà æîðäàíîâà êëåòêà.

Äåôèíèöèÿ 4.7. Æîðäàíîâà íîðìàëíà ôîðìà íà ìàòðèöà íàðè÷àìå

J =


J1 0 . . . 0
0 J2 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 0 Jp

 , (4.32)

êúäåòî ïî äèàãîíàëà èìàìå æîðäàíîâè êëåòêè. Òàçè æîðäàíîâà íîðìàëíà ôîðìà å
åäèíñòâåíà ñ òî÷íîñò ðàçìåñòâàíå íà áëîêîâåòå.

Ùå ôîðìóëèðàìå ñëåäíàòà

Òåîðåìà 4.7. Âñÿêà ìàòðèöà A å ïîäîáíà íà æîðäàíîâàòà ñè íîðìàëíà ôîðìà, ò.å.
çà âñÿêà ìàòðèöà ñúùåñòâóâàò J, S, detS ̸= 0, òàêèâà, ÷å

A = SJS−1.
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Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëíà ìàòðèöà A èìàìå ôîðìóëà çà ðåøåíèåòî íà ñèñòåìàòà
ẋ = Ax, àíàëîãè÷íà íà ôîðìóëàòà (4.30)

x(t) = SeJtC. (4.33)

Ïî ñúùåñòâî ôîðìóëà (4.33) íè êàçâà, ÷å çàäà÷àòà çà íàìèðàíå íà îáùîòî ðåøåíèå
íà ëèíåéíà ñèñòåìà ÎÄÓ ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè ñå ñâåæäà äî àëãåáðè÷íà çàäà÷à � ïî
äàäåíà ðåàëíà ìàòðèöà A òðÿáâà äà íàìåðèì J, eJt è S. Íàìèðàíåòî íà J è S å çàäà÷à,
îïèñàíà â ó÷åáíèöèòå ïî ëèíåéíà àëãåáðà. Äà ñå çàåìåì ñ íàìèðàíåòî íà eJt ïî äàäåíî
J . Òúé êàòî J å áëî÷íî-äèàãîíàëíà ìàòðèöà, òî îò Ïðèìåð 1 ñëåäâà, ÷å eJt å ñúùî
áëî÷íî-äèàãîíàëíà

eJt =


J1t 0 . . . 0
0 eJ2t . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 0 eJpt

 . (4.34)

Ñëåäîâàòåëíî äîñòàòú÷íî å äà íàìåðèì åêñïîíåíòàòà íà åäíà æîðäàíîâà êëåòêà J (s). Ùå
çàáåëåæèì, ÷å

J (s) = Λ+N =


λ 0 0 . . . 0 0
0 λ 0 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . λ 0
0 0 0 . . . 0 λ

+


0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . 0 1
0 0 0 . . . 0 0

 ,

ò.å. J (s) å ñóìà íà äèàãîíàëíà è íèëïîòåíòíà ìàòðèöà, ÷èèòî åêñïîíåíòè íèå çíàåì îò
Ïðèìåðè 1 è 2. Òîãàâà èìàìå

eJ
(s)t = eΛt+Nt.

Ùå ôîðìóëèðàìå ñëåäíèÿ ðåçóëòàò

Ëåìà 4.3.

eA+B = eA.eB ←→ AB = BA.

Çà äîêàçàòåëñòâîòî íà òîçè ðåçóëòàò å ïî-óäîáíî äà ñå èçïîëçâà äåôèíèöèÿòà íà åêñïî-
íåíòà íà ìàòðèöà ÷ðåç ðåäèöà (âèæòå íàïðèìåð Àðíîëä [1] çà äîêàçàòåëñòâîòî).

Âåäíàãà ñå ïðîâåðÿâà, ÷å ΛN = NΛ è ñëåäîâàòåëíî

eJ
(s)t = eΛt.eNt.

Ïðèìåð 4. Íåêà J (2) =

(
λ 1
0 λ

)
. Äà ïðåñìåòíåì eJ

(2)t.

Èìàìå

J (2) = Λ+N =

(
λ 0
0 λ

)
+

(
0 1
0 0

)
.
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Îò ãîðíèòå ðàçñúæäåíèÿ

eJ
(2)t = eΛt.eNt =

(
eλt 0
0 eλt

)
. (E +Nt) = eλt

(
1 t
0 1

)
.

Ñëåä öÿëîòî òîâà òåîðåòè÷íî ðàçãëåæäàíå ùå äàäåì àëãîðèòúì, êîéòî ùå íè ïîçâîëè
äà ðåøàâàìå äâóìåðíè ñèñòåìè. Ñ ìàëêè ìîäèôèêàöèè àëãîðèòúìúò ìîæå äà ñå ïðèëàãà
è çà òðèìåðíè ñèñòåìè. Çà ñèñòåìè ñ ïî-ãîëåìè ðàçìåðíîñòè å íóæíà äîïúëíèòåëíà
ôîðìóëà çà îïðåäåëÿíå áðîÿ íà æîðäàíîâèòå êëåòêè ñ ôèêñèðàíà ðàçìåðíîñò, à îñâåí
òîâà îáåìúò íà ïðåñìÿòàíèÿòà íàðàñòâà çíà÷èòåëíî.

Äà ïðèïîìíèì, îáùîòî ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà (4.25) å x(t) = SeJtC è çàäà÷àòà ñå
ñâåäå äî íàìèðàíåòî íà J, eJt, S ïî äàäåíà ìàòðèöà A.

Ñòúïêà 1. Íàìèðàìå ñîáñòâåíèòå ÷èñëà íà ìàòðèöàòà A è îïðåäåëÿíå íà æîðäàíî-
âàòà íîðìàëíà ôîðìà J .

Ñîáñòâåíèòå ÷èñëà óäîâëåòâîðÿâàò õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå

det(A− λE) = 0.

Ïúðâè ñëó÷àé. Ñîáñòâåíèòå ÷èñëà ñà ðåàëíè è ðàçëè÷íè λ1 ̸= λ2 ∈ R.
Òîãàâà æîðäàíîâàòà íîðìàëíà ôîðìà J å äèàãîíàëíà

J =

(
λ1 0
0 λ2

)
è eJt =

(
eλ1t 0
0 eλ2t

)
.

Âòîðè ñëó÷àé. Ñîáñòâåíèòå ÷èñëà ñà ðåàëíè è ñúâïàäàò λ1 = λ2 = λ ∈ R.
Òðÿáâà äà óñòàíîâèì êîëêî æîðäàíîâè êëåòêè ñúîòâåòñòâàò íà ñúâïàäàùèòå ñîáñòâå-

íè ÷èñëà. Ïîëó÷àâàìå ìàòðèöàòà B = A−λE. Ïðåñìÿòàìå ðàíãà íà B, êîéòî îçíà÷àâàìå
ñ r(B). Òîé ìîæå äà áúäå 0 èëè 1. Äà îçíà÷èì ñ l áðîÿ íà æîðäàíîâèòå êëåòêè, îòãîâàðÿùè
íà êðàòíîòî ñîáñòâåíî ÷èñëî.

l = n− r(B) = 2− r(B). (4.35)

Àêî r(B) = 0, òî l = 2, ò.å èìàìå äâå åäíîìåðíè æîðäàíîâè êëåòêè. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å
ìàòðèöàòà B å íóëåâàòà, à A å äèàãîíàëíà � òîâà íèå ìîæåì äà ãî âèäèì îò óñëîâèåòî
íà çàäà÷àòà. È òàêà, â ïîâå÷åòî ñëó÷àè r(B) = 1 è l = 1. Èìàìå åäíà æîðäàíîâà êëåòêà

è òÿ å äâóìåðíà J =

(
λ 1
0 λ

)
. Îò Ïðèìåð 4 èìàìå

eJt = eλt
(
1 t
0 1

)
.

Ñòúïêà 2. Íàìèðàìå ìàòðèöàòà S.
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Â ïúðâèÿ ñëó÷àé ìàòðèöàòà S ñå ñúñòîè îò ñîáñòâåíèòå âåêòîðè íà A. Çàáåëåæåòå,
÷å ðåäúò èìà çíà÷åíèå.

S =


...

...
v1 v2
...

...

 .

Äà ïðèïîìíèì, ÷å ñîáñòâåíèòå âåêòîðè vj ñà íåíóëåâè âåêòîðè, óäîâëåòâîðÿâàùè ñèñòå-
ìèòå Avj = λjvj, j = 1, 2.

Âúâ âòîðèÿ ñëó÷àé èìàìå ñàìî åäèí ñîáñòâåí âåêòîð. Òðÿáâà äà äîáàâèì îùå åäèí
ëèíåéíî íåçàâèñèì âåêòîð è òîé îáèêíîâåíî ñå íàðè÷à ïðèñúåäèíåí âåêòîð. Èìàéêè
ìàòðèöàòà B, íàìèðàìå ñîáñòâåíèÿ è ïðèñúåäèíåíèÿ âåêòîð ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

Ðåøàâàìå ñèñòåìàòà
Bv1 = 0, v1 ∈ KerB v1 ñîáñòâåí âåêòîð.
Ðåøàâàìå ñèñòåìàòà
Bv2 = v1, v2 ∈ KerB2 v2 ïðèñúåäèíåí âåêòîð.
Òîãàâà

S =


...

...
v1 v2
...

...

 .

Ñòúïêà 3. Íàêðàÿ çàïèñâàìå ðåøåíèåòî

x(t) = SeJtC,

êúäåòî å äâóìåðåí ïðîèçâîëåí âåêòîð C = (c1, c2)
T .

Êàêòî ìîæå äà ñå çàáåëåæè, îñòàíà îùå åäèí ñëó÷àé, êîãàòî ñîáñòâåíèòå ÷èñëà íà
ìàòðèöàòà A ñà êîìïëåêñíî-ñïðåãíàòè. Òîãàâà ïîëó÷àâàìå, ÷å æîðäàíîâàòà íîðìàëíà
ôîðìà è ìàòðèöàòà S ñà êîìïëåêñíè. Íèå èñêàìå äà ïîëó÷èì ðåàëíè ðåøåíèÿ è çàòîâà
èçáèðàìå âåêòîðúò C ñ êîìïëåêñíî-ñïðåãíàòè êîìïîíåíòè. Òúé êàòî äî ãîëÿìà ñòåïåí
òîçè ñëó÷àé ïðèëè÷à íà äèàãîíàëíèÿ, íèå ùå ãî ðàçãëåäàìå â ïðèìåð.

Ïðèìåð 5. Äà íàìåðèì ðåøåíèåòî íà ñèñòåìàòà ẋ = Ax, êúäåòî

A =

(
−1 8
1 1

)
.

Ïðåñìÿòàìå õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå

det(A− λE) = det

(
−1− λ 8

1 1− λ

)
= λ2 − 9 = 0.

Òîâà å êâàäðàòíî óðàâíåíèå, ÷èéòî êîðåíè ñà ±3 � òîâà ñà ñîáñòâåíèòå ÷èñëà íà ìàòðèöà-
òà A. Òúé êàòî òå ñà ðåàëíè è ðàçëè÷íè, òî æîðäàíîâàòà íîðìàëíà ôîðìà å äèàãîíàëíà

J =

(
3 0
0 −3

)
è eJt =

(
e3t 0
0 e−3t

)
.
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Çà äà íàìåðèì ìàòðèöàòà S, ïðåñìÿòàìå ñîáñòâåíèòå âåêòîðè. Ñîáñòâåíèÿò âåêòîð íà
λ1 = 3 å ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà Av1 = 3v1 è å v1 = (2, 1)T .

Ñîáñòâåíèÿò âåêòîð íà λ2 = −3 ñå íàìèðà îò Av2 = −3v2 è å v2 = (−4, 1)T .
Ñëåäîâàòåëíî

S =

(
2 −4
1 1

)
,

à ñàìîòî ðåøåíèå å

x(t) = SeJtC = S =

(
2 −4
1 1

)(
e3t 0
0 e−3t

)(
c1
c2

)
.

Ïðèìåð 6. Äà íàìåðèì ðåøåíèåòî íà ñèñòåìàòà ẋ = Ax, êúäåòî

A =

(
3 −1
4 −1

)
Ïðåñìÿòàìå õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå

det(A− λE) = det

(
3− λ −1
4 −1− λ

)
= λ2 − 2λ+ 1 = 0.

Ñîáñòâåíèòå ÷èñëà íà A ñúâïàäàò � λ1,2 = 1.
Çà äà îïðåäåëèì ñòðóêòóðàòà íà æîðäàíîâàòà ìàòðèöà, çàïèñâàìå ìàòðèöàòà B

B = A− 1E =

(
2 −1
4 −2

)
.

Ðåäîâåòå íà B ñà ëèíåéíî çàâèñèìè è ðàíãúò íà B å 1 � r(B) = 1. Áðîÿò íà æîðäàíîâèòå
êëåòêè ñïîðåä ôîðìóëà (4.35) å l = 2−r(B) = 1. Èìàìå åäíà äâóìåðíà æîðäàíîâà êëåòêà

J =

(
1 1
0 1

)
.

Îò Ïðèìåð 4 ïðè λ = 1 ïîëó÷àâàìå

eJt = et
(
1 t
0 1

)
.

Ñìÿòàìå ïîñëåäîâàòåëíî ñîáñòâåíèÿ è ïðèñúåäèíåíèÿ âåêòîðè.
Bv1 = 0 äàâà ñîáñòâåíèÿ âåêòîð v1 = (1, 2)T .
Ðåøàâàíåòî íà ñèñòåìàòà Bv2 = v1 äàâà ïðèñúåäèíåí âåêòîð v2 = (0,−1)T . Ñëåäîâà-

òåëíî ìàòðèöàòà S å

S =

(
1 0
2 −1

)
.
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Îêîí÷àòåëíî îáùîòî ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà å

x(t) = SeJtC = S =

(
1 0
2 −1

)
et
(
1 t
0 1

)(
c1
c2

)
.

Ïðèìåð 7. Äà íàìåðèì ðåøåíèåòî íà ñèñòåìàòà ẋ = Ax, êúäåòî

A =

(
1 −2
2 1

)
.

Ñëåä ïðåñìÿòàíå ñîáñòâåíèòå ÷èñëà íà ìàòðèöàòà A ñà λ1,2 = 1 ± 2i. Òîâà ñå âèæäà è
äèðåêòíî îò ïðåäñòàâÿíåòî íà êîìïëåêñíèòå ÷èñëà ñ äâóìåðíè ìàòðèöè.

Êàêòî âå÷å ñïîìåíàõìå, òîçè ñëó÷àé ïðèëè÷à íà äèàãîíàëíèÿ. Òúé êàòî ñîáñòâåíèòå
÷èñëà ñà ðàçëè÷íè, òî æîðäàíîâàòà íîðìàëíà ôîðìà å äèàãîíàëíà ìàòðèöà

J =

(
1 + 2i 0

0 1− 2i

)
è eJt =

(
e(1+2i)t 0

0 e(1−2i)t

)
.

Ñåãà ïðåñìÿòàìå ñîáñòâåíèòå âåêòîðè. Òúé êàòî ìàòðèöàòà A å ðåàëíà, àêî v1 å ñîáñòâåí
âåêòîð íà λ1, òî êîìïëåêñíî-ñïðåãíàòèÿò v̄1 å ñîáñòâåí âåêòîð íà λ̄1.

Ñëåä ïðåñìÿòàíå íàìèðàìå ñîáñòâåíèÿ âåêòîð íà λ1 = 1 + 2i äà å v1 = (i, 1)T . Îòòóê
v2 = v̄1 = (−i, 1)T . Çà S ïîëó÷àâàìå

S =

(
i −i
1 1

)
.

Êàêòî âå÷å ñïîìåíàõìå, çà äà ïîëó÷èì ðåàëíè ðåøåíèÿ, èçáèðàìå êîìïîíåíòèòå íà
ïðîèçâîëíèÿ âåêòîð äà ñà êîìïëåêñíî-ñïðåãíàòè C = (c1, c̄1)

T . Ðåøåíèåòî å

x(t) = SeJtC = S =

(
i −i
1 1

)(
e(1+2i)t 0

0 e(1−2i)t

)(
α+ iβ
α− iβ

)
.

Ñëåä èçâúðøâàíå íà ñúîòâåòíèòå ïðåñìÿòàíèÿ, èçïîëçâàéêè ôîðìóëàòà íà Îéëåð e±ix =
cos x± sinx, ïîëó÷àâàìå ðåàëíî ðåøåíèå (óáåäåòå ñå ñàìè!).

Çàäà÷è çà ñàìîñòîÿòåëíà ðàáîòà. Ðåøåòå ñëåäíèòå ñèñòåìè ẋ = Ax, êúäåòî A å:

1) A =

(
−31 24
−48 37

)

2) A =

(
14 4
−25 −6

)

3) A =

(
0 1
−4 −4

)
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4) A =

(
3 −1
1 1

)

5) A =

(
0 1
−9 6

)

6) A =

(
3 1
−1 3

)
.



Ãëàâà 5

Êà÷åñòâåíè ìåòîäè

Â òàçè ãëàâà ùå ðàçãëåäàìå íÿêîëêî ñâîéñòâà íà ðåøåíèÿòà íà ñèñòåìè îò óðàâíåíèÿ,
áåç äà ðåøàâàìå óðàâíåíèÿòà ÿâíî. Ìåòîäèòå, ïîçâîëÿâàùè òàêèâà ðàçãëåæäàíèÿ, ñå
íàðè÷àò êà÷åñòâåíè èëè ãåîìåòðè÷íè ìåòîäè çà èçñëåäâàíå íà ÎÄÓ. Îñîáåíî íàãëåäíî å
èçó÷àâàíåòî íà ðåøåíèÿòà íà ñèñòåìè ÎÄÓ â ðàâíèíàòà. Âúïðåêè ÷å íèå ùå ôîðìóëèðà-
ìå (è äîêàæåì) íÿêîè ñâîéñòâà çà ïðèçâîëíà ðàçìåðíîñò, ïðèìåðèòå íè ùå ñà äâóìåðíè.

Äà çàïî÷íåì ñ íÿêîëêî ïîíÿòèÿ. Íåêà å çàäàäåíà àâòîíîìíà ñèñòåìà ÎÄÓ

ẋ = v(x), x ∈ U ⊂ Rn, v ∈ Cr(U), r ≥ 1. (5.1)

Ïðåäïîëîæåíèåòî r ≥ 1 å, çà äà ñå óäîâëåòâîðÿò óñëîâèÿòà íà Òåîðåìàòà çà ñúùåñòâóâàíå
è åäèíñòâåíîñò. Ïîêîîðäèíàòíî ñèñòåìàòà (5.1) ñå çàïèñâà êàòî∣∣∣∣∣∣

ẋ1 = v1(x1, x2, . . . , xn)
· · · · · · · · ·
ẋn = vn(x1, x2, . . . , xn).

(5.2)

Â ïðîèçâîëíà òî÷êà x̄ ∈ U äÿñíàòà ñòðàíà íà ñèñòåìàòà (5.2) çàäàâà n-ìåðåí âåêòîð,
äîïèðàòåëåí êúì òðàåêòîðèÿòà ïðåç x̄. Äà ïðèïîìíèì, ÷å òîâà å çàäà÷àòà â ÎÄÓ: ïî
çàäàäåí äîïèðàòåëåí âåêòîð âúâ âñÿêà òî÷êà êúì òðàåêòîðèÿòà äà îïðåäåëèì ñàìàòà
òðàåêòîðèÿ.

Íåêà x ñå ìåíè â îáëàñòòà U . Òúé êàòî v ∈ Cr(U), òî âåêòîðúò v(x) = (v1(x), . . . , vn(x))
ñå ìåíè ãëàäêî ïðè ïðîìÿíà íà x, ò.å. âúâ âñÿêà òî÷êà x ∈ U èìàìå çàäàäåí âåêòîð v(x),
äîïèðàòåëåí êúì òðàåêòîðèÿòà â òàçè òî÷êà.

Äåôèíèöèÿ 1. Êàçâàìå, ÷å äÿñíàòà ñòðàíà íà ñèñòåìà (5.2) (èëè (5.1)) çàäàâà ãëàäêî
âåêòîðíî ïîëå.

ßñíî å, ÷å âñÿêà ñèñòåìà ÎÄÓ çàäàâà âåêòîðíî ïîëå, è îáðàòíî.
Ïðèìåð 1. Äà ðàçãëåäàìå ñèñòåìàòà∣∣∣∣ ẋ1 = x2

ẋ2 = −x1.

Çà òàçè ñèñòåìà v1 = x2, v2 = −x1. Èçáèðàìå íÿêîëêî ïðîèçâîëíè òî÷êè â ðàâíèíàòà,
íàïðèìåð (1, 0), (0, 1), (1, 1) è ò.í, è âúâ âñÿêà îò òÿõ ïðåñìÿòàìå äÿñíàòà ñòðàíà íà

75
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ñèñòåìàòà v = (v1, v2)
T . Ïîëó÷àâàìå ñåðèÿ îò âåêòîðè, ïðèêðåïåíè â ñúîòâåòíèòå òî÷êè,

íàïðèìåð v(1,0) = (0,−1)T , v(0,1) = (1, 0)T , v(1,1) = (1,−1)T è ò.í. ×àñò îò òåçè âåêòîðè
ñà èçîáðàçåíè íà Ôèãóðà 1. Èìàéêè ïðåäâèä, ÷å òåçè âåêòîðè ñà äîïèðàòåëíè êúì
òðàåêòîðèèòå â ñúîòâåòíèòå òî÷êè, òî, ðèñóâàéêè âåêòîðíîòî ïîëå (èëè ÷àñò îò íåãî),
ïîëó÷àâàìå ïðåäñòàâà çà òðàåêòîðèèòå íà ñúîòâåòíàòà ñèñòåìà.

x

y

Ôèãóðà 5.1: Ïðèìåð çà âåêòîðíî ïîëå

Äåôèíèöèÿ 2. Îñîáåíà òî÷êà çà ñèñòåìàòà (5.1) íàðè÷àìå òàêàâà òî÷êà

x0 = (x0
1, x

0
2, . . . , x

0
n),

â êîÿòî âåêòîðíîòî ïîëå ñå àíóëèðà v(x0) = 0. Ñ äðóãè äóìè, îñîáåíèòå òî÷êè ñà ðåøåíèÿ
íà ñèñòåìàòà ∣∣∣∣∣∣

0 = v1(x
0
1, x

0
2, . . . , x

0
n)

· · · · · · · · ·
0 = vn(x

0
1, x

0
2, . . . , x

0
n)

(5.3)

Îñîáåíèòå òî÷êè (êîãàòî ãè èìà) äàâàò ïðèìåðè çà íàé-ïðîñòè ðåøåíèÿ íà ñèñòåìàòà
(5.1). Íàèñòèíà, çàìåñòâàéêè x0 â (5.1), ïîëó÷àâàìå òúæäåñòâî

0 = ẋ0 = v(x0) = 0.

Òúé êàòî òåçè ðåøåíèÿ íå çàâèñÿò îò t, îñîáåíèòå òî÷êè ñå íàðè÷àò îùå ñòàöèîíàðíè
ðåøåíèÿ èëè ïîëîæåíèÿ íà ðàâíîâåñèå.

Ïðèìåð 2. Äà íàìåðèì îñîáåíèòå òî÷êè íà ñèñòåìàòà∣∣∣∣ ẋ = x2 + y2 + 1
ẏ = x(x− y)

Òàêèâà òî÷êè íÿìà, òúé êàòî x2 + y2 + 1 íèêîãà íå ñå àíóëèðà.

Ïðèìåð 3. Äà íàìåðèì îñîáåíèòå òî÷êè íà ñèñòåìàòà∣∣∣∣ ẋ = y − y3

ẏ = x− y
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Ïðèðàâíÿâàìå íà íóëà äåñíèòå ñòðàíè íà ñèñòåìàòà∣∣∣∣ 0 = y − y3

0 = x− y

Âòîðîòî óðàâíåíèå íè äàâà, ÷å x = y, à ïúðâîòî óðàâíåíèå, ÷å y = 0,±1. Ñëåäîâàòåëíî
îñîáåíèòå òî÷êè ñà (0, 0), (1, 1), (−1,−1).

Ñëåäâàùàòà íè öåë å äà èçó÷èì ïîâåäåíèåòî íà ðåøåíèÿòà, êîèòî ñà áëèçêè äî
ñòàöèîíàðíèòå ðåøåíèÿ. Íåêà x0 å ïðîèçâîëíà îñîáåíà òî÷êà (ñòàöèîíàðíî ðåøåíèå,
ïîëîæåíèå íà ðàâíîâåñèå) íà ñèñòåìàòà (5.1). Äà îçíà÷èì

y = x− x0. (5.4)

Òúé êàòî ñå èíòåðåñóâàìå îò áëèçêè äî x0 ðåøåíèÿ, òî y å ìàëêà âåëè÷èíà. Çàìåñòâàìå
(5.4) â ñèñòåìàòà (5.1) è ïîëó÷àâàìå

ẏ = v(y + x0). (5.5)

Âåäíàãà ñå âèæäà, ÷å çà ñèñòåìàòà (5.5) y = 0 å îñîáåíà òî÷êà. Ðàçâèâàìå äÿñíàòà ñòðàíà
íà ñèñòåìàòà (5.5) ïî ôîðìóëàòà íà Òåéëúð â îêîëíîñò íà y = 0. Ïîëó÷àâàìå

ẏ = Dyv(x
0)y +O(||y||2), (5.6)

êúäåòî ñ O(||y||2) ñìå îçíà÷èëè íåëèíåéíèòå ÷ëåíîâå â ðàçâèòèåòî. Ìîæåì äà ïðåíåáðåã-
íåì òåçè íåëèíåéíè ÷ëåíîâå, òúé êàòî òå ñà ïî-ìàëêè îò y. Â ðåçóëòàò ïîëó÷àâàìå åäíà
ëèíåéíà ñèñòåìà ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè

ẏ = Dyv(x
0)y. (5.7)

Çàïèñàíà ïîêîîðäèíàòíî, ñèñòåìà (5.7) èìà âèäà∣∣∣∣∣∣
ẏ1 = ∂v1

∂y1
(x0)y1 +

∂v1
∂y2

(x0)y2 + . . .+ ∂v1
∂yn

(x0)yn
· · · · · · · · ·
ẏn = ∂vn

∂y1
(x0)y1 +

∂vn
∂y2

(x0)y2 + . . .+ ∂vn
∂yn

(x0)yn

(5.8)

Ùå îçíà÷èì ñ A ìàòðèöàòà îò ïúðâèòå ÷àñòíè ïðîèçâîäíè íà ôóíêöèèòå vj, ïðåñìåòíàòè
â x0

A := Dyv(x
0) =

 ∂v1
∂y1

∂v1
∂y2

· · · ∂v1
∂yn

· · · · · · · · · · · ·
∂vn
∂y1

∂vn
∂y2

· · · ∂vn
∂yn

 . (5.9)

Òîãàâà ëèíåéíàòà ñèñòåìà (5.7) ñå çàïèñâà êàòî

ẏ = Ay. (5.10)
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Òîâà å ëèíåéíà ñèñòåìà ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè, êîÿòî íèå ïðèíöèïíî ìîæåì äà ðå-
øàâàìå (åôåêòèâíî â íèñêèòå ðàçìåðíîñòè 2 è 3). Ëèíåéíàòà ñèñòåìà (5.10) ñå íàðè÷à
ñèñòåìà (óðàâíåíèå) âúâ âàðèàöèè çà ñòàöèîíàðíîòî ðåøåíèå x0, èëè îùå ëèíåàðèçèðàíà
ñèñòåìà â îêîëíîñò íà ïîëîæåíèåòî íà ðàâíîâåñèå.

Íèå èñêàìå ñ ïîìîùòà íà èíôîðìàöèÿòà, ïîëó÷åíà îò ëèíåàðèçèðàíàòà ñèñòåìà (5.10),
äà èçó÷èì ïîâåäåíèåòî íà áëèçêèòå äî x0 ðåøåíèÿ íà íåëèíåéíàòà ñèñòåìà (5.1).

Çàáåëåæêà. Ìîæåì äà èçâúðøèì ñúùàòà ïðîöåäóðà íà ëèíåàðèçàöèÿ â îêîëíîñò íà
êîå äà å ðåøåíèå φ(t) íà íåëèíåéíàòà ñèñòåìà (5.1). Êàòî ðåçóëòàò îáà÷å ùå ïîëó÷èì
ëèíåéíà íåàâòîíîìíà ñèñòåìà

ẏ = A(φ(t))y,

êîÿòî å ìíîãî ïî-òðóäíà çà èçñëåäâàíå. Òîâà å îñíîâíàòà ïðè÷èíà, ïîðàäè êîÿòî ñå
îãðàíè÷àâàìå ñ ðàçãëåæäàíåòî ñàìî íà ñòàöèîíàðíè ðåøåíèÿ.

Íåêà äà äåôèíèðàìå îùå åäíî ïîíÿòèå, êîåòî ùå èçïîëçâàìå â äîêàçàòåëñòâàòà.
Íåêà f å ãëàäêà ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà â U ⊂ Rn f : U → R. Íåêà v = (v1, . . . , vn) å

ãëàäêî âåêòîðíî ïîëå.

Äåôèíèöèÿ 5.1. Ïðîèçâîäíà íà Ëè (èëè ïðîèçâîäíà ïî íàïðàâëåíèå íà âåêòîðíî ïîëå)
ñå íàðè÷à ôóíêöèÿòà Lvf , äåôèíèðàíà ñ

Lvf(x) =
n∑
i=1

∂f

∂xi
vi(x).

Òàçè ïðîèçâîäíà å ãåîìåòðè÷åí îáåêò è íèå ùå èçïîëçâàìå åäíî îò íåéíèòå ñâîéñòâà

Lv1+v2f = Lv1f + Lv2f.

Äðóãèòå ñâîéñòâà è ïðèëîæåíèÿ íà ïðîèçâîäíàòà íà Ëè ìîãàò äà ñå âèäÿò íàïðèìåð â
Àðíîëä [1].

Â ñåêöèÿ 5.1 ðàçãëåæäàìå êëàñèôèêàöèÿòà íà îñîáåíàòà òî÷êà (0, 0) íà ëèíåéíè
ñèñòåìè â R2. Ðàçãëåæäàìå ñàìî ñëó÷àèòå, êîèòî ñà â îáùî ïîëîæåíèå, ò.å. îñòàâàò
â ñåáå ñè ïðè ìàëêè ñìóùåíèÿ â êîåôèöèåíòèòå íà ìàòðèöàòà. Êëàñèôèêàöèÿòà íà
îñîáåíèòå òî÷êè è ðèñóâàíåòî íà ôàçîâèòå ïîðòðåòè â ðàâíèíàòà ìîæå äà ñå ñ÷èòà çà
ïúðâà ñòúïêà â èçñëåäâàíåòî íà åäíà íåëèíåéíà ñèñòåìà â R2. Ùå îòáåëåæèì, ÷å ïúëíî
òàêîâà èçñëåäâàíå äîðè çà ïîëèíîìèàëíè ñèñòåìè âñå îùå íå å íàïðàâåíî.

Êà÷åñòâåíîòî èëè ãåîìåòðè÷íî èçñëåäâàíå íà ïîâåäåíèåòî íà ðåøåíèÿòà íà ñèñòåìè
äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ å çàïî÷íàòî îò Ïîàíêàðå. Íà íåãî äúëæèì ìíîãî îò èäåèòå
è ìåòîäèòå, ñ êîèòî ñå èçó÷àâàò ñèñòåìèòå îáèêíîâåíè äèôðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ, íî çà
ñúæàëåíèå íå ìîæåì äà èçëîæèì ïî-ãîëÿìàòà ÷àñò îò òÿõ.

Â ñåêöèÿ 5.2 ðàçãëåæäàìå ïîâåäåíèåòî íà áëèçêèòå äî ðàâíîâåñíè ïîëîæåíèÿ ðåøåíèÿ
íà áåçêðàåí èíòåðâàë îò âðåìå. Âúâåæäà ñå ïîíÿòèåòî óñòîé÷èâîñò ïî Ëÿïóíîâ, ñúîòâåò-
íî àñèìïòîòè÷åñêà óñòîé÷èâîñò è íåóñòîé÷èâîñò. Òðÿáâà äà ñå êàæå, ÷å è äðóãè êëàñèöè
(Ëàãðàíæ, Ïîàñîí, Ïîàíêàðå è äð.) ñà ñå çàíèìàâàëè ñ óñòîé÷èâîñò, íî Ëÿïóíîâ å ïîñòà-
âèë ñòðîãî ìàòåìàòè÷åñêè çàäà÷àòà. Äîêàçâàò ñå òåîðåìèòå íà Ëÿïóíîâ çà óñòîé÷èâîñò
è íåóñòîé÷èâîñò ïî ïúðâî ïðèáëèæåíèå. Òåçè äîêàçàòåëñòâà ìîãàò äà ñå ïðîïóñíàò ïðè
ïúðâî ÷åòåíå.
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5.1 Ôàçîâè ïîðòðåòè íà ëèíåéíè ñèñòåìè â R2

Äà ðàçãëåäàìå ëèíåéíàòà õîìîãåííà ñèñòåìà ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè∣∣∣∣ ẋ = a11x+ a12y
ẏ = a21x+ a22y, (x, y) ∈ R2, A = (aij)

2
i,j=1, aij ∈ R. (5.11)

Èñêàìå äà êëàñèôèöèðàìå ðàçëè÷íèòå òèïîâå îñîáåíè òî÷êè íà ñèñòåìàòà (5.11) è äà
íàðèñóâàìå ñúîòâåòíèòå ôàçîâè ïîðòðåòè. Òóê ôàçîâîòî ïðîñòðàíñòâî å äâóìåðíî �
ôàçîâà ðàâíèíà (x, y) ∈ R2.

Ôàçîâèÿò ïîðòðåò íà ñèñòåìàòà (5.11) ñå ñúñòîè îò ïðîåêöèè íà ðåøåíèÿòà íà ñèñòå-
ìàòà â îêîëíîñò íà íà÷àëîòî è ñòðåëêè âúðõó òåçè ïðîåêöèè, êîèòî óêàçâàò ïîñîêàòà íà
äâèæåíèå íà òî÷êàòà x(t), y(t)) ïðè íàðàñòâàíå íà t.

Êëàñèôèêàöèÿòà å åñòåñòâåíî äà ÿ íàïðàâèì, èçïîëçâàéêè èíâàðèàíòèòå íà ìàòðè-
öàòà A � ñîáñòâåíèòå �è ÷èñëà λ1, λ2.

Ùå ïðåäïîëàãàìå, ÷å äåòåðìèíàíòàòà íà ìàòðèöàòà A å ðàçëè÷íà îò íóëà: det(A) ̸= 0.
Òîâà óñëîâèå ãàðàíòèðà, ÷å (0, 0) å åäèíñòâåíà îñîáåíà òî÷êà. Ùå èçñëåäâàìå ñëó÷àèòå,
êîèòî ñà â îáùî ïîëîæåíèå, ò.å. ñëó÷àè, êîèòî ñå çàïàçâàò ïðè ìàëêà ïðîìÿíà íà êîåôè-
öèåíòèòå íà ìàòðèöàòà. Òåçè ñëó÷àè ñå íàðè÷àò "ãðóáè" è èçêëþ÷âàò λ1, èëè λ2 å ðàâíî
íà íóëà èëè è äâåòå ñà íóëè, à ñúùî òàêà λ1 = λ2 è Reλ = 0. Ïîñëåäíèòå ñëó÷àè ìîãàò
äà ñå èçñëåäâàò ëåñíî (âèæ íàïðèìåð Æèâêîâ [8]).

Ïúðâî äà âèäèì êàê èçãëåæäàò ïðîåêöèèòå íà ðåøåíèÿòà âúâ ôàçîâàòà ðàâíèíà.
Íåêà ñîáñòâåíèòå ÷èñëà ñà êîìïëåêñíî ñïðåãíàòè λ1,2 = α ± iβ, β ̸= 0. Çíàåì îò

ïðåäíàòà ãëàâà, ÷å ðåøåíèÿòà ñà ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ íà eαt cos βt, eαt sin βt. Ôàçîâèòå
êðèâè ñà ñâèâàùè ñå ñïèðàëè ïðè α < 0, ðàçâèâàùè ñå ñïèðàëè ïðè α > 0 è çàòâîðåíè
êðèâè ïðè α = 0.

Íåêà ñåãà λ1 ̸= λ2 ∈ R. Òîãàâà ìàòðèöàòà A íà ñèñòåìàòà (5.11) ñå äèàãîíàëèçèðà, à
â ñúîòâåòíèÿ áàçèñ ñàìàòà ñèñòåìà ïðèåìà âèäà∣∣∣∣ ξ̇1 = λ1ξ1

ξ̇2 = λ2ξ2.
(5.12)

Òúé êàòî èñêàìå äà íàìåðèì ïðîåêöèèòå (ò.å. äà èçêëþ÷èì t), äåëèì ïî÷ëåííî äâåòå
óðàâíåíèÿ íà ñèñòåìàòà (5.12)

dξ1
dt
dξ2
dt

=
λ1ξ1
λ2ξ2

.

Ñëåä äåëåíå íà dt ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè

dξ1
ξ1

=
λ1

λ2

dξ2
ξ2

,

÷èåòî ðåøåíèå å
|ξ1| = C|ξ2|λ1/λ2 . (5.13)
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Ñëåäîâàòåëíî íàøèòå ïðîåêöèè ñà êðèâè îò âèäà

y = Cxk, (5.14)

êúäåòî k = λ1
λ2
, à C å ïðîèçâîëíà êîíñòàíòà. Çàáåëåæåòå, ÷å x > 0, íî ìîäóëúò è

êîíñòàíòàòà C ðàçíàñÿò òåçè êðèâè â ðàçëè÷íèòå êâàäðàíòè. Êðèâèòå (5.14) ñà ÷àñòè
îò ïàðàáîëè ïðè k > 1, k ∈ (0, 1), ÷àñòè îò õèïåðáîëè ïðè k < 0 è ïðàâè ïðåç íà÷àëîòî
ïðè k = 1.

Çàáåëåæêà. Òúé êàòî ëèíåéíàòà ñèñòåìà (5.11) óäîâëåòâîðÿâà Òåîðåìàòà çà ñúùå-
ñòâóâàíå è åäèíñòâåíîñò, òî ïðåç âñÿêà òî÷êà íà ðàâíèíàòà ìèíàâà åäèíñòâåíà êðèâà,
èíà÷å êàçàíî, ôàçîâèòå êðèâè íå ìîãàò äà ñå ïðåñè÷àò, îñâåí åâåíòóàëíî â íà÷àëîòî.

Èìàéêè ïðåäâèä òåçè ôàêòè, ïðåìèíàâàìå êúì êëàñèôèêàöèÿòà è ôàçîâèòå ïîðòðåòè.

À) Íåêà ñîáñòâåíèòå ÷èñëà íà ìàòðèöàòà A íà ñèñòåìàòà λ1 ̸= λ2 ñà ðåàëíè:

Ôèã. 5.2

ξ2

ξ1

1) λ1 < λ2 < 0

0λ2λ1

(0, 0) ñå íàðè÷à óñòîé÷èâ âúçåë

Ôèã. 5.3

ξ2

ξ1

2) 0 < λ2 < λ1

0 λ2 λ1

(0, 0) ñå íàðè÷à íåóñòîé÷èâ âúçåë

Ôèã. 5.4

ξ2

ξ1

3) λ1 > 0 > λ2

0 λ1λ2

(0, 0) ñå íàðè÷à ñåäëî
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Á) Íåêà ñîáñòâåíèòå ÷èñëà íà ìàòðèöàòà A ñà êîìïëåêñíî ñïðåãíàòè
λ1,2 = α± iβ, β ̸= 0 :

Ôèã. 5.5

4) Reλ1,2 = α < 0

0

λ2

λ1

(0, 0) ñå íàðè÷à óñòîé÷èâ ôîêóñ

Ôèã. 5.6

5) Reλ1,2 = α > 0

0

λ2

λ1

(0, 0) ñå íàðè÷à íåóñòîé÷èâ ôîêóñ

Ôèã. 5.7

6) Reλ1,2 = 0

0

λ2

λ1

(0, 0) ñå íàðè÷à öåíòúð

Â ïîñëåäíèòå òðè ñëó÷àÿ, çà äà îïðåäåëèì ïîñîêàòà íà çàâúðòàíå, íè å íóæåí äîïèðà-
òåëåí âåêòîð êúì òðàåêòîðèÿòà â ïðîèçâîëíà òî÷êà, ðàçëè÷íà îò (0, 0). Êîîðäèíàòèòå íà
òîçè âåêòîð v = (v1, v2)

T ñå îïðåäåëÿò ÷ðåç ïðåñìÿòàíå íà äåñíèòå ñòðàíè íà ñèñòåìàòà
(5.11) â èçáðàíàòà òî÷êà.

Ïîñëåäíèÿò ñëó÷àé 6) íå å â îáùî ïîëîæåíèå è ñå ïðåâðúùà â ñëó÷àé 4) èëè 5) ïðè
ìàëêî ñìóùåíèå íà êîåôèöèåíòèòå íà ìàòðèöàòà A. Ðàçãëåæäàìå ãî, çàùîòî ñå ïîÿâÿâà
â ñëåäâàùàòà íè òåìà.

Â ñëåäâàùèòå ïðèìåðè ùå íàðèñóâàìå íÿêîëêî ôàçîâè ïîðòðåòà íà ëèíåéíè ñèñòåìè
â ðàâíèíàòà.
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Ïðèìåð 1. ∣∣∣∣ ẋ = 4x+ 6y
ẏ = −3x− 2y.

Ñîáñòâåíèòå ÷èñëà íà ìàòðèöàòà íà ñèñòåìàòà A =

(
4 6
−3 −2

)
ñå îïðåäåëÿò îò õàðàêòå-

ðèñòè÷íèÿò ïîëèíîì λ2 − 2λ + 10 = 0 è ñà λ1,2 = 1 ± i3. Òúé êàòî Reλ = 1 > 0 ñïîðåä
íàïðàâåíàòà êëàñèôèêàöèÿ îñîáåíàòà òî÷êà (0, 0) å íåóñòîé÷èâ ôîêóñ. Çà äà îïðåäåëèì
ïîñîêàòà íà çàâúðòàíå, èçáèðàìå òî÷êà (1, 0) è ïðåñìÿòàìå äÿñíàòà ñòðàíà íà ñèñòåìàòà
â òàçè òî÷êà. Ïîëó÷àâàìå âåêòîðà v = (4,−3)T , äîïèðàòåëåí äî òðàåêòîðèÿòà â òàçè
òî÷êà. Òîãàâà ôàçîâèÿò ïîðòðåò å äàäåí íà ôèãóðà 5.8.

x

y

v

Ôèãóðà 5.8: Íåóñòîé÷èâ ôîêóñ

Ïðèìåð 2. ∣∣∣∣ ẋ = x+ y
ẏ = −5x− y.

Ñîáñòâåíèòå ÷èñëà íà ìàòðèöàòà íà ñèñòåìàòà A =

(
1 1
−5 −1

)
ñà λ1,2 = 0 ± i2. Òúé

êàòî Reλ = 0, ñïîðåä íàïðàâåíàòà êëàñèôèêàöèÿ îñîáåíàòà òî÷êà (0, 0) å öåíòúð. Çà äà
îïðåäåëèì ïîñîêàòà íà çàâúðòàíå, èçáèðàìå òî÷êà (1, 0) è ïðåñìÿòàìå äÿñíàòà ñòðàíà íà
ñèñòåìàòà â òàçè òî÷êà. Ïîëó÷àâàìå âåêòîðà v = (1,−5)T , äîïèðàòåëåí äî òðàåêòîðèÿòà
â òàçè òî÷êà. Òîãàâà ôàçîâèÿò ïîðòðåò å äàäåí íà ôèãóðà 5.9.

Ïðèìåð 3. ∣∣∣∣ ẋ = x− 2y
ẏ = 4x− 3y.

Ñîáñòâåíèòå ÷èñëà íà ìàòðèöàòà íà ñèñòåìàòà A =

(
1 −2
4 −3

)
ñà λ1,2 = −1 ± i2. Òúé

êàòî Reλ = −1 < 0, ñïîðåä íàïðàâåíàòà êëàñèôèêàöèÿ îñîáåíàòà òî÷êà (0, 0) å óñòîé÷èâ
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x

y

v

Ôèãóðà 5.9: Öåíòúð

ôîêóñ. Çà äà îïðåäåëèì ïîñîêàòà íà çàâúðòàíå, èçáèðàìå òî÷êà (1, 1) è ïðåñìÿòàìå
äÿñíàòà ñòðàíà íà ñèñòåìàòà â òàçè òî÷êà. Ïîëó÷àâàìå âåêòîðà v = (−1, 1)T , äîïèðà-
òåëåí äî òðàåêòîðèÿòà â òàçè òî÷êà. Òîãàâà ôàçîâèÿò ïîðòðåò å äàäåí íà ôèãóðà 5.10.

x

y
v

Ôèãóðà 5.10: Óñòîé÷èâ ôîêóñ

Ïðèìåð 4. ∣∣∣∣ ẋ = −4x+ 3y
ẏ = −6x+ 5y.

Ñîáñòâåíèòå ÷èñëà íà ìàòðèöàòà íà ñèñòåìàòà A =

(
−4 3
−6 5

)
ñà λ1 = 2, λ2 = −1. Òå ñà

ðåàëíè è ðàçëè÷íè ïî çíàê è ñïîðåä íàïðàâåíàòà êëàñèôèêàöèÿ îñîáåíàòà òî÷êà (0, 0) å
ñåäëî. Ïðåñìÿòàìå ñîáñòâåíèòå âåêòîðè. Ñîáñòâåíèÿò âåêòîð íà λ1 = 2 å v1 = (1, 2)T , à
ñîáñòâåíèÿò âåêòîð íà λ2 = −1 å v2 = (1, 1)T Òîãàâà ôàçîâèÿò ïîðòðåò å äàäåí íà ôèãóðà
5.11.
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x

y

v2

v1

Ôèãóðà 5.11: Ñåäëî

Ïðèìåð 5. ∣∣∣∣ ẋ = 2x
ẏ = x+ y.

Ñîáñòâåíèòå ÷èñëà íà ìàòðèöàòà íà ñèñòåìàòà A =

(
2 0
1 1

)
ñà λ1 = 2, λ2 = 1. Òå ñà ðåàëíè

è ïîëîæèòåëíè è ñïîðåä íàïðàâåíàòà êëàñèôèêàöèÿ îñîáåíàòà òî÷êà (0, 0) å íåóñòîé÷èâ
âúçåë. Ïðåñìÿòàìå ñîáñòâåíèòå âåêòîðè. Ñîáñòâåíèÿò âåêòîð íà λ1 = 2 å v1 = (1, 1)T , à
ñîáñòâåíèÿò âåêòîð íà λ2 = 1 å v2 = (0, 1)T . Òîãàâà ôàçîâèÿò ïîðòðåò å äàäåí íà ôèãóðà
5.12.

x

y

v1v2

Ôèãóðà 5.12: Íåóñòîé÷èâ âúçåë

Çàäà÷è çà ñàìîñòîÿòåëíà ðàáîòà. Â ñëåäâàùèòå çàäà÷è íàðèñóâàéòå ôàçîâèòå
ïîðòðåòè íà ñèñòåìèòå ẋ = Ax:
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1)A =

(
1 −2
3 −3

)
2)A =

(
3 −2
4 −1

)
3)A =

(
4 −1
3 −2

)

4)A =

(
5 −3
−2 4

)
5)A =

(
1 1
−5 −1

)
.

5.2 Óñòîé÷èâîñò ïî Ëÿïóíîâ

Êàêòî âå÷å ñïîìåíàõìå â Ãëàâà 3, â ðåàëíèòå ìîäåëè, îïèñâàíè ñ ÄÓ, äàííèòå ñà çàäàäåíè
ñ íÿêàêâà òî÷íîñò. Òàì äîêàçàõìå, ÷å ðåøåíèÿòà çàâèñÿò íåïðåêúñíàòî, äàæå äèôåðåí-
öèðóåìî îò íà÷àëíèòå óñëîâèÿ. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ëîêàëíî ðåøåíèÿ ñ ìàëêî ðàçëè÷àâàùè
ñå íà÷àëíè óñëîâèÿ ñòîÿò áëèçêî.

Èñêàìå äà ðàçïðîñòðàíèì òàçè áëèçîñò ãëîáàëíî � íà ãîëÿì èëè äàæå áåçêðàåí
èíòåðâàë îò âðåìå. Ïîäîáíî ïîâåäåíèå â îêîëíîñò íà íÿêîå ñïåöèôè÷íî ðåøåíèå âîäè
äî ïîíÿòèåòî óñòîé÷èâîñò íà òîâà ðåøåíèå.

Â òàçè ñåêöèÿ ùå ôîðìàëèçèðàìå ìàòåìàòè÷åñêè ïîíÿòèÿòà óñòîé÷èâîñò è íåóñòîé-
÷èâîñò. Ùå îòáåëåæèì, ÷å ôèçè÷åñêèòå ïðîöåñè, êîèòî íàáëþäàâàìå â ïî-äúëúã ïåðèîä
îò âðåìå, ñà óñòîé÷èâè.

Òóê îòíîâî çà ïðîñòîòà ùå ðàçãëåäàìå ñàìî àâòîíîìíè íåëèíåéíè ñèñòåìè

ż = v(z), z ∈ V ⊂ Rn, v ∈ Cr(V ) r ≥ 1 (5.15)

è ùå ðàçãëåæäàìå óñòîé÷èâîñòòà íà ñòàöèîíàðíè ðåøåíèÿ (ðàâíîâåñíè ïîëîæåíèÿ) z =
a � v(a) = 0. Ñ òðàíñëàöèÿ ñâåæäàìå ðàçãëåæäàíåòî äî ñëó÷àÿ a = 0. Ñëåäîâàòåëíî
ñèñòåìàòà (5.15) èìà íóëåâî ðåøåíèå φ(t) ≡ 0:

0 = φ̇ = v(φ) = v(0) = 0.

Èíòåðåñóâà íè ïîâåäåíèåòî íà ðåøåíèÿòà ñ áëèçêè äî íóëàòà íà÷àëíè óñëîâèÿ.

Äåôèíèöèÿ 5.2. Êàçâàìå, ÷å ñòàöèîíàðíîòî ðåøåíèå z = 0 íà ñèñòåìàòà (5.15) å
óñòîé÷èâî (èëè óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâ), àêî çà âñÿêî ϵ > 0 ñúùåñòâóâà δ = δ(ϵ), òàêîâà,
÷å àêî ||z0|| < δ, ðåøåíèåòî φ(t) ñ íà÷àëíî óñëîâèå φ(0) = z0 ñå ïðîäúëæàâà çà t ≥ 0 è
óäîâëåòâîðÿâà ||φ(t)|| < ϵ çà âñÿêî t > 0 (ôèã. 5.13.).

Ôèãóðà 5.13. Óñòîé÷èâîñò

t

Ôèãóðà 5.14. Àñèìïòîòè÷åñêà óñòîé÷èâîñò

t
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Äåôèíèöèÿ 5.3. Êàçâàìå, ÷å ñòàöèîíàðíîòî ðåøåíèå z = 0 íà ñèñòåìàòà (5.15) å
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, àêî òî å óñòîé÷èâî è limt→∞ ||φ(t)|| = 0 (Ôèã. 5.14.).

Äåôèíèöèÿ 5.4. Êàçâàìå, ÷å ñòàöèîíàðíîòî ðåøåíèå å íåóñòîé÷èâî, àêî òî íå å
óñòîé÷èâî, ò.å. çà âñÿêà îêîëíîñò íà z = 0 ñúùåñòâóâà ðåøåíèå ñ íà÷àëíî óñëîâèå â
òàçè îêîëíîñò, êîåòî ÿ íàïóñêà çà íÿêîå t > 0 (Ôèã. 5.15).

t

Ôèãóðà 5.15. Íåóñòîé÷èâîñò

z1

z2

Ôèãóðà 5.16. Óñòîé÷èâîñò, íî íå
àñèìïòîòè÷åñêà óñòîé÷èâîñò

Ïðèìåðè:

1. Ïîëîæåíèåòî íà ðàâíîâåñèå z = 0 íà ñèñòåìàòà ż = Az, êúäåòî z ∈ Rn è ñîáñòâåíèòå
÷èñëà íà ìàòðèöàòà A èìàò îòðèöàòåëíè ðåàëíè ÷àñòè, å àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.
Òîâà ñå óñòàíîâÿâà ëåñíî îò âèäà íà îáùîòî ðåøåíèå z = eAtz0.

2. Ïîëîæåíèåòî íà ðàâíîâåñèå z = 0 íà ñèñòåìàòà∣∣∣∣ ż1 = z2
ż2 = −z1

å óñòîé÷èâî, íî íå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî (ôèã. 5.16) � òîâà å öåíòúð â íàøàòà
òåðìèíîëîãèÿ.

z2

z1

Ôèãóðà 5.17.

3. Ïîëîæåíèåòî íà ðàâíîâåñèå z = 0 íà
ñèñòåìàòà ∣∣∣∣ ż1 = z1

ż2 = −z2

å íåóñòîé÷èâî (ôèã. 5.17) � òîâà å ñåäëî â
íàøàòà òåðìèíîëîãèÿ.

Èçñëåäâàíåòî íà óñòîé÷èâîñòòà ñ ïîìîùòà íà äåôèíèöèèòå èçèñêâà ïîçíàâàíåòî íà
îáùîòî ðåøåíèå. Â ãîðíèòå ïðèìåðè ñèñòåìèòå ñà ëèíåéíè è îáùîòî ðåøåíèå ñå íàìèðà
ëåñíî. Çà ïðîèçâîëíà ñèñòåìà åêñïëèöèòíî ðåøåíèå ñå íàìèðà ðÿäêî, çàòîâà íè å íóæíî
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ëåñíî ïðîâåðèìî äîñòàòú÷íî óñëîâèå, áàçèðàùî ñå ñàìî âúðõó äÿñíàòà ÷àñò íà ñèñòåìàòà
äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ.

Âåêòîðíîòî ïîëå v ∈ Cr â îêîëíîñò íà òî÷êàòà 0 ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè âúâ âèäà ( îò
ôîðìóëàòà íà Òåéëúð)

v(z) = Az + v2(z),

êúäåòî A = v∗(z) = ( ∂vi
∂xj

(0))i,j=1,n è v2(z) = O(||z||2).
Äà ïðèïîìíèì, ÷å ñèñòåìàòà

ż = Az (5.16)

ñå íàðè÷à ëèíåàðèçàöèÿ (èëè ïúðâî ïðèáëèæåíèå) íà (5.15) â îêîëíîñò íà z = 0.

Òåîðåìà 5.1. (Ëÿïóíîâ) Íåêà ñîáñòâåíèòå ÷èñëà íà ìàòðèöàòà A ñà ñ îòðèöàòåëíè
ðåàëíè ÷àñòè. Òîãàâà íóëåâîòî ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà (5.15) å àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé-
÷èâî.

Äîêàçàòåëñòâî. Òðÿáâà äà ïîêàæåì, ÷å ñúùåñòâóâà îêîëíîñò íà z = 0, òàêàâà, ÷å àêî èçáåðåì ïðîèçâîëíî z0 = 0 çà
íà÷àëíî óñëîâèå çà ñèñòåìàòà (5.15), òî ñúîòâåòíîòî ðåøåíèå φ(t) å:

à) îïðåäåëåíî çà t ≥ 0 á) φ(t) å óñòîé÷èâî â) limt→∞ ||φ(t)|| = 0.

Äîêàçàòåëñòâîòî ñå îñíîâàâà íà ïîñòðîÿâàíå íà ôóíêöèÿ íà Ëÿïóíîâ, êîÿòî ñëóæè çà ìåðåíå íà ðàçñòîÿíèåòî äî
ïîëîæåíèåòî íà ðàâíîâåñèå z = 0, íàìàëÿâà âúðõó òðàåêòîðèèòå è ïðîèçëèçà îò ëèíåéíàòà ñèñòåìà (5.16).

Äåôèíèöèÿ 5.5. Êàçâàìå, ÷å r(z), z ∈ U, 0 ∈ U å ôóíêöèÿ íà Ëÿïóíîâ çà (5.15), àêî
1) r(z) > 0, z ∈ U, r(0)) = 0
2) LAzr(z) ≤ −γr(z), γ > 0.

Îáèêíîâåíî çà ôóíêöèÿ íà Ëÿïóíîâ ñå èçáèðà êâàäðàòè÷íà ôîðìà. Íåêà

r(z) =

∫ ∞

0
||eAsz||2ds.

ßñíî å, ÷å r(z) å ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíà è r(0) = 0. Èíòåãðàëúò å ñõîäÿù ïîðàäè òîâà, ÷å A èìà ñîáñòâåíè ÷èñëà ñ
îòðèöàòåëíè ðåàëíè ÷àñòè.

Íàèñòèíà, ïðîèçâîëåí åëåìåíò íà ìàòðèöàòà eAs èìà âèäà fpq = eλjsPk(s), êúäåòî Pk(s) å ïîëèíîì îò ñòåïåí k
ïî-ìàëêà èëè ðàâíà íà êðàòíîñòòà íà λj ìèíóñ 1. Íåêà maxj Reλj < α < 0. Òîãàâà

|
fpq

eαs
| ≤ |Pk(s)e

(Reλj−α)s| ≤Mpq ,

ò.å. |fpq | ≤ eαsMpq , êàòî òóê ñìå îçíà÷èëè ñ M = (Mpq) êîíñòàíòíà ìàòðèöà.

r(z) =

∫ ∞

0
||eAsz||2ds ≤

∫ ∞

0
||Mz||2e2αsds ≤ ||Mz||2 ≤ β2||z||2 <∞.

Òóê èçïîëçâàõìå, ÷å çà âñÿêà ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà

β1||z||2 ≤ r(z) ≤ β2||z||2, β1, β2 > 0.

Îñòàâà äà ïðîâåðèì 2). Ïî äåôèíèöèÿ

LAzr(z) =
d

dt

∫ ∞

0
||eAseAtz0||2ds =

d

dt

∫ ∞

0
||eA(s+t)z0||2ds

σ=t+s
=

d

dt

∫ ∞

t
||eAσz0||2dσ = −||eAtz0||2 = −||z||2 ≤ −

1

β2
r(z).

Îçíà÷àâàéêè γ := 1
β2
, ïîëó÷àâàìå íóæíèÿ ðåçóëòàò.

Ñëåä êàòî ïîñòðîèõìå ôóíêöèÿ íà Ëÿïóíîâ çà ëèíåéíàòà ñèñòåìà, ùå ïîêàæåì, ÷å òàçè ôóíêöèÿ âúðøè ðàáîòà è çà
íåëèíåéíàòà ñèñòåìà.
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Ëåìà 5.1. Íåêà ||z|| < τ , è τ å äîñòàòú÷íî ìàëêî. Òîãàâà Lv(z)r(z) ≤ − γ
2
r(z).

Äîêàçàòåëñòâî. Îò ñâîéñòâàòà íà ïðîèçâîäíàòà íà Ëè çíàåì, ÷å

Lv(z)r(z) = LAzr(z) + Lv2(z)r(z).

Âå÷å èìàìå LAzr(z) ≤ −γr(z).

v2(z) ≤ k||z||2 ≤
k

β1
r(z)

Lv2(z)r(z) =
n∑

i=1

∂r

∂zi
v2i(z) ≤ cr3/2(z)

çà íÿêàêâî ïîëîæèòåëíî c. Íåêà ñåãà èçáåðåì ||z|| ≤ τ :=
√

b
β1
, òàêà ÷å r(z) ≤ b, êàòî b å òàêîâà, ÷å cb1/2 ≤ γ

2
.

Lv(z)r(z) = LAzr(z) + Lv2(z)r(z) ≤ −γr(z) +
γ

2
r(z) = −

γ

2
r(z).

Íåêà ñåãà φ(t) å ðåøåíèå íà (5.15) ñ íà÷àëíè óñëîâèÿ, áëèçêè äî íà÷àëîòî è ðàçëè÷íè îò íóëà. Ïîëàãàìå ϱ(t) :=
ln r(φ(t)).

ϱ̇(t) =
d
dt
r(φ(t))

r(φ(t))
=
Lvr(φ(t))

r(φ(t))
≤ −

γ

2

r(φ(t))

r(φ(t))
= −

γ

2
.

Ñëåä èíòåãðèðàíå ïîëó÷àâàìå

ϱ(t) ≤ ϱ(0)−
γ

2
t èëè r(φ(t)) ≤ e

γ
2
tr(φ(0)),

îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå îöåíêàòà

||φ(t)|| ≤
1

β2
e−

γ
2
tr(φ(0)). (5.17)

Îò òàçè îöåíêà ñå âèæäà, ÷å φ(t) íàìàëÿâà åêñïîíåíöèàëíî è êëîíè êúì íóëà ïðè t êëîíÿùî êúì áåçêðàéíîñò.

t

τ

T

Ôèãóðà 5.18.

Îñòàâà äà ñå äîêàæå, ÷å ðåøåíèåòî ñå ïðîäúëæàâà çà âñÿêî t ≥ 0.
Èçáèðàìå êîìïàêò

K := {(z, t) | 0 ≤ t ≤ T, r(z) ≤ b}.

Ïðè ||φ(0)|| < τ, r(φ(0)) ≤ b îò îöåíêàòà (5.17) ñëåäâà, ÷å êîãàòî t ðàñòå,
íîðìàòà íà ðåøåíèåòî íàìàëÿâà, è ñëåäîâàòåëíî ðåøåíèåòî íå ìîæå äà èçëåçå
íà ñòðàíè÷íèòå ãðàíèöè íà êîìïàêòà (ôèã. 5.18). Òúé êàòî T å ïðîèçâîëíî,
ðåøåíèåòî ñå ïðîäúëæàâà íåîãðàíè÷åíî.

Òåîðåìà 5.2. Íåêà ìàòðèöàòà A íà ëèíåàðèçèðàíàòà ñèñòåìà (5.16) èìà ñîáñòâåíî
÷èñëî ñ ïîëîæèòåëíà ðåàëíà ÷àñò. Òîãàâà íóëåâîòî ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà (5.15) å
íåóñòîé÷èâî.
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Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà èìàìå ïîíå åäíî ñîáñòâåíî ÷èñëî íà ìàòðèöàòà A ñ ïîëîæèòåëíà ðåàëíà ÷àñò. Ïðîñòðàíñòâîòî Rn

ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî äèðåêòíà ñóìà íà äâå èíâàðèàíòíè ïîäïðîñòðàíñòâà Rn = E1
⊕
E2 êàòî

A1 = A|E1
èìà ñàìî ñîáñòâåíè ÷èñëà ñ ïîëîæèòåëíè ðåàëíè ÷àñòè

A2 = A|E2
èìà ñàìî ñîáñòâåíè ÷èñëà ñ îòðèöàòåëíè èëè íóëåâè ðåàëíè ÷àñòè.

Íåêà îçíà÷èì z = (x, y), x ∈ E1, y ∈ E2 è íåêà a > 0 å òàêîâà ÷èñëî, ÷å Reλj > a > 0 (λj ñà ñîáñòâåíèòå ÷èñëà íà A1).
Âúðõó E1 èìà åâêëèäîâà íîðìà, òàêàâà, ÷å

(A1x, x) ≥ a||x||2, x ∈ E1. (5.18)

Àíàëîãè÷íî âúðõó E2 èìà åâêëèäîâà íîðìà, òàêàâà, ÷å çà âñÿêî b > 0 å èçïúëíåíî

(A2y, y) < b||y||2, y ∈ E2. (5.19)

Íåêà ñ÷èòàìå, ÷å 0 < b < a.

v(z) = (v1(z), v2(z)) = (A1x+ F1(x, y), A2y + F2(x, y)),

êàòî F (z) = (F1(z), f2(z)) ñà íåëèíåéíèòå ÷ëåíîâå. Çà ïðîèçâîëíî ϵ > 0 ñúùåñòâóâà δ = δ(ϵ) > 0, òàêîâà, ÷å àêî ||z|| < δ,
òóê (||z|| = (||x||+ ||y||)1/2)

||F (z)|| ≤ ϵ||z||2. (5.20)

Äåôèíèðàìå êîíóñà C =: {(x, y) ∈ E1
⊕
E2 | ||x|| > ||y||}.

Ëåìà 5.2. Ñúùåñòâóâà δ > 0 òàêîâà, ÷å àêî U = {||z|| < δ}, òî çà âñÿêî z = (x, y) ∈ C
∩
U

(à) (x, v1(x, y))− (y, v2(x, y)) > 0 ïðè x ̸= 0,
(á) ñúùåñòâóâà µ > 0, òàêîâà, ÷å (v(z), z) ≥ µ||z||2.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà çàïî÷íåì ñ (á).

E2

E1

-

-

R

�

�

�

	

I

Ôèãóðà 5.19.

(v(z), z) = (A1x, x) + (A2y, y) + (F (z), z)

Îò (5.18), (5.19) è (5.20) ñëåäâà

(v(z), z) ≥ a||x||2 − b||y||2 − ϵ||z||2

Â C èìàìå ||x|| > ||y|| è ||x||2 ≥ 1
2
(||x||2 + ||y||2) ≥ 1

2
||z||2,

îòêúäåòî

(v(z), z) ≥ (
a

2
−
b

2
− ϵ)||z||2.

Èçáèðàìå ϵ > 0 è ñ òîâà δ, òàêà ÷å µ = a
2
− b

2
− ϵ > 0.

Êîìåíòàð. Ãåîìåòðè÷íî óñëîâèåòî á) îçíà÷àâà, ÷å âåêòîðúò v(z), z ∈ C ñî÷è íàâúí îò ñôåðàòà ñ íà÷àëî â O è ìèíàâàùà
ïðåç z (Ôèã. 5.19).

Äà äîêàæåì ñåãà (à).

(x, v1(x, y))− (y, v2(x, y)) = (A1x, x) + (x, F1(x, y))− (A2y, y)− (y, F2(x, y)) >

a||x||2 − b||y||2 + (x, F1(x, y))− (y, F2(x, y)).

Íî |(x, F1(x, y))− (y, F2(x, y))| ≤ 2(z, F (z)). Êàêòî ïî-ãîðå â á)

a||x||2 − b||y||2 + (x, F1(x, y))− (y, F2(x, y)) ≥ (
a

2
−
b

2
− 2ϵ)||z||2.

Èçáèðàìå ϵ > 0 è ñ òîâà δ, òàêà ÷å a
2
− b

2
− 2ϵ > 0, îòêúäåòî ñëåäâà òâúðäåíèåòî.
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Êîìåíòàð. Íåêà èíòåðïðåòèðàìå óñëîâèå à). Äà äåôèíèðàìå ôóíêöèÿ

g : E1 × E2 → R; g(x, y) =
1

2
(||x||2 − ||y||2),

g ∈ C1, g−1([0,∞)) = C, g−1(0) = ∂C.

Íåêà z = (x, y) ∈ U .

d

dt
g(z(t)) =

∂g

∂z
ż =

∂g

∂x
v1 +

∂g

∂y
v2 = (x, v1)− (y, v2) > 0

çà z ∈ ∂C, ò.å. âúðõó ãðàíèöàòà íà C g ðàñòå è ñëåäîâàòåëíî íÿìà ðåøåíèå ñ íà÷àëíî óñëîâèå â C, êîåòî äà íàïóñíå C,
ïðåäè äà å íàïóñíàëî U .

Ïðîäúëæàâàìå ñ äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìàòà. Íåêà z(t) å ðåøåíèå â C
∩
U .

(v(z), z) = (ż, z) =
1

2
||z||2 ≥Ë2(á) µ||z||2

d
dt
||z||2

||z||2
≥ 2µ

Èíòåãðèðàéêè, ïîëó÷àâàìå ln ||z(t)||2 ≥ 2µt+ ln ||z(0)||2 èëè

||z(t)|| ≥ eµt||z(0)||.

È òàêà, âñÿêî ðåøåíèå ñ íà÷àëíî óñëîâèå â C
∩
U ñå îòäàëå÷àâà îò íà÷àëîòî. Àêî ðåøåíèåòî íå å äåôèíèðàíî çà

âñÿêî t, òî ñå ïðîäúëæàâà ïîíå äî ãðàíèöèòå íà êîìïàêòà C
∩
U è îò ñïîìåíàòîòî ïî-ãîðå íàïóñêà U . Ñëåäîâàòåëíî z = 0

å íåóñòîé÷èâî.

Çàáåëåæêà. Âúâ âðúçêà ñ äîêàçàíèòå ïî-ãîðå Òåîðåìè ñå ïîñòàâÿ ñëåäíàòà çàäà÷à
(çàäà÷à íà Ðàóò - Õóðâèö) � ïî äàäåí ïîëèíîì äà ñå óñòàíîâè äàëè íåãîâèòå êîðåíè
ëåæàò â ëÿâàòà ïîëóðàâíèíà. Ðàçðàáîòåíè ñà íÿêîëêî àëãîðèòúìà, êîèòî îáèêíîâåíî ñå
îïèñâàò â êóðñîâåòå ïî àëãåáðà.

Ñëó÷àÿò, êîãàòî ëèíåàðèçèðàíàòà ñèñòåìà (3.15) èìà ñîáñòâåíè ÷èñëà âúðõó èìàãè-
íåðíàòà îñ, å ñëîæåí. Äà ðàçãëåäàìå ñèñòåìèòå∣∣∣∣ ẋ = y ± x3

ẏ = −x , ñ ëèíåàðèçàöèÿ â îêîëíîñò íà (0, 0)

∣∣∣∣ ẋ = y
ẏ = −x.

Çà ëèíåàðèçèðàíàòà ñèñòåìà ðàâíîâåñèåòî (0, 0) å îò òèï öåíòúð (ñúñ ñîáñòâåíè ÷èñëà
±i), äîêàòî çà íåëèíåéíàòà ñèñòåìà èìàìå ñúîòâåòíî íåóñòîé÷èâ (óñòîé÷èâ) ôîêóñ. Òîâà
ñå ïðîâåðÿâà ëåñíî, êàòî ñå ïðåìèíå íàïðèìåð â ïîëÿðíè êîîðäèíàòè. Ñëåäîâàòåëíî èç-
ñëåäâàíåòî íà óñòîé÷èâîñòòà â ñëó÷àÿ, êîãàòî ñîáñòâåíèòå ÷èñëà íà ëèíåàðèçèðàíàòà
ñèñòåìà ëåæàò âúðõó èìàãèíåðíàòà îñ èçèñêâà ðàçãëåæäàíåòî íà íåëèíåéíèòå ÷ëåíîâå.

Äà ðàçãëåäàìå åäèí ñïåöèàëåí êëàñ íåëèíåéíè ñèñòåìè, à èìåííî êîíñåðâàòèâíèòå
ẍ = −gradU , êúäåòî x ∈ V ⊂ Rn, U ∈ C2(V ). Åêâèâàëåíòíî çàïèñâàìå

∣∣∣∣ ẋ = y
ẏ = −gradU.
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Íåêà (x0, 0) å ïîëîæåíèå íà ðàâíîâåñèå, êàòî (x0 : gradU(x0) = 0) å êðèòè÷íà òî÷êà
çà U . Òîâà ðàâíîâåñèå íå ìîæå äà áúäå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïîðàäè íàëè÷èåòî
íà ñúîòíîøåíèå, êîåòî ñå çàïàçâà ñ âðåìåòî, à èìåííî èíòåãðàëúò íà åíåðãèÿòà E =
y2

2
+U(x) = e = const. Â ìåõàíèêàòà òîâà ñúîòíîøåíèå íîñè èìåòî çàêîí çà çàïàçâàíå íà

ïúëíàòà åíåðãèÿ. Âåëè÷èíàòà T = y2

2
ñå íàðè÷à êèíåòè÷íà åíåðãèÿ, à âåëè÷èíàòà U(x)

ñå íàðè÷à ïîòåíöèàëíà åíåðãèÿ.

Òåîðåìà 5.3. (Ëàãðàíæ � Äèðèõëå) Íåêà ïîòåíöèàëíàòà åíåðãèÿ U ∈ C2(V ) èìà
ñòðîã ìèíèìóì â x0. Òîãàâà ïîëîæåíèåòî íà ðàâíîâåñèå (x0, 0) å óñòîé÷èâî.

Äîêàçàòåëñòâî. Òúé êàòî íå å ÿñíî ïðåäâàðèòåëíî êàêúâ å çíàêúò íà êîíñòàíòàòà e â èíòåãðàëà E = e, ãî ìîäèôèöèðàìå
ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

E(x, y) =
y2

2
+ U(x)− U(x0) = e

Î÷åâèäíî E(x0, 0) = 0 è òúé êàòî x0 å ñòðîã ìèíèìóì, E(x, y) = e > 0 â íÿêàêâà îêîëíîñò W íà (x0, 0).
Äà ïîëîæèì z = (x, y), z0 = (x0, 0). Íåêà Bϵ(z0) =: {z ∈W | ||z − z0|| < ϵ} è α = minz∈∂Bϵ(z0) E(z) > 0.

Äà îçíà÷èì ñ W1 =: {z ∈ Bϵ(z0) | E < α}. Òîãàâà çà ðåøåíèå z(t, z) ñ íà÷àëíî óñëîâèå z ∈ W1 å èçïúëíåíî
E(z(t, z)) = E(z) < α. Ñëåäîâàòåëíî òîâà ðåøåíèå íå íàïóñêà Bϵ(z0) çà t ≥ 0 è z0 = (x0, 0) å óñòîé÷èâî.

Ïðèìåð 1. Íåêà äà èçñëåäâàìå óñòîé÷èâîñòòà íà íóëåâîòî ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà∣∣∣∣ ẋ = 2x+ 8 sin y
ẏ = 2− ex − 3y − cos y.

Âåäíàãà ñå âèæäà, ÷å (0, 0) íàèñòèíà å îñîáåíà òî÷êà (ñòàöèîíàðíî ðåøåíèå, ïîëîæåíèå
íà ðàâíîâåñèå). Äà îçíà÷èì ñ v1 äÿñíàòà ñòðàíà íà ïúðâîòî óðàâíåíèå, à ñ v2 äÿñíàòà
ñòðàíà íà âòîðîòî óðàâíåíèå.

Ïðèìåð 2. Íåêà äà èçñëåäâàìå óñòîé÷èâîñòòà íà íóëåâîòî ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà∣∣∣∣ ẋ = −2x− 3y + x5

ẏ = x+ y − y2.

Â òîçè ñëó÷àé, òúé êàòî ñèñòåìàòà å ïîëèíîìèàëíà è ñå èíòåðåñóâàìå ñàìî îò íóëåâîòî
ðåøåíèå, çà äà ëèíåàðèçèðàìå, ïðîñòî òðÿáâà äà ìàõíåì íåëèíåéíèòå ÷ëåíîâå. Òîãàâà
ìàòðèöàòà íà ëèíåàðèçèðàíàòà ñèñòåìà å

A =

(
−2 −3
1 1

)
.

Ñîáñòâåíèòå ÷èñëà íà òàçè ìàòðèöà ñå îïðåäåëÿò îò óðàâíåíèåòî λ2 + λ+ 3 = 0. Îòíîâî
ôîðìóëèòå íà Âèåò ïîìàãàò äà îïðåäåëèì çíàöèòå íà ñîáñòâåíèòå ÷èñëà � λ1 + λ2 =
−1, λ1λ2 = 3. Ñîáñòâåíèòå ÷èñëà èìàò åäíàêâè çíàöè è ñóìàòà èì å îòðèöàòåëíà. Îòòóê
ñëåäâà, ÷å òå èìàò îòðèöàòåëíè ðåàëíè ÷àñòè. Ñëåäîâàòåëíî îò Òåîðåìàòà íà Ëÿïóíîâ
ñëåäâà, ÷å (0, 0) å àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïîëîæåíèå íà ðàâíîâåñèå.
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Ïðèìåð 3. Íåêà äà èçñëåäâàìå â çàâèñèìîñò îò a ∈ R óñòîé÷èâîñòòà íà ïîëîæåíèÿòà
íà ðàâíîâåñèå íà ñèñòåìàòà

∣∣∣∣ ẋ = y
ẏ = x3 − x+ ay.

Äà íàìåðèì ïúðâî îñîáåíèòå òî÷êè.

∣∣∣∣ y = 0
x3 − x+ ay = 0.

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å ðåøåíèÿòà íà ãîðíàòà ñèñòåìà ñà (0, 0), (±1, 0). Ëèíåàðèçèðàìå
â îêîëíîñò íà (±1, 0). Äà îçíà÷èì X = x ∓ 1, Y = y. Ëèíåàðèçèðàíàòà ñèñòåìà ïðèåìà
âèäà

∣∣∣∣ Ẋ = Y

Ẏ = 2X + aY
, A =

(
0 1
2 a

)
.

Íåçàâèñèìî îò çíàêà íà a, åäíîòî ñîáñòâåíî ÷èñëî èìà ïîëîæèòåëíà ðåàëíà ÷àñò,
ñëåäîâàòåëíî (±1, 0) å íåóñòîé÷èâî ïîëîæåíèå íà ðàâíîâåñèå çà âñÿêî a ∈ R.

Ëèíåàðèçèðàìå â îêîëíîñò íà (0, 0)

∣∣∣∣ ẋ = y
ẏ = −x+ ay

, A =

(
0 1
−1 a

)
.

Õàðàêòåðèñòè÷íèÿò ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A å λ2 − aλ + 1 = 0, îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å
ïðè a > 0 ïîëîæåíèåòî íà ðàâíîâåñèå (0, 0) å íåóñòîé÷èâî, ïðè a < 0 ïîëîæåíèåòî íà
ðàâíîâåñèå (0, 0) å àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, à ïðè a = 0 ñîáñòâåíèòå ÷èñëà ñà ñ íóëåâè
ðåàëíè ÷àñòè è íèùî íå ìîæåì äà êàæåì çà óñòîé÷èâîñòòà íà áàçàòà íà òåîðåìèòå íà
Ëÿïóíîâ.

Çà ùàñòèå, ïðè a = 0 ñèñòåìàòà å êîíñåðâàòèâíà

∣∣∣∣ ẋ = y
ẏ = x3 − x

ñ ïîòåíöèàëíà åíåðãèÿ U = x2

2
− x4

4
. Âåäíàãà ñå âèæäà, ÷å x = 0 å ñòðîã ìèíèìóì çà U

è ñëåäîâàòåëíî ïî Òåîðåìàòà íà Ëàãðàíæ � Äèðèõëå ïîëîæåíèåòî íà ðàâíîâåñèå (0, 0) å
óñòîé÷èâî.

Çàäà÷è çà ñàìîñòîÿòåëíà ðàáîòà

1) Èçñëåäâàéòå óñòîé÷èâîñòòà íà ðåøåíèåòî (0, 0) íà ñèñòåìàòà∣∣∣∣ ẋ = 2xy − x+ y
ẏ = 5x4 + y3 + 2x− 3y.



5.2. ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒ ÏÎ ËßÏÓÍÎÂ 93

2) Èçñëåäâàéòå óñòîé÷èâîñòòà íà ðåøåíèåòî (0, 0) íà ñèñòåìàòà∣∣∣∣ ẋ = ex+2y − cos(3x)
ẏ =

√
4 + 8x− 2ey.

3) Èçñëåäâàéòå óñòîé÷èâîñòòà íà ðåøåíèåòî (0, 0) íà ñèñòåìàòà â çàâèñèìîñò îò a ∈ R∣∣∣∣ ẋ = ax− 2y + x2

ẏ = x+ y + xy.

4) Èçñëåäâàéòå óñòîé÷èâîñòòà íà ðåøåíèåòî (0, 0) íà ñèñòåìàòà â çàâèñèìîñò îò a ∈ R∣∣∣∣ ẋ = y
ẏ = −4x+ 5x3 − x5 + ay.

5) Çà êîè ñòîéíîñòè íà a è b ðåøåíèåòî (0, 0) íà∣∣∣∣ ẋ = ln(e+ ax)− ey

ẏ = bx+ tan(y)

å àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî?
6) Çà êîè ñòîéíîñòè íà a è b ðåøåíèåòî (0, 0) íà∣∣∣∣ ẋ = x+ ay + y2

ẏ = bx− 3y − x2

å àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî?
7) Çà êîè ñòîéíîñòè íà a è b ðåøåíèåòî (0, 0) íà∣∣∣∣ ẋ = y + sin(x)

ẏ = ax+ by

å àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî?
8) Îïðåäåëåòå óñòîé÷èâè ëè ñà ñòàöèîíàðíèòå ðåøåíèÿ íà∣∣∣∣ ẋ = y − x2 − x

ẏ = 3x− x2 − y.

9) Îïðåäåëåòå óñòîé÷èâè ëè ñà ñòàöèîíàðíèòå ðåøåíèÿ íà∣∣∣∣ ẋ = ln(1− x+ y2)
ẏ = x− y − 2.

10) Îïðåäåëåòå óñòîé÷èâè ëè ñà ñòàöèîíàðíèòå ðåøåíèÿ íà∣∣∣∣∣∣
ẋ = tan(z − y)− 2x
ẏ =

√
9 + 12x− 3ey

ż = −3y.
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Ïðèëîæåíèå À

Ñâåäåíèÿ îò Ìàòåìàòè÷åñêèÿ àíàëèç

Â òîâà ïðèëîæåíèå ùå ïðèïîìíèì íÿêîè ïîíÿòèÿ è ôàêòè îò àíàëèçà, êîèòî èçïîëçâàìå.
Ùå ðàáîòèì ïðåäèìíî â Rn. Ïîíÿêîãà, êîãàòî äåôèíèöèèòå èçèñêâàò äîïúëíèòåëíè
ïîíÿòèÿ è êîíñòðóêöèè, íèå ùå èçïîëçâàìå ñúîòâåòíèòå òâúðäåíèÿ è òåîðåìè âìåñòî
äåôèíèöèèòå.

Çà âñÿêî ïîëîæèòåëíî öÿëî n îçíà÷àâàìå ñ Rn ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè íàáîðè îò n
ðåàëíè ÷èñëà

x = (x1, x2, . . . , xn).

Íàáîðúò (x1, x2, . . . , xn) ñå íàðè÷à êîîðäèíàòè íà åëåìåíòà x. Åëåìåíòèòå íà Rn ùå íàðè-
÷àìå îùå âåêòîðè èëè òî÷êè.

Äåôèíèðàìå ñúáèðàíå íà âåêòîðè x+y = (x1+y1, x2+y2, . . . , xn+yn) è óìíîæåíèå íà
âåêòîð ñ ÷èñëî αx = (αx1, αx2, . . . , αxn). Òåçè äâå îïåðàöèè ïðåâðúùàò Rn âúâ âåêòîðíî
(ëèíåéíî) ïðîñòðàíñòâî.

Ùå îïðåäåëèì îùå ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå ñ

x.y =< x, y >=
n∑
i=1

xiyi.

Äåôèíèðàìå íîðìà íà âåêòîð ||x|| ñúñ ñëåäíèòå ñâîéñòâà:
1) ||x|| ≥ 0, ||x|| = 0←→ x = 0;

2) ||αx|| = |α|||x|| ;
3) ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y||.

Èìà íÿêîëêî íà÷èíà, ïî êîèòî ìîæåì äà îïðåäåëèì íîðìà â Rn. Íàïðèìåð

à) ||x|| =
√∑

x2
i � åâêëèäîâà íîðìà;

á) ||x||1 = maxi |xi| ;
â) ||x||2 =

∑
|xi|.

95
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Äåôèíèöèÿ À.1. Äâå íîðìè íàðè÷àìå åêâèâàëåíòíè, àêî ñúùåñòâóâà ÷èñëî M > 0,
òàêîâà, ÷å

M−1||x||1 ≤ ||x||2 ≤M ||x||1.

Â Rn âñè÷êè íîðìè ñà åêâèâàëåíòíè (òîâà å ñëåäñòâèå îò îáùà òåîðåìà çà ïðîèçâîëíî
êðàéíî-ìåðíî ïðîñòðàíñòâî). Ñëåäîâàòåëíî ìîæåì äà èçïîëçâàìå êîÿ äà å îò ãîðíèòå
íîðìè.

Äåôèíèðàìå îùå ðàçñòîÿíèå ρ(x, y) ìåæäó äâà âåêòîðà ñúñ ñëåäíèòå ñâîéñòâà:

1) ρ(x, y) = 0←→ x = y;

2) ρ(x, y) = ρ(y, x);

3) ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z).

Íàïðèìåð â Rn çàäàâàìå ðàçñòîÿíèå ñ

ρ(x, y) = ||x− y|| =
√∑

(xi − yi)2.

Íåêà a å ôèêñèðàí âåêòîð îò Rn. Îòâîðåíî êúëáî ñ ðàäèóñ r > 0 è öåíòúð a íàðè÷àìå
ìíîæåñòâîòî

B(a, r) = {x ∈ Rn|ρ(x, a) < r}
(ñúîòâåòíî B̄(a, r) = {x ∈ Rn|ρ(x, a) ≤ r} å çàòâîðåíî êúëáî).

Ïðèìåðè. (a− r, a+ r) å îòâîðåíî êúëáî â R1 , à [a− r, a+ r] å çàòâîðåíî.

Äåôèíèöèÿ À.2. Åäíî ìíîæåñòâî U ∈ Rn å îòâîðåíî, àêî çà âñåêè íåãîâ åëåìåíò x
ñúùåñòâóâà r > 0 è êúëáî B(x, r) ⊂ U .

Ïðèìåðè. Îòâîðåíèòå êúëáà ñà îòâîðåíè ìíîæåñòâà. Rn å ñúùî îòâîðåíî ìíîæå-
ñòâî.

Îòâîðåíà îêîëíîñò íà åäíî íåïðàçíî ìíîæåñòâî A ñå íàðè÷à âñÿêî îòâîðåíî ìíîæå-
ñòâî U , ñúäúðæàùî A.

Ïî äåôèíèöèÿ çàòâîðåíî ìíîæåñòâî å äîïúëíåíèå íà îòâîðåíî ìíîæåñòâî.
Åäíî ìíîæåñòâî A ⊂ Rn íàðè÷àìå ñâúðçàíî, àêî âñåêè äâå òî÷êè îò íåãî ìîãàò äà ñå

ñâúðæàò ñ íà÷óïåíà ëèíèÿ, ñúäúðæàùà ñå â ñàìîòî ìíîæåñòâî.
Åäíî ìíîæåñòâî A ⊂ Rn íàðè÷àìå èçïúêíàëî, àêî çàåäíî ñ âñåêè äâå òî÷êè ñúäúðæà

è ñúåäèíÿâàùàòà ãè îòñå÷êà.
Îãðàíè÷åíî ìíîæåñòâî A ⊂ Rn íàðè÷àìå òàêîâà ìíîæåñòâî, êîåòî ñå ñúäúðæà â

íÿêîå êðàéíî êúëáî A ⊂ B(a, r), r <∞.
Åäíî ìíîæåñòâî K ⊂ Rn íàðè÷àìå êîìïàêòíî, àêî å îãðàíè÷åíî è çàòâîðåíî.

Â ñèëà å ñëåäíàòà

Òåîðåìà À.1. (Âàéåðùðàñ) Àêî ôóíêöèÿòà f å îïðåäåëåíà è íåïðåêúñíàòà âúðõó êîì-
ïàêòíî ìíîæåñòâî K, òî òÿ äîñòèãà âúðõó K ñâîÿ ìàêñèìóì M è ñâîÿ ìèíèìóì m,
ñ äðóãè äóìè, çà âñÿêî x ∈ K å èçïúëíåíî

m ≤ f(x) ≤M.
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Îñâåí ôóíêöèè, äåôèíèðàíè âúðõó ìíîæåñòâà â Rn f(x), x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ U ⊂
Rn, ùå ðàçãëåæäàìå îùå âåêòîð-ôóíêöèè èëè èçîáðàæåíèÿ f : Rn → Rn,

f(x) = (f1(x1, x2, . . . , xn), f2(x1, x2, . . . , xn), . . . , fn(x1, x2, . . . , xn)).

Äåôèíèöèÿ À.3. Êàçâàìå, ÷å f ∈ Cr(U), r ≥ 1, u ⊂ Rn, àêî ñúùåñòâóâàò âñè÷êè
ïðîèçâîäíè äî r-òè ðåä âêëþ÷èòåëíî è òåçè ïðîèçâîäíè ñà íåïðåêúñíàòè.

Íåêà å çàäàäåíî èçîáðàæåíèåòî f : Rn → Rn. Ñúñ ñèìâîëà f∗ îçíà÷àâàìå

f∗(x) =


∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

· · · ∂f1
∂xn

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

· · · ∂f2
∂xn

· · · · · · · · · · · ·
∂fn
∂x1

∂fn
∂x2

· · · ∂fn
∂xn


|x

.

Êàçâà ñå, ÷å f∗ çàäàâà ëèíåéíàòà ÷àñò íà èçîáðàæåíèåòî f . Ìàòðèöàòà îò ïúðâèòå ÷àñòíè
ïðîèçâîäíè íà êîìïîíåíòèòå íà f íîñè èìåòî ìàòðèöà íà ßêîáè.

Íàìèðàìå ïðîèçâîäíèòå íà âåêòîðè èëè ìàòðèöè, ÷èèòî åëåìåíòè ñà ôóíêöèè, êàòî
äèôåðåíöèðàìå âñÿêà åäíà îò êîìïîíåíòèòå. Àíàëîãè÷íî ïîñòúïâàìå ïðè íàìèðàíå íà
èíòåãðàë îò âåêòîð èëè ìàòðèöà.

Íàêðàÿ íåêà ïðèïîìíèì íÿêîè ôàêòè, ñâúðçàíè ñ ðåäèöè è ðåäîâå îò ôèíêöèè è
òÿõíàòà ñõîäèìîñò. Ùå ðàçãëåäàìå íåùàòà çà ðåäèöè è ðåäîâå îò ôóíêöèè. Òâúðäåíèÿòà
áåç òðóä ñå ïðåíàñÿò çà èçîáðàæåíèÿ.

Äåôèíèöèÿ À.4. Íåêà {fn}, n = 1, 2, . . . å ðåäèöà îò ôóíêöèè, îïðåäåëåíè âúðõó ìíî-
æåñòâîòî U ⊂ Rn, è ðåäèöàòà îò ÷èñëà {fn(x)} å ñõîäÿùà çà âñÿêî x ∈ U . Òîãàâà
îïðåäåëÿìå ôóíêöèÿòà

f(x) = lim
n→∞

fn(x), x ∈ U ⊂ Rn. (1.1)

Â òîçè ñëó÷àé êàçâàìå, ÷å {fn} êëîíè êúì ãðàíè÷íàòà ôóíêöèÿ f ïîòî÷êîâî.

Àíàëîãè÷íî, àêî ðåäúò∑
fn(x) = f1(x) + f2(x) + . . .+ fn(x) + . . .

å ñõîäÿù ïðè âñÿêî x ∈ U , òî îïðåäåëÿìå

f(x) =
∞∑
n=1

fn(x), x ∈ U ⊂ Rn (1.2)

è f ñå íàðè÷à ñóìà íà ðåäà
∑

fn(x).

Èíòåðåñóâàìå ñå ãëàâíî îò âúïðîñà, àêî fn ñà íåïðåêúñíàòè èëè äèôåðåíöèðóåìè,
èëè èíòåãðóåìè, òî âÿðíî ëè å ñúùîòî çà ãðàíè÷íàòà ôóíêöèÿ?

Èçâåñòíè ñà ïðèìåðè, â êîèòî òîâà íå å òàêà. Çà äà ïîëó÷èì ïîëîæèòåëåí ðåçóëòàò,
íè å íóæíà íîâ âèä ñõîäèìîñò.
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Äåôèíèöèÿ À.5. Êàçâàìå, ÷å ðåäèöàòà îò ôóíêöèè {fn}, n = 1, 2, . . . å ðàâíîìåðíî
ñõîäÿùà âúðõó ìíîæåñòâîòî U êúì ôóíêöèÿòà f , àêî çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà öÿëî
N , ÷å ïðè n ≥ N èìàìå

|fn(x)− f(x)| < ε

çà âñè÷êè x ∈ U .

Ðàçáèðà ñå, àêî åäíà ðåäèöà îò ôóíêöèè êëîíè ðàâíîìåðíî âúðõó U êúì f , òî òÿ
êëîíè è ïîòî÷êîâî.

Êàçâàìå, ÷å åäèí ðåä
∑

fn(x) å ðàâíîìåðíî ñõîäÿù âúðõó ìíîæåñòâîòî U , àêî ðåäè-
öàòà îò ÷àñòè÷íèòå ìó ñóìè {Sn(x)}, îïðåäåëåíà ñ

Sn(x) =
n∑
i=1

fi(x),

å ðàâíîìåðíî ñõîäÿùà âúðõó U . Ñëåäâàùèÿò óäîáåí ïðèçíàê çà ðàâíîìåðíà ñõîäèìîñò
íà ðåäîâå ïðèíàäëåæè íà Âàéåðùðàñ.

Òåîðåìà À.2. Àêî ðåäúò îò ôóíêöèè
∑∞

n=1 fn ñå ìàæîðèðà ñúñ ñõîäÿù ÷èñëîâ ðåä:

|fn(x)| < Mn, n = 1, 2, . . . , x ∈ U,
∑

Mn <∞,

òî òîé å ðàâíîìåðíî ñõîäÿù.

Åäíî îò ñâîéñòâàòà íà ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèòå ðåäîâå, êîèòî èçïîëçâàìå, ñå äàâà ñúñ
ñëåäíàòà

Òåîðåìà À.3. Àêî ðåäúò
∑

fi, fi : R→ Rn å ñõîäÿù è ðåäúò îò ïðîèçâîäíèòå
∑ dfi

dt
å

ðàâíîìåðíî ñõîäÿù, òî òîé êëîíè êúì ïðîèçâîäíàòà d
dt

∑
fi.



Ïðèëîæåíèå Á

Ñâåäåíèÿ îò Ëèíåéíàòà àëãåáðà

Â òîâà ïðèëîæåíèå ùå ïðèïîìíèì íÿêîè ôàêòè îò ëèíåéíàòà àëãåáðà, êîèòî èçïîëçâàìå
â èçëîæåíèåòî.

1. Ïîëèíîìè ñ ðåàëíè êîåôèöèåíòè

Ñòàíäàðòíî ïîëèíîìèòå ñå çàïèñâàò êàòî

f(λ) = λn + a1λ
n−1 + . . .+ an, (2.1)

òóê λ å ïðîìåíëèâà, aj ∈ R. ×àñò îò íàøàòà äåéíîñò â îñíîâíèòå ãëàâè íà ó÷åáíèêà
å ñâúðçàíà ñ íàìèðàíåòî íà êîðåíèòå íà ïîëèíîìè èëè íàìèðàíåòî íà ðåøåíèÿòà íà
óðàâíåíèåòî

f(λ) = 0. (2.2)

Åäíî ñëåäñòâèå îò îñíîâíàòà òåîðåìà íà àëãåáðàòà å, ÷å âñåêè ïîëèíîì ñ ðåàëíè êîåôè-
öèåíòè èìà ïîíå åäèí êîìïëåêñåí êîðåí. Â ÷àñòíîñò, âñåêè ïîëèíîì ñ ðåàëíè êîåôèöèå-
íòè îò íå÷åòíà ñòåïåí èìà ïîíå åäèí ðåàëåí êîðåí.

Êàçâàìå, ÷å åäíî ÷èñëî λ0 å ïðîñò (åäíîêðàòåí) êîðåí íà f(λ) = 0, àêî

f(λ) = (λ− λ0)g(λ) è g(λ0) ̸= 0.

Åêâèâàëåíòíî, λ0 å ïðîñò êîðåí íà f(λ) = 0, àêî

f(λ0) = 0 è f ′(λ0) ̸= 0.

Êàçâàìå, ÷å λ0 å r-êðàòåí êîðåí íà f(λ) = 0, àêî

f(λ) = (λ− λ0)
rg(λ) è g(λ0) ̸= 0.

Åêâèâàëåíòíî, λ0 å r-êðàòåí êîðåí íà f(λ) = 0, àêî

f(λ0) = f ′(λ0) = . . . = f (r−1)(λ0) = 0 è f (r)(λ0) ̸= 0.

Òúé êàòî ðàçãëåæäàíèòå ïîëèíîìè ñà ñ ðåàëíè êîåôèöèåíòè, òî çà òÿõ å â ñèëà
ñëåäíèÿò ôàêò: Àêî λ0 = α + iβ å êîìïëåêñåí êîðåí íà f(λ) = 0, òî êîìïëåêñíî

99



100 ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ Á. ÑÂÅÄÅÍÈß ÎÒ ËÈÍÅÉÍÀÒÀ ÀËÃÅÁÐÀ

ñïðåãíàòîòî ìó ÷èñëî λ̄0 = α − iβ å ñúùî êîðåí íà f(λ) = 0, ïðè òîâà ñúñ ñúùàòà
êðàòíîñò, êàêòî λ0.

Íåêà äà ïðèïîìíèì è ôîðìóëèòå, ñâúðçàíè ñ êâàäðàòíîòî óðàâíåíèå

λ2 + a1λ+ a2 = 0.

Íåãîâèòå êîðåíè ñå çàäàâàò ñ èçðàçèòå

λ1,2 =
−a1 ±

√
a21 − 4a2
2

.

Â ñèëà ñà è ôîðìóëèòå íà Âèåò, ñâúðçâàùè êîðåíèòå è êîåôèöèåíòèòå

λ1λ2 = a2, λ1 + λ2 = −a1.

Ôîðìóëèòå íà Âèåò ñå îáîáùàâàò ïî åñòåñòâåí íà÷èí çà óðàâíåíèÿ îò ïðîèçâîëíà ñòåïåí.
Â ñïðàâî÷íèöèòå ìîãàò äà ñå âèäÿò ôîðìóëèòå íà èòàëèàíñêèòå ìàòåìàòèöè Êàðäàíî,
Òàðòàëÿ, Ôåðàðà è äð., èçðàçÿâàùè êîðåíèòå íà óðàâíåíèÿ îò òðåòà è ÷åòâúðòà ñòåïåí
êàòî ðàäèêàëè îò êîåôèöèåíòèòå. Çà ïåòà è ïî-âèñîêà ñòåïåí òîâà å íåâúçìîæíî â îáùèÿ
ñëó÷àé.

2. Ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî, ëèíåéíà çàâèñèìîñò è íåçàâèñèìîñò, áàçèñ

Íåêà F å ïîëå îò ñêàëàðè è V å íåïðàçíî ìíîæåñòâî, çà åëåìåíòèòå íà êîåòî ñà
äåôèíèðàíè ñóìà a + b, a, b ∈ V è óìíîæåíèå ñ åëåìåíò îò ïîëåòî λa, λ ∈ F, a ∈ V .
Èñêàìå a+ b ∈ V è λa ∈ V .

Äåôèíèöèÿ Á.1. Êàçâàìå, ÷å ìíîæåñòâîòî V å ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî, àêî ñà èç-
ïúëíåíè ñëåäíèòå àêñèîìè (òóê a, b, c ∈ V, λ, µ ∈ F ):

1) a+ b = b+ a, 2) (a+ b) + c = a+ (b+ c)

3) ∃0 : a+ 0 = 0 + a = a, 4) ∃ − a : a+ (−a) = (−a) + a = 0

5) (λ+ µ)a = λa+ µa 6) λ(a+ b) = λa+ λb

7) (λµ)a = λ(µa) 8) 1.a = a.

Ïðèìåðè çà ëèíåéíè ïðîñòðàíñòâà ñà Rn è ïðúñòåíúò îò ïîëèíîìèòå îò ñòåïåí, íå-
íàäìèíàâàùà n.
Íåêà V å ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî è a1, a2, . . . , ak å êðàéíà ôàìèëèÿ îò åëåìåíòè íà V .

Äåôèíèöèÿ Á.2. Åëåìåíòèòå a1, a2, . . . , ak íàðè÷àìå ëèíåéíî çàâèñèìè, àêî ñúùå-
ñòâóâàò ñêàëàðè λ1, . . . , λk ∈ F , ïîíå åäèí îò òÿõ ðàçëè÷åí îò íóëà, ÷å äà å èçïúëíåíî
ðàâåíñòâîòî

λ1a1 + λ2a2 + . . .+ λkak = 0.

Äåôèíèöèÿ Á.3. Åëåìåíòèòå a1, a2, . . . , ak íàðè÷àìå ëèíåéíî íåçàâèñèìè, àêî îò

λ1a1 + λ2a2 + . . .+ λkak = 0

ñëåäâà, ÷å
λ1 = λ2 = . . . = λk = 0.
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Ïîíÿòèÿòà ëèíåéíà çàâèñèìîñò è íåçàâèñèìîñò ìîãàò äà ñå ðàçøèðÿò è çà áåçêðàéíè
ôàìèëèè îò åëåìåíòè íà ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî.

Äåôèíèöèÿ Á.4. Åäíî ïîäìíîæåñòâî îò åëåìåíòè a1, a2, . . . , an íà V íàðè÷àìå
áàçèñ, àêî

1) a1, a2, . . . , an ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè;
2) Âñåêè åëåìåíò îò V ñå ïðåäñòàâÿ êàòî ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ íà a1, a2, . . . , an

a = λ1a1 + λ2a2 + . . .+ λnan.

Åäíî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî ìîæå äà èìà ïîâå÷å îò åäèí áàçèñ.

Ïðèìåðè. Åäèí âúçìîæåí áàçèñ â Rn ñå äàâà ñ âåêòîðèòå

e1 = (1, 0, . . . , 0)T

e2 = (0, 1, . . . , 0)T

· · · · · ·
en = (0, 0, . . . , 1)T .

Åäèí áàçèñ íà ëèíåéíîòî ïðîñòðàíñòâî îò ïîëèíîìè ñ ðåàëíè êîåôèöèåíòè îò ñòåïåí,
íåíàäìèíàâàùà n, ñå äàâà îò åëåìåíòèòå {1, x, x2, . . . , xn}.

Áðîÿò íà åëåìåíòèòå, îáðàçóâàùè áàçèñ â åäíî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî, äàâà íåãîâàòà
ðàçìåðíîñò. Íàïðèìåð ðàçìåðíîñòòà íà Rn å n, à ðàçìåðíîñòòà íà ëèíåéíîòî ïðîñòðàí-
ñòâî îò ïîëèíîìè ñ ðåàëíè êîåôèöèåíòè îò ñòåïåí, íåíàäìèíàâàùà n, å n+ 1.

3. Ìàòðèöè

Ðàçãëåæäàìå ïðåäèìíî êâàäðàòíè ìàòðèöè ñ ðåàëíè êîåôèöèåíòè. Ìàòðèöèòå ñå
çàäàâàò ñ òàáëèöà îò ÷èñëà

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann

 , E =


1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · 1

 . (2.3)

Ñ E îçíà÷àâàìå åäèíè÷íàòà ìàòðèöà. Äà ïðèïîìíèì, ÷å ëèíåéíèòå îïåðàòîðè â íÿêàêúâ
êîíêðåòåí áàçèñ ñå çàäàâàò ñúñ ñâîÿòà ìàòðèöà.

Ìàòðèöèòå ìîãàò äà ñå ñúáèðàò, óìíîæàâàò ñ ÷èñëî è ïîìåæäó ñè. Ùå îòáåëåæèì,
÷å ïîñëåäíîòî óìíîæåíèå íå å êîìóòàòèâíî AB ̸= BA.

Åäíà âàæíà ÷èñëîâà õàðàêòåðèñòèêà íà ìàòðèöèòå å òÿõíàòà äåòåðìèíàíòà detA. Òÿ
ñå ïðåñìÿòà ïðîñòî â ðàçìåðíîñòè 2 è 3. Ìàòðèöèòå ñ íåíóëåâà äåòåðìèíàíòà detA ̸= 0
ñå íàðè÷àò íåîñîáåíè. Òîãàâà ñúùåñòâóâà îáðàòíà ìàòðèöà A−1 ñúñ ñâîéñòâîòî

AA−1 = A−1A = E.
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Äâå ìàòðèöè A è B ñå íàðè÷àò ïîäîáíè, àêî ñúùåñòâóâà íåîñîáåíà ìàòðèöà S òàêàâà,
÷å

A = SBS−1.

Ïî ñúùåñòâî A è B ñà ìàòðèöè íà åäèí ëèíååí îïåðàòîð, íî â ðàçëè÷íè áàçèñè, à S å
ìàòðèöàòà íà ïðåõîäà îò åäèíèÿ áàçèñ â äðóãèÿ.

Äðóãà âàæíà ÷èñëîâà õàðàêòåðèñòèêà íà åäíà ìàòðèöà å íåéíèÿò ðàíã � r(A). Ðàíã íà
ìàòðèöà íàðè÷àìå ìàêñèìàëíèÿ áðîé íåéíè ëèíåéíî íåçàâèñèìè ðåäîâå èëè ñòúëáîâå.

Ñîáñòâåíè ÷èñëà íà ìàòðèöàòà A íàðè÷àìå êîðåíèòå íà õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå

det(A− λE) = 0.

Ñîáñòâåí âåêòîð vj, îòãîâàðÿù íà ñîáñòâåíîòî ÷èñëî λj, íàðè÷àìå åäèí íåíóëåâ âåêòîð,
êîéòî å ðåøåíèå íà ëèíåéíàòà ñèñòåìà

Avj = λjvj.

Åêâèâàëåíòíî, àêî îçíà÷èì Bj = A − λjE , òî ñîáñòâåíèòå âåêòîðè vj ñå íàìèðàò îò
ñèñòåìèòå

Bjvj = 0.

Ïî äåôèíèöèÿ íîðìà íà ìàòðèöà íàðè÷àìå ÷èñëîòî

||A|| = sup
||x||=1

||Ax||. (2.4)

Òàçè íîðìà å äîáðå äåôèíèðàíà, çàùîòî ñå äàâà îò åêñòðåìóì íà íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ
âúðõó êîìïàêòíî ìíîæåñòâî. Ïî Òåîðåìàòà íà Âàéåðùðàñ (Òåîðåìà À.1) òàêúâ ñóïðåìóì
ñúùåñòâóâà è ñå äîñòèãà çà íÿêîé âåêòîð x0. Íàé-âàæíîòî å, ÷å 0 ≤ ||A|| <∞.

Ìàòðè÷íàòà íîðìà èìà ñëåäíèòå ñâîéñòâà:

(1) ||A|| = 0←→ A = 0 (2) ||λA|| = |λ| · ||A||

(3) ||A+B|| ≤ ||A||+ ||B|| (4) ||Ax|| ≤ ||A|| · ||x||

(5) ||A ·B|| ≤ ||A|| · ||B|| .

Ïðèìåð. Íåêà A =

(
3 0
0 −2

)
. Äà íàìåðèì íîðìàòà ||A||.

Îò äåôèíèöèÿòà ||A|| = sup||x||=1 ||Ax||.

Ax =

(
3 0
0 −2

)(
x1

x2

)
=

(
3x1

−2x2

)
Íàìèðàìå

||Ax|| =
√

9x2
1 + 4x2

2.
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Òúé êàòî ||x|| = 1, òî x2
1 + x2

2 = 1, îòêúäåòî

||Ax|| =
√

9x2
1 + 4− 4x2

1 =
√

4 + 5x2
1.

Ìàêñèìàëíàòà ñòîéíîñò íà x1 å 1 è îòòóê

sup
||x||=1

||Ax|| =
√
9 = 3.

Â îáùèÿ ñëó÷àé íîðìàòà íà ìàòðèöàòà ñå ïðåñìÿòà ÷ðåç âúâåæäàíåòî íà ìíîæèòåë
íà Ëàãðàíæ.
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