Nneanun. @akTopupbCTEHN.
Teopema 3a xomompdu3mMuTe Ha
IIP'bCTEHN.

Heka R e mpousBoJien npbeTeH, a [ C R e Helmpa3sHo HErOBO MOIMHOXKECTBO.
Kazsame, ue I e aa6 udeasr na R, ako 3a Va,b € I e usnbaneno ve a —b €
u3a Va € I,Vr € R e usmbianeno, 4e ra € I. AHajorudno, Kaspame, de
I e decen udean na R, ako 3a Va,b € I e usnbaneno, e a — b € [ u 3a
Va € I, € R e usnbineno, 1e ar € I. Ako I e eTHOBpEMEHHO JISIB U JIECEH
ujiean Ha R, To KazBame, e I e deycmpanen udeas wim mpocto udean Ha R
n numeMm I < R.

Bceeku nnean I Ha npbcreHa R e CbIO U HEMOB MOJIPbBCTEH, 3aII0TO OT
neduHANIATA CJIeIBa, e 3a Va,b € I e msubaaerno a—b € I mab € 1. Orryk
cinensa 1 e | e moArpyna Ha aJUTHBHATA Tpyma Ha R.

[Tpumepun:

1. Hynesuar unean {Og} < R u nenuar npberer R < R ca TpuBmagHn
LPUMEPH 38 UeaIu.

2. Heka R=Z,al =mZ ={mz |z € Z}3am=0,1,2,.... Torasa
3a IPOM3BOJIHU JBa ejieMeHTa a,b € I umame, 4e a = mz; u b = mzy 3a
21,29 € Z. ToraBa a — b = mz; — mzy = m(z; — 2z3), KOETO O3HAYABA, |e

~—

€z

a—0b € I. 3a upousBosiHo r € R = 7 umame, 1de ra = rmz; = m(rz; ) u
~—
€z

ar =mzr =m( zr ). C roa [ I R, T.e. mZ 7.
Z
€

3. fcno e, ye ako R e KOMyTaTUBEH IP'bCTEH, TO JIEBUTE U JICCHUTE UJI€ATN
B HEro ChBIJIAT U TOBOPUM IIPOCTO 3a ujiean Ha R.



4. Heka F' e mpousBoJiHo 11os1e. Jla pasrieiamMe MaTpuaHus IPbeTeH R =
F5yo, cbeTod ce 0T BCUYIKH 2 X 2 MaTPUIM € eJleMeHTH oT 1ojero F'. JlecHo
ce BIXKJIA, Y€ MHOXKECTBOTO

1:{(‘; 8) Ia,bEF}

€ JIdB, HO HE € JieCeH MJ/eaJsl Ha R, a MHOZKeCTBOTO

J:{(g 8) \a,beF}

e JleceH, HO He e JisiB ujeas Ha R. V30010 B R HsaMa JIByCTpAHHU UJIeasIn C
U3KJ/II0UEeHNEe Ha TPUBUAJHUTE.
5. Cedennero Ha uieann Ha R cbino e uiaeaa Ha K.

Heka R e komyTaTuBeH IPbHCTEH ¢ €IMHUIA 1. 3a IPOU3BOJIEH €JIeMEHT
a € R pasriexjgamMme MHOXKECTBOTO

(a) ={za=ax | x € R}.

To e nmean na R, HapeueH zaasen udeas wa R, nopoden om a. Hamcruna,
3a IPOM3BOJIHU JIBa eJieMeHTa xda,ya € (a), Kbaero x,y € R e u3bjHeHo,
qe za — ya = (x — y)a € (a), a 32 TPOU3BOJIEH €JIEMEHT 7" € R € U3II'bJIHEHO
N——
€R
r(xa) = (rx )a € (a) nu Taka (a) < R.
(za) = (e )a € (a) (a) <
€R

B npbcerena na menure 4ynciia Z ujieasiuTe ce M34YepnBar ¢ mZ 3a m €
Z,m > 0 u ciegoBaTe;IHO BCHUKNATE ca riiaBHu uiaea . Haucruna, ako [ <7
e ujeas Ha Z, To ToraBa I e MOArpyIla Ha aJuTUBHATA TPyIa Ha Z. 3HaeM,
Ye BCUYKH IOAIPYIHU Ha I'pylaTa Ha IeJUTe dHucjia ce U39eprBaTr ¢ mi. 3a
m € Z,m > 0 u cnenosarenno I = m#Z 3a uagkoe m € Z,m > 0. Umame, 1e
mZ = {mz | z € Z} = (m) cuope/1 onpeJIeJeHUETO HA [VIABEH HJICaI.

Tebpaenuune 1. Hexa R e npscmen ¢ edunuua 1g, a I I R e udean 6 R.
Tozasa

a) Axolg € I, mo I = R;

6) Axo I csdeporca obpamum esemenm na R, mo I = R.

Jlokazamencmeso. a) Heka 1g € I. ToraBa 3a Vr € R e usnbjnero r = r.1g €
I o To3m naunn R C [. T.k. o onpenenenune I C R, o nomyunxme R = [.



6) Heka a € I e obpatum enement na R. Torasa Ja~! € R:a 'a = 15.
Cera oT OIIpeIeJIEHHETO 3a UL, IMaMe e atael , T.e. 1g € I u criopen
a) caensa, ue R = I. O

Ha orbesnexkuM, ye ako eJuH OpbCTeH R e 151710 (M B YaCTHOCT TOJIE), TO
B R nama wieasu pasimuaau ot {Og} u R, T.e. HiMa HETPUBUAJIHU UJICAJIH.
Hancruna, veka I < R e unean vHa R u na gomnycuem, de I # {Og}. Torasa
da € I : a # 0r. Ho R e TsJ10 1 B HErO BCEKU HEHYJIEB €JIEMEHT € 00paTuM,
a oTTaM ejJeMeHTbT ¢ ¢biio e obparum. Cera ot Tebpaenue 1 6) ciensa, e
I = R. Tlo To3u nauun, ako [ < R, o wiu I = {0g}, wm [ = R.

Tebpaenne 2. Komymamuesen npscmen R ¢ edunuua 1z e nose < R wama
HEMPUBUAAHU UDCANU.

oxaszamenacmeo. Bede Bujsixme, de HeobxoumocTTa € B cuja. OcraBa ja
JIOKaxKkeM obparHaTa 1mocoka. Heka R e KOMyTaTUBEH NMPBLCTEH C €JIMHUIA U
enuacreenn ugeamn {Or} u R. Heka a € R,a # Og e HeHyJeB eJIeMEeHT.
Pazriiexx qame riiaBHUAT Ujealt, TOPOJEH OT &

(a) ={ra|r € R}.

Nmawme, we a € (a) u a # Og, orkbaeTo cieasa, e (a) # {Or}. B Ttakbs
ciydail, eJMHCTBEHATa BB3MOXKHOCT, KOATO octaBa e (a) = R. OdeBumHO
1r € R, Koero o3HauaBa, 4e lg € (a). Ho rorasa Ir € R : ra = 1g. Tosa
O3HaYaBa, 4Ye MPOU3BOJIEH HeHyseB ejieMeHT a € R e obparum. Taka R e
KOMYTATHBHO TJIO, T.€. € II0JIE. O

Koraro pasriexaxme rpyma (G, npurexkasaiina HopMasiHa noarpyna H <
G, nue moctpouxme HoBa rpyna G/ H, napedena daxkroprpyna va G mo H.
Cera 111e U3BBLPITUM aHAJOTTIHA TTPOIEyPa CIPSAMO JIaJIeH MPCHTEH.

Heka R e npberen, a [ <R e Heros ujeast. OT olpeie/ieHIETo 3a MP'bCTeH
3HaeM, ye R obpasysa abejieBa I'pylia, OTHOCHO OIepaIusTa +, a OT OIIpe/ie-
JICHHETO Ha ujeaJ ciaensa, de I < R e noarpymna Ha R. T.K. Bcaka moarpyna
Ha abejieBa Ipyla e HOpMaJiHa, TO nojydaBame, de [ < R e HOpMaJIHA IO/
rpyna Ha aJuTHBHaTa Ipyna Ha npbereHa R. Pasriexiame dpakroprpyrara
Ha rpymnara R 1o nojarpynara [, a UMEHHO

R/I={a+1I|a€R}

R/I e abeneBa rpymia crnpsiMo oOlepalusaTa -+, HacJIeJeHa OT InpbcreHa R,
¢ uynes exement I. B R/l nedunupame IOIbIHUTETHO U ONEPAIU - 10



upasusioro (a + I) - (b+ I) = ab + I. Ja mpoBepuM, [de Taka BbBEJICHOTO
YMHOXKEeHHE Ha eJIeMeHTH € KOPeKTHO: HeKa a € a + [,by € b+ [ ca jpyru
[IpEJICTAaBUTE/IN Ha, CHIIUTE ChCETHU KjacoBe. 1oBa HU JlaBa, de a1 = a + 1
3a HAKaKbB ejieMeHT 11 € I, a by = b + iy 3a HIKAKBHB €JIeMEHT iy € 1.
ToraBa a1b; — ab = (a + i1)(b + iz) — ab = ab + ais + biy + i1i3 — ab =
ais + biy + 1112, KoeTo o3HadaBa, de a1b; — ab € I. Crnopen cBoiicTBaTa
—~ ~— =~

el el el

Ha CbhCEJIHUTE KJjacoBe IojiydaBame, de a by + [ = ab + I. Ilo To3u Haunu
BHUJISIXME, Ue TaKa JeUHIpaHATa Ollepallns ChIIOCTABS €IUH U CbII CbCEIECH
KJIaC Ha TPEJICTABUTEN OT €JIMH U CbII ChCEJEH KJAC, T.e. Td € KOPEKTHO
BbBEJICHA.

Cera, crpsiMo jiBeTe omeparnun + u -, MHOKecTBOTO RR/I ce mpeBpbIna B
IpPbCTEH, HapedeH @axmopnpscmen wa R no udeasra I. Ako npberensbr R e
KoMyTaTuseH, To R/I cbino e KomyratuseH, 3amoto 3a Va + I, b+ 1 € R/I
mvame, e (a +1)-(b+1) =ab+1 =ba+1 = (b+1)-(a+I). Axo
R e npberen ¢ equnnna 1g, To R/I e upberen ¢ equnnna 1r + I, 3amoro
(Ig+1)-(a+1)=1ga+I=a+I=alg+1=(a+1) - (1g+1).

[Tpumep:
BaR=Zul=nZ3an¢€ Z,n >0, unmame qe

R/I =Z/nZ =17, ={0,1,...,n—1}.

Heka R u R’ ca npbcrenu, a ¢ : R — R’ e uzobpazxenune. 306pa-
JKEHHETO ¢ € XOMOMOphHU3bM Ha IMPCHTEHU, ako 3a Va,b € R e U3II'bJHeHOo
w(la+b) = p(a) +¢(b) u p(ab) = v(a)p(b). Ako B joIrbIHEHNE P € OUEKIHS
Ha R Bbpxy R/, 10 ¢ e uzomopduszbM Ha npberenn, a R u R’ ca uzomopduu.
Tosu dakr ordessizBame ¢ R = R’

Heka ¢ : R — R’ e xomomopdusbMm. JeduHnpanre MHOKECTBOTO

Imp = {p(a) € R | a € R},
HApeYeHo 00pa3 Ha Y U MHOZKECTBOTO
Kero ={a € R|¢(a) = 0r},

HAPEIEHO AIPO HaA .

Ba npousBosnu esieMenTH a, b € Ker ¢ nmame, 1e p(a—b) = ¢(a)—p(b) =
Op —0gp = Og/, T.e. a—b € Ker ¢. 3a npousBosien ejement r € R nmame ore
ae p(ra) = ¢(r)pla) = ¢(r)0r = Or u p(ar) = p(a)p(r) = Ore(r) = Or,
T.e. ra,ar € Ker . Becuuko ToBa o3nadasa, 1e Ker ¢ < R.



Tebpaenue 3. Hexa R e npscmen, a I I R e udeasr na R. Tozasa usobpa-
orcenuemo

m:R— R/I,
dedpuruparo ¢ w(a) = a + I 3a Ya € R e xomomoppussm wa npscmeru,
napeven ecmecmeen womomoppussm' na R espry R/I, ¢ Inm = R/I u

Kerm = 1.

Jloxazamencmeo. Ot mMaTepuasa 3a rpynu 3HaeM, 4e R e rpyma cupsiMo ore-
parusiTa + 1 1300paKeHneTo T € XoMoMopdu3bM Ha rpynarta R BbB dakrop-
rpynara R/I (1.e. m(a+0b) = m(a)+7(b)) c Imp = R/I nu Kerp = I. Ocrasa
HU J1a IPOBepUM eIuHCTBeHO, de T(ab) = ab+1 = (a+1)- (b+1) = m(a)m(b)
3a Va,b € R, KoeTo o3HadaBa, 4e T € XOMOMOP(MU3bM Ha MPbHCTCHU. ]

Teopema 3a xomomopdusmure Ha npberenn.. Hexa R u R ca npsc-
menu, a u300padtceruemo
o:R— R

e zomomopguszsm na npscmenu. Toeasa Ker p < R u R/ Ker p = Im .

Jlokasameacmeo. OT Marepuasa 3a TPYIH 3HAEM, Ue M300pazKeHHeTO
f:R/Keryp — Imp,

nedurupano ¢ f(a+ Ker p) = ¢(a) 3a Va € R e KopeKTHO U € n30MOpGU3bM
na rpynu. OcraBa Jja IPOBEPUM €IMHCTBEHO, Ue f € XOMOP(MU3bM Ha IPHCTE-
uu. Haucruna, 3a nmponssosan a, b € R nmame, de f[(a+Ker ¢)-(b+Ker ¢)] =
f(ab+ Kerp) = p(ab) = p(a)p(b) = f(a+ Kerg) f(b+ Kerp). U taka, f e
nzomopdusbM Ha npberenure R/ Ker ¢ u Im g, Te. R/ Ker o = Im . O

'Wnu omie ecTecTBeH emuMOpQHU3BLM.



