
Ïðèìåðíè ðåøåíèÿ è êðèòåðèé çà îöåíÿâàíå íà êîíòðîëíà ðàáîòà �2

ñïåö. Ïðèëîæíà ìàòåìàòèêà

Çàäà÷à 1. (2,5ò.)
Íåêà I å ãëàâíèÿò èäåàë, ïîðîäåí îò 3 + 2i, â ïðúñòåíà íà öåëèòå ãàóñîâè ÷èñëà Z[i].
à) Äà ñå äîêàæå, ÷å
I = {a + bi ∈ Z[i] | 2a− 3b ≡ 0(mod13)};
á) Äà ñå äîêàæå, ÷å Z[i]/I ∼= Z13.

Ðåøåíèå:

à) Íåêà I = (3 + 2i), J = {a + bi ∈ Z[i] | 2a− 3b ≡ 0(mod13)}. Öåëòà å äà äîêàæåì, ÷å I ≡ J .

1) I ⊆ J . Íåêà a + bi ∈ Z[i], a, b ∈ Z. Èìàìå (3 + 2i)(a + bi) = (3a − 2b) + (2a + 3b)i ∈ I. Íåêà
A = 3a−2b è B = 2a+3b. Òîãàâà ïîëó÷àâàìå 2A−3B = 2(3a−2b)−3(2a+3b) = −13b ≡ 0( mod 13),
ò. å. (3 + 2i)(a + bi) = A + Bi ∈ J ⇒ I ⊆ J .

2) J ⊆ I. Íåêà a + bi ∈ J, a, b ∈ Z è 2a − 3b ≡ 0(mod13). Íåêà a = 3x − 2y, b = 2x + 3y.
Î÷åâèäíî òàçè ñèñòåìà èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå. Ïîñëåäîâàòåëíî ïîëó÷àâàìå x = 3a+2b

13
∈ Z (òúé

êàòî 2a − 3b ≡ 0(mod13) ⇔ 3a + 2b ≡ 0(mod13)), y = −2(2a−3b)
26

∈ Z. Ïîëó÷èõìå, ÷å çà âñåêè
åëåìåíò a + bi ∈ J , ìîæåì äà íàìåðèì åäèíñòâåíè öåëè ÷èñëà x è y, òàêèâà ÷å (3 + 2i)(x + yi) =
a + bi ∈ I, ò. å. J ⊆ I.

Îò 1) è 2), ñëåäâà ÷å I ≡ J .

á) Îò ïðåäõîäíàòà ïîäòî÷êà, ïîëó÷èõìå ÷å I = {a + bi ∈ Z[i] | 2a− 3b ≡ 0(mod13)}. Òðÿáâà äà
ïîêàæåì, ÷å Z[i]/I ∼= Z13. Ùå ïðèëîæèì òåîðåìàòà çà õîìîìîðôèçìè íà ïðúñòåíè.
Ïúðâî ùå ïðîâåðèì êîãà äâà ïðîèçâîëíè åëåìåíòà a1 + b1i, a2 + b2i ∈ Z[i] ïîïàäàò â åäèí è ñúùè
êëàñ íà Z[i]/I. Èìàìå: a1 + b1i+ I = a2 + b2i+ I ⇔ (a1 + b1i)− (a2 + b2i) ∈ I ⇔ (a1−a2) + (b1− b2)i ∈
I ⇔ 2(a1 − a2) − 3(b1 − b2) ≡ 0(mod13) ⇔ 2a1 − 3b1 ≡ 2a2 − 3b2(mod13). Çàáåëÿçâàìå ñúùî, ÷å
2a − 3b ≡ 0(mod13) ⇔ a + 5b ≡ 0(mod13). Ñåãà, íà áàçàòà íà ãîðíèòå áåëåæêè, êîíñòðóèðàìå
èçîáðàæåíèåòî:

ϕ : Z[i]→ Z13

ϕ(a + bi)→ a + 5b

Ïðàâèì ïðîâåðêà äàëè ϕ å õîìîìîðôèçúì íà ïðúñòåíè:

1) ϕ((a1 +b1i)+(a2 +b2i)) = ϕ((a1 +a2)+(b1 +b2)i) = (a1 + a2) + 5(b1 + b2) = a1 + 5b1 +a2 + 5b2 =
ϕ(a1 + b1i) + ϕ(a2 + b2i).

2) ϕ((a1 + b1i).(a2 + b2i)) = ϕ((a1a2 − b1b2) + (a1b2 + a2b1)i) = (a1a2 − b1b2) + 5(a1b2 + a2b1) =
(a1 + 5b1)(a2 + 5b2) = ϕ(a1 + b1i)ϕ(a2 + b2i)

Îò 1) è 2), ñëåäâà ÷å ϕ å õîìîìîðôèçúì íà ïðúñòåíè, î÷åâèäíî âúðõó.

Èìàìå: Kerϕ = {a + bi ∈ Z[i] | ϕ(a + bi) = 0̄} = I.

Òîãàâà òåîðåìàòà çà õîìîìîðôèçìè íà ïðúñòåíè íè äàâà Z[i]/I ∼= Z13.

Çàáåëåæêà: Òîâà å ðåøåíèåòî çà âàðèàíòè 2 è 4, çà âàðèàíòè 1 è 3 äåéñòâàìå ïî àíàëîãè÷åí
íà÷èí, êàòî èìàìå çà èçîáðàæåíèåòî ϕ : Z[i]→ Z5; ϕ(a + bi) = 2a− b.

Êðèòåðèé:
à) Çà äîêàçâàíå íà âñÿêî îò 1) è 2) ïî 0,5ò., ò. å. îáùî 1ò.
á) Îáùî 1,5ò.
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Çàäà÷à 2. (2,5ò.) à) Äà ñå íàìåðè îñòàòúêúò ïðè äåëåíèåòî íà ïîëèíîìà f ñ ïîëèíîìà g, êúäåòî:
f(x) = xn − 1, g(x) = x3 − 3x + 2.

á) Äà ñå èçðàçè ÷ðåç p è q (êîãàòî èìà ñìèñúë) ñèìåòðè÷íàòà ôóíêöèÿ Σ îò êîðåíèòå x1, x2, x3

íà ïîëèíîìà u = x3 + px + q, êúäåòî:

Σ =
x2
1

3 + x1

+
x2
2

3 + x2

+
x2
3

3 + x3

. Êàêâà å ñòîéíîñòòà íà Σ, àêî u = g ( îò ïîäòî÷êà à)).

Ðåøåíèå:

à) Òåîðåìàòà çà äåëåíèå ñ îñòàòúê íè äàâà f = gq+ r, degr < degg. Òîãàâà îñòàòúêúò å îò âèäà:
r = ax2+bx+c. Êîðåíèòå íà g ñà 1, 1 è −2. Ïîëó÷àâàìå: f(−2) = g(−2)q(−2)+r(−2)⇒ (−2)n−1 =
4a− 2b+ c, f(1) = g(1)q(1) + r(1)⇒ 0 = a+ b+ c è f ′(1) = g′(1)q(1) + g(1)q′(1) + r′(1)⇒ n = 2a+ b.

Ðåøàâàéêè ñèñòåìàòà, ïîëó÷àâàìå a = (−2)n+3n−1
9

, b = (−2)n+1+3n+2
9

, c = (−2)n−6n−1
9

. Îêîí÷àòåëíî
ïîëó÷àâàìå:

r =
((−2)n + 3n− 1)x2 + ((−2)n+1 + 3n + 2)x + (−2)n − 6n− 1

9
.

á) ÁÎÎ äà ðàçãëåäàìå íàïðèìåð
x2
1

3+x1
=

x2
1−9+9

3+x1
= (x1−3)(x1+3)+9

3+x1
= (x1 − 3) + 9

3+x1
. Òîãàâà, çà

ñèìåòðè÷íàòà ôóíêöèÿ ïîëó÷àâàìå: Σ = (x1 + x2 + x3 − 9) + 9
3∑

i=1

1
3+xi

= −9 − 9u′(−3)
u(−3) = −9(1 +

27+p
−27−3p+q

) = −18p+9q
27+3p−q .

Òóê èçïîëçâàõìå: x1 + x2 + x3 = 0 îò ôîðìóëèòå íà Âèåò çà ïîëèíîìà u, êàêòî è
n∑

i=1

1
a−xi

= u′(a)
u(a)

îò ðåøàâàíà çàäà÷à (u(a) 6= 0).

Â ñëó÷àÿ u = g èìàìå: Σ = 9
2
.

Çàáåëåæêà: Òîâà å îòãîâîðà çà âàðèàíòè 2 è 4, çà âàðèàíòè 1 è 3 ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí ïîëó-
÷àâàìå:

à) r = ((3n+1)(−1)n+1+2n)x2+((3n−2)(−1)n+2n+1)x+(8+6n)(−1)n+2n+9
9

;

á) Σ = 8p−6q
−8−2p+q

. Ïðè u = g èìàìå: Σ = 3.

Êðèòåðèé: Çà âñÿêà îò ïîäòî÷êèòå ïî 1,25ò.


