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AHanUTUYHA MexaHuKa

TpueHe npu xJrb3raHe.

Tpuene npu TbpKaJigHE.

TpueHe npu HULIKH.

HeHT”bp Ha yCIIOpCaHU CHUIIN.

LlenTbp Ha TexkecTTa.

Mertoam 3a OIIpCAC/IHC Ha HCHTbPA Ha TCIKECTTA

Teopemu Ha ITan-I'ynuen.

1. Tpuene npu xJb3raHe.

TPUEHETO — CJI0KHO (PU3UYHO SIBJICHHE

- HarpsiBaHe Ha TPHEIIUTE ce Tela

- HaeJeKTpU3UpaHe

- mudy3us Ha BemecTBaTa

- paspyllaBaHE HA TPUEIIUTE CE€ MOBBPXHOCTH

EKCIIEPUMEHTAITHO U3yYaBaHe

- AmonToH (1663-1705) HEe3aBUCUMOCT HA CHJIUTE HA TPUEHE OT IUIOIITA HA
TPHUELIUTE C€ TOBBPXHOCTU

- 3aKoHHM Ha TpueHe, popmynupanu ot Kymnon (1736-1806)

CHJINTE Ha TpPUEHE Bb3HUKBAT, KOraTO PaBHOJEHUCTBAIATA HA AKTUBHUTE CHIIN

HE € HacoueHa Mo HOopMajiaTa Ha JAOMUPAIIUTE CE TparmaBH MOBBPXHOCTU Ha

Tea, KOUTO Ce HaMHUpaT B MOoKo# (ur.1,a)

¢wur.1,a ¢wur.1,0
Mpy paBHOBECHE peakuusTa S TpsOBa na Obae paBHA MO TOJIEMHHA M

MIPOTHUBOIIOJIOKHA T10 ITOCOKA Ha paBHOJIEICTBAIIAaTa HA AKHTUBHUTE CHIIN R
pa3naraHe Ha aKTHBHaTa cwia R Ha cbcraBsama mo HopMmanata N M 1O
tanrenrata T (¢ur.1,0)

pasnaraHe Ha peakluATa Ha TpamaBaTa NOBBPXHOCT Ha CHCTaBsINa I10
Hopmanata N u o Taarenrtata F (¢wur.1,0)



OTIPEJICIICHHE: CUIA HA MpUeHe NPpu XAb32aHe — TaHTCHIIMAIHATa ChcTaBsma F
Ha peaknuaTa Ha BpPbH3KaTa, Bb3HUKBAIA MPU JCHCTBHE HA aKTUBHU CHIIH,
KOUTO CE CTPEeMST Jia MPUIBMKAT TSAJIOTO, HAMUPAIIO CE B MOKOW; HEWHara
MOCOKa € MPOTHBOIIOJIOXKHA HA B3MOXXHOTO JIBH)KCHHE HA TAJIOTO
IIpHU paBHOBECHE TPsOBaA Jia ca B CHJIa PaBeHCTBATa
N-N, =0 T-F=0
ONMTHUTE IMOKAa3BaT, Y€ MPH M3MCHEHUE HA TaHTCHIIMAJHATa ChCTaBsma T B
OTIpe/IeJICHH TPAHULIM PABHOBECHETO HE CE€ HapylllaBa — TOraBa M CWJaTa Ha
TPUCHE TPH XJIB3TAHE CHIINO CE U3MEHS B ONPEICIICHH TPAHUIN
pa3iMKa OT JPYTHTE PEaKIWH Ha BPB3KHTE — TOJIEMHUHATa Ha CHJaTa Ha
TPHEHE NIPH XJIb3raHe HE MOXKE Jla HAJIBUIIIM OTIpeie/ieHa IPaHuIa
3akoH Ha KyloH: MakcuMaiHaTta CTOHHOCT Ha CHJIaTa Ha TPUEHE NpHU
XJIb3raHe € MPOMOPIMOHATHA HAa HOPMAJIHHUS HATUCK HAa TSJIOTO BBPXY
MMOBBPXHOCTTA
Fox =/ N, (1)
/- Koe(hUIIMEHT Ha TPUEHE MPU XJTb3raHe; 3aBUCH OT MaTepuala Ha TejaTa u
CTeleHTa Ha o0paboTKa Ha TPHUEIIUTE CE TMOBBPXHOCTH, KATO 3a HJICAITHO
1KY Tejla € HyJia, IOKATO TIPU PeajHH TeJla € TOJI0KHUTEIICH
IpU NpeBUIIaBaHe HAa F3aloyBa JBIKCHHUE HA TAJIOTO; ONUTUTE [10KA3BAaT,
Yye CuiiaTa Ha TPUEHE NPH XJIb3raHe (3a pa3jiKa OT CWiaTa Ha TPUCHE NpHU
HOKOH) € mo-mainka ot F,
b2b1 HA MpueHe: BI'BIBT @ MEXKIY MaKCUMallHaTa CTOWHOCT Ha CHiaTa Ha
TPHEHE NPU XJIb3raHe U HOPMAaJHHS HATUCK Ha TSJIOTO
1o =/ @)
KoHwyc Ha mpuene: obpasyBamara My OA ckioyBa BB ¢ C HOpMasara

(¢pur.2)
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Heka Q e paBHOAeWcTBalla Ha AKTUBHUTE CWIJIM, NPUIOKEHA KbM TsUIO,
HaMUpaIIo ce B IOKOM, MO/ BI'bJl ¢ ¢ HopManaTa ( ¢wur.3)
- CBIJIACHO yCJIOBHUsTA 3a paBHOBecue : N = QJcosa, F = Qsina

- TSJIOTO OCTaBa B IIOKOM, korato F < F

max ?

F=Q0sina<F__=fN=fOcosa =>tga<f, tga<tgp, a<@
Ilpu uszeecmen xoegpuyuenm Ha mpuene mogxce 0a ce onpeoeiu vevl o,
maxka e Koeamo npuiosrceHama KoM  miAjlomo Cuia (H€3616MCLLMO om

T.C.



conemurnama 1:1) € HAKJNIOHEHA KbM Hopmanama noo nNo-mManvk bevjl, m.e.
JUHUAMA HA Oelcmeuemo u e 8bmpe 6 KOHyca Ha mpuere, mo nmsaiomo
ocmaea 6 pasHoeecue.

CuJjia Ha TPUCHC IIPU XJIB3IraHC IMPH IMMOCTHIIATCIIHO U BbPTCINBO IBUXKXCHHUC
- IIPpHU ODOCTHIIATCIIHO ABUIKCHUC! KOG(l)I/IL[I/IeHT Ha TPUCHC IIPH XJIB3TraHeC f

- IIpU NOCTBIATEIHO U BBPTEIUBO JABMKEHUE: KOS(UIIMEHT Ha TPUEHE TIPU
3aBbpTaHe (YCyKBaHe) u

[Tpumep: Jluck e cBbp3aH C BaJl Ha ABHUraTell, KOHTO My MPHUAaBa BHPTSIII
MoMeHT M. CrimpaHeTo ce ochlIecTBsBA ¢ OapabaHHM CIIUPAYKH, KbM YHHTO
HaKJIaJKu e npuioxeHa cuia P. Jla ce onpenensar cunure P, yappkamu nucka
B paBHOBECHE, aKO PAaJUYyChT My € I, a KOe()UIMEHTHT Ha TPHUEHE MEXIY
nucka u Haknaakute e f(dur.4)

¢ur.4

Peaknusita Mexmy AMcKa W HAKJIQJKUTE MOXKE JIa C€ Pa3jokKH HAa HOPMAJICH
Hatuck (cwmmte P) m cunure Ha Tpuenero F, kato Te ca cBbp3aHM upe3
F = fP . BppTsamusatT MOMeHT M (KOHTO ce mopaxkaa OoT HiKaKBa JBOMIIA), IO
ycloBHe TpsOBa Ja ce ypaBHOBECH C MOMEHTa Ha JBOMIaTa OoT cuiu F,
9ueTo pamo € 2r (aBeTe cuin Ha HaTHCK P ce ypaBHOBecsBar). Toraa
Mop- M

2r 2fr

F2r-M =0, F=fP=

2. TpueHe npu ThpKaJsiHe.

HeKa KbM JIMCK C Teryio P, Hamupaii ce B MOKO# BbPXY Ipanasa MOBBPXHOCT, €
MpIJIOKEeHa cuiia S, CTpeMsiIna ce Ja ro npuBese B ABwkeHue ((ur.S)

CHJIM Ha TPHEHE MPH ThPKAJsIHE — Bb3HUKBAT 3apajau JeopMaIluiTe, TaKka ue
JOMTMPAHETO MEX/IY TejlaTa CTaBa MO MOBBPXHOCT



KBM JIMCKa Ca TMPUIIOKEHH TP CHUJIH; ChIJIACHO TeopeMara 3a TPUTE CHIIU TpU
paBHOBecHE peakuusATa TpsOBa 1a € HacodyeHa KbM oOmiara Touka O Ha
akTuBHMTE cuiu P u S.

peaknusTa TpsOBa 1a IMa XOPH30HTAIIHA CHCTABAIIA, KOSTO J]a YpaBHOBECSBA
cunara S - MPUIOXKHATA M TOYKA € M3MECTeHa Ha HAKAKBO PAa3CTOSIHUE KBbM
MOCOKATa Ha JABIKCHUE

pasiiaraHe Ha peaklusATa Ha BepTUKaIHA KoMroHeHTa N u xopu3oHTanHa F —
cuijiaTa Ha TPUCHE

YCIIOBHS 32 paBHOBECHE — PABCHCTBO HA HyJla HA CYMHUTE Ha MPOCKIUHUTE IO
XOPHU30HTATHOTO W BEPTHUKAIHOTO HANpaBlieHHE, KaKTO M Ha CyMHUTE Ha
mMomeHtute Ha gBounute (PN — ¢ pamo f,) u (F,Smax - ¢ pamo paanyca Ha

TIMCKA) ; Smax € CHJIATA, CJIe]l IPEeBUIIaBaHe Ha KOSTO MOKOSAT C€ HapylllaBa

¢wur.6

MOMEHT Ha TpPHEHE NP ThpKauane: m, = f, N, f,- KoeQULUEHT Ha TPUEHE

IIPY ThPKAaJIsHEe
UHTEpIpeTalys Ha f, - Pa3CTOSHHETO, Ha KOETO € H3MECTeHa MPHIIOKHATA

TOUYKa Ha peakuusaTa N OT BepTUKaiaTa, MUHABAIlA IIPe3 IIEHThpa Ha AUCKa
HEOOXOJMMO YCJIOBHE 3a YHCTO ThpKaysiHe (0e3 Xip3raHe) — cuiiata Ha
TPUEHE J1a € T0-Majika OT MaKCUMaJHaTa Cuja Ha TPUEHE MPHU XJIb3raHe, T.€.
F < fN,xpaero f e koeuuueHbT Ha TpUEHE MPH XTb3TaHe

3. TpueHe npu HUIIKH.

Ha HCIIOABWIKCH HUJIMHABP € HABUTA HUIIKA, KbM €AWUHUA Kpaﬁ Ha KOATO €

3akadeH ToBap P, yabpikan B paBHoBecue ot cuna T (¢wur.7)
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dopmyna na Oinep:
T =Pe”,



f - KoepUIMEeHT Ha TPHEHE MEX]y HUIIKATa U HUIMHABPA; « - IEHTpaleH
BB Ha Abrata AB (brbi Ha ,,00XBatT* HA IMWIMHIBPA OT HUIIKATA)
yabppxamara cuina T He 3aBUCH OT paadyca Ha IHIMHIbpPAa, a caMoO OT
KoeHIIMEHTa Ha TPHEHE MEXAYy HHINKaTa W IWUIMHIbpAa M BrbJa Ha
,,O00XBaTa®, KaTO HaMaJIsiBa MO EKCIIOHEHIIMAJICH 3aKOH

puUMep: pU @ = 277 +%I/I f =0.2 3a cunara ce nonyyasa 7' =0.21P

4. LleHTHp Ha yCHIOPEAHH CHJIHU.

HexaF, (i =1,2,...n)€ CbBKYIIHOCT OT CHJIH C YCIIOPEIHU JHUHUU Ha JCHCTBHE.

Tst ce cBexxga N0 paBHOAeWCTBamia (IpeceyHaTa MM TOYKAa C€ CYMTA 3a
0e3KpaifHO OT/AaIeueHa).

n
3a paBHozeiictBamara R escumia R=F, +F, +...+F, = Z F,

i=1
OTNIpENCNICHUE: YEeHMbY HA YCHOpeOHU CWIW — TIPUIOKHA TOYKa Ha
paBHOJICHCTBAIIATa HAa YCHOPEIHU CHJIM, UMalla CBOHCTBOTO, Y€ aKO BCHYKH
CHJIM C€ 3aBBPTAT HA €IWH W CHIIU BIBI (KaTo yCIMOPEIHOCTTa MM HE ce
HapyIaBa), TO ¥ paBHOJEICTBAIATA CE€ 3aBBbPTA HA CHIIUS BI'bI
HEKa CIie/l eBEeHTYaJIHO 3aBbpPTaHe Ha JTMHUUTE HA JEHCTBUE CHIINTE CE CUUTAT
ycnopeaau Ha octa Oz. Torasa:

Fo=F,=0, F,=F, R=R,=0, R=D2F=2F 0
MOMEHT OTHOCHO ocTa Oy (cbhriacHo TeopeMara Ha BapuHboH)
(B =m, (F) )
o3HaueHue: (x.,y. ,zc)_— KOOpJMHATH Ha LIEHTbPa Ha YCIOPEIHHU CHUIIH;

torasa m, (R) = x R, = xCZE. , Zmy (F)= Zx,.Fl. U otuuTaiiku (4):
i=1 i=1 i=1

.. > F,
XY F =) xF, = x.=f—— (5)
i=1

n

i=1 Z F'l

AHAJIOTMYHO.

Zn:yiFi ZZiFi
Ye = = ) Zc = i=1,1 (6)

>F,
i=1

u3pasure (5) u (6) Morar ;a ce MHTEPIPETHUPAT KATO MPOEKIIMN Ha paauyc-

!

i=1

BEKTOpa Ha LICHThpa Ha YCIIOPEIHU CHIIH



paanyC-BEKTOp Ha HEHTbpPpAa HA YCIHOPEAHU CHUIIA (I'l.- paanycC-BEKTOpHU Ha

IPUIOKHUTE TOYKH Ha cunute F,)

SkF,
=
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5. LleHTBHp Ha TeskKecTTA.

OIIPEACIICHUC. YeHmvp Ha meodxcecmma Ha TBBPAO TAJIO — LHOCHTHBPHT Ha
YCIIOPEAHUTE CHJIM Ha TCXKECTTAa HAa MATCPUAIHUTEC 4YaCTUIUM, OT KOUTO €
CbCTAaBCHO TAJIOTO

meecio Ha Ha TBBPAO TAJIO — CyMaTra OT CHIIMTC Ha TCEXKECTTa P ma

1

MaTCpUAJIHUTE YaCTUIU, OT KOUTO € CbCTABCHO TAJIOTO
n
P=> P (8)
i=1

O3HAYCHUS:

- eneMeHTapeH obeM Avy,: 00eM OKO0JO0 MaTepHalHa TOYKa C KOOpAWHATH
X;,¥;,2, (00eMbT V Ha TAJIOTO € CyMa OT €JIEMEHTapHU 00eMH)

- CuJIa, OTHECEHA KbM €JJMHUIIA 00eM: p, (B Cilyyass Ha CHJa HA TEKECTTa —

OTHOCHUTCIIHO TCI'JIO, HJI’bTHOCT)

- F,=p,Av,: cuna (B 4aCTHOCT cHJaTa Ha TexXecTTa P,), NpuiokeHa KbM

eleMeHTapHusl 00eM (pasriexaa ce HENpeKbCHATO paslpeliesieHHe Ha
CHJIUTE 10 00eMa Ha TBBPAOTO TSIIO)

torasa (6) u (7) noOuBar Buaa
Zn:xipiAvi Zn:yipiAvi anzipiAvi
i=1 i=1 i=1
= n ’ yC = n = n
z PiAY; z PiAY; z PiAY;
i=1 i=1 i=1

uspasute (9) ca NpuOIM3HUTENHH; CTaBaT MO-TOYHU npu Av, - 0u n —>oou

Xe ., Z¢ ©)

CyMHUTE IIPEMHMHABAT B MHTErpayu, T.€. (IIPM XOMOIE€HHO TSIO O, = P U CE€

ChKpalana)
I xdv I ydv I zdv
X~ = v ’ =L 5 Zc = - 10
c e Ye % c % (10)
AQHAJIOTMYHO 32 €HOPOJIHU MOBBPXHOCTH (S — IUJIOINI HAa TOBBPXHOCTTA)
1 1 1
X =E£xds, Ve =§£yds ,  Ze :E:.;st (11)

u enHopoaHU JiuHUM (L — 1bmKrHA HA TUHUSTA)



1 1 1
X, =ijdl, Ve :zjydl s Zg ZZIZdZ (12)
L L L

® cmamuueH MOMeHm HA NJIOW OMHOCHO OC. CymMara OT IpPOM3BEICHHUATA Ha
eIEMEHTapHUTE TUIONIM, Ha KOUTO € Pa3[esieHO TAJIOTO, U Pa3CTOSHHETO IO
Tasu oc (uucnurenuTe Ha (9) B IByMEpHHUS CITydaii)
- CTaTW4eH MOMEHT Ha IUIOI OTHOCHO OCHUTE X U Y

My = Zn:xiASi s M, = Zn:yiASi

i=1 i=1
- OIIpCACIIIHC Ha pa3CTOAHUCTO OT LICHTbPA HA TCXKECTTA A0 JaJiCHA OC IIpH
HU3BCCTHH CTaTUYHHU MOMCHTH Ha IJIOIITa OTHOCHO Ta3u OC

M M

Yo = Ye =g (13)

6. Metoau 3a onpejeJisiHe Ha HEHThPa HA TexKecTTa
® TSJIOTO MMA paBHUHA HA CUMETPHS: IICHTHPHT Ha TEXKECTTA € B Ta3U PaBHUHA
- IIpH JIB€ paBHUHU HAa CUMETPUs LEHTHPHT Ha TEKECTTA € 110 MPeCceyHuIaTa uM
® TSJOTO MMA OC Ha CUMETPHUS: HEHThPHT Ha TEKECTTA JIEKHU HA Ta3u OC
- TIpH JIBE OCU HAa CUMETPUs HEHTHPHT Ha TEKECTTa € Ha MPEeceYHaTa UM TOYKa
® BB3MOXKHOCT 3a IPE/ICTaBsSHE Ha TAJIO KaTO KOMOMHALIMS OT Tejla C U3BECTHU
WM JIECHO OMPEJICIUMU [IEHTPOBE Ha TEKECTTA:
- cymure B umciautenutre Ha (9) ca KpallHM — B 3aBUCHMOCT OT Opos Ha
Tesara; aHAJIOTUYHO 32 JABYMEPHHUS U €IHOMEpPHUS cliyyait
- JIONBJIBAaHE Ha TS0, UMAIIO MMPa3HUHM, JI0 IUTBTHO TSJIO Ype3 100aBsHEe Ha
o0emMu (TUTOIIH) ¢ OTPULIATEIIEH 3HAK
1. Teopemu na Ilan-I'yanen.
® [IbpBa T€OpeMa: AKO Obea om Kpuea, 1excawida 6 pasHund, ce 6bpmiu 0KoJo 0c,
nexcawja 6 maszu pasHUHA U Henpecuyawya Kpueama, mo NOSbPXHUHAMA HA
00pazy6aHomo pomayuoHHoO MAN0 € pABHA HA NPOU3BEOEHUEmO Om
OvIdICUHAMA HA KPUBAMA U OBINCUHAMA HA OKPBLICHOCMMA, ONUCAHA OM
YeHmvpa Ha medicecmma Ha Kpueamad.

a [ < 7 >3
[~ I .

¢wur.8



- AB: paBHUHHA KpuBa ¢ AbJKUHA L
- C: ueHTBp Ha TEXKECTTa HA KPUBATa, YUETO PA3CTOSHHE /10 OCTA Y € X

- JIBJDKUHA Ha OKPBKHOCTTA, onMcaHa oT Touka C: 27 x.
- IOBBPXHHMHA S HA POTALMOHHOTO TsW10: S =27 x L

BTOpa Teopema: AKo pasHuHHa ¢pueypa ce 6bpmu OKOIO 0C, Jexcauia 6
pasnunama Ha Queypama u Henpecuuwawja KOHmMypa Ha ¢ueypama, mo
obembm HA 00pPA3y8aAHOMO POMAYUOHHO MO € PAGeH HA NPOU3BEOeHUEMO
om naowma Ha Queypama u ObANCUHAMA HA OKPBLAHCHOCMA, ONUCAHA OM
yenmuvpa Ha medcecmma Ha gueypama.

¥

¢wur.9

- S: noBbppxHWHA HA paBHUHHATA (UTypa

- 00eM V Ha poTallMOHHOTO TANO: V =27 xS

teopemute Ha llan.l'ynneH mo3BoJsiiBaT Ja ce ONpeneiau IMOJOXKEHUETO Ha
LEHThpa Ha TEXecTTa Ha JIMHUS U paBHHHHA (QUIypa, KOraTo ca WM3BECTHU
MOBBbPXHHUHATA UM 00EMBT Ha ChOTBETHUTE POTAIMOHHU Tella



