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Аналитична механика  
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1. Вектор ъглова скорост. 

2. Разлагане на ускорението по осите на естествения триедър. 

 

 

1. Вектор ъглова скорост. 

 

 Векторна функция  )(trr  на скаларен аргумент t . 

 

 представяне 

kjir )()()()( tztytxt  , 

 

k,j,i - единични вектори по координатните оси на Декартова система 

 

 общ случай: 31 e,e,e 2   -  единични вектори по координатните оси на 

дясно ориентирана координатна система, които са функции на времето 

 

 производна на векторна функция 

332211 eeeeeer  )()()()()()()( tztztytytxtxt
dt

d
  

321321 eeeeeer  )()()()()()()( tztytxtztytxt
dt

d
  

 при постоянна големина векторът и производната му са 

перпендикулярни 

dt

d 1

1

e
e   или 11 ee  , т.е. 

1e  лежи в равнина,успоредна на определената от другите два единични 

вектора 

321 eee aa   

 



 

аналогично   13 eee2 bb   ,  21 eee3 cc   

 

 определяне на константите 

 

21eea ,  3ee1
a    312211 eeeeeee  3

  

32eeb ,   
12eeb    1123322 eeeeeee     

13eec ,    23eec    2231133 eeeeeee    

 

 съществува единствен вектор 

 

321 eeeω 321 ω   

така че  

11 eeω  , 22 eeω  ,     33 eeω   

 

доказателство 

 

тъждества: 32 eee1  , 132 eee   213 eee   

 

120 eeeeeeeeeeee 2121212121
 

dt

d
  

 

 2332323232320 eeeeeeeeeeee  
dt

d
 

 

 31131313130 eeeeeeeeee  
dt

d
 

 

или 

 

 1312111 eeeeeeeω 321 ω 2332 )( ee ω  

 

 

сравнение на коефциентите 

312211 eeeeeee  3
  

       или                                                    312 ee , 213 ee  

 



аналогично  

 

 2322212 eeeeeeeω 321 ω )( 1331 ee ω  

1123322 eeeeeee    

321 ee ,  123 ee  

 

 

 3332313 eeeeeeeω 321 ω
1221 )( ee ω  

 

2231133 eeeeeee    

231 ee ,  132 ee  

 

окончателно 

32132 eeeeeeeeeω  2113
  

 

 

проверка 

 

 131211321 eeeeeeeeeeeeeω 2113
  

 

331221313221221313 )( eeeeeeeeeeeeeeeeee    

 

312211 eeeeeee  3
  

    или  11 eeω   

 

 

аналогично 

 

 22121322 eeeeeeeeeeeeeω 32132
  

 

112332121332121332 )( eeeeeeeeeeeeeeeeee    

 

1123322 eeeeeee    

 

    или  22 eeω   

 



 32131333 eeeeeeeeeeeeeω 32132
  

 

113223113232113232 )( eeeeeeeeeeeeeeeeee    

 

2231133 eeeeeee    

    или  33 eeω   

 

елиминиране на производните на единичните вектори 

 

321321 eeeeeer  )()()()()()()( tztytxtztytxt
dt

d
  

 

321321 eωeωeωeeer  )()()()()()()( tztytxtztytxt
dt

d
  

 

))()()(()()()()( 321321 eeeωeeer tztytxtztytxt
dt

d
   

 

 Абсолютна производна )(t
dt

d
r  и релативна производна 

dt

d r


  

 rω
r

r 


dt

d
t

dt

d
)(  

 

- частни случаи при 0ω   и 0
r




dt

d
 

 

 матрично представяне на векторно произведение 
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2. Разлагане на ускорението по осите на естествения триедър. 

 

 единични вектори по осите на естествения триедър 



s -  криволинейна абсциса 

s = s(t)  естествен закон на движение  на точката 

 

диференциал на дъга 222 )()()( dzdydxds   

за ),,( dzdydxdr : 222 )()()( dzdydxd r  

 

 
ds

d

ss

r
r

r
τ 






 0
lim  

 

τ  - единичен вектор по тангентата към траекторията 

 

)()()( 12 ttt τττ   - за две различни положения на точката 

2
sin2

2
sin2


 ττ ,   - ъгъл между векторите 


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радиус на кривината 
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d
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d
- единичен вектор по главната нормала 

n
rrτ
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ds

d
 формула на Френе 

 

 единичен вектор по бинормалата   

 

nτb   

 

 разлагане на скоростта по осите на естествения триедър 

 



ττ
rr

v ss
dt

ds

ds

d

dt

d
  - компонент само по тангентата 

 

 разлагане на ускорението по осите на естествения триедър 

 

ττ
rr

v ss
dt

ds

ds

d

dt

d
  , 22 sv   

nτnτ
τ

ττ
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w



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sss
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 








  

nτw


2v
s    

тангенциално ускорение -  sw   

нормално ускорение -   


2v
wn   

големина - 
2

4
2



v
sw    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Примери: 

1. Точка се движи по окръжност с радиус r  и с постоянно тангенциално ускорение  

w . Да се определи в кой момент нормалното ускорение ще стане равно на 

тангенциалното и дължината на изминатата дъга до този момент. 

 

Ctwv
dt

dv
w  


  ; при начални условия 00,0  Cvt   

 

нормалното ускорение е равно на 2
22

t
r

w

r

v
wn

  

 

в момент 1t  нормалното ускорение ще стане равно на тангенциалното: 






w

r
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2
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t
wstw

dt

ds
v    00,0 1  Cst   

дължината на изминатата дъга   
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1
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w
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


  

 

2. Точка се движи съгласно уравнението ktaes  , като ъгълът между пълното и 

тангенциалното ускорение неизменно остава 60 градуса. Да се определи скоростта, 

нормалното и пълното ускорение и радиусът на кривината на траекторията като функция 

на изминатата дъга. 

 

ksake
dt

ds
v kt  ,  skeakvw kt 22  

  

 

sk
w

www 22
60cos

60cos  
  

 

skwwwn

222 3   

и радиусът на кривината: kt

n

aes
sk
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w

v

3

3

3

3

3 2
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 ирасте неограничено. 

Траекторията на точката е разходяща спиирала. 

 



3. Радиус-векторът на движеща се точка има вида 321 eeer ttt  )2sin()2cos( в 

ортонормиран базис ),,( 321 eee . Да се определи векторът на скоростта на точката, когато 

базисът е неподвижен и също в случая, когато базисът се върти с постоянна ъглова 

скорост 3eω  . Да се намерят производната на големината на радиус-вектора и 

големината на производната на радиус-вектора и да се покаже, че те са различни. 
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големина на вектора: 

2222 12sin2cos tttt r  

производна на големината на вектора: 
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2

112

2
1

t

t

t

t
t

dt

d

dt

d





r  

големина на производната на вектора в случая на неподвижен базис: 

51412cos42sin4 22  tt
dt

dr
 

големина на производната на вектора в случая на подвижен базис: 

21112cos2sin 22  tt
dt

dr
 



4. Точка е хвърлена вертикално нагоре. Уравнението на неѝното движение при 

отсъствие на съпротивление има вид 2/2

0 gttvx  , къдего 0v  и g са постоянни 

коефициенти. Да се определи скоростта и ускорението на точката, максималната 

височина, до която тя ще се издигне,  и времето за издигане до тази максимална височина. 

 

Скорост: gtvvx  0
 ;      ускорение:     gwx   

Максимална височина: в момент Т,  в който скоростта  стане равна на 0, т.е. gTv  00  

или 
g

v
T 0 , а максималната височина - 
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5. Снаряд, намиращ се в подножието на възвишение, което е под ъгъл   към 

хоризонта, е изстрелян подъгъл    към хоризонта. Уравненията на движението му са: 

tvx cos0 , 2/sin 2

0 gttvy   . Какъв трябва да бъде ъгъл    , така че да се постигне 

максимална далекобойност? 

 

 

Траекторията се намира чрез изключване на времето: 
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Правата ОА има уравнение tgxy  и в точка А снарядът ще има същата y-координата: 
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За максимална  дължина на ОА като функция на  : 0)2sin22cos2(
2

0  

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v

d
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т.е.  tgg 2cot  или )2/(
2

1
2/2   . 

 Или максимална далекобойност се постига при изстрелване под ъгъл, равен на 

половината от ъгъла между вертикалата (отрицателната ос y) и отсечката ОА. 

 

 



6. Точка Q се движи по парабола pxy 22  , като положението на проекцията ѝ върху 

ординатната ос „y“ се дава с израза  cty  . Да се определи скоростта и ускорението на 

точката, както и радиусът на кривината на параболата. 

 

 
Диференциране по времето на двете страни на уравнението на параболата: 

xpyy  22   или xy pvyv  ; от друга страна cvycty y   , т.е. 
p

yc
vx  и големината 

на скоростта е 1/ 2222  pycvvv yx , но pxy 22   и 1/2  pxcv . 

Проекции на ускорението по координатните оси: const
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c
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Ако ъгълът между допирателната към параболата и оста x е означен с  , то големината на 

нормалното ускорение в точка Q е  sin)90cos( wwwn  . Но от друга страна 
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Нека директрисата на параболата (която е на разстояние р/2 от началото О) пресича в 

точка А нормалата в точката Q. Тогава 
sin2

2 px
QA


 и съпоставено с намерения радиус на 

кривината



sin

2 px 
 , се получава QAQC 2 , където С е центърът на кривината.  

 


