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Ïðèëîæåíèå À

Îïðåäåëåíèå 1. Êàçâàìå, ÷å H å ðåàëíî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî, àêî íà âñåêè äâà
åëåìåíòà u, v ∈ H å ñúïîñòàâåí òðåòè, íàðå÷åí òÿõíà ñóìà u + v ∈ H è íà âñåêè
åëåìåíò u è âñÿêî ðåàëíî ÷èñëî λ å ñúïîñòàâåí åëåìåíò λu ∈ H òàêà, ÷å ñà èçïúëíåíè
ñëåäíèòå ðàâåíñòâà:
1) u+ v = v + u (êîìóòàòèâíîñò);
2) (u+ v) + w = u+ (v + w) (àñîöèàòèâíîñò);
3) Ñúùåñòâóâà òàêúâ åëåìåíò ϑ, ÷å u + ϑ = ϑ + u = u, çà âñåêè åëåìåíò u ∈ H
(ñúùåñòâóâàíå íà íóëåâ åëåìåíò);
4) Çà âñÿêî u ∈ H ñúùåñòâóâà òàêúâ åëåìåíò (−u) ∈ H, ÷å u + (−u) = (−u) + u = ϑ
(ñúùåñòâóâàíå íà îáðàòåí åëåìåíò çà âñåêè åëåìåíò îò ïðîñòðàíñòâîòî);
5) λ(u+ v) = λu+ λv (äèñòðèáóòèâíîñò);
6) (λ+ µ)u = λu+ µu (äèñòðèáóòèâíîñò);
7) λ(µu) = (λµ)u;
8) 1.u = u.

Çàáåëåæêà. Âàæíîòî çà íàñ ùå áúäå íå äà ïîìíèì 8-òå èçáðîåíè ïî-ãîðå ñâîéñòâà (êîèòî
ñà êðàéíî åñòåñòâåíè), à ôàêòà, ÷å ñóìàòà íà äâà åëåìåíòà îò H å ïàê åëåìåíò íà H, è
÷å àêî óìíîæèì åëåìåíò íà H ñ ðåàëíî ÷èñëî, ïîëó÷àâàìå îòíîâî åëåìåíò íà H (ò.å.,
òðÿáâà äà çíàåì òîâà, êîåòî ïèøå ïðåäè èçáðîåíèòå ñâîéñòâà).

Ïîïóëÿðíè ïðèìåðè çà ëèíåéíè ïðîñòðàíòñòâà (çà êîèòî ìíîãî ñòóäåíòè íå ñà ñå
çàìèñÿëè ïðåäè äà ñå ñðåùíàò ñ ÷èñëåíèòå ìåòîäè) ñà ìíîæåñòâîòî îò íåïðåêúñíàòèòå
â äàäåí èíòåðâàë [a, b] ôóíêöèè (îçíà÷åíî ñ C[a, b]) è ìíîæåñòâîòî îò àëãåáðè÷íè ïîëè-
íîìè îò ñòåïåí n. Íàèñòèíà òðèâèàëíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å àêî ñúáåðåì äâå íåïðåêúñíàòè
ôóíêöèè (èëè äâà ïîëèíîìà îò ñòåïåí n), ïîëó÷àâàìå îòíîâî íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ
(ïîëèíîì îò ñúùàòà ñòåïåí) è àêî óìíîæèì åäíà íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ (ïîëèíîì îò
ñòåïåí n), ïîëó÷àâàìå ïàê íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ (ïîëèíîì îò ñòåïåí n).

Îïðåäåëåíèå 2. Íåêà f1, . . . , fn ñà åëåìåíòè îò ëèíåéíîòî ïðîñòðàíñòâî H. Êàçâà-
ìå, ÷å òå ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè, àêî îò òîâà, ÷å íÿêîÿ òÿõíà ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ
ñ ðåàëíè ÷èñëà

λ1f1 + . . .+ λnfn

å ðàâíà íà íóëåâèÿ åëåìåíò â H ñëåäâà, ÷å λ1 = . . . = λn = 0

Çàáåëåæêà. Êîðåêòíîñòòà èçèñêâà àâòîðúò äà ñïîìåíå, ÷å ïðè ëèíåéíèòå ïðîñòðàíñòâà
íå å íóæíî äà ñå ðàáîòè ñ ðåàëíè ÷èñëà. Âñè÷êè îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà ùå ñà â ñèëà
àêî ðàáîòèì ñ êîå äà å ÷èñëîâî ïîëå. Òúé êàòî âñå ïàê ùå áîðàâèì ñàìî ñ ðåàëíè
ëèíåéíè ïðîñòðàíñòâà, òî íÿìà äà ñå çàòîðìîçÿâàìå äîïúëíèòåëíî (àâòîðúò äà ïèøå è
÷èòàòåëèòå äà ÷åòàò).
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Â ñïîìåíàòèòå ïî-ãîðå ïðîñòðàíñòâà (C[a, b] è πn) íóëåâèòå åëåìåíòè ñà ñúîòâåòíî
ôóíêöèèÿòà, êîÿòî å ðàâíà íà êîíñòàíòàòà íóëà â èíòåðâàëà [a, b] è íóëåâèÿò ïîëèíîì.
Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å òå óäîâëåòâîðÿâàò òðåòîòî ñâîéñòâî â îïðåäåëåíèåòî çà ëèíåéíî
ïðîñòðàíñòâî.

Îïðåäåëåíèå 3. Êàçâàìå, ÷å åëåìåíòèòå f1, . . . , fn îò H ñà ëèíåéíî çàâèñèìè,
àêî ñúùåñòâóâàò ðåàëíè ÷èñëà λ1, . . . , λn, íå âñè÷êè îò êîèòî ñà íóëà, íî

λ1f1 + . . .+ λnfn = ϑ,

êúäåòî ϑ å íóëåâèÿò åëåìåíò íà H.

Îïðåäåëåíèå 4. Íåêà H å íåíóëåâî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî è B å íåïðàçíî ïîäìíî-
æåñòâî íà H. Êàçâàìå, ÷å B å áàçèñ íà H, àêî:
1) åëåìåíòèòå íà B ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè; 2) âñåêè åëåìåíò íà H å ëèíåéíà êîìáè-
íàöèÿ íà åëåìåíòèòå íà B.

Îïðåäåëåíèå 5. Åäíî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî H ñå íàðè÷à êðàéíîìåðíî, àêî ñúùåñ-
òâóâàò êðàåí áðîé åëåìåíòè f1, . . . , fn, òàêèâà ÷å âñåêè åëåìåíò íà H ñå ïðåäñòàâÿ
êàòî òÿõíà ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ.

Òåîðåìà À.0.2. Âñÿêî íåíóëåâî êðàéíîìåðíî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî ïðèòåæàâà êðàåí
áàçèñ.

Òåîðåìà À.0.3. Âñåêè äâà áàçèñà íà åäíî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî ñúäúðæàò ðàâåí áðîé
åëåìåíòè.

Îïðåäåëåíèå 6. Áðîÿò íà åëåìåíòèòå â êîé äà å áàçèñ íà íåíóëåâîòî êðàéíîìåðíî
ïðîñòðàíñòâî H íàðè÷àìå ðàçìåðíîñò íà H è ñå îçíà÷àâà ñ dimH. Ïî îïðåäåëåíèå
ðàçìåðíîñòòà íà íóëåâîòî ïðîñòðàíñòâî å ðåàâíà íà íóëà. Àêî H å áåçêðàéíîìåðíî,
ïèøåì dimH =∞.

Òåîðåìà À.0.4. Íåêà H å ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî. Òîãàâà
1) H å êðàéíîìåðíî ñ ðàçìåðíîñò n òîãàâà è ñàìî òîãàâ,à êîãàòî â H ñúùåñòâóâàò
n íà áðîé ëèíåéíî íåçàâèñèìè åëåìåíòà è âñåêè (n+ 1) íà áðîé åëåìåíòà ñà ëèíåéíî
çàâèâñèìè. Â òîçè ñëó÷àé âñåêè n íà áðîé ëèíåéíî íåçàâèñèìè åëåìåíòà îò H ñà
íåãîâ áàçèñ;
2) H å áåçêðàéíîìåðíîìåðíî òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî
n âúâ H èìà n íà áðîé ëèíåéíî íåçàâèñèìè åëåìåíòà.

Ãîâîðåéêè çà ëèíåéíà íåçàâèñèìîñò, ðàçìåðíîñò è áàçèñ, íåêà îòíîâî ñå ñïðåì íà
ïðîñòðàíñòâàòà C[a, b] è πn.
Ôóíêöèèòå 1, x, x2, . . . , xn ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè åëåìåíòè íà πn, ïîíåæå âñÿêà òÿõíà
íåíóëåâà ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ

p(x) = a0 + a1x+ . . .+ anx
n

èìà íàé-ìíîãî n íà áðîé íóëè (â öÿëàòà ðåàëíàòà ïðàâà), íî íå å ðàâåí íà íóëåâèÿ
ïîëèíîì.
Îò äðóãà ñòðàíà âñåêè ïîëèíîì îò n-òà ñòåïåí ñå ïðåäñòàâÿ êàòî ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ
íà ôóíêöèèòå 1, x, . . . , xn. Ñëåäîâàòåëíî (îò îïðåäåëåíèå 4 îò íàñòîÿùåòî ïðèëîæåíèå)
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òå ñà áàçèñ â πn, à ðàçìåðíîñòòà íà âúïðîñíîòî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî å ðàâíà íà (n+1).
Îòíîñíî ïðîñòðàíñòâîòî C[a, b], çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n ìîæåì äà ðàçãëåäàìå ñúùè-
òå ôóíêöèè 1, x, . . . , xn−1. Òå ñà íåïðåêúñíàòè âúâ âñåêè èíòåðâàë [a, b] è âå÷å ñòàíà íà
âúïðîñ, ÷å ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè. Ñëåäîâàòåëíî (îò òåîðåìà À.0.4 2)) äîáðå èçâåñòíîòî
ïðîñòðàíñòâî C[a, b] ñå îêàçâà, ÷å å áåçêðàéíîìåðíî.

Îïðåäåëåíèå 7. Ñúîòâåòñòâèåòî L, ñ êîåòî íà âñÿêà ôóíêöèÿ f ∈ A ñå ñúïîñòàâÿ
ôóíêöèÿ (îçíà÷åíà ñ) L(f) ∈ V , ñå íàðè÷à îïåðàòîð ñ äåôèíèöèîííà îáëàñò A è
îáëàñò îò ñòîéíîñòè V .

Çàáåëåæêà. Ñòîéíîñòòà íà ôóíêöèÿòà L(f) â òî÷êàòà x ñå îçíà÷àâà ñ L(f ;x).

Òåîðåìà À.0.5. (Òåîðåìà íà Ðîë.) Íåêà ôóíêöèÿòà f(x) å äåôèíèðàíà è íåïðå-
êúñíàòà â çàòâîðåíèÿ èíòåðâàë [a, b], äèôåðåíöèðóåìà â (a, b) è f(a) = f(b). Òîãàâà
ñúùåñòâóâà òàêààâà òî÷êà ξ ∈ (a, b), ÷å f ′(x) = 0.

Çàáåëåæêà. Òàçè òåîðåìà èìà ïðîñò ãåîìåòðè÷åí ñìèñúë. À èìåííî, òâúðäè ñå, ÷å àêî
â äâå ðàçëè÷íè òî÷êè a è b ôóíêöèÿòà f èìà ðàâíè ñòîéíîñòè, òî ïîíå â åäíà ìåæäèííà
òî÷êà ξ ∈ (a, b) äîïèðàòåëíàòà êúì ãðàôèêàòà íà f â òî÷êàòà (ξ, f(ξ)) å õîðèçîíòàëíà.
Ñàìàòà ïðîèçâîäíà áå ðàâíà íà òàíãåñúò íà üãúëà (îòíîøåíèåòî íà ñðåùóïîëîæíà âüðõó
ïðèëåæàùà ñòðàíà) ìåæäó äîïèðàòåëíàòà íà ôóíêöèÿòà è àáñöèñàòà Ox→.
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