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s¨d¨rvanie 5

uWOD
cEL NA TEZI ZAPISKI E DA SE DADE EDNO DOP˙LNITELNO POSOBIE NA STUDENTITE OT

WSIˆKI SPECIALNOSTI W˙W fmi, KOETO DA GI SNABDI S˙S SWEDENIQTA, OTS˙STWUWA]I W
STANDARTNITE B˙LGARSKI UˆEBNICI. mATERIAL˙T MOVE DA B˙DE NAMEREN NA S˙RWERA
NA fmi W˙W WID UDOBEN ZA RAZGLEVDANE S˙S STANDARTEN BROUZER, I W .pdf FORMAT ZA
ˆETENE S Acrobat Reader (ZNAˆITELNO PO-DOBRO KAˆESTWO I UDOBEN ZA PEˆAT).

tEZI ˆASTI, KOITO SA OTRAZENI W UˆEBNIKA NA (dIMITROW I qNEW 1990) SA DADENI
W MAKSIMALNO S˙KRATEN WID.

oSNOWNIQT MATERIAL E IZPOLZUWAN W˙W fAKULTETA PO mATEMATIKA I iNFORMATIKA

PRI ˆETENE NA KURSOWE I ZA SPECIALNOSTITE pRILOVNA MATEMATIKA I INFORMATIKA.
nAPRAWENI SA NQKOLKO DOP˙LNENIQ SW˙RZANI S USLOWNITE RAZPREDELENIQ I USLOWNO

MATEMATIˆESKO OˆAKWANE. wMESTO NA LEKCII, MATERIAL˙T E RAZDELEN NA TEMI. tE SA
PO-MALKI I POˆTI OTGOWARQT NA W˙PROSITE OT KONSPEKTA.

oT LITERATURATA PO WEROQTNOSTI, DADENA NAKRAQ, SPECIALNO ISKAME DA OTBELEVIM
ZNAMENITATA KNIGA NA (fEL˙R 1979), I HUBAWO NAPISANITE UˆEBNICI NA (gNEDENKO
1965), PRET˙RPQLI MNOGO IZDANIQ (S LEKO RAZLIˆNO S˙D˙RVANIE).

aWTOR˙T E MNOGO BLAGODAREN NA KOLEGITE SI OT BIW[ATA KATEDRA wEROQTNOSTI I

sTATISTIKA, KOITO SI NAPRAWIHA TRUDA DA PROˆETAT WNIMATELNO P˙RWIQ WARIANT NA
ZAPISKITE I DA OTBELEVAT MNOGOBROJNITE GRE[KI. sPECIALNI BLAGODARNOSTI D˙LVA
I NA STUDENTA pANAJOT dOBRIKOW ZA POLOVENIQ TRUD W S˙]OTO NAPRAWLENIE.

tOWA E TEKU] WARIANT NA ZAPISKITE. tOJ WSE O]E S˙D˙RVA MNOGO NEP˙LNOTI I

ZATOWA POSTOQNNO SE PROMENQ. mOLQ wI DA IZPOLZUWATE POSLEDNIQ WARIANT.



tEMA 1

aKSIOMATIKA NA TEORIQ NA

WEROQTNOSTITE

w TAZI LEKCIQ SI POSTAWQME SLEDNITE CELI:

• DA RAZGLEDAME GENEZISA NA PONQTIETO WEROQTNOST;

• DA W˙WEDEM S˙BITIQ I DEJSTWIQ S TQH;

• DA OPREDELIM WEROQTNOSTNO PROSTRANSTWO;

• DA DADEM PRIMERI ZA PROSTI WEROQTNOSTNI PROSTRANSTWA.

1.1 eMPIRIˆNI OSNOWI

iSTORIQTA NI UˆI, ˆE OSNOWITE NA PONQTIETO ”[ANS” SA TW˙RDE STARI. tOWA, KOETO HO-
RATA P˙RWO SA ZABELQZALI, E USTOJˆIWOSTTA NA SREDNATA ARITMETIˆNA S NARASTWANETO
NA BROQ NABL@DENIQ. w MINALOTO NAPRIMER, MERKITE ZA D˙LVINA SA SE OPREDELQLI
S ”USREDNQWQNE”. w aNGLIQ, EDNA OT POPULQRNITE MERKI ZA D˙LVINA SE E OPREDELQLA
KATO SREDNA D˙LVINA NA HODILOTO NA P˙RWITE 30 ˆOWEKA IZLIZA]I OT ˆERKWATA W NE-
DELQ SUTRINTA, W DREWNIQ eGIPET - KATO OB]ATA D˙LVINA NA OPREDELEN BROJ SEMENA
OT SWE]ENNO RASTENIE.

˜ESTOTNA WEROQTNOST

pRIMER 1.1 hW˙RLQME MONETA MNOGOKRATNO. kAKWA E ˆESTOTATA NA POLUˆENITE
EZI?

nEKA OZNAˆIM OB]IQ BROJ HW˙RLQNIQ S n, A BROQT NA POLUˆENITE EZI S m. tOGAWA
ˆESTOTATA m/n NA POQWA NA EZI BI TRQBWALO DA KLONI K˙M EDNO POSTOQNNO ˆISLO:

˜ESTOTNA WEROQTNOST = lim
n→∞

m

n
= lim

n→∞

bROJ NA BLAGOPRIQTNITE IZHODI

bROJ NA IZW˙R[ENITE OPITI
(1.1)

tAKA, AKO MONETATA E PRAWILNA I HW˙RLQME ˆESTNO, BI TRQBWALO BROQT NA EZITATA
RAZDELEN NA BROQ NA OPITITE DA KLONI K˙M POLOWINA. aKO MONETATA NE E PRAWILNA,

6



1.1. empiri˜ni osnowi 7

GRANIˆNATA WEROQTNOST ]E SE OKAVE DRUGO ˆISLO, KOETO E ESTESTWENO DA INTERPRETI-
RAME KATO OCENKA NA [ANSA PRI EDIN OPIT DA POLUˆIM EZI.

kLASIˆESKA WEROQTNOST

p˙RWITE OPITI DA SE POSTROI MATEMATIˆESKI MODEL SA SW˙RZANI S PONQTIETO RAWEN

”[ANS”. pREDPOLAGA SE, ˆE DADEN OPIT IMA KRAEN BROJ IZHODI, KOITO SA RAWNOPRAWNI.
pRI PROWEVDANE NA OPITA SE SLUˆWA NQKOJ OT TEZI IZHODI, PRI TOWA WSEKI OT TQH

MOVE DA SE SLUˆI S EDNAK˙W ”[ANS”. nAJ-PROSTITE PRIMERI ZA TAKAWA KONCEPCIQ

SA SW˙RZANI S HAZARTNITE IGRI, K˙DETO SE HW˙RLQT ZAROWE ILI IZPOLZUWAT DOBRE

RAZB˙RKANI TESTETA KARTI.

pRIMER 1.2 hW˙RLQME ZAR. kAKWA E WEROQTNOSTTA DA POLUˆIM ˆETNO ˆISLO?

rECEPTATA E PROSTA. dOSTAT˙ˆNO E DA PREBROIM BLAGOPRIQTNITE IZHODI I RAZDE-
LIM TOWA ˆISLO S BROQ NA WSIˆKI IZHODI:

kLASIˆESKA WEROQTNOST =
bROJ NA BLAGOPRIQTNITE IZHODI

bROJ NA WSIˆKI W˙ZMOVNI IZHODI
(1.2)

tAKA ZA NA[ATA ZADAˆA OTGOWOR˙T TRQBWA DA B˙DE 3/6 = 1/2.

gEOMETRIˆNA WEROQTNOST

pRIMER 1.3 (zADAˆA NA b@FON) hW˙RLQME IGLA W˙RHU RAIRANA POKRIWKA. kAKWA E
WEROQTNOSTTA IGLATA DA PRESEˆE RAETO?

�
�

�
��

a l
xφ

6

?

zA DA RE[IM ZADAˆATA TRQBWA DA FORMALIZIRA-
ME USLOWIQTA. nEKA OZNAˆIM S l D˙LVINATA NA
IGLATA I S a - RAZSTOQNIETO MEVDU RAJETATA. zA
PROSTOTA ]E SMETNEM, ˆE [IROˆINATA NA EDNO
RAJE E 0. dA OZNAˆIM S x RAZSTOQNIETO OT SRE-
DATA NA IGLATA DO PO - BLIZKOTO RAJE,A S φ -
OSTRIQ ˙G˙L, KOITO IGLATA SKL@ˆWA S PERPENDI-
KULQRA K˙M S˙[OTO RAJE.

fIG. 1.1: iGLATA NA b@FON 1

tOGAWA IMAME 0 ≤ x ≤ a/2 I 0 ≤ φ ≤ π/2. tOWA SA WSIˆKI W˙ZMOVNOSTI. bLAGOPRIQT-
NITE (KOGATO IGLATA PRESEˆE RAJETO) SE OPREDELQT OT NERAWENSTWOTO: (l/2)cosφ > x.
rECEPTATA E PROSTA:

gEOMETRIˆNA WEROQTNOST =
pLO] NA BLAGOPRIQTNITE IZHODI

oB]A PLO]
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-

6a/2

l/2

x

π/2φ

x < l
2 cos φ

tAKA, AKO l < a, ZADAˆATA SE SWEVDA DO PRESMQ-
TANETO NA INTEGRALA

p =
2l

aπ

∫ π
2

0

cos αdα =
2l

aπ
.

fIG. 1.2: iGLATA NA b@FON 2

1.2 aKSIOMATIKA

tEORIQ NA WEROQTNOSTITE STAWA STROGA MATEMATIˆESKA TEORIQ EDWA SLED W˙WEVDANE-
TO W 1939 G. OT a.n.kOLMOGOROW NA SLEDNATA AKSIOMATIKA, OSNOWANA NA TEORIQ NA
MQRKATA (TEORIQ NA INTEGRALA).

aLGEBRA NA S˙BITIQTA

eLEMENTARNO S˙BITIE E P˙RWIˆNO PONQTIE – NE]O KATO TOˆKA W GEOMETRIQTA.
mNOVESTWOTO OT WSIˆKI ELEMENTARNI S˙BITIQ NARIˆAME ”DOSTOWERNO S˙BITIE” I

OZNAˆAWAME S Ω. pRAZNOTO MNOVESTWO BELEVIM S ∅ I NARIˆAME ”NEW˙ZMOVNO S˙BITIE”.

wSIˆKI S˙BITIQ SA PODMNOVESTWA NA Ω I S

TQH MOGAT DA SE PRAWQT OBIˆAJNITE W TEORIQ

NA MNOVESTWATA DEJSTWIQ. w TEORIQ NA WERO-
QTNOSTITE S˙BITIETO A IMA SMIS˙LA NA LOGI-
ˆESKOTO TW˙RDENIE SB˙DNALO SE E NQKOE OT ELE-
MENTARNITE S˙BITIQ W A. s˙S S˙BITIQTA MO-
GAT DA SE PRAWQT OBIˆAJNITE ZA MNOVESTWATA

DEJSTWIQ:DOP˙LNENIE, OBEDINENIE, SEˆENIE, KO-
ITO OBAˆE NOSQT DRUGI IMENA.

fIG. 1.3: A W Ω

dOP˙LNENIETO Ω \ A NA MNOVESTWOTO A W Ω OZNAˆAWAME S A I NARIˆAME DOP˙LNI-
TELNO S˙BITIE (ILI OTRICANIE) NA S˙BITIETO A.
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sEˆENIETO NA MNOVESTWATA A, B OZNAˆAWAME S

A ∩ B I KAZWAME, ˆE SA SE SB˙DNALI S˙WMESTNO

S˙BITIQTA A I B.
oBEDINENIETO NA MNOVESTWATA A, B OZNAˆAWAME

S A∪B I KAZWAME, ˆE SE E SB˙DNALO PONE EDNO OT
S˙BITIQTA A I B. zA KRATKOST TOWA SE PROIZNASQ
SB˙DNALO SE E A ILI B.

fIG. 1.4: A I/ILI B

kOGATO A ⊂ B KAZWAME, ˆE S˙BITIETO A ”WLEˆE” S˙BITIETO B.
oPERACIITE S˙S S˙BITIQ UDOWLETWORQWAT OBIˆAJNITE SWOJSTWA NA OPERACIITE S

MNOVESTWA. tE LESNO SE RAZPROSTRANQWAT I W˙RHU BEZKRAEN BROJ S˙BITIQ. iZP˙LNENI
SA I T.N. ZAKONI NA dE mORGAN:

∪kAk = ∩kAk, ∩kAk = ∪kAk (1.3)

zA UDOBSTWO SA W˙WEDENI I NQKOI PROIZWODNI OPREDELENIQ I OPERACII:

• OZNAˆAWAME S AB = A ∩B;

• S˙BITIQTA A I B NARIˆAME NES˙WMESTIMI, AKO AB = ∅;

• ZA NES˙WMESTIMI S˙BITIQ WMESTO A ∪ B IZPOLZUWAME ZNAKA S˙BIRANE - PI[EM
A + B;

• OZNAˆAWAME S A∆B = AB + AB.

zA DA SI OSIGURIM W˙ZMOVNOSTTA DA PRAWIM WSIˆKITE TEZI OPERACII ]E POISKAME

MNOVESTWOTO OT S˙BITIQ DA GO DOPUSKA.

oPREDELENIE 1.1 sEMEJSTWO A OT PODMNOVESTWA NA Ω SE NARIˆA BULOWA ALGEBRA,
AKO UDOWLETWORQWA SLEDNITE TRI USLOWIQ:

1. Ω ∈ A;

2. AKO A ∈ A,TO A ∈ A;

3. AKO A, B ∈ A,TO A ∪B ∈ A.

wEDNAGA SE WIVDA OT 1.3, ˆE BULOWATA ALGEBRA OT MNOVESTWA E ZATWORENA I OTNOSNO
OPERACIITE ∩, ∆, +. tQ OBAˆE NE E DL˙VNA DA B˙DE ZATWORENA OTNOSNO OPERACII S

BEZKRAEN BROJ MNOVESTWA.

oPREDELENIE 1.2 bULOWA ALGEBRA A, KOQTO E ZATWORENA OTNOSNO IZBROIMITE OPE-
RACII OBEDINENIE I SEˆENIE, SE NARIˆA BULOWA σ-ALGEBRA – AKO Ak ∈ A(k = 1, 2, . . .),
TO ∪kAk ∈ A I ∩kAk ∈ A.
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oPREDELENIE 1.3 dWOJKATA (Ω, A), K˙DETO A E BULOWA σ-ALGEBRA, SE NARIˆA IZME-
RIMO PROSTRANSTWO. eLEMENTITE NA A SE NARIˆAT SLUˆAJNI S˙BITIQ.

σ-ALGEBRITE PRITEVAWAT NQKOI UNIWERSALNI SWOJSTWA. nAPRIMER, SEˆENIE NA PRO-
IZWOLEN BROJ σ-ALGEBRI E σ-ALGEBRA. tOWA NI DAWA W˙ZMOVNOST DA OPREDELIM LESNO

MINIMALNATA σ-ALGEBRA S˙D˙RVA]A SEMEJSTWOTO MNOVESTWA F KATO SEˆENIE NA WSIˆ-
KI σ-ALGEBRI, S˙D˙RVA]I SEMEJSTWOTO F. ˝E OZNAˆAWAME TAZI σ-ALGEBRA σ(F).

wEROQTNOSTNO PROSTRANSTWO

oPREDELENIE 1.4 rEALNATA FUNKCIQ P, OPREDELENA W˙RHU ELEMENTITE NA BULOWA-
TA σ-ALGEBRA A, SE NARIˆA WEROQTNOST, AKO UDOWLETWORQWA USLOWIQTA:

1. NEOTRICATELNOST: P(A) ≥ 0,∀A ∈ A;

2. NORMIRANOST: P(Ω) = 1;

3. ADITIWNOST: aKO Ai ∩ Aj = ∅, TO P(A1 + A2 + . . .) = P(A1) + P(A2) + . . . ..

oPREDELENIE 1.5 tROJKATA (Ω, A, P) NARIˆAME WEROQTNOSTNO PROSTRANSTWO.

oT AKSIOMITE 1.4 LESNO SLEDWAT SLEDNITE SWOJSTWA NA SLUˆAJNITE S˙BITIQ.

• P(∅) = 0;

• P(A) = 1− P(A);

• NEPREK˙SNATOST W ∅. aKO Ai, i = 1, 2, . . . E NAMALQWA]A REDICA OT S˙BITIQ, T.E.
Ai+1 ⊂ Ai I ∩iAi = ∅, TO limi P(Ai) = 0.

dA SE W˙RNEM K˙M PRIMERITE. w˙W PRIMER 1.2 Ω SE S˙STOI OT 6 ELEMENTA, A E

MNOVESTWOTO OT WSIˆKI PODMNOVESTWA NA TOWA KRAJNO MNOVESTWO. wEROQTNOSTTA SE
OPREDELQ PROSTO – WSIˆKI ELEMENTARNI S˙BITIQ SA RAWNOWEROQTNI.

zNAˆITELNO PO SLOVNA E SITUACIQTA PRI PRIMERA 1.3. tUK ROLQTA NA Ω SE POEMA OT

MNOVESTWOTO OT WSIˆKI TOˆKI (α, x) W PRAWO˙G˙LNIKA 0 ≤ α ≤ π/2 I 0 ≤ x ≤ a/2. σ-
ALGEBRATA A SE S˙STOI OT IZMERIMITE PO lEBEG PODMNOVESTWA NA TOZI PRAWO˙G˙LNIK,
T.E. TEZI NA KOITO MOVEM DA MERIM LICE ILI PLO]. wEROQTNOSTTA E OTNOSITELNATA
PLO], ZAEMANA OT TQH W PRAWO˙G˙LNIKA. eLEMENTARNITE S˙BITIQ W TOWA PROSTRANSTWO
PRITEVAWAT NULEWA WEROQTNOST.

pONQKOGA SE SLUˆWA ELEMENTARNITE S˙BITIQ DA NE SA S˙BITIQ, T.E. DA NE SA ELE-
MENTI NA A. zA DA IZBEGNEM TAZI I DRUGI NEPRIQTNOSTI OBIKNOWENO POP˙LWAME A

DOBAWQJKI K˙M NEQ WSIˆKI PODMNOVESTWA NA S˙BITIQ S NULEWA WEROQTNOST. aKO OZ-
NAˆIM TOWA SEMEJSTWO OT MNOVESTWA S N(P), TO PRIETO E WMESTO S A DA SE RABOTI S

POP˙LNENATA σ-ALGEBRA σ(A, N(P)). rAZBIRA SE, TAKOWA POP˙LNENIE ZAWISI OT WEROQT-
NOSTTA P. oT TUK NATAT˙K, KOGATO WEROQTNOSTTA W˙W WEROQTNOSTNOTO PROSTRANSTWO E
FIKSIRANA, ]E PREDPOLAGAME, ˆE A = σ(A, N(P)).

s˙S ZADAˆATA ZA MONETATA (PRIMER 1.1) ]E SE ZAEMEM PODROBNO W SPECIALNA LEK-
CIQ. tUK SAMO ]E KONSTRUIRAME EDNO W˙ZMOVNO PROSTRANSTWO OT ELEMENTARNI S˙-
BITIQ ZA NEQ. aKO ZAPISWAME REZULTATA OT EDIN EKSPERIMENT S ˆISLO – NULA PRI
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POLUˆAWANE NA TURA I EDINICA – PRI POLUˆAWANE NA EZI, POLUˆAWAME Ω KATO MNOVEST-
WOTO OT WSIˆKI BEZKRAJNI DWOIˆNI REDICI. (pREDPOLAGAME, ˆE HW˙RLQME NEOGRANIˆEN
BROJ P˙TI).

˝E DOKAVEM EDNA LEMA, KOQTO IMA SAMOSTOQTELNO ZNAˆENIE.

lEMA 1.1 nEKA WEROQTNOSTTA P E ZADADENA W˙RHU BULOWATA ALGEBRA F I E ADITIW-
NA. tOGAWA, NEOBHODIMO I DOSTAT˙ˆNO USLOWIE DA E NEPREK˙SNATA W ∅, E TQ DA E
σ-ADITIWNA W˙RHU F.

dOKAZATELSTWO: nEOBHODIMOST. nEKA A =
∑∞

n=1 An I A, An ∈ F. oT ADITIWNOSTTA
NA P ZA ∀n SLEDWA RAWENSTWOTO

P(A) = P(A1) + P(A2) + . . . + P(An) + P(
∞∑

i=n+1

Ai). (1.4)

oT NEPREK˙SNATOSTTA SLEDWA, ˆE P(
∑∞

i=n+1 Ai) → 0. sLEDOWATELNO, P E σ-ADITIWNA
W˙RHU F.

dOSTAT˙ˆNOST. nEKA Bn+1 ⊂ Bn ∈ F I
⋂

Bn = ∅. dA POLOVIM An = Bn \ Bn+1.
t˙J KATO ∀n, Bn =

∑∞
i=n Ai I P E σ-ADITIWNA W˙RHU F, POLUˆAWAME, ˆE

P(Bn) =
∞∑

i=n

P(Ai) −→ 0

KATO OSTAT˙K NA SHODQ] SE RED. zNAˆI P E NEPREK˙SNATA. 2

pRIMER 1.4 wEROQTNOST, KOQTO NE E NEPREK˙SNATA W ∅.

dA RAZGLEDAME MNOVESTWOTO Ω = (0, .5]. w˙RHU WSIˆKI OTWORENI OTLQWO I ZATWORENI
OTDQSNO INTERWALI ( 0 ≤ a ≤ b ≤ .5) OPREDELQME WEROQTNOSTTA TAKA:

P((a, b]) =

{
b− a, a > 0
.5 + b, a = 0

mNOVESTWOTO OT KRAJNITE OBEDINENIQ NA TAKIWA INTERWALI F E BULOWATA ALGEBRA.
pROWERETE GO. pROWERETE, ˆE P E ZADADENA KOREKTNO, NO NE E NEPREK˙SNATA W ∅.

1.3 ∗tEOREMA ZA PROD˙LVENIETO

sLEDNATA ZNAMENITA TEOREMA SE NARIˆA TEOREMA ZA PROD˙LVENIE NA WEROQTNOSTI

W˙RHU σ-ALGEBRA.

tEOREMA 1.1 aKO EDNA WEROQTNOST, ZADADENA W˙RHU BULOWATA ALGEBRA, E NEPREK˙S-
NATA W ∅, TO TQ E PROD˙LVIMA EDNOZNAˆNO W˙RHU σ(F).

dOKAZATELSTWO: wIV W PRILOVENIETO.2
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gRANICA NA REDICA S˙BITIQ

w BULOWATA σ-ALGEBRA A SME W S˙STOQNIE DA W˙WEDEM GRANICA NA S˙BITIQ I TAKA, ˆE
TQ DA SE OKAVE S˙BITIE. oZNAˆAWAME:

A∗ = lim sup
n→∞

An = ∩∞n=1 ∪∞k=n Ak, A∗ = lim inf
n→∞

An = ∪∞n=1 ∩∞k=n Ak (1.5)

iNTERPRETACIQTA NA TAKA OPREDELENITE GRANIˆNI S˙BITIQ E SLEDNATA:

• A∗ - SE S˙STOI OT TEZI ELEMENTARNI S˙BITIQ, KOITO WLEKAT BEZKRAEN BROJ ELE-
MENTI An;

• A∗ - SE S˙STOI OT TEZI ELEMENTARNI S˙BITIQ, KOITO WLEKAT WSIˆKI ELEMENTI An

OT DADENO MQSTO NATAT˙K;

nAISTINA, ω ∈ A∗ MOVE DA SE INTERPRETIRA TAKA: ∀n∃k > n TAKOWA, ˆE ω ∈ Ak.
aNALOGIˆNO, ω ∈ A∗ MOVE DA SE INTERPRETIRA TAKA: ∃n∀k > n TAKOWA, ˆE ω ∈ Ak.
oˆEWIDNO PRI TOWA A∗ ⊂ A∗.

mETRIˆNO PROSTRANSTWO NA S˙BITIQTA

nEKA OPREDELIM ZA WSEKI DWE S˙BITIQ OT EDNA ALGEBRA F ˆISLOTO ρ(A, B) = P(A∆B).
lESNO SE PROWERQWA, ˆE TO E NEOTRICATELNO I UDOWLETWORQWA NERAWENSTWOTO NA TRI˙-
G˙LNIKA. oT NIK˙DE, OBAˆE NE SLEDWA, ˆE AKO ρ(A, B) = 0, TO A = B, KAKTO TOWA STAWA
W KRAJNO WEROQTNOSTNO PROSTRANSTWO S KLASIˆESKA WEROQTNOST.

nEKA ρ(A, B) E OPREDELENO NA σ-ALGEBRA S σ-ADITIWNA WEROQTNOST. pROWERETE, ˆE
SHODIMOSTTA S TOWA RAZSTOQNIE E EKWIWALENTNA NA USLOWIETO: P(A∗\A∗) = ρ(A∗, A∗) =
0.

zA DA MOVE ρ(A, B) DA STANE RAZSTOQNIE (ILI METRIKA) E NEOBHODIMO DA RAZG-
LEDAME MNOVESTWOTO OT KLASOWE EKWIWALENTNI S˙BITIQ Ã, (KAZWAME ˆE A ∼ B, AKO
ρ(A, B) = 0). tOWA MNOVESTWO E S˙]O σ-ALGEBRA, NO OSWEN TOWA STAWA (KOMPAKTNO)
METRIˆNO PROSTRANSTWO (ZAWISE]O OT WEROQTNOSTTA P).



tEMA 2

uSLOWNA WEROQTNOST

w TAZI LEKCIQ SI POSTAWQME SLEDNITE CELI:

• DA OPREDELIM PONQTIETO USLOWNA WEROQTNOST;

• DA DOKAVEM ZNAMENITITE FORMULI ZA P˙LNATA WEROQTNOST I NA bEJS;

• DA OPREDELIM USLOWNI WEROQTNOSTNI PROSTRANSTWA;

• DA DADEM PRIMERI I KONTRAPRIMERI.

2.1 fORMULA NA P˙LNATA WEROQTNOST

oPREDELENIE 2.1 nEKA B ∈ A I P(B) > 0. zA WSQKO S˙BITIE A ∈ A ]E NAREˆEM

ˆISLOTO

P(A|B) =
P(AB)

P(B)

USLOWNA WEROQTNOST NA S˙BITIETO A PRI USLOWIE S˙BITIETO B.

lESNO E DA SE WIDI, ˆE AKO FIKSIRAME USLOWIETO B, USLOWNATA WEROQTNOST PRI-
TEVAWA WSIˆKITE SWOJSTWA NA BEZUSLOWNATA. s˙BITIETO B (I WSIˆKI S˙D˙RVA]I GO
S˙BITIQ) PRITEVAWA USLOWNA WEROQTNOST 1. s˙BITIQTA WLEˆA]I B POWI[AWAT SWO-
QTA WEROQTNOST, A NES˙WMESTIMITE S B STAWAT ”NEW˙ZMOVNI”. tAKA W˙RHU S˙]ATA

σ-ALGEBRA E PORODENA NOWA WEROQTNOST OTRAZQWA]A FAKTA ZA NAST˙PWANETO NA S˙BI-
TIETO B. nEKA Q OZNAˆIM S PB.

oPREDELENIE 2.2 kAZWAME, ˆE S˙BITIQTA (H1, H2, . . . , Hn) OBRAZUWAT P˙LNA GRUPA

W (ILI KRAJNO RAZDELQNE γ NA) Ω, KOGATO S˙BITIQTA SA NES˙WMESTIMI (HiHj =
∅,∀i 6= j) I IZˆERPWAT DOSTOWERNOTO S˙BITIE (H1 + H2 + · · · + Hn = Ω). pRIETO E
S˙BITIQTA OT P˙LNATA GRUPA DA SE NARIˆAT HIPOTEZI.

13
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nEKA E ZADADENA P˙LNATA GRUPA S˙BITIQ (H1, H2, . . . , Hn). iZP˙LNENA E SLEDNATA
FORMULA ZA P˙LNATA WEROQTNOST:

P(A) =
n∑

i=1

P(A|Hi) P(Hi). (2.1)

dOKAZATELSTWO: sLEDWA LESNO OT OˆEWIDNOTO RAWENSTWO:

A = AH1 + AH2 + · · ·+ AHn,

OPREDELENIQ 2.1 (NA USLOWNA WEROQTNOST) I 1.4 (NA WEROQTNOST). 2

pRIMER 2.1 nA LOW ZA PATICI. eDNO MLADO SEMEJSTWO OTI[LO NA LOW ZA PATICI.
tE HW˙RLILI ˆOP KOJ DA STRELQ PO P˙RWATA PATICA. pITA SE KAKWA E WEROQTNOST-
TA DA SA Q ULUˆILI, AKO E IZWESTNO, ˆE:

1. ˆOP SA HW˙RLQLI ˆESTNO S PRAWILNA MONETA;

2. M˙V˙T ULUˆWA SREDNO W EDIN OT PET IZSTRELA;

3. M˙V˙T ULUˆWA SREDNO DWA P˙TI PO-ˆESTO OT VENATA.

rE[ENIE. dA OZNAˆIM S A S˙BITIETO M˙V˙T DA E STRELQL PR˙W. sPORED USLOWIE

1. P (A) = 1/2. dA OZNAˆIM S B S˙BITIETO PATICATA DA E ULUˆENA. sPORED USLOWIE
2. P (B/A) = 1/5. sPORED USLOWIE 3. P (B/A) = 2 ∗ P (B/A). sLEDOWATELNO, P (B) =
P (A) ∗ P (B/A) + P (A) ∗ P (B/A) = 3/20. 2

tEOREMA 2.1 (fORMULA ZA UMNOVENIE NA WEROQTNOSTI) wQRNA E SLEDNATA FORMULA:

P(A1A2 . . . An) = P(A1) P(A2|A1) P(A3|A1A2) . . . P(An|A1A2 . . . An−1). (2.2)

dOKAZATELSTWO: ˝E DOKAVEM TW˙RDENIETO PO INDUKCIQ. zA n = 2 TO E OˆEWIDNO

SLEDSTWIE OT OPREDELENIE 2.1 NA USLOWNA WEROQTNOST. nEKA TO E IZP˙LNENO ZA NQKOE
n. tOGAWA DA PRILOVIM S˙]OTO OPREDELENIE ZA S˙BITIQTA B = A1A2 . . . An I An+1:

P(A1A2 . . . An+1) = P(BAn+1) = P(B) P(An+1|B)

= P(A1) P(A2|A1) P(A3|A1A2) . . . P(An|A1A2 . . . An+1).

2

pRIMER 2.2 pAK NA LOW ZA PATICI. kAKWA E WEROQTNOSTTA DA SE ULUˆAT TRI

PATICI PODRED OT P˙RWIQ P˙T, AKO DOGOWORKATA MEVDU DWAMATA E BILA, KOJTO
ULUˆI PR˙W, DA STRELQ DOKATO ULUˆWA.

rE[ENIE. dA OZNAˆIM S Bi S˙BITIETO ”ULUˆENA E i-TATA PATICA” I B = B1B2B3.
s˙GLASNO FORMULATA ZA P˙LNA WEROQTNOST IMAME:

P (B) = P (A) ∗ P (B/A) + P (A) ∗ P (B/A).

s˙GLASNO FORMULATA ZA UMNOVENIE IMAME:

P (B/A) = P (B1B2B3/A) = P (B1/A)P (B2/AB1)P (B3/AB1B2) = (P (B1/A))3.

tUK NEQWNO PREDPOLAGAME, ˆE WEROQTNOSTITE ZA ULUˆWANE SA EDNI I S˙]I I NE ZAWISQT
OT REZULTATITE OT PREDHODNITE OPITI (EDNO DOSTA S˙MNITELNO PREDPOLOVENIE). tAKA
OKONˆATELNO POLUˆAWAME P (B) = 1/2 ∗ (1/5)3 + 1/2(1/10)3 = (9/2)10−3 = 0.45% 2
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2.2 fORMULA NA bEJS

sLEDNATA ZNAMENITA FORMULA NA bEJS NAMIRA [IROKO PRILOVENIE W STATISTIKATA:

P(Hk|A) =
P(A|Hk) P(Hk)∑n
i=1 P(A|Hi) P(Hi)

. (2.3)

dOKAZATELSTWO: sLEDWA OT OPREDELENIE 2.1 NA USLOWNA WEROQTNOST. 2

pRIMER 2.3 i PAK NA LOW ZA PATICI. eDIN S˙SED BIL DOBRE ZAPOZNAT S TQHNA-
TA UGOWORKA I NABL@DAWAL IZZAD BAIRA, KAK S TRI IZSTRELA SEMEJSTWOTO SWALQ

TRI PATICI. zAPITAL SE TOJ, KOJ LI WS˙]NOST E STRELQL ILI KOLKO PO-GOLQMA e
WEROQTNOSTTA DA SE E PADNALO NA M˙VA DA STRELQ.

rE[ENIE. ˝E IZPOLZUWAME S˙]ITE OZNAˆENIQ. t˙J KATO P (Bi/A) = 2 ∗ P (Bi/A), TO
P (B/A) = 8 ∗ P (B/A). tOGAWA

P (A/B) =
1/2P (B/A)

1/2P (B/A) + 1/2P (B/A)
=

P (B/A)

8 ∗ P (B/A) + P (B/A)
= 1/9,

P (A/B) = 1− P (A/B) = 8/9.

zABELEVETE, ˆE TUK DAVE NE SE NUVDAEM OT TOˆNATA WELIˆINA NA USLOWNATA WERO-
QTNOST P (B/A). dOSTAT˙ˆNI SA SAMO PREDPOLOVENIQ 1 I 3, OPISANI W PRIMERA 2.1.
oKAZWA SE 8 P˙TI PO-WEROQTNO DA SE E PADNALO NA M˙VA DA STRELQ PR˙W. 2

2.3 uSLOWNI WEROQTNOSTNI PROSTRANSTWA

kAKTO WEˆE OTBELQZAHME, WSQKO KRAJNO RAZDELQNE NA PROSTRANSTWOTO γ NA NEPRESIˆA-
]I SE S˙BITIQ WODI DO POQWATA NA SERIQ OT USLOWNI WEROQTNOSTI, OPREDELENI W˙RHU
A. tOWA NI DAWA W˙ZMOVNOST DA PREPI[EM FORMULA (2.1) W˙W WIDA:

P(A) =
∑
B∈γ

P(B) PB(A). (2.4)

gORNOTO RAWENSTWO SE RAZBIRA KATO RAWENSTWO NA WEROQTNOSTNI MERKI, T.E. TO E IZ-
P˙LNENO ZA WSQKO S˙BITIE A ∈ A.

pONQKOGA, OBAˆE, E UDOBNO DA RAZGLEVDAME USLOWNITE WEROQTNOSTI KATO S˙SRE-
DOTOˆENI SAMO W˙RHU S˙BITIETO – USLOWIE. tOGAWA TRQBWA DA OPREDELIM PODHODQ]O

σ-ALGEBRA AB NA B I RAZGLEVDAME WEROQTNOSTNOTO PROSTRANSTWO (B, AB, PB). tOWA SE
PRAWI TRIWIALNO, KOGATO USLOWIETO B IMA NENULEWA WEROQTNOST: AB = {A

⋂
B, A ∈

A}, P(A) = P(A)/ P(B), A ∈ AB. tAKIWA WEROQTNOSTNI PROSTRANSTWA NARIˆAME USLOW-
NI.

pRIMER 2.4 nEKA RAZGLEDAME EDNA KWADRATNA [AHMATNA D˙SKA.
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dA SW˙RVEM S NEQ WEROQTNOSTNO PROSTRANST-
WO S˙GLASNO FORMULATA ZA GEOMETRIˆNA WEROQT-
NOST. t˙J KATO D˙SKATA E RAZDELENA NA 64 ED-
NAKWI KWADRATˆETA, WEROQTNOSTTA EDNA SLUˆAJ-
NA TOˆKA DA POPADNE W TAKOWA KWADRATˆE E 1/64.
nIE, OBAˆE, ]E PROMENIM TEZI WEROQTNOSTI KATO
GI ZAMENIM NA ˆISLATA {pi,j, i = 1, 2, . . . , 8, j =
a, b, . . . , h. qSNO E, ˆE STIGA DA SA IZP˙LNENI US-
LOWIQTA pi,j > 0 I

∑
pi,j = 1, NIE ]E POLUˆIM

EDNO DOBRE OPREDELENO WEROQTNOSTNO PROSTRANS-
TWO.

fIG. 2.1: –AHMATNA D˙SKA

w TOWA PROSTRANSTWO IMA TRI RAZLIˆNI ESTESTWENI RAZDELQNIQ:

• γ1 - NA KOLONI j = a, b, . . . , h;

• γ2 -NA REDOWE i = 1, 2, . . . , 8;

• γ3 -NA DWA CWQTA - BELI I ˆERNI.

nEKA OZNAˆIM S pi,. =
∑

j pi,j, p.,j =
∑

i pi,j. tAKA, KOGATO SE SLUˆI, NAPRIMER, S˙-
BITIETO {j = b} ∈ γ1, POLUˆAWAME USLOWNOTO WEROQTNOSTNO PROSTRANSTWO, SW˙RZANO S
KOLONATA: {b}. w NEGO IMA 8 POLETA S OZNAˆENIQ:
1b, 2b, . . . , 8b I USLOWNI WEROQTNOSTI, S˙OTWETNO, p1,b/p.,b, p2,b/p.,b, . . . p8,b/p.,b.

w˙ZMOVNA E I OBRATNATA INTERPRETACIQ. nEKA WZEMEM EDIN NABOR OT RAZLIˆNI

WEROQTNOSTNI PROSTRANSTWA: {(Ωi, Ai, Pi), i = 1, 2, ...}
sEGA MOVEM DA OBRAZUWAME DIREKTNATA SUMA OT MNOVESTWA: Ω = Ω1 + Ω2 + .... dA

OPREDELIM NA Ω FORMALNATA SUMA OT A = A1 +A2 + .... s WSEKI NABOR OT WEROQTNOSTI

{pi}, (pi > 0,
∑

pi = 1) E SW˙RZANA EDNA WEROQTNOSTNA MQRKA NA A, OPREDELENA PO

FORMULATA (2.1).

tAKA FORMULATA ZA P˙LNA WEROQTNOST S˙OTWETSTWUWA NA EDNO RAZPADANE NA WEROQT-
NOSTNOTO PROSTRANSTWO W ”PRETEGLENA SUMA” OT USLOWNI WEROQTNOSTNI PROSTRANSTWA.

2.4 iZMERIMI RAZDELQNIQ I BULOWI σ-PODALGEBRI

s WSQKO KRAJNO RAZDELQNE γ NA PROSTRANSTWOTO Ω E SW˙RZANA EDNOZNAˆNO OPREDELENA

BULOWA PODALGEBRA Aγ ⊂ A. tQ E KRAJNA I S˙D˙RVA TOˆNO 2N ELEMENTA, AKO RAZ-
DELQNETO γ SE S˙STOI OT N NEPRAZNI MNOVESTWA. iZOB]O KAZANO E WQRNA SLEDNATA

tEOREMA 2.2 s˙]ESTWUWA WZAIMNO - EDNOZNAˆNO S˙OTWETSTWIE MEVDU KRAJNITE
BULOWI ALGEBRI I KRAJNITE RAZDELQNIQ NA PROSTRANSTWOTO Ω.
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dOKAZATELSTWO: 1.dA S˙POSTAWIM NA WSQKO RAZDELQNE BULOWA ALGEBRA. nEKA γ =
{H1, H2, . . . Hn}. nEKA OZNAˆIM S N MNOVESTWOTO {1, 2, . . . , n} I NEKA I ⊂ N . dA RAZ-
GLEDAME SEMEJSTWOTO OT MNOVESTWA OT WIDA: AI =

∑
i∈I Hi. tE OBRAZUWAT BULOWA

PODALGEBRA NA A. nAISTINA, A∅ = ∅, AN = Ω, AI = AI , AI∪J = AI ∪ AJ . dA OZNAˆIM
TAZI PODALGEBRA Aγ.
2. oBRATNO, NEKA B E KRAJNA (S˙STOQ]A SE OT KRAEN BROJ MNOVESTWA) BULOWA PODAL-
GEBRA ⊂ A. ˝E NAREˆEM ATOM NA B WSQKO MNOVESTWO OT WIDA:

A(ω) = ∩B∈BB(ω), B(ω) =

{
B, ω ∈ B
B, ω ∈ B

tAKA NA WSQKO ω ∈ Ω S˙POSTAWQME EDINSTWENO MNOVESTWO A(ω) ∈ B, KOETO GO S˙D˙RVA
- ZNAˆI MNOVESTWOTO OT ATOMI OBRAZUWA RAZDELQNE. wZAIMNATA EDNOZNAˆNOST NA TOWA
S˙OTWETSTWIE PREDOSTAWQME NA ˆITATELQ. 2

tOWA S˙OTWETSTWIE PORAVDA INTERESNA WR˙ZKA MEVDU OPERACIITE OPREDELENI W˙R-
HU PODALGEBRI I RAZDELQNIQ. nA TRIWIALNATA ALGEBRA {∅, Ω} OTGOWARQ TRIWIALNOTO
RAZDELQNE ν = {Ω}.

oPREDELENIE 2.3 kAZWAME, ˆE δ E PO-SITNO (ILI PO FINO) OT γ( γ ≤ δ) AKO Aγ ⊂
Aδ.

tOWA OZNAˆAWA, ˆE ELEMENTITE NA RAZDELQNETO γ SA PO-GRUBI, TE SE S˙STOQT OT PO
NQKOLKO ELEMENTA NA RAZDELQNETO δ. i DWETE MNOVESTWA – TOWA NA BULOWITE ALGEBRI
I TOWA NA RAZDELQNIQTA – SA ˆASTIˆNO NAREDENI. nO T˙J KATO S˙]ESTWUWAT max, min
TE SA I RE[ETKI. w ˆASTNOST,

max(Aδ, Aγ) = σ(Aδ, Aγ) = Amax(δ,γ).

rAZDELQNETO max(δ, γ) SE S˙STOI OT WSEW˙ZMOVNI SEˆENIQ NA ELEMENTI OT DWETE
RAZDELQNIQ.

min(Aδ, Aγ) = Aδ

⋂
Aγ = Amin(δ,γ).

rAZDELQNETO min(δ, γ) SE S˙STOI OT S˙BITIQ, KOITO MOGAT DA SE PREDSTAWQT KATO
OBEDINENIQ NA ELEMENTI, KAKTO OT EDNOTO, TAKA I OT DRUGOTO RAZDELQNE.

bLAGODARENIE NA TOWA DWETE STRUKTURI - NA BULOWI ALGEBRI I RAZDELQNIQ STAWAT
IZOMORFNI. tOZI IZOMORFIZ˙M MOVE DA SE RAZ[IRI I ZA σ-PODALGEBRI, NO TOWA E W˙Z-
MOVNO SAMO SLED W˙WEVDANETO NA FIKSIRANA WEROQTNOST. tOGAWA WSIˆKI σ-PODALGEBRI
SE POP˙LWAT S PODMNOVESTWATA NA S˙BITIQ S NULEWA WEROQTNOST I SE RAZGLEVDAT SAMO

KLASOWETE EKWIWALENTNI S˙BITIQ. kOGATO σ-ALGEBRATA A E PORODENA OT NQKAKWO IZBRO-
IMO SEMEJSTWO MNOVESTWA, KOETO RAZDELQ TOˆKITE W˙W WEROQTNOSTNOTO PROSTRANSTWO
Ω, TEOREMA 2.2 MOVE DA SE OBOB]I.

tEOREMA 2.3 s˙]ESTWUWA WZAIMNO - EDNOZNAˆNO S˙OTWETSTWIE MEVDU σ-PODAL-
GEBRITE NA A I IZMERIMITE RAZDELQNIQ NA Ω.

eDIN TAK˙W PRIMER ]E WIDIM W TEOREMA 8.2 PO-K˙SNO ZA SHEMATA NA bERNULI.



tEMA 3

nEZAWISIMOST

nEZAWISIMOSTTA E NAJ-FUNDAMENTALNOTO PONQTIE NA TEORIQTA NA WEROQTNOSTITE. mA-
KAR ˆE, KAKTO ]E WIDIM NATAT˙K, TQ E NQKAK˙W EKWIWALENT NA DEKARTOWOTO PROIZWE-
DENIE NA MNOVESTWA, ILI NA PRAWOTO PROIZWEDENIE NA ALGEBRI, T.E. W MATEMATIˆESKI
SMIS˙L EDWA LI PRIWNASQ NE]O NOWO, NEZAWISIMOSTTA W DEJSTWITELNOST E OSNOWATA NA
TAZI TEORIQ. tOWA E PONQTIETO, KOETO PRAWI TEORIQTA NEZAMENIMA, KOGATO IMA NUVDA
OT MATEMATIˆESKO MODELIRANE NA QWLENIQ S NEPREDSKAZUEM IZHOD.

nEZAWISIMOSTTA, KATO STROGO PONQTIE OT MATEMATIKATA, SE OKAZWA NEIMOWERNO

BLIZKA DO NORMALNITE, EZIKOWI ILI ˆOWE[KI PREDSTAWI ZA S˙]OTO – KOGA EDNO S˙BITIE
OKAZWA (ILI NE ) NQKAKWO WLIQNIE W˙RHU W˙ZMOVNOSTTA DRUGO S˙BITIE DA NAST˙PI.

nEZAWISIMOSTTA IMA I NEDOSTAT˙CI — IZISKWANIQTA SA TOLKOWA STROGI, ˆE STAWAT
NEPROWERQEMI. kOGATO KAZWAME, ˆE DWE S˙BITIQ SA NEZAWISIMI, NIE WLAGAME MNOGO
POWEˆE WQRA, OT KOLKOTO BIHME MOGLI DA PROWERIM.

3.1 nEZAWISIMOST NA S˙BITIQ

rEGISTRACIQTA NA NAST˙PWANE NA DADENO SLUˆAJNO S˙BITIE PROMENQ S˙STOQNIETO NA

WEROQTNOSTNOTO PROSTRANSTWO – WEˆE E NEW˙ZMOVNO NAST˙PWANETO NA ELEMENTARNI

S˙BITIQ IZW˙N (NE WLEˆA]I) TOWA S˙BITIE. tAZI SITUACIQ E OTRAZENA W IZMENENIETO
NA WEROQTNOSTTA NA DRUGITE S˙BITIQ – USLOWNATA IM WEROQTNOST NE WINAGI E S˙]ATA

KATO BEZUSLOWNATA.
w NQKOI, REDKI SLUˆAI, OBAˆE NAST˙PWANETO NA NQKOI S˙BITIQ NE OKAZWA TAKOWA

WLIQNIE W˙RHU [ANSOWETE NA DRUGI S˙BITIQ.
tUK ]E DADEM FORMALNO OPREDELENIE NA PONQTIETO NEZAWISIMOST. ˝E SE UBEDIM,

ˆE W TAZI SI FORMULIROWKA, TO IZKL@ˆWA NQKAKWA PRIˆINNO SLEDSTWENA WR˙ZKA MEVDU
QWLENIQTA, KOITO NARIˆAME NEZAWISIMI.

oPREDELENIE 3.1 kAZWAME ˆE S˙BITIQTA A, B SA NEZAWISIMI, AKO E IZP˙LNENO

RAWENSTWOTO P(AB) = P(A) P(B). ˝E BELEVIM NEZAWISIMITE S˙BITIQ AyB.

oT TOWA OPREDELENIE WEDNAGA SLEDWA, ˆE USLOWNATA WEROQTNOST NA WSQKO OT DWETE
S˙BITIQ PRI USLOWIE, ˆE E NAST˙PILO DRUGOTO, E RAWNA NA BEZUSLOWNATA MU WEROQT-
NOST. s DRUGI DUMI, WEROQTNOSTTA DA NAST˙PI S˙BITIETO A NE ZAWISI OT TOWA, DALI
E NAST˙PILO ILI NE, S˙BITIETO B.

18
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oPREDELENIE 3.2 kAZWAME, ˆE RAZDELQNIQTA γ I δ SA NEZAWISIMI, AKO ∀A ∈ γ I

∀B ∈ δ IMAME AyB. ˝E BELEVIM NEZAWISIMITE RAZDELQNIQ γy δ.

3.2 nEZAWISIMOST W S˙WKUPNOST

oPREDELENIE 3.3 kAZWAME ˆE S˙BITIQTA {Ak, k = 1, 2, . . . , n} SA NEZAWISIMI W

S˙WKUPNOST, AKO WEROQTNOSTTA NA WSQKO OT TQH NE ZAWISI OT TOWA DALI SE E

SLUˆILA NQKOQ KOMBINACIQ OT OSTANALITE S˙BITIQ.

oT TOWA OPREDELENIE SLEDWA SILNO OPROSTQWANE NA FORMULATA ZA UMNOVENIE (2.2),
KOGATO S˙BITIQTA SA NEZAWISIMI W S˙WKUPNOST:

P(A1A2 . . . An) = P(A1) P(A2) . . . P(An). (3.1)

nE]O POWEˆE, TQ E IZP˙LNENA I ZA PROIZWOLNA KOMBINACIQ OT TEZI S˙BITIQ.

pRIMER 3.1 dA RAZGLEDAME SLEDNOTO WEROQTNOSTNOTO PROSTRANSTWO S˙STOQ]O

SE OT 4 RAWNOWEROQTNI ELEMENTARNI S˙BITIQ: {ωi, i = 1, 2, 3, 4}. tOGAWA S˙BITI-
QTA A = {ω1, ω2}, B = {ω1, ω3}, C = {ω1, ω4} SA NEZAWISIMI DWE PO DWE, NO NE SA

NEZAWISIMI W S˙WKUPNOST.

nAISTINA, P(A) = P(B) = P(C) = 1
2
, P(AB) = P(BC) = P(AC) = 1

4
, NO P(ABC) =

P({ω1}) = 1
4
6= 1

8
.

3.3 pROIZWEDENIE NA WEROQTNOSTNI PROSTRANSTWA

nEKA SA ZADADENI DWE WEROQTNOSTNI PROSTRANSTWA: (Ω1, A1, P2) I (Ω2, A2, P2). dA OB-
RAZUWAME DEKARTOWOTO PROIZWEDENIE Ω NA DWETE MNOVESTWA Ω1 I Ω2:

Ω = Ω1 × Ω2 = {(ω1, ω2), ω1 ∈ Ω1, ω2 ∈ Ω2}.

nEKA RAZGLEDAME Ω I W NEGO MNOVESTWOTO OT WSIˆKI ”PRAWO˙G˙LNICI” Π = {A1 ×
A2, A1 ∈ A1, A2 ∈ A2}. wEROQTNOSTTA W˙RHU ”PRAWO˙G˙LNICITE” SE OPREDELQ PROSTO:
P(A1 × A2) = P1(A1) ∗ P2(A2). mNOVESTWOTO Π OˆEWIDNO NE E BULOWA ALGEBRA.

tEOREMA 3.1 mNOVESTWOTO F OT KRAJNI SUMI NA NEPRESIˆA]I SE ”PRAWO˙G˙LNICI”
E BULOWA ALGEBRA.

dOKAZATELSTWO: tRQBWA DA PROWERIM AKSIOMITE. w DOKAZATELSTWOTO ZA KRATKOST ]E

IZPOLZUWAME OZNAˆENIETO C (PONQKOGA S INDEKSI) ZA OZNAˆAWANE NA PRAWO˙G˙LNICI.
1. aKSIOMATA Ω ∈ F E OˆEWIDNO IZP˙LNENA: ∅ = ∅1×∅2 = Ω1×∅2 = ∅1×Ω2, Ω = Ω1×Ω2.;
2. aKO A, B ∈ F, TO A ∩B ∈ F.
tOWA SLEDWA NEPOSREDSTWENO OT OPREDELENIETO NA DEKARTOWO PROIZWEDENIE:

A1 × A2

⋂
B1 ×B2 = A1

⋂
B1 × A2

⋂
B2 = C ∈ F. (3.2)
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oT (3.2) SLEDWA:

(
∑

i

Ai ×Bi)
⋂

(
∑

j

Aj ×Bj) = (
∑

i

Ci
1)

⋂
(
∑

j

Cj
2) =

∑
i,j

Ci
1 ∩ Cj

2 , (3.3)

KOETO IZRAZQWA SEˆENIETO NA DWA PROIZWOLNI ELEMENTA OT F. tOWA DOKAZATELSTWO TRI-
WIALNO SE RAZ[IRQWA ZA KRAEN BROJ ELEMENTI NA F.
3. aKO A ∈ F, TO Ā ∈ F .
dOP˙LNENIETO NA EDIN PRAWO˙G˙LNIK SE POLUˆAWA PROSTO KATO SUMA NA TRI NEPRESI-
ˆA]I SE PRAWO˙G˙LNIKA:

A×B = Ā×B + A× B̄ + Ā× B̄ = C1 + C2 + C3. (3.4)

fORMULI (3.3) I (3.4) I ZAKONITE NA dE mORGAN DAWAT W˙ZMOVNOST DA IZRAZIM LESNO

I DOP˙LNENIETO NA PROIZWOLEN ELEMENT OT F:∑
i

Ai ×Bi =
⋂
i

Ai ×Bi =
⋂
i

(Ci
1 + Ci

2 + Ci
3).2 (3.5)

oPREDELENIETO NA P SE RAZ[IRQWA PROSTO OT Π W˙RHU F:

P(
n∑

i=1

Ai
1 × Ai

2) =
n∑

i=1

P(Ai
1 × Ai

2).

oZNAˆAWAME σ-ALGEBRATA PORODENA OT PRAWO˙G˙LNICITE A = σ(Π) ⊃ F. wEROQT-
NOSTTA P NA F SE OKAZWA NEPREK˙SNATA W ∅ I MOVEM DA IZPOLZUWAME TEOREMATA 1.1 (NA
kARATEODORI), KOQTO NI DAWA S˙]ESTWUWANE I EDINSTWENOST NA WEROQTNOSTTA P W˙RHU

A. tAKA POLUˆENOTO WEROQTNOSTNO PROSTRANSTWO NARIˆAME PROIZWEDENIE I BELEVIM
S: (Ω1, A1, P1)× (Ω2, A2, P2).

lEMA 3.1 aKO C =
∑∞

i=1 Ci, C, Ci ∈ Π, TO P(C) =
∑∞

i=1(Ci).

dOKAZATELSTWO: dA OTBELEVIM, ˆE AKO EDIN PRAWO˙G˙LNIK A = A1 × A2 SE RAZDELI

NA SUMA (OT NEPRESIˆA]I SE PRAWO˙G˙LNICI) A = B +C, TO TOWA MOVE DA STANE SAMO
PO DWA NAˆINA – ˆREZ RAZDELQNE NA A1 ILI A2. w˙W WSEKI OT DWATA SLUˆAQ IMAME:
P(A) = P(B) + P(C). pO INDUKCIQ TOWA SWOJSTWO SE PREHW˙RLQ I W˙RHU BEZKRAJNO

RAZDELQNE NA PRAWO˙G˙LNICI. dA GO NAREˆEM ˆASTIˆNA σ-ADITIWNOST. 2

tEOREMA 3.2 wEROQTNOSTTA P OPREDELENA W˙RHU BULOWATA ALGEBRA F E NEPREK˙S-
NATA W NULATA.

dOKAZATELSTWO: dA RAZGLEDAME NAMALQWA]A REDICA OT ELEMENTI Bn ∈ Π, TAKAWA,
ˆE

⋂
Bn = ∅. dA OZNAˆIM S An = Bn \ Bn+1. s˙GLASNO TEOREMA 3.1 IMAME An ∈ F. dA

OTBELEVIM, ˆE PORADI PREDPOLOVENIETO IMAME B1 =
∑∞

n=1 An. t˙J KATO MNOVESTWATA
An SA NEPRESIˆA]I SE, ZA ∀n E IZP˙LNENO RAWENSTWOTO:

P(B1) = P(A1) + P(A2) + . . . + P(An) + P(Bn+1).

t˙J KATO B1, An, n = 1, 2, ... SA KRAJNI SUMI OT ”PRAWO˙G˙LNICI”, OSTANA DA PRENARE-
DIM ELEMENTITE IM TAKA, ˆE DA POLUˆIM POSLEDOWATELNI RAZDELQNIQ NA ELEMENTITE

NA B1. tOGAWA MOVEM DA SE W˙ZPOLZUWAME OT OTBELQZANATA ˆASTIˆNA σ-ADITIWNOST NA
P. 2
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3.4 nEZAWISIMOST NA σ-ALGEBRI I RAZDELQNIQ

oPREDELENIE 3.4 kAZWAME, ˆE DADENI σ-ALGEBRI {Ai, i = 1, ..., n} SA NEZAWISIMI DWE
PO DWE (W S˙WKUPNOST), AKO S˙BITIQTA OT WSEKI NABOR {Ai, Ai ∈ Ai, i = 1, ..., n} SA
NEZAWISIMI DWE PO DWE (W S˙WKUPNOST).

w PROSTRANSTWOTO (Ω1, A1, P1)× (Ω2, A2, P2), POSTROENO W PREDNATA SEKCIQ IMA DWE
NEZAWISIMI σ-PODALGEBRI:

• A1 = {A1 × Ω2, A1 ∈ A1};

• A2 = {Ω1 × A2, A2 ∈ A2}.

pRIMER 3.2 hW˙RLQNE NA DWA ZARA. w PRIMER 3.2 WEROQTNOSTNOTO PROSTRANSTWO
E PROIZWEDENIE NA DWE PROSTRANSTWA:

• REZULTAT OT P˙RWI ZAR Ω1 = {1, 2, ..., 6};

• REZULTAT OT WTORI ZAR Ω2 = {1, 2, ..., 6};

pRIMER 3.3 nEKA SEGA RAZGLEDAME OTNOWO PRIMER 2.4. nEKA WSIˆKI POLETA NA

[AHMATNATA D˙SKA SA RAWNOWEROQTNI.

sEGA E LESNO DA SE WIDI, ˆE TRITE RAZDELQNIQ: γ1 - NA KOLONI, γ2 -NA REDOWE,γ3 -NA DWA
CWQTA - BELI I ˆERNI SA NEZAWISIMI DWE PO DWE, NO NE SA NEZAWISIMI W S˙WKUPNOST.

pRIMER 3.4 w ZADAˆATA NA b@FON (PRIMER 1.3) WEROQTNOSTNOTO PROSTRANSTWO
S˙]O SE OKAZWA PROIZWEDENIE NA DWE PROSTRANSTWA:

Ω1 = {0 ≤ α ≤ π/2} I Ω2 = {0 ≤ x ≤ a/2}.
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sLUˆAJNI WELIˆINI

w TAZI LEKCIQ SI POSTAWQME SLEDNITE CELI:

• DA OPREDELIM SLUˆAJNA WELIˆINA (SL.W.);

• DA OPREDELIM RAZPREDELENIE NA SL.W.;

• DA DADEM PRIMERI ZA SL.W..

sLUˆAJNITE S˙BITIQ PREDSTAWLQWAT NAJ-PROSTIQ PRIMER ZA MODEL NA NABL@DENIE
S˙S SLUˆAEN (NEOPREDELEN OTNAPRED) IZHOD. ˜ESTO SE NALAGA DA NA PRAKTIKA NABL@DE-
NIQTA DA B˙DAT WS˙]NOST IZMERWANIQ – REZULTAT˙T OT EKSPERIMENTA DA SE ZAPISWA S
ˆISLO. mODEL NA TAKIWA EKSPERIMENTI SA SLUˆAJNITE WELIˆINI.

4.1 pROSTI SLUˆAJNI WELIˆINI

sL.W. SA ˆISLOWI FUNKCII OPREDELENI W˙RHU MNOVESTWOTO OT ELEMENTARNI S˙BITIQ
Ω, KATO TOˆNOTO OPREDELENIE ZAWISI OT TOWA KOI SA SLUˆAJNITE S˙BITIQ W Ω.

oPREDELENIE 4.1 nEKA E ZADADENA P˙LNATA GRUPA S˙BITIQ (RAZDELQNETO)
(H1, H2, . . . , Hn). ˝E KAZWAME, ˆE E OPREDELENA PROSTA SL.W., AKO ξ(ω) = xi,∀ω ∈
Hi, i = 1, 2, . . . , n.

pRIMER 4.1 nEKA RAZGLEDAME WEROQTNOSTNOTO PROSTRANSTWO OT PRIMER 3.2: ’hW˙R-
LQNE NA DWA ZARA.’ tO SE S˙STOI OT 36 RAWNOWEROQTNI ELEMENTARNI S˙BITIQ. dA GI
OZNAˆIM S wi,j, i, j = 1, 2, . . . , 6). dA OPREDELIM NA TOWA WEROQTNOSTNO PROSTRANSTWO
2 SL.W. ξ(wi,j) = i, η(wi,j) = j.

nAMERETE P˙LNITE GRUPI NA DWETE SL.W.

tEOREMA 4.1 lINEJNA KOMBINACIQ, PROIZWEDENIE, MINIMUM, MAKSIMUM I FUNKCIQ

NA PROSTI SL.W. E PROSTA SL.W.

dOKAZATELSTWO: nEKA P˙LNATA GRUPA S˙BITIQ (H1, H2, . . . , Hn) S˙OTWETSTWUWA NA

SL.W. ξ, P˙LNATA GRUPA S˙BITIQ (G1, G2, . . . , Gm) NA SL.W. η, A TEHNITE STOJNOSTI SA
S˙OTWETNO {x1, x2, . . . xn} I {y1, y2, . . . ym}.

22
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p˙RWO ]E DOKAVEM, ˆE S˙BITIQTA {HiGj, i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . ,m} OBRAZUWAT
P˙LNA GRUPA.

HiGj

⋂
HkGl = HiHk

⋂
GjGl = ∅, KOGATO i 6= k ILI j 6= l.

n∑
i=1

m∑
j=1

Hi

⋂
Gj =

n∑
i=1

Hi

⋂ m∑
j=1

Gj =
n∑

i=1

HiΩ =
n∑

i=1

Hi = Ω.

tOGAWA SL.W. αξ + βη, ξη, min(ξ, η), max(ξ, η) ]E PRIEMAT STOJNOSTI, S˙OTWETNO,
αxi + βyj, xiyj, min(xi, yj), max(xi, yj) ZA WSQKO ELEMENTARNO S˙BITIE OT S˙BITIETO
HiGj OT P˙LNATA GRUPA OT S˙BITIQ. fUNKCIQTA f(ξ, η), S˙OTWETNO, ]E PRIEMA STOJ-
NOSTI f(xi, yi) W˙RHU S˙]OTO S˙BITIE. 2

oPREDELENIE 4.2 kAZWAME, ˆE PROSTITE SL.W. ξ I η SA NEZAWISIMI, AKO E NEZAWISI-
MO WSQKO OT S˙BITIQTA NA EDNATA P˙LNA GRUPA S WSQKO OT S˙BITIQTA NA DRUGATA

P˙LNA GRUPA. bELEVIM TOWA S ξy η.

pOKAVETE, ˆE W PRIMERA S DWATA ZARA SL.W. ξy η.

oPREDELENIE 4.3 ˝E KAZWAME, ˆE FUNKCIQTA ξ(.), OPREDELENA NA Ω S STOJNOSTI W

R, E SL.W., AKO Lx(ξ) = {ω : ξ(ω) < x} ∈ A,∀x ∈ R1.

oT TOWA OPREDELENIE W ˆASTNOST SLEDWA, ˆE MNOVESTWATA La,b(ξ) = {ω : a ≤ ξ(ω) <
b} ∈ A,∀a, b ∈ R1. nAISTINA, La,b(ξ) = La(xi) ∩ Lb(ξ).

tEOREMA 4.2 wSQKA SL.W. MOVE DA SE PREDSTAWI KATO GRANICA NA REDICA OT PROSTI

SL.W.

dOKAZATELSTWO: nEKA ξ E OGRANIˆENA SL.W., T.E. S MNOVESTWO OT STOJNOSTI: −C ≤
ξ(ω) < C. zA WSQKO n MOVEM DA OPREDELIM KRAJNO RAZDELQNE NA PROSTRANSTWOTO:
Hi = {ai−1 ≤ ξ(ω) < ai}, K˙DETO ˆISLATA ai = −C + i ∗ 2C

n
. lESNO SE PROWERQWA,

ˆE MNOVESTWATA Hi OBRAZUWAT RAZDELQNE: Hi ∈ A, Hi ∩ Hj = ∅, ∪Hi = Ω. dA OP-
REDELIM PROSTATA SL.W. ξn(ω) = ai, ω ∈ Hi. tOGAWA |ξ(ω) − ξn(ω)| ≤ 2C

n
. zNAˆI

ξ(ω) = lim ξn(ω).
sEGA ]E POKAVEM, ˆE WSQKA SL.W. MOVE DA SE PREDSTAWI KATO GRANICA NA REDICA OT

OGRANIˆENI SL.W. ξn. dA OZNAˆIM

ξn(ω) =

{
ξ(ω), L−n,n = {ω : −n ≤ ξ(ω) < n}
0, {ξ(ω) < −n} ∪ {n ≤ ξ(ω)}

t˙J KATO ∪nL−n,n = Ω, ZA WSQKO ω ∈ Ω S˙]ESTWUWA N TAKOWA, ˆE ξn(ω) = ξ(ω) PRI
n > N . zNAˆI ξ(ω) = lim ξn(ω). 2

tEOREMA 4.3 lINEJNA KOMBINACIQ, PROIZWEDENIE I IZMERIMA FUNKCIQ NA SL.W. E
SL.W.

dOKAZATELSTWOTO NA TAZI TEOREMA IZISKWA IZWESTNA MATEMATIˆESKA PODGOTOWKA I ]E

B˙DE DADENO W POSLEDNATA SEKCIQ.
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4.2 fUNKCIQ NA RAZPREDELENIE I PL˙TNOST

oPREDELENIE 4.4 ˝E NARIˆAME FUNKCIQ NA RAZPREDELENIE NA SL.W. ξ FUNKCIQTA

F (x) = P(w : ξ(w) < x).

fUNKCIQTA F (x) E MONOTONNO NENAMALQWA]A I NEPREK˙SNATA OT LQWO. oSWEN TOWA

F (−∞) = 0, F (∞) = 1. w TERMINI NA RAZPREDELENIETO SI SL.W. SE KLASIFICIRAT
LESNO.

oPREDELENIE 4.5 sLUˆAJNATA WELIˆINA, KOQTO PRIEMA STOJNOSTI x1, x2, x3, . . . S
WEROQTNOSTI S˙OTWETNO p1, p2, p3, . . . SE NARIˆA DISKRETNA.

eSTESTWENO
∑

pi = 1 I pi ≥ 0. tOGAWA FUNKCIQTA NA RAZPREDELENIE IMA SAMO

SKOKOWE W TOˆKITE xi, NAWSQK˙DE DRUGADE E KONSTANTA. w TOˆKATA xi SKOK˙T Í E RAWEN

TOˆNO NA ˆISLOTO pi.

oPREDELENIE 4.6 aKO S˙]ESTWUWA FUNKCIQ f(x) ≥ 0 TAKAWA, ˆE ZA WSQKO x
∫ x

−∞ f(x)dx =
F (x), ]E NARIˆAME SL.W. NEPREK˙SNATA, a FUNKCIQTA f(x) NARIˆAME PL˙TNOST.

tOGAWA, RAZBIRA SE F (x) E NEPREK˙SNATA, T.E. NQMA NIKAKWI SKOKOWE, I PL˙TNOSTTA
E PROIZWODNA NA FUNKCIQTA NA RAZPREDELENIE f(x) = F ′(x) ZA POˆTI WSQKO x. tUK
POˆTI WSQKO OZNAˆAWA WSQKO S IZKL@ˆENIE NA IZBROIMO MNOGO.

eSTESTWENO E, ˆE ZA DA B˙DE EDNA FUNKCIQ PL˙TNOST NA SLUˆAJNA WELIˆINA, TQ
TRQBWA DA OTGOWARQ NA DWE IZISKWANIQ:

• NEOTRICATELNOST f(x) ≥ 0 I

• NORMIRANOST -
∫∞
−∞ f(x)dx = 1.

.

4.3 ∗rAZPREDELENIQ NA SL.W I WEKTORI

dA OZNAˆIM S 2B MNOVESTWOTO OT WSIˆKI PODMNOVESTWA NA MNOVESTWOTO B.

tEOREMA 4.4 aKO f(·) : A −→ B, TO S˙OTWETSTWIETO ”P˙LEN PRAOBRAZ” f−1(·) :
2B −→ 2A PREHW˙RLQ WSQKA σ-ALGEBRA NA B W σ-ALGEBRA NA A.

dOKAZATELSTWO: sAMO PROWERQWAME AKSIOMITE NA σ-ALGEBRA.2
nAPOMNQME, ˆE σ-ALGEBRATA NA bORELOWITE MNOVESTWA W Rn E MINIMALNATA σ-

ALGEBRA, S˙D˙RVA]A WSIˆKI KRAJNI INTERWALI: ∩i{ai ≤ xi < bi), i = 1, 2, . . . , n. nEKA
Q OZNAˆIM S B. eLEMENTITE Í ]E NARIˆAME bORELOWI MNOVESTWA.

nEKA ξ E SL.W. tOGAWA OˆEWIDNO WSIˆKI MNOVESTWA OT ELEMENTARNI S˙BITIQ OT

WIDA: ξ−1(A) = {w : ξ(w) ∈ A}, K˙DETO A E INTERWALA (x, y) OT REALNATA PRAWA ]E SA
S˙BITIQ. pROIZWOLEN NABOR OT SL.W. MOVE DA SE RAZGLEVDA KATO WEKTORNA SL.W.

tEOREMA 4.5 aKO ξ E SL.W., TO S˙OTWETSTWIETO ”P˙LEN PRAOBRAZ” ξ−1(.) PREHW˙RLQ
B W σ-PODALGEBRA Aξ ⊂ A, ZA ELEMENTITE NA KOQTO E OPREDELENA WEROQTNOSTTA P .
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dOKAZATELSTWO: sLEDSTWIE OT TEOREMA 4.4.2

tEOREMA 4.6 aKO OPREDELIM WEROQTNOST W˙RHU B PO FORMULATA Q(B) = P (ξ−1(B)),
TO TROJKATA (R1, B, Q) STAWA WEROQTNOSTNO PROSTRANSTWO.

dOKAZATELSTWO: zA DA DOKAVEM, ˆE TROJKATA (R1, B, Q) STAWA WEROQTNOSTNO PROST-
RANSTWO E DOSTAT˙ˆNO DA PROWERIM AKSIOMITE ZA WEROQTNOST. 2

oPREDELENIE 4.7 fUNKCIQTA f(·) : Rn −→ Rm SE NARIˆA bORELOWA, AKO P˙LNIQT
PRAOBRAZ NA bORELOWO MNOVESTWO E bORELOWO MNOVESTWO.

pORADI TEOREMA 4.4 PROWERKATA ZA TOWA DALI EDNA FUNKCIQ E bORELOWA E TRIWIALNA –
DOSTAT˙ˆNO E DA PROWERIM DALI P˙LNIQT PRAOBRAZ NA INTERWAL E bORELOWO MNOVEST-
WO.

tEOREMA 4.7 bORELOWA FUNKCIQ OT (WEKTORNA) SL.W. E (WEKTORNA) SL.W.

dOKAZATELSTWO: dOSTAT˙ˆNO E DA RAZGLEDAME S˙OTWETSTWIETO x = f(ξ(ω)). p˙LNIQT
MU PRAOBRAZ MOVE DA SE ZAPI[E KATO KOMPOZICIQTA ξ−1(f−1(.)). 2

dOKAZATELSTWO: (tEOREMA 4.3)
tAKA ZA DA Q DOKAVEM E DOSTAT˙ˆNO DA PROWERIM, ˆE FUNKCIITE x+y, xy SA bORELOWI.
dA RAZGLEDAME, NAPRIMER, x+ y I MNOVESTWOTO: A = {x+ y < c} ⊂ R2. dA RAZGLEDAME
IZBROIMOTO OBEDINENIE NA DWUMERNI INTERWALI:

B = ∪i({x : x < xi} ∩ {y : y < yi}). (4.1)

tUK S (xi, yi) SME OZNAˆILI WSIˆKI DWOJKI RACIONALNI ˆISLA TAKIWA, ˆE xi + yi < c.
oˆEWIDNO A ⊃ B. oBRATNO, ZA WSQKA DWOJKA (x, y) : x + y < c INTERWAL˙T (x, c − y) E
NEPRAZEN I W NEGO S˙]ESTWUWA RACIONALNO ˆISLO – DA GO OZNAˆIM S a. iMAME a+y < c.
sEGA INTERWAL˙T (y, c− a) E NEPRAZEN I W NEGO S˙]ESTWUWA RACIONALNO ˆISLO – DA GO
OZNAˆIM S b. pRI TOWA SA IZP˙LNENI I TRITE NERAWENSTWA a + b < c, x < a, y < b. 2

tEOREMA 4.8 s˙]ESTWUWA WZAIMNO EDNOZNAˆNO S˙OTWETSTWIE MEVDU FUNKCIITE

NA RAZPREDELENIE I W˙ZMOVNITE WEROQTNOSTI, OPREDELENI NA B W R1.

dOKAZATELSTWO: sLEDWA OT TOWA, ˆE WSQKA WEROQTNOST SE OPREDELQ OT SWOITE STOJ-
NOSTI W˙RHU PORAVDA]ITE bORELOWATA ALGEBRA INTERWALI.2



tEMA 5

˜ISLOWI HARAKTERISTIKI NA SL.W.

w MINALATA LEKCIQ SE ZAPOZNAHME S RAZPREDELENIQTA NA SL.W. sEGA ]E RAZGLEDAME
NQKOI ˆISLOWI HARAKTERISTIKI, KOITO SE PRESMQTAT SAMO PO RAZPREDELENIETO. p˙RWO
]E OPREDELIM NAJ - POPULQRNATA ˆISLOWA HARAKTERISTIKA MATEMATIˆESKOTO OˆAKWANE
(M.O.) I ]E IZWEDEM OSNOWNITE MU SWOJSTWA.

5.1 mATEMATIˆESKO OˆAKWANE.

oPREDELENIE 5.1 mATEMATIˆESKO OˆAKWANE E ξ NA PROSTATA SL.W. ξ PRIEMA]A

STOJNOSTI x1, x2, . . . , xn W˙RHU S˙BITIQTA OT P˙LNATA GRUPA (H1, H2, . . . , Hn) OP-
REDELQME KATO E ξ =

∑n
k=1 xk P(Hk).

oT TOWA OPREDELENIE SE WIVDA WEDNAGA, ˆE ˆISLOTO E ξ ZAWISI SAMO OT STOJNOSTITE
NA ξ I WEROQTNOSTITE, S KOITO TE SE PRIEMAT, A NE ZAWISI OT TOWA ZA KOI TOˆNO

ELEMENTARNI S˙BITIQ I KAKWA P˙LNA GRUPA TOWA STAWA. t.E. TO NE ZAWISI OT TOWA W
KAKWO WEROQTNOSTNO PROSTRANSTWO E REALIZIRANA SL.W.

tEOREMA 5.1 zA PROSTI SL.W. MATEMATIˆESKOTO OˆAKWANE PRITEVAWA SLEDNITE

SWOJSTWA:

1. MONOTONNOST - aKO ξ < η, TO E ξ < E η;

2. LINEJNOST - E (αξ + βη) = αE ξ + βE η;

3. MULTIPLIKATIWNOST - aKO ξy η, TO E ξη = E ξE η;

dOKAZATELSTWO: ˝E IZPOLZUWAME OZNAˆENIQTA NA TEOREMA 4.1. nEKA P˙LNATA GRUPA
S˙BITIQ (H1, H2, . . . , Hn) S˙OTWETSTWUWA NA SL.W. ξ, P˙LNATA GRUPA S˙BITIQ (G1, G2, . . . , Gm)
NA SL.W. η, A TEHNITE STOJNOSTI SA S˙OTWETNO {x1, x2, . . . xn} I {y1, y2, . . . ym}. tOGAWA

E ξη =
∑
i,j

xiyj P(HiGj) =
∑
i,j

xiyj P(Hi) P(Gj) =
∑

i

xi P(Hi)
∑

j

yj P(Gj) = E ξE η.2

tEZI SWOJSTWA NA MATEMATIˆESKOTO OˆAKWANE I OSOBENO NEGOWATA MONOTONNOST POZ-
WOLQWAT TO LESNO DA SE RAZPROSTRANI ZA PROIZWOLNI NEOTRICATELNI SL.W. mOVE OBAˆE
DA SE OKAVE, ˆE TO E BEZKRAJNO.

26
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mATEMATIˆESKOTO OˆAKWANE NA NEPREK˙SNATATA SL.W. ξ SE PRESMQTA KATO INTEGRA-
LA: E ξ =

∫
xf(x)dx, A TOWA NA DISKRETNA KATO SUMATA E ξ =

∑
i xipi, KOGATO TOWA E

W˙ZMOVNO. tEZI DWE FORMULI MOGAT DA SE OBEDINQT W EDNA S POMO]TA NA INTEGRA-
LA NA lEBEG-sTILTES: E ξ =

∫
xdF (x). tOJ S˙]ESTWUWA (I E KRAEN), KOGATO E KRAEN

INTEGRAL˙T E ξ =
∫
|x|dF (x) < ∞.

oPREDELENIE 5.2 mOMENT OT RED k NA SL.W.ξ NARIˆAME SLEDNATA ˆISLOWA WELIˆINA
(KOGATO S˙]ESTWUWA): OBIKNOWEN - E ξk , ABSOL@TEN - E |ξ|k, CENTRALEN - E (ξ−E ξ)k.

5.2 ˜ISLOWI HARAKTERISTIKI.

lOKACIQ

m.O. E NAJ - WAVNATA HARAKTERISTIKA ZA POLOVENIETO NA STOJNOSTITE NA SL.W. W˙RHU
ˆISLOWATA OS. zA S˙VALENIE, KAKTO WIDQHME, TQ E OPREDELENA NE ZA WSIˆKI SL.W..

oPREDELENIE 5.3 mEDIANA SE OPREDELQ KATO RE[ENIE NA URAWNENIETO: F (µ) = 1
2
.

tQ OPISWA POLOVENIETO NA SREDATA NA RAZPREDELENIETO W˙RHU ˆISLOWATA OS. kOGA-
TO RE[ENIETO NE E EDINSTWENO, SE WZIMA SREDATA NA INTERWALA OT RE[ENIQ. w MNOGO

SLUˆAI SE IZPOLZUWA I POLOVENIETO NA DRUGI HARAKTERNI TOˆKI OT RAZPREDELENIETO.

oPREDELENIE 5.4 kWANTIL S NIWO α NA DADENO RAZPREDELENIE F SE OPREDELQ KATO

RE[ENIE NA URAWNENIETO:

F (qα) = α.

w STATISTIKATA KWANTILITE NA WEROQTNOSTI KRATNI NA 1/4 SE NARIˆAT KWARTILI,
TEZI - NA 1/10 - DECILI, A NA 1/100 - PROCENTILI. tAKA µ = q1/2 E WTORI KWARTIL,
PETI DECIL, PETDESETI PROCENTIL.

oPREDELENIE 5.5 mODA SE OPREDELQ KATO NAJ - WEROQTNOTO ˆISLO ZA DISKRETNI
SL.W., A ZA NEPREK˙SNATI —KATO KOORDINATATA NA MAKSIMUMA NA PL˙TNOSTTA.

eSTESTWENO, RAZPREDELENIQTA MOGAT I DA NE PRITEVAWAT EDINSTWENA MODA. zA SI-
METRIˆNI RAZPREDELENIQ, OˆEWIDNO TRITE HARAKTERISTIKI: MODA (AKO IMA TAKAWA),
MEDIANA I M.O. S˙WPADAT.

mA]AB

oPREDELENIE 5.6 dISPERSIQ NA SL.W. ξ SE OPREDELQ KATO ˆISLOTO D ξ = E (ξ −
E ξ)2. dISPERSIQTA MOVE DA SE OKAVE I BEZKRAJNA.
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dISPERSIQTA E NAJ - WAVNATA HARAKTERISTIKA NA RAZSEJWANE NA STOJNOSTITE NA
SL.W. zA DISKRETNI I NEPREK˙SNATI RAZPREDELENIQ TQ SE PRESMQTA PO FORMULITE:

D ξ =

∫
(x− E ξ)2f(x)dx, D ξ =

∑
i

(xi − E ξ)2pi. (5.1)

fAKTIˆESKI WMESTO DISPERSIQTA, KAKTO W ˆISLOWITE, TAKA I W ANALITIˆNITE SMETKI,
SE IZPOLZUWA STANDARTNO OTKLONENIE. tOWA E:

σ(ξ) = (D ξ)1/2 = (E (ξ − E ξ)2)1/2. (5.2)

tAZI HARAKTERISTIKA SE MERI W S˙]ITE FIZI-
ˆESKI EDINICI, KATO ξ I MOVE DA B˙DE S˙OTWETNO
INTERPRETIRANA. tUK SA POKAZANI PL˙TNOSTI OT
NORMALNOTO SEMEJSTWO S RAZLIˆNI STANDARTNI

OTKLONENIQ.

fIG. 5.1: rAZLIˆNI DISPERSII

kOLKOTO PO - MALKA E DISPERSIQTA ILI STANDARTNOTO OTKLONENIE, TOLKOWA PO - SG˙S-
TENI SA STOJNOSTITE I PO - WEROQTNI SA TE W CENT˙RA NA RAZPREDELENIETO. zA TOWA,
KOGATO ISKAME DA SE OT˙RWEM OT RAZMERNOSTTA, NAPRIMER ZA DA SRAWNIM RAZPREDE-
LENIQTA NA DWE RAZLIˆNI SL.W., PRILAGAME T.N. CENTRIRANE I NORMIRANE. wMESTO
WELIˆINATA ξ RAZGLEVDAME CENTRIRANATA I NORMIRANA WELIˆINA

ξ̃ =
ξ − E ξ

σ(ξ)
. (5.3)

kOGATO DISPERSIQTA E BEZKRAJNA ZA ”OPREDELQNE” NA MA]ABA SE IZPOLZUWA T.N.
INTERKWARTILEN RAZMAH.

oPREDELENIE 5.7 nARIˆAME INTERKWARTILEN RAZMAH r RAZLIKATA MEVDU TRETIQ
I P˙RWIQ KWARTILI: r = q3/4 − q1/4.

fORMA

sLEDNITE DWE HARAKTERISTIKI NA RAZPREDELENIQTA NE ZAWISQT OT MERNITE EDINICI,
S KOITO SA OTˆITANI S˙OTWETNITE SL.W., KAKTO I OT USLOWNITE NAˆALA NA SKALITE. s
DRUGI DUMI, TE SA BEZRAZMERNI. tE OTRAZQWAT RAZLIˆIQTA W˙W FORMATA NA RAZPREDE-
LENIQTA, NO NE ZAWISQT OT MA]ABA I LOKACIQTA.

oPREDELENIE 5.8 ˝E NARIˆAME ASIMETRIQ NA ξ ˆISLOTO (KOGATO S˙]ESTWUWA):
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Ass(ξ) =
E (ξ − E ξ)3

σ3(ξ)
= E ξ̃3. (5.4)

nA TAZI FIGURA E DADENO SRAWNENIE NA POLOVI-
TELNO ASIMETRIˆNA PL˙TNOST S PL˙TNOSTTA NA

STANDARTNIQ NORMALEN ZAKON, KOQTO E SIMETRIˆ-
NA I IMA ASIMETRIQ 0. pOLOVITELNATA ASIMET-
RIQ SE HARAKTERIZIRA S ”PO - TEVKA”DQSNA OPA[-
KA NA RAZPREDELENIETO.

fIG. 5.2: pOLOVITELNA ASIMETRIQ

pRI ASIMETRIˆNITE RAZPREDELENIQ SE PROMENQT OBIKNOWENO I WZAIMNITE POLOVE-
NIQ NA MODATA, MEDIANATA I MATEMATIˆESKOTO OˆAKWANE. zA RAZPREDELENIQ S POLO-
VITELNA ASIMETRIQ TE SE NAREVDAT W POSOˆENIQ RED, A ZA TEZI S OTRICATELNA — W

OBRATNIQ. tOWA PRAWILO, RAZBIRA SE, E WERNO SAMO ZA UNIMODALNI RAZPREDELENIQ S

PROSTA ANALITIˆNA FORMA NA PL˙TNOSTTA. wIVTE S˙]O SEMEJSTWOTO NA bETA - RAZP-
REDELENIQTA 11.3.

oPREDELENIE 5.9 ˝E NARIˆAME EKSCES NA ξ ˆISLOTO (KOGATO S˙]ESTWUWA):

Ex(ξ) =
E (ξ − E ξ)4

σ4(ξ)
− 3 = E ξ̃4 − 3. (5.5)

tUK E PREDSTAWENO RAZPREDELENIE S POLOVITELEN

EKSCES. tO IMA PO - D˙LGI I TEVKI OPA[KI OT

NORMALNOTO (S EKSCES 0). rAZPREDELENIQTA S OT-
RICATELEN EKSCES MOVE IZOB]O DA NQMAT OPA[-
KI — NAPRIMER, TAKOWA E RAWNOMERNOTO W KRAEN
INTERWAL.

fIG. 5.3: pOLOVITELEN EKSCES

iZOB]O KAZANO, DWATA PARAMET˙RA ASIMETRIQ I EKSCES DAWAT DOSTAT˙ˆNO P˙LNA KAR-
TINA ZA FORMATA NA RAZPREDELENIETO, KOGATO TO E UNIMODALNO I GLADKO. wS˙]NOST
TAKIWA RAZPREDELENIQ OBIKNOWENO PRINADLEVAT NA SEMEJSTWO, OPISWANO S NQKOLKO

PARAMET˙RA.
oSOBENO MQSTO SRED TEZI FAMILII ZAEMA DWUPARAMETRIˆNATA FAMILIQ NA NORMAL-

NITE RAZPREDELENIQ (WV. OPREDELENIE 7.1), S KOQTO SKORO ]E SE ZAPOZNAEM. zA WSIˆKI
NORMALNI RAZPREDELENIQ I ASIMETRIQTA I EKSCESA SA RAWNI NA 0. tAKA TEZI DWE HA-
RAKTERISTIKI ZA FORMA PRIDOBIWAT SMIS˙L NA HARAKTERISTIKI ZA OTKLONENIE OT

NORMALNOSTTA.

5.3 nERAWENSTWA

˝E ZAPOˆNEM S NQKOI PROSTI SWOJSTWA NA DISPERSIQTA.

D ξ ≥ 0; (5.6)
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D ξ = 0 ⇔ P(ξ = const) = 0; (5.7)

D ξ = E ξ2 − (E ξ)2; (5.8)

Dαξ = α2D ξ; D (ξ + c) = Dξ

D (ξ + η) = Dξ + Dη, AKO ξy η.

dOKAZATELSTWO:

• (ξ − E ξ)2 ≥ 0 ⇒ D ξ = E (ξ − E ξ)2 ≥ 0

• sLEDWA OT NERAWENSTWOTO NA ˜EBI[OW.

• E (ξ − E ξ)2 = E ξ2 − 2E ξE ξ + (E ξ)2.

• D (ξ + η) = D ξ + 2E (ξ − E ξ)(η − E η) + D η. 2

nERAWENSTWO NA ˜EBI[OW

sLEDNOTO ZNAMENITO NERAWENSTWO SE IZPOLZUWA MNOGO ˆESTO. zA WSIˆKI r > 0 I ε > 0
E W SILA NERAWENSTWOTO:

P(|ξ| > ε) <
E |ξ|r

εr
(5.9)

dOKAZATELSTWO: dA OZNAˆIM S IA SL.W. (INDIKATOR NA S˙BITIETO A)

E |ξ|r = E |ξ|rI|ξ|>ε + E |ξ|rI|ξ|≤ε ≥ εrE I|ξ|>ε = εr P(|ξ| > ε).2

oT TOWA NERAWENSTWO SLEDWA ⇒ NA TW˙RDENIE (5.7):

0 = P(|ξ − E ξ| > 1/n) ⇒ P(ξ = E ξ) = 1.

nERAWENSTWA ZA MOMENTITE

oT URAWNENIQTA (5.6) I (5.8) WEDNAGA SLEDWA SLEDNOTO NERAWENSTWO ZA MOMENTITE:

(E ξ)2 ≤ E ξ2, (5.10)

KOETO E ˆASTEN SLUˆAJ NA PO - OB]OTO:

(E |ξ|r)1/r ≤ (E |ξ|k)1/k, PRI WSIˆKI r < k. (5.11)

oT TOWA NERAWENSTWO SLEDWA, ˆE AKO S˙]ESTWUWA (T.E. E KRAEN) MOMENT˙T OT RED k
NA EDNA SL.W., TO S˙]ESTWUWAT MOMENTITE OT WSEKI RED r < k.
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5.4 ∗lINEJNI PROSTRANSTWA SL.W.

m.O. MOVE, RAZBIRA SE, DA SE OPREDELI I ABSTRAKTNO. wSQKA NEOTRICATELNA SL.W. ξ+

MOVE DA SE PREDSTAWI KATO GRANICA NA MONOTONNO NARASTWA]A REDICA OT PROSTI

SL.W. ξ+ = limn ξn =↑ ξn. sLEDOWATELNO, WINAGI S˙]ESTWUWA GRANICATA E ξ = limE ξn,
W˙ZMOVNO RAWNA NA ∞. wSQKA SL.W. ξ MOVE DA SE PREDSTAWI KATO SUMA ξ = ξ+ + ξ−.
tAKA, AKO I DWETE M.O. SA KRAJNI, MOVEM SPOKOJNO DA OPREDELIM E ξ = E ξ+ + E ξ−.

kLASOWETE EKWIWALENTNI S WEROQTNOST 1 SL.W. (K.E.SL.W.), ZADADENI NA DADENO FIK-
SIRANO WEROQTNOSTNO PROSTRANSTWO (Ω, A, P) OBRAZUWAT LINEJNO PROSTRANSTWO. nEKA
GO OZNAˆIM S M = M(Ω, A, P). dA RAZGLEDAME PODMNOVESTWATA Lr ⊂ M, (1 ≤ r ≤ ∞)
OT SL.W. S KRAEN r-TI ABSOL@TEN MOMENT. t˙J KATO W TQH RABOTI S˙]OTO OTNO[ENIE NA
EKWIWALENTNOST, K.E.SL.W. OT S˙OTWETNITE MNOVESTWA OBRAZUWAT P˙LNI LINEJNI NOR-
MIRANI PROSTRANSTWA, AKO ZA NORMA W˙W WSQKO OT TQH SLUVI: ||ξ||r = (E |ξ|r)1/r. pRI
TOWA E OT NERAWENSTWOTO (5.11) SLEDWA WKL@ˆWANETO:

L∞ ⊂ Lr ⊂ Lp ⊂ L1 ⊂ M, 1 < p < r < ∞.

oSOBEN INTERES PREDSTAWLQWA PROSTRANSTWOTO L2 OT SL.W. S KRAJNA DISPERSIQ. tO
E hILBERTOWO I SKALARNOTO PROIZWEDENIE W NEGO E (ξ, η) = E ξη. tAKA CENTRIRANITE
SL.W., AKO SA NEZAWISIMI, SA ORTOGONALNI W L2. oBRATNOTO TW˙RDENIE NE WINAGI E

WERNO.
nEKA F ⊂ A I RAZDELQNETO, KOETO J S˙OTWETSTWUWA E γ. dA RAZGLEDAME PODMNO-

VESTWOTO NA L2 OT SL.W., TAKIWA, ˆE Aξ ⊂ F. tE OˆEWIDNO OBRAZUWAT LINEJNO PODP-
ROSTRANSTWO NA L2. pROEKTOR˙T W˙RHU TOWA PODPROSTRANSTWO DA OZNAˆIM S E γ. ˝E

GO NARIˆAME USLOWNO M.O. PRI USLOWIE RAZDELQNETO γ, ILI σ-ALGEBRATA, KOQTO MU S˙-
OTWETSTWUWA. w ˆASTNOST, AKO OZNAˆIM S ε RAZDELQNETO, KOETO S˙OTWETSTWUWA NA A I

ν = {∅, Ω}, TO E ε = I, E ν = E . uSLOWNOTO M.O. NA WSQKA SL.W. ξ PRI USLOWIE KRAJNOTO
RAZDELQNE γ E PROSTA SL.W. S KONSTANTNI STOJNOSTI W˙RHU ELEMENTITE MU. uSLOWNI-
TE M.O. UDOWLETWORQWAT WSIˆKI SWOJSTWA NA ORTOGONALNITE PROEKTORI W hILBERTOWO
PROSTRANSTWO. aKO γy δ, TO E γ I E δ KOMUTIRAT.
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dISKRETNI RAZPREDELENIQ

w TAZI LEKCIQ SI POSTAWQME ZA CEL DA OBOB]IM I RAZ[IRIM PONQTIQTA SI ZA:

• CELOˆISLENA SL.W. I NEJNOTO RAZPREDELENIE;

• DA W˙WEDEM NQKOI NAJ-SRE]ANI RAZPREDELENIQ;

• ]E POKAVEM KAK SE IZPOLZUWAT NQKOI OT SREDSTWATA NA ANALIZA ZA OBLEKˆAWANE

NA PRESMQTANIQTA NA RAZPREDELENIQTA I TEHNITE KOLIˆESTWENI HARAKTERISTIKI

- MOMENTITE.

• DA DADEM PREDSTAWA ZA WR˙ZKATA MEVDU NQKOI WEˆE OPREDELENI DISKRETNI RAZP-
REDELENIQ;

6.1 pORAVDA]I FUNKCII

oPREDELENIE 6.1 sL.W. PRIEMA]A ZA STOJNOSTI NATURALNITE ˆISLA NARIˆAME CE-
LOˆISLENA.

cELOˆISLENITE SL.W. SA OSOBENO UDOBNI ZA MODELIRANE NA REALNI QWLENIQ KATO

BROJ USPEHI ILI DRUGI BROJKI. zA PRESMQTANE NA MOMENTITE NA CELOˆISLENI SL.W.
SLUVAT T.N. PORAVDA]I MOMENTITE FUNKCII.

oPREDELENIE 6.2 pORAVDA]ATA FUNKCIQ NA CELOˆISLENA SL.W. ξ SE ZADAWA S FOR-
MULATA:

p(s)
def
= E sξ =

∞∑
i=0

si P(ξi = i) =
∞∑
i=0

sipi. (6.1)

pORAVDA]ATA FUNKCIQ E UDOBNA ZA]OTO S˙]ESTWUWA WINAGI (PRI DOSTAT˙ˆNO MALKO
s, NAPRIMER, KOGATO s ≤ 1) I E DIFERENCIRUEMA PRI 0 ≤ s < 1. tQ PRITEVAWA O]E
SLEDNITE SWOJSTWA:

• p(1) =
∑∞

i=0 pi = 1;

• p(0) = P(ξ = 0) = p0;

32
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• p′(1) = E ξ =
∑∞

i=0 pi., KOGATO S˙]ESTWUWA;

• p′′(1) = E ξ(ξ − 1) = E ξ2 − E ξ, KOGATO S˙]ESTWUWA.

• kOGATO ξy η, pξ+η(s) = pξ(s)pη(s).

tEOREMA 6.1 mEVDU RAZPREDELENIQTA NA CELOˆISLENI SL.W. I PORAVDA]ITE FUNK-
CII S˙]ESTWUWA WZAIMNO EDNOZNAˆNO S˙OTWETSTWIE.

dOKAZATELSTWO: sLEDWA OT FORMULATA: p(n)(0) = n!pn. 2

bINOMNO RAZPREDELENIE

oPREDELENIE 6.3 rEDICA OT NEZAWISIMI EDNAKWO RAZPREDELENI SLUˆAJNI WELIˆINI

{ξi, i = 1, 2, ...}, WSQKA OT KOITO PRIEMA DWE STOJNOSTI: 1 I 0 S WEROQTNOSTI

(S˙OTWETNO) p I q = 1− p, NARIˆAME SHEMA NA bERNULI.

dA RAZGLEDAME SUMATA ηn NA n SL.W. OT SHEMATA NA bERNULI. tOWA E CELOˆISLENA
SLUˆAJNA WELIˆINA, PRIEMA]A STOJNOSTI OT 0 DO n. nIE Q INTERPRETIRAME KATO

bROJ USPEHI OT n OPITA S POSTOQNNA WEROQTNOST p ZA USPEH W˙W WSEKI OPIT.
rAZPREDELENIETO NA TAZI SL.W. NARIˆAME BINOMNO. wEROQTNOSTTA TAZI SL.W. DA PRIEME
STOJNOST k NARIˆAME BINOMNA I OZNAˆAWAME S b(n, k, p).

tEOREMA 6.2 bINOMNITE WEROQTNOSTI SE PRESMQTAT PO FORMULATA:

b(n, k, p) =

(
n
k

)
pkqn−k (6.2)

k = 0, 1, . . . , n

fIG. 6.1: bINOMNO RAZPREDELENIE n = 7

dOKAZATELSTWO: p˙RWO DA PRESMETNEM WEROQTNOSTTA NA S˙BITIETO

Wε1,ε2,...,εn =
n⋂

i=1

{ξi = εi},

K˙DETO εj ∈ {0, 1}, j = 1, 2, . . . , n. t˙J KATO SL.W. SA NEZAWISIMI I P (ξ = 1) = p,
POLUˆAWAME

P(Wε1,ε2,...,εn) = p
∑n

i=1 εiqn−
∑n

i=1 εi (6.3)

aKO OZNAˆIM ηn =
∑n

i=1 ξi I k =
∑n

i=1 εi, ]E POLUˆIM

P (ηn = k) =
∑

ε1+ε2+...+εn=k

pkqn−k = pkqn−k
∑

ε1+ε2+...+εn=k

1.

nO OT TUK SLEDWA T˙RSENATA FORMULA. 2
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pORAVDA]ATA FUNKCIQ NA BINOMNOTO RAZPREDELENIE SE PRESMQTA LESNO, ZA]OTO
BINOMNATA SL.W. η E SUMA NA EDNAKWO RAZPREDELENI NEZAWISIMI SL.W.

E sη = E
n∏

i=1

sξi = (E sξ1)n = (ps + q)n.

gEOMETRIˆNO RAZPREDELENIE

nEKA RAZGLEDAME W SITUACIQTA NA NEZAWISIMI OPITI (SHEMA NA bERNULI) SL.W. ξ —
BROJ USPE[NI OPITI DO P˙RWI NEUSPEH.

oPREDELENIE 6.4 kAZWAME, ˆE CELOˆISLENATA SL.W. ξ IMA GEOMETRIˆNO RAZPREDE-
LENIE, AKO:

P(ξ = m) = pmq,

m = 0, 1, 2, . . . .

fIG. 6.2: gEOMETRIˆNO RAZPREDELENIE

mATEMATIˆESKOTO OˆAKWANE I DISPERSIQTA NA TOWA RAZPREDELENIE SE PRESMQTAT

LESNO:

E ξ = q
∞∑

k=0

kpk = qp

∞∑
k=0

kpk−1 = qp
d

dp
(

1

1− p
) =

p

q
,

D ξ = E ξ(ξ − 1) + E ξ − (E ξ)2 = q

∞∑
k=0

k(k − 1)pk +
p

q
− (

p

q
)2 =

qp2 d2

dp2
(

1

1− p
) +

p

q
− (

p

q
)2 = (

p

q
)2 +

p

q
.

hIPERGEOMETRIˆNO RAZPREDELENIE

dA RAZGLEDAME EDNA ZADAˆA OT STATISTIˆESKIQ KAˆESTWEN KONTROL. nEKA E DADENA

PARTIDA S˙D˙RVA]A N IZDELIQ, OT KOITO M SA DEFEKTNI. pRAWIM SLUˆAJNA IZWADKA
OT n < N IZDELIQ. pITA SE KAKWA E WEROQTNOSTTA TOˆNO m OT TQH DA SA DEFEKTNI.

oKAZWA SE, ˆE RAZPREDELENIETO NA SL.W. BROJ DEFEKTNI E SLEDNOTO:

oPREDELENIE 6.5 kAZWAME, ˆE CELOˆISLENATA SL.W. ξ IMA HIPERGEOMETRIˆNO RAZ-
PREDELENIE, AKO:
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P(ξ = m) =

(
M
m

) (
N −M
n−m

)
(

N
n

) ,

m = 0, 1, . . . , n.

fIG. 6.3: hIPERGEOMETRIˆNO N = 100, M = 20, n = 10

tAZI FORMULA SE IZWEVDA LESNO. bROQT NA WSIˆKI W˙ZMOVNI IZWADKI BEZ WR˙]ANE
OˆEWIDNO E (

N
n

)
(SMQTAME GI ZA RAWNOWEROQTNI). ”bLAGOPRIQTNITE”, TEZI KOITO S˙D˙RVAT TOˆNO m
DEFEKTNI DETAJLA, MOGAT DA SE POLUˆAT ˆREZ KOMBINIRANE NA IZWADKA OT M NA m
DEFEKTNI I IZWADKA OT N −M NA n −m IZPRAWNI. t˙J KATO IZWADKITE OT ZDRAWI I
DEFEKTNI DETAJLI SE KOMBINIRAT BEZ OGRANIˆENIQ, OB]IQT BROJ NA ”BLAGOPRIQTNITE”
IZWADKI STAWA (

M
m

) (
N −M
n−m

)
.

mATEMATIˆESKOTO OˆAKWANE I DISPERSIQTA NA TOWA RAZPREDELENIE S˙]O SE PRES-
MQTAT LESNO:

E ξ = np, p =
M

N
, q = 1− p

D ξ = npq
N − 1

N − n
.

oT TEZI FORMULI SE WIVDA, ˆE TOWA RAZPREDELENIE KLONI K˙M BINOMNOTO PRI GOLQM

BROJ N NA DETAJLITE W PARTIDATA.

rAZPREDELENIE NA pOASON

pOASONOWOTO RAZPREDELENIE SE OPREDELQ LESNO KATO GRANICA NA BINOMNI RAZPREDELE-
NIQ, KOGATO n →∞ TAKA ˆE np → λ > 0. sL.W. MOVE DA PRIEMA WSQKAKWI CELOˆISLENI
STOJNOSTI:
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P(ξ = k) = e−λ λk

k!
. (6.4)

fIG. 6.4: pOASONOWO RAZPREDELENIE

tO E OSOBENO PODHODQ]O ZA MODELIRANE NA BROQ NA SLUˆAJNI REDKI S˙BITIQ – BROJ
ˆASTICI NA EDINICA OBEM, BROJ RADIOAKTIWNI RAZPADANIQ ZA EDINICA WREME I T.N.
sREDNOTO I DISPERSIQTA MU S˙WPADAT: E ξ = D ξ = λ. tOWA NAJ-LESNO SE WIVDA OT
PORAVDA]ATA FUNKCIQ NA pOASONOWOTO RAZPREDELENIE, KOQTO SE PRESMQTA DIREKTNO:

E sη = e−λ

∞∑
k=1

(λs)k

k!
= eλ(s−1).

6.2 bLIZOSTI MEVDU DISKRETNI RAZPREDELENIQ

aPROKSIMACIITE IGRAQT S˙]ESTWENA ROLQ W TEORIQ NA WEROQTNOSTITE. mNOGO OT PO-
LUˆENITE FORMULI SA TEVKI ZA PRESMQTANE I SE NALAGA TE DA B˙DAT ZAMESTWANI S

PRIBLIVENI.

pOASONOWO I BINOMNO

tUK ]E RAZGLEDAME EDNO MNOGO POLEZNO I STARO PRIBLIVENIE NA BINOMNATA WEROQT-
NOST PRI MALKI k.

tEOREMA 6.3 (tEOREMA NA pOASON) aKO W SHEMATA NA bERNULI npn → λ, TO

b(n, k, pn)
npn=λ−→
n→∞

λk

k!
e−λ.

fIG. 6.5: pOASONOWA APROKSIMACIQ n = 100, p = 0.01
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dOKAZATELSTWO: dA OZNAˆIM λ = np. mOVEM DA ZAPI[EM BINOMNATA WEROQTNOST W˙W
FORMATA:

b(n, k, p) =
n(n− 1) . . . (n− k + 1)

k!
pk(1− p)n−k =

λk

k!
e−λε(k, n, λ),

K˙DETO

ε(k, n, λ) =
k−1∏
i=0

(1 +
i

n
) × (1− λ

n
)k × eλ(1− λ

n
)n. (6.5)

wSEKI OT TRITE S˙MNOVITELQ NA DQSNATA STRANA KLONI K˙M 1 PRI FIKSIRANO k I
npn → λ. 2

o]E PO-LESNO SE DOKAZWA TAZI TEOREMA S POMO]TA NA PORAVDA]I FUNKCII. nAIS-
TINA, DOSTAT˙ˆNO E DA POKAVEM, ˆE

(ps + q)n = (1 +
(s− 1)λ

n
)n → eλ(s−1).

w˙ZNIKWA W˙PROS˙T KOLKO TOˆNO E PRIBLIVENIETO NA pOASON. ˝E PRIWEDEM EDNO

UTOˆNENIE WZETO OT (a.a.bOROWKOW 1972).

tEOREMA 6.4 (uTOˆNENIE) nEKA k ≤ 1 + n/4 I p < 1/4. tOGAWA

k

n
λ +

7k(1− k)− 8λ2

12n
≤ ln ε(k, n, λ) ≤ k

n
λ +

k(1− k)

n
(6.6)

dOKAZATELSTWO: dA LOGARITMUWAME IZRAZA W (6.5)

ln ε(k, n, λ) = (
k∑

i=0

ln(1− i

n
) + ((n− k) ln(1− λ

n
) + λ). (6.7)

dA SE W˙ZPOLZUWAME OT NERAWENSTWATA ZA ln(1− x) PRI 0 ≤ x ≤ 1/4:

−7x

6
≤ −x(1 +

x

2(1− x)
) ≤ ln(1− x) ≤ −x,

ln(1− x)− x ≥ − x2

2(1− x)
≥ −2x2

3
.

sEGA LESNO POLUˆAWAME:

ln ε(k, n, λ) ≤ −
k−1∑
i=1

i

n
− (n− k)p + np =

k

n
λ +

k(1− k)

n

ln ε(k, n, λ) ≥ −7

6

k−1∑
i=1

i

n
+ kp− n

2p2

3
=

k

n
λ +

7k(1− k)− 8λ2

12n
.2

sLEDOWATELNO, OTNOSITELNATA GRE[KA PRI IZPOLZUWANETO NA FORMULATA NA pOASON
ZA PRIBLIVENIE NA BINOMNATA WEROQTNOST NE PREW˙ZHOVDA



38 tema 6. diskretni razpredeleniq

k

n
λ +

k(1− k)

n
. (6.8)

oT S˙]ITE RAZS˙VDENIQ SLEDWA, ˆE PRI NEOBHODIMOST MOVE DA B˙DE POLUˆENO I
O]E PO-DOBRO PRIBLIVENIE PO FORMULATA:

b(n, k, p) ∼=
λk

k!
e−λ+ k

n
λ+

k(1−k)
n

hIPERGEOMETRIˆNO I BINOMNO

wEˆE WIDQHME, ˆE MOMENTITE (M.O. I DISPERSIQTA) NA HIPERGEOMETRIˆNOTO RAZPREDE-
LENIE APROKSIMIRAT PRI N →∞ TEZI NA BINOMNOTO RAZPREDELENIE. tUK ]E POKAVEM,
ˆE TOWA E WERNO I ZA WEROQTNOSTITE.

tEOREMA 6.5 nEKA N →∞ I M = pN . tOGAWA

(
M
m

) (
N −M
M −m

)
(

N
n

) −→
N→∞

b(n, m, p) (6.9)

fIG. 6.6: hIPERGEOMETRIˆNO I BINOMNO (N=100,p=0.2)

dOKAZATELSTWO: dA PREGRUPIRAME LQWATA ˆAST:

(
M
m

) (
N −M
n−m

)
(

N
n

) =

(
n
m

) ︷ ︸︸ ︷
M

N

M − 1

N − 1
. . .

M −m + 1

N −m + 1

N −M

N −m

N −M

N −m− 1
. . .

N −M − n + m + 1

N − n︸ ︷︷ ︸
−→

(
n
m

) ︷︸︸︷
pm (1− p)n−m︸ ︷︷ ︸ .2

∗ sLUˆAJNA SUMA SL.W.

nEKA RAZGLEDAME REDICATA OT CELOˆISLENI NEZAWISIMI EDNAKWO RAZPREDELENI SL.W.
{ξi, i = 1, 2, . . .}. nEKA OSWEN TOWA NI E ZADADENA NEZAWISIMATA OT TQH SL.W. ν. nEKA
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RAZGLEDAME SLUˆAJNATA WELIˆINA η SLUˆAJNA SUMA OT SLUˆAJNI S˙BIRAEMI:

η =
ν∑

i=0

ξi

I SE ZAPITAME KAKWO E NEJNOTO RAZPREDELENIE I DRUGI ˆISLOWI HARAKTERISTIKI. tAZI
ZADAˆA SE RE[AWA IZKL@ˆITELNO ELEGANTNO S APARATA NA PORAVDA]ITE FUNKCII.

tEOREMA 6.6 nEKA SL.W. {ξi, i = 1, 2, . . .} SA NEZAWISIMI S PORAVDA]A FUNKCIQ p(s).
nEKA OSWEN TOWA NEZAWISIMATA OT TQH SL.W. ν IMA PORAVDA]A FUNKCIQ q(s). tOGAWA
PORAVDA]ATA FUNKCIQ NA η E RAWNA NA pη(s) = q(p(s)).

dOKAZATELSTWO: nAISTINA, DA PRILOVIM FORMULATA ZA P˙LNATA WEROQTNOST I US-
LOWNOTO M.O.:

pη(s) = E s
∑ν

i=0 ξi =
∞∑

k=0

P(ν = k)E (s
∑k

i=0 ξi|ν = i)) =

∞∑
k=0

P(ν = k)E (s
∑k

i=0 ξi)) =
∞∑

k=0

P(ν = k)p(s)k = q(p(s)).2



tEMA 7

nORMALNO RAZPREDELENIE

w TAZI LEKCIQ SI POSTAWQME SLEDNITE CELI:

• DA OPREDELIM ZNAMENITOTO NORMALNO RAZPREDELENIE;

• DA POKAVEM WR˙ZKATA MEVDU NEPREK˙SNATI I DISKRETNI RAZPREDELENIQ;

• NA PRIMERA NA NAJ-PROSTATA STATISTIˆESKA ZADAˆA DA IL@STRIRAME NAˆINA, PO
KOJTO SE STROQT STATISTIˆESKITE RAZS˙VDENIQ.

7.1 nORMALNO RAZPREDELENIE

oPREDELENIE 7.1 kAZWAME, ˆE SL.W. S NEPREK˙SNATO RAZPREDELENIE E NORMALNO RAZ-
PREDELENA N(µ, σ), AKO NEJNATA PL˙TNOST IMA WIDA:

f(x, µ, σ) =
1

(2π)1/2σ
e−(x−µ)2/2σ2

. (7.1)

mATEMATIˆESKOTO OˆAKWANE NA TOWA RAZPREDELE-
NIE E µ, A DISPERSIQTA MU E σ2. sTANDARTNO
NORMALNO RAZPREDELENIE SE NARIˆA RAZPREDELE-
NIETO N(0, 1), NEGOWATA PL˙TNOST OZNAˆAWAME S

φ(x).
fIG. 7.1: sTANDARTNO NORMALNO

nORMALNOTO RAZPREDELENIE IMA GOLQMO ZNAˆENIE W TEORIQ NA WEROQTNOSTITE I

MATEMATIˆESKATA STATISTIKA, KOETO SE D˙LVI NA TW˙RDENIETO, IZWESTNO KATO cEN-
TRALNA gRANIˆNA tEOREMA. tO GLASI, ˆE RAZPREDELENIETO NA SUMA OT GOLQM BROJ

NEZAWISIMI, EDNAKWO RAZPREDELENI SLUˆAJNI WELIˆINI KLONI K˙M NORMALNO RAZPRE-
DELENIE.

7.2 tEOREMI NA mUAW˙R-lAPLAS

tUK ]E SE OPITAME DA POKAVEM KAK E W˙ZNIKNALA FORMULATA ZA PL˙TNOSTTA NA NOR-
MALNOTO RAZPREDELENIE.

40
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7.2.1 lOKALNA TEOREMA

nEKA USTREMIM K˙M BEZKRAJNOST BROQT NA OPITITE W SHEMATA NA bERNULI. dA OZNAˆIM

x =
k − np

(npq)1/2

I POISKAME TOWA ˆISLO DA OSTANE ”POˆTI POSTOQNNO” PRI n → ∞. sMIS˙L˙T NA TOWA
ˆISLO E QSEN - TOWA E CENTRIRANATA I NORMIRANA STOJNOST NA SL.W. BROJ NA USPEHI.
qSNO E, ˆE TOGAWA (PRI FIKSIRANA WEROQTNOST ZA USPEH p) S˙]O I k →∞. dA OZNAˆIM
σ = (npq)1/2.

tEOREMA 7.1 (lOKALNA TEOREMA NA mUAW˙R-
lAPLAS) nEKA p, x SA FIKSIRANI. nEKA n → ∞
nEKA OZNAˆIM σ2

n = npq , kn = np + σnx. tOGAWA
RAWNOMERNO W INTERWALA −∞ < a < x < b < ∞
E IZP˙LNENO S˙OTNO[ENIETO:

σnb(n, kn, p) −→ φ(x)

fIG. 7.2: nORMALNA APROKSIMACIQ NA BINOMNO RAZPREDELENIE

dOKAZATELSTWO: zA PROSTOTA ]E IZPUSKAME INDEKSA OT OZNAˆENIQTA σn, kn W DOKAZA-
TELSTWOTO. dA LOGARITMUWAME BINOMNATA WEROQTNOST OT LQWATA STRANA

ln b(n, kn, p) = ln n!− ln kn!− ln(n− kn)! + kn ln p + (n− k) ln q. (7.2)

˝E IZPOLZUWAME PREDSTAWQNETO NA sTIRLING NA ln n!:

ln n! = n ln n +
1

2
ln(2πn)− n + α(n), (7.3)

K˙DETO α(n) = O(1/n). dA OZNAˆIM mn = n − kn. t˙J KATO mn, kn → ∞, TO OT (7.2 )
I (7.3) SLEDWA

ln b(n, k, p)− 1

2
ln 2π

= n ln n− k ln k −m ln m + k ln p + m ln q − 1

2
ln

km

n
+ βn =

= −(np + σx) ln(1 +
xq

σ
)− (nq − σx) ln(1− xp

σ
)− 1

2
ln

km

n
+ βn, (7.4)

K˙DETO βn = α(n)− α(kn)− α(mn) = O(1/n), k = np + σx I m = n− k = nq− σx. tUK
]E SE OTKLONIM MALKO DA RAZGLEDAME DROBTA:

km

nσ2
=

(np + σx)(nq − σx)

nσ2
= (1 +

(q − p)x

σ
− pqx2

σ2
).

tAKA LESNO ]E MOVEM DA POLUˆIM IZRAZ ZA TRETIQ LOGARIT˙M W (7.4) ˆREZ σ.

1

2
ln

mk

n
=

1

2
ln σ + O(

1

σ
).
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zA P˙RWITE DWA LOGARIT˙MA ]E IZPOLZUWAME RAZLOVENIETO ln(1 + x) = x− x2/2 +
O(x3). zAMESTWAME, S˙KRA]AWAME I POLUˆAWAME OKONˆATELNO:

ln σ + ln b(n, kn, p) =
1

2
ln 2π +

−(np + σx)(
xq

σ
− x2q2

2σ2
))− (nq − σx)(−xp

σ
− x2p2

2σ2
)) + γn

=
1

2
ln 2π − x2

2
+ γn.

K˙DETO γn = O(σ−1) = O(n−1/2). 2

i TAZI TEOREMA MOVE DA SE UTOˆNI, KAKTO TEOREMATA NA pOASON, NO TUK NQMA DA
SE SPIRAME NA TOWA. tQ NI DAWA W˙ZMOVNOST DA PRESMQTAME LESNO KONKRETNI BINOMNI
WEROQTNOSTI. pRI GOLEMI STOJNOSTI NA n TOWA SA TW˙RDE MALKI ˆISLA.

7.2.2 iNTEGRALNA TEOREMA

zA DA MOVEM DA PRESMQTAME SUMI OT bINOMNI WEROQTNOSTI SI SLUVIM S˙S SLEDNATA

INTEGRALNA TEOREMA NA mUAW˙R - lAPLAS.

tEOREMA 7.2 dA OZNAˆIM S ξ BINOMNA SL.W. S RAZPREDELENIE b(n, k, p). tOGAWA PRI
FIKSIRANI b, a, p IMAME

P(b <
ξ − np

(npq)1/2
< a) =

[np+a(npq)1/2]∑
k=[np+b(npq)1/2]

b(n, k, p) −→
n→∞

∫ a

b

φ(y)dy.

dOKAZATELSTWO: zA KRAEN INTERWAL (b, a) TQ LESNO SLEDWA OT LOKALNATA TEOREMA, A ZA
PROIZWOLEN – OT CENTRALNATA GRANIˆNA TEOREMA ZA EDNAKWO RAZPREDELENI S˙BIRAEMI.
2

7.3 *dOWERITELEN INTERWAL ZA WEROQTNOST

w TOZI PARAGRAF ]E SE ZAPOZNAEM S EDIN STATISTIˆESKI IZWOD — TW˙RDENIE ZA NEIZ-
WESTNOTO RAZPREDELENIE NA STOJNOSTITE W IZUˆAWANO MNOVESTWO OT OBEKTI W˙Z OSNOWA

NA OGRANIˆENATA INFORMACIQ POLUˆENA OT EDNA SLUˆAJNA KRAJNA IZWADKA.
nEKA SI POSTAWIM ZA CEL PO n NABL@DAWANI STOJNOSTI DA KAVEM NE]O ZA NEIZ-

WESTNATA WEROQTNOST p NA POQWA NA DADEN PRIZNAK. nEKA S k OZNAˆIM REZULTATA OT

NA[ITE NABL@DENIQ – BROQT NA POQWA NA PRIZNAKA W IZWADKATA. aKO PREDPOLOVIM,
ˆE IZWADKATA E SLUˆAJNA I IZUˆAWANOTO MNOVESTWO TOLKOWA GOLQMO, ˆE DA SE PRE-
NEBREGNE W˙ZMOVNOSTTA OT POWTORENIE NA WEˆE IZTEGLEN OBEKT, TO MOVEM DA GLEDAME

NA REZULTATITE - POQWATA NA PRIZNAKA W POREDNIQ OBEKT KATO NA NEZAWISIMI SL.W.
sLEDOWATELNO OB]IQ BROJ POQWI k E PODˆINEN NA BINOMNO RAZPREDELENIE.

˝E IZPOLZUWAME INTEGRALNATA TEOREMA NA mUAW˙R – lAPLAS (TEOREMA 7.2).∫ x

−x

φ(y)dy = P(−x <
k − np

(npq)1/2
< x) = P(|k

n
− p| < x

√
pq/n).
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mOVEM DA PODBEREM ˆISLOTO x = 1.96, TOGAWA WEROQTNOSTTA E 0.95. t˙J KATO max(pq) =
1/4, POLUˆAWAME:

0.95 ≤ P(|k
n
− p| < 1.96

2n1/2
).

s DRUGI DUMI GORNOTO NERAWENSTWO NI KAZWA: aKO STE NABL@DAWALI OPREDELENA

STOJNOST NA k PRI IZWESTEN BROJ NA EKSPERIMENTITE n, TO S WEROQTNOST PO-GOLQMA
OT .95 MOVETE DA TW˙RDITE, ˆE NEIZWESTNATA STOJNOST NA WEROQTNOSTTA NE E MNOGO

DALEˆE OT ˆESTOTATA. pRI TOWA GOLEMINATA NA DOWERITELNIQ INTERWAL E OT PORQD˙KA
NA 1/

√
n. sMIS˙L˙T NA NADEVNOSTTA NA WA[ETO TW˙RDENIE E SLEDNIQ:

pRI MNOGOKRATNO POWTORENIE NA CELIQ OPIT I IZRABOTWANE NA WA[ETO ZAKL@ˆENIE

W 95 PROCENTA OT SLUˆAITE WIE ]E STE PRAWI – NEIZWESTNATA WEROQTNOST ]E SE POKRIWA
OT TAKA POLUˆENIQ INTERWAL.

7.4 ∗fORMULA NA sTIRLING

7.4.1 pROSTO DOKAZATELSTWO

dA RAZGLEDAME INTEGRALA:

n! =

∫ ∞

0

xne−xdx. (7.5)

˝E NAPRAWIM SMQNA NA PROMENLIWITE:

xne−x = nne−ne−t2 . (7.6)

t˙J KATO PODINTEGRALNATA FUNKCIQ IMA MAKSIMUM PRI x = n > 0, PROMENLIWATA
t ]E SE MENI W INTERWALA −∞,∞. zA DA IZRAZIM dx ]E LOGARITMUWAME 7.6 I ]E GO
DIFERENCIRAME:

n lg x− x = −t2 + n lg n− n, (7.7)

dx = 2t
x

x− n
dt (7.8)

zA DA IZRAZIM tx/(x− n) SAMO ˆREZ t DA OTBELEVIM, ˆE

t2 = x− n− n lg
x

n
= n(z − lg(1 + z)), z =

x− n

n

˝E PREDSTAWIM lg(1 + z) PO FORMULATA NA tEJLOR DO 2-RI RED:

lg(1 + z) = z − z2

2

1

(1 + zθ(z))2
,

K˙DETO 0 < θ(z) ≤ 1. zNAˆI (t I z IMAT EDNAK˙W ZNAK)

t2 =
n

2

z2

(1 + zθ(z))2
, t =

√
n

2

z

1 + zθ(z)
, z−1 + θ(z) =

√
n

2
t−1. (7.9)
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sEGA MOVEM DA IZRAZIM t x
x−n

ˆREZ t:

t
x

x− n
= t +

t

z
=

√
n

2
+ t(1− θ(z)). (7.10)

nQMA NUVDA DA ZAMESTWAME z, ZA NAS E WAVNO SAMO ˆE 0 < 1− θ(z) < 1. tAKA POLUˆA-
WAME ZA INTEGRALA 7.5:

n! =
√

2nnne−n(

∫ ∞

−∞
e−t2dt +

√
2

n

∫ ∞

−∞
(1− θ(z))te−t2dt.) (7.11)

p˙RWIQT INTEGRAL E DOBRE IZWESTNIQT INTEGRAL NA pOASON I NEGOWATA STOJNOST E
√

π,
A WTORIQT E OGRANIˆEN. tAKA OKONˆATELNO POLUˆAWAME:

n! =
√

2πnnne−n(1 + εn), εn <
C√
n

.

7.4.2 dIREKTNO DOKAZATELSTWO

˝E PREDPOLAGAME IZWESTNO RAZLOVENIETO W RED NA FUNKCIQTA ln(1 + x):

ln(1 + x) = x− x2

2
+

x3

3
− . . . (−1)n−1xn

n
. . . (7.12)

oT NEGO LESNO POLUˆAWAME

ln(
1 + x

1− x
) = ln(1 + x)− ln(1− x) = 2x(1 +

x2

3
+

x4

5
+ . . .

x2m

2m + 1
. . .) (7.13)

kATO POSTAWIM TUK x = 1/(2n + 1) POLUˆAWAME:

(n +
1

2
) ln(1 +

1

n
) = 1 +

(2n + 1)−2

3
+

(2n + 1)−4

5
+ . . .

(2n + 1)−2m

2m + 1
. . . (7.14)

tOZI IZRAZ MOVE DA SE OCENI OT DWETE STRANI:

1 < (n +
1

2
) ln(1 +

1

n
) ≤ 1 +

1

3(2n + 1)2
(1 + (2n + 1)−2 + . . .) = 1 +

1

12n(n + 1)
. (7.15)

zNAˆI KATO EKSPONENCIRAME I RAZDELIM NA e ]E POLUˆIM NERAWENSTWATA:

1 < e−1(1 +
1

n
)n+1/2 < e

1
12n(n+1) (7.16)

oT DRUGA STRANA NEKA RAZGLEDAME REDICATA an = n!enn−(n+1/2). tOGAWA

an

an+1

= e−1(1 +
1

n
)n+1/2 (7.17)

zNAˆI



7.4. ∗formula na stirling 45

1 <
an

an+1

< e1/12n(n+1) =
e1/12n

e1/12(n+1)

sLEDOWATELNO, an > an+1 I ane
− 1

12n < an+1e
− 1

12(n+1) I REDICATA KLONI K˙M KRAJNA

GRANICA a W INTERWALA (0,1), KATO ane
− 1

12n < a < an. zNAˆI S˙]ESTWUWA ˆISLO θn W

INTERWALA (0,1), ˆE a = ane
− θn

12n . sLEDOWATELNO,

n! = ann+1/2e−ne−
θn
12n (7.18)

oSTAWA DA SE OPREDELI KONSTANTATA a =
√

2π. tOWA S˙]O MOVE DA STANE DIREKTNO,
NO NQMA DA GO PRAWIM, T˙J KATO WEˆE GO POLUˆIHME W (7.11).



tEMA 8

sHEMA NA bERNULI

w TAZI LEKCIQ SI POSTAWQME SLEDNITE CELI:

• DA RAZGLEDAME NAJ - PROSTOTO BEZKRAJNO PROIZWEDENIE NA WEROQTNOSTNI PROST-
RANSTWA;

• DA W˙WEDEM PONQTIETO IZOMORFIZ˙M NA WEROQTNOSTNI PROSTRANSTWA;

• DA POKAVEM KAK W˙ZNIKWA PONQTIETO INFORMACIQ;

• NA PRIMERA NA NAJ - PROSTATA STATISTIˆESKA ZADAˆA DA IL@STRIRAME NAˆINA,
PO KOJTO SE STROQT STATISTIˆESKITE RAZS˙VDENIQ.

8.1 sHEMA NA bERNULI

w MINALATA LEKCIQ OPREDELIHME (OPREDELENIE 6.3) SHEMA NA bERNULI. tOWA E REDICA
OT NEZAWISIMI EDNAKWO RAZPREDELENI SLUˆAJNI WELIˆINI {ξi, i = 1, 2, . . .}, WSQKA OT
KOITO PRIEMA DWE STOJNOSTI: 1 I 0 S WEROQTNOSTI (S˙OTWETNO) p I q = 1− p.

s˙GLASNO TEOREMA 1.1 TOZI NABOR OT SLUˆAJNI WELIˆINI PORAVDA WEROQTNOSTNA

MQRKA W PROSTRANSTWOTO OT BEZKRAJNI DWOIˆNI REDICI. dA IZW˙R[IM TOWA POSTROE-
NIE.

nEKA OZNAˆIM TOWA PROSTRANSTWO S E I NEGOWITE ELEMENTI S ε = {ε1, ε2, . . .}. zA
WSQKO KRAJNO n NABOR˙T OT P˙RWITE n SLUˆAJNI WELIˆINI E WEKTORNA SLUˆAJNA WELI-
ˆINA, KOQTO OPREDELQ W OSNOWNOTO WEROQTNOSTNO PROSTRANSTWO NABOR OT S˙BITIQ:

Wε1,ε2,...,εn = {ω : {ξi = εi}, i = 1, 2, ...n} =
⋂

i=1,2,...n

{ξi = εi}.

oPREDELENATA OT TQH BULOWA PODALGEBRA W n SE S˙STOI OT KRAJNI OBEDINENIQ NA

NEPRESIˆA]I SE MNOVESTWA OT TOZI TIP. W n E ESTESTWENO IZOMORFNA NA MNOVESTWOTO

OT WSIˆKI PODMNOVESTWA NA KRAJNOTO MNOVESTWO

En =
n∏

i=1

{0, 1}.

46
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oT DRUGA STRANA TEZI BULOWI ALGEBRI SE WLAGAT W PROSTRANSTWOTO E, KATO OPRE-
DELENIETO NA S˙OTWETNITE MNOVESTWA SE PROD˙LVAWA CILINDRIˆNO — NEUPOMENATITE

KOORDINATI SA SWOBODNI OT OGRANIˆENIE. tAM ALGEBRITE OBRAZUWAT NARASTWA]A RE-
DICA. tQHNOTO OBEDINENIE W =

⋃
W n OBAˆE NE E σ-ALGEBRA, MAKAR ˆE OSTAWA BULOWA

ALGEBRA.
w˙RHU MNOVESTWATA OT TAZI ALGEBRA WEROQTNOSTTA SE OPREDELQ PROSTO:

P(Wε1,ε2,...,εn) = pkqn−k, k =
n∑

k=1

εi. (8.1)

mINIMALNATA σ-ALGEBRA, KOQTO S˙D˙RVA W ]E OZNAˆIM S σ(W ). tOWA ˆE WEROQTNOST-
TA E NEPREK˙SNATA W˙RHU W SLEDWA OT NEJNOTO OPREDELENIE — WSQKO OGRANIˆENIE

W˙RHU NARASTWA] BROJ INDEKSI PORAVDA NAMALQWA]A K˙M NULA REDICA OT WEROQTNOS-
TI. tAKA ˆE OT TEOREMATA NA kARATEODORI SLEDWA S˙]ESTWUWANETO I EDINSTWENOSTTA
NA WEROQTNOSTNATA MQRKA P NA σ(W ). tAKA POLUˆAWAME SLEDNATA TEOREMA:

tEOREMA 8.1 wEROQTNOSTNOTO PROSTRANSTWO (E, σ(W ), P) E DOBRE OPREDELENO I

KOORDINATITE NA NEGOWITE ELEMENTI MOGAT DA SE RAZGLEVDAT KATO SHEMA NA

bERNULI.

8.2 iZOMORFNI PROSTRANSTWA

sLEDWA]ATA TEOREMA NE E NEOBHODIMA ZA PONATAT˙[NITE RAZGLEVDANIQ. tQ OBAˆE

DAWA PREDSTAWA ZA PONQTIETO IZOMORFIZ˙M W TEORIQTA NA MQRKATA I INTEGRALA. ˝E

ZAPOˆNEM S˙S SLEDNOTO OPREDELENIE:

oPREDELENIE 8.1 iZOBRAVENIETO

T : (Ω′, B′, P′) −→ (Ω′′, B′′, P′′)

SE NARIˆA IZOMORFIZ˙M NA WEROQTNOSTNI PROSTRANSTWA, AKO

1. T E OPREDELENO P.S., T.E. W˙RHU DOSTOWERNO S˙BITIE W Ω′;

2. T E IZMERIMO: T−1(B′′) ∈ B′ ZA ∀B′′ ∈ B′′;

3. T ZAPAZWA WEROQTNOSTTA: P′(T−1(B′′)) = P′′(B′′) ZA ∀B′′ ∈ B′′;

4. T E OBRATIMO P.S. W Ω′′.

tEOREMA 8.2 wEROQTNOSTNOTO PROSTRANSTWO (E, σ(W ), P) E IZOMORFNO NA INTER-
WALA [0, 1] S bORELOWATA σ-ALGEBRA I lEBEGOWATA MQRKA W˙RHU NEQ.

dOKAZATELSTWO: ˝E POSTROIM KONSTRUKTIWNO S˙OTWETSTWIETO T−1 I ]E PREDOSTA-
WIM NA ZAINTERESOWANITE DA POKAVAT, ˆE TO E ISTINSKI IZOMORFIZ˙M. ˝E POSTROIM

NA POLUOTWORENIQ INTERWAL [0, 1) POREDICA OT RAZDELQNIQ. p˙RWOTO RAZDELQNE w1 GO

DELI NA DWA PODINTERWALA [0, q) I [q, 1). rAZDELQNETO wn+1 DELI WSIˆKI POLUˆENI DO
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MOMENTA PODINTERWALI NA PO DWA – LQW I DESEN W S˙]OTO S˙OTNO[ENIE q K˙M p. pRI
TOWA LEWITE ˆASTI SE OBEDINENI W EDNO MNOVESTWO, A DESNITE W DRUGO. tAKA WSQKO
RAZDELQNE SE S˙STOI OT DWE MNOVESTWA - LQWO I DQSNO, A PRILAGANETO MU UDWOQWA BROQ
NA POLUˆENITE DO MOMENTA POLUZATWORENI INTERWALI.

wSQKA TOˆKA OT [0, 1) POPADA W TOˆNO EDNO OT MNOVESTWATA LQWOTO ILI DQSNOTO

NA RAZDELQNETO wn (ZA WSQKO n). oZNAˆAWAME S εn = 0, KOGATO E POPADNALA W LQWOTO
I εn = 1 – W DQSNOTO. tAKA POLUˆAWAME REDICATA ε, S˙OTWETSTWUWA]A NA TOˆKATA.
zA WSEKI DWE RAZLIˆNI TOˆKI OT INTERWALA S˙]ESTWUWA ˆISLO n TAKOWA, ˆE TE SE
RAZLIˆAWAT PO P˙RWITE SI εi, i = 1, 2, . . . , n. 2

pO TOZI NAˆIN STAWAT IZOMORFNI I SL.W. ZADADENI W˙RHU DWETE PROSTRANSTWA.
pRI TOZI IZOMORFIZ˙M OˆEWIDNO STOJNOSTITE IM W˙RHU PODMNOVESTWA S MQRKA 0
NQMAT ZNAˆENIE. tAKA WMESTO S KONKRETNI FUNKCII NIE SE ZANIMAWAME S KLASOWE NA
EKWIWALENTNOST.

8.3 kOLIˆESTWO INFORMACIQ I ENTROPIQ

nEKA SEGA RAZGLEDAME PONQTIETO INFORMACIQ. eSTESTWENO E, KOGATO PROWEVDAME EDIN
EKSPERIMENT S OTNAPRED NEIZWESTEN IZHOD, DA POLUˆAWAME TOLKOWA PO - GOLQMA IN-
FORMACIQ OT NEGO, KOLKOTO PO - MALKA E WEROQTNOSTTA NA REZULTATA I PO - GOLQMA
NEGOWATA NEOPREDELENOST. nEKA SEGA DA FORMALIZIRAME NEOPREDELENOSTTA NA SLUˆAJ-
NITE S˙BITIQ.

oPREDELENIE 8.2 nEOPREDELENOST (INFORMACIQ OT SB˙DWANETO) NA S˙BITIETO A
NARIˆAME NEOTRICATELNA FUNKCIQ Λ OPREDELENA W˙RHU σ-ALGEBRATA OT S˙BITIQ

W˙W WEROQTNOSTNOTO PROSTRANSTWO S˙S SLEDNITE SWOJSTWA:

1. Λ(Ω) = 0;

2. aKO P(A) < P(B),TO Λ(A) > Λ(B);

3. aKO A I B SA NEZAWISIMI, TO Λ(AB) = Λ(A) + Λ(B).

sRED MONOTONNITE FUNKCII OT WEROQTNOSTTA P EDINSTWENOTO RE[ENIE IZGLEVDA

TAKA:

Λ(A) =

{
−b log P(A), P(A) > 0
∞, P(A) = 0.

tUK KONSTANTATA b > 0 (ILI OSNOWATA NA LOGARIT˙MA) MOVE DA B˙DE IZBRANA PROIZ-
WOLNO. zAEDNO S˙S S˙BITIETO A OˆEWIDNO TRQBWA DA SE RAZGLEVDA I NEGOWOTO OTRICA-
NIE Ā. iNFORMACIQTA, KOQTO POLUˆAWAME W EDIN EKSPERIMENT E ESTESTWENO SW˙RZANA
S DWETE S˙BITIQ. tAKA ”OˆAKWANATA” INFORMACIQ BI TRQBWALO DA SE POLUˆI PO FOR-
MULATA:

H(p) = −b(p log p + q log q)

zA DA SE OTSTRANI NEOPREDELENOSTTA OT b SE IZBIRA SIMETRIˆNATA SHEMA NA bER-
NULI (p = q = 1

2
) . tOGAWA FUNKCIQTA H(p) E MAKSIMALNA. pOSTAWQ SE b TAKOWA, ˆE
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ENTROPIQTA NA EDIN EKSPERIMENT W TAZI SHEMA DA STANE 1. tAKA IZBRANATA EDINICA
INFORMACIQ NOSI NAZWANIETO BIT.

nEKA SEGA RAZGLEDAME WSIˆKITE W˙ZMOVNI (KRAEN BROJ) IZHODI NA EDIN EKSPERI-
MENT, ZADADENI S P˙LNATA GRUPA S˙BITIQ ILI IZMERIMOTO RAZDELQNE γ = {H1, H2, ..., Hn}.
eNTROPIQTA E NE]O KATO USREDNENA NEOPREDELENOST ZA DADENO RAZDELQNE NA PROSTRAN-
STWOTO OT ELEMENTARNI S˙BITIQ.

oPREDELENIE 8.3 eNTROPIQ NA IZMERIMOTO RAZDELQNE

γ = {H1, H2, . . . , Hn} NARIˆAME ˆISLOTO:

H(γ) =
n∑

i=1

Λ(Hi) P(Hi).

tAKA POLUˆAWAME OKONˆATELNATA FORMULA:

H(γ) = −
n∑

i=1

P(Hi) log2 P(Hi).

oT TUK SE WIVDA, ˆE MAKSIMALNA ENTROPIQ SRED EKSPERIMENTITE S k IZHODA ]E

IMA TOZI S RAWNOWEROQTNI IZHODI I TQ E RAWNA NA log2 k.
mEVDU KRAJNITE IZMERIMI RAZDELQNIQ I KRAJNITE BULOWI PODALGEBRI W˙W WE-

ROQTNOSTNOTO PROSTRANSTWO S˙]ESTWUWA ESTESTWENO S˙OTWETSTWIE — ELEMENTITE NA

RAZDELQNETO STAWAT ATOMI NA PODALGEBRATA. oSOBENO DOBRE TOWA SE WIVDA W SHEMATA
NA bERNULI. nA NARASTWA]ATA REDICA OT PODALGEBRI Wn S˙OTWETSTWUWAT WSE PO -
IZDREBNQWA]I RAZDELQNIQ wn. rAZDELQNETO wn, NAPRIMER, SE S˙STOI OT 2n NES˙WMES-
TIMI S˙BITIQ. pRI PREMINAWANE K˙M SLEDWA]OTO RAZDELQNE WSQKO OT TEZI S˙BITIQ

SE RAZDELQ NA DWE I T.N. tOWA S˙OTWETSTWIE MOVE DA SE PROD˙LVI I ZA PROIZWOLNI
RAZDELQNIQ I σ-PODALGEBRI, NO PRI OPREDELENI USLOWIQ.

tAKA ENTROPIQTA MOVE DA SE RAZGLEVDA KATO IZMERITEL NA ”IZDREBNQWANETO” NA
DADENO RAZDELQNE I S NEQ MOGAT DA SE SRAWNQWAT I RAZDELQNIQ S RAZLIˆEN BROJ ELE-
MENTI. pO-PODROBNO S MATEMATIˆESKATA TEORIQ NA INFORMACIQTA ˆOWEK MOVE DA SE
ZAPOZNAE W (mARTIN I iNGLEND 1988).

pRIMER 8.1 pRESMETNETE ENTROPIQTA NA SHEMA NA bERNULI S n OPITA I PROIZ-
WOLNO p I POKAVETE, ˆE TQ E MAKSIMALNA I RAWNA NA n, TOGAWA I SAMO TOGAWA,
KOGATO p = q.



tEMA 9

nEPREK˙SNATI RAZPREDELENIQ

w TAZI LEKCIQ

• ]E W˙WEDEM FORMALNO INTEGRALA NA lEBEG-sTILTES;

• ]E RAZGLEDAME NAJ-ˆESTO SRE]ANITE NEPREK˙SNATI RAZPREDELENIQ;

• ]E W˙WEDEM PREOBRAZOWANIE NA lAPLAS I HARAKTERISTIˆNI FUNKCII;

9.1 iNTEGRAL NA lEBEG-sTILTES

kAKTO WIDQHME WEˆE S POMO]TA NA F.R. MOGAT DA SE ZAPISWAT WSIˆKI SMETKI S DISK-
RETNI I NEPREK˙SNATI RAZPREDELENIQ. sEGA ]E RAZGLEDAME I OB]IQ SLUˆAJ. wSIˆKI
INTEGRALI W TAZI SEKCIQ SA W GRANICI OT −∞ DO ∞.

oPREDELENIE 9.1 mNOVESTWOTO OT LINEJNI KOMBINACII NA F.R. NARIˆAME FUNK-
CII S OGRANIˆENA WARIACIQ (F.O.W.).

lEMA 9.1 wSQKA F.O.W. F (x) SE PREDSTAWQ EDNOZNAˆNO W˙W FORMATA

F (x) = αF+(x)− βF−(x), 0 ≤ α, β,

K˙DETO F+ I F− SA FUNKCII NA RAZPREDELENIE.

oPREDELENIE 9.2 nEKA g(x) E PROIZWOLNA NEPREK˙SNATA FUNKCIQ NA R1 I F (x) E
F.O.W. kAZWAME, ˆE E ZADADEN INTEGRALA NA lEBEG - sTILTES

∫
g(x)dF (x), AKO SA

KRAJNI INTEGRALITE
∫
|g(x)|dF+(x) < ∞ I

∫
|g(x)|dF−(x) < ∞.

tEOREMA 9.1 w ˆASTNOST ZA WSQKA F.R. F (x) I WSQKA OGRANIˆENA NEPREK˙SNATA g(x)
E KRAEN I OPREDELEN

∫
|g(x)|dF (x) < ∞. lESNO SE PROWERQWAT SLEDNITE TW˙RDENIQ:

1. WSQKA F.R. (I F.O.W.) F (x) MOVE DA IMA NAJ-MNOGO IZBROIM BROJ TOˆKI NA

PREK˙SWANE;
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2. WSQKA F.R. (I F.O.W.) F (x) W˙W WSQKA TOˆKA NA NEPREK˙SNATOST x, MOVE DA SE
PREDSTAWI KATO GRANICA NA REDICA OT ˆISTO SKOKOOBRAZNI F.R. Fn(x) S KRAEN
BROJ SKOKOWE;

3. MONOTONNOST (INTEGRALITE TRQBWA DA S˙]ESTWUWAT):∫
g(x)dF+(x) ≤

∫
f(x)dF+(x), g(x) < f(x)

(9.1)

4. LINEJNOST (INTEGRALITE OTDQSNO TRQBWA DA S˙]ESTWUWAT):∫
(αg(x) + βf(x))dF (x) = α

∫
g(x)dF (x) + β

∫
g(x)dF (x),∫

g(x)d(αF (x) + βG(x)) = α

∫
g(x)dF (x) + β

∫
g(x)dG(x);

5. WR˙ZKA S INTEGRALA NA rIMAN (S˙]ESTWUWA F ′(x) I WSIˆKI INTEGRALI OTDQS-
NO SA OBSOL@TNO SHODQ]I): ∫

g(x)dF (x) =

∫
g(x)F ′(x)dx;∫

g(x)dF (x) = g(+∞)F (+∞)−
∫

F (x)dg(x);

9.2 pREOBRAZOWANIE NA lAPLAS

oPREDELENIE 9.3 pREOBRAZOWANIETO NA lAPLAS NA NEOTRICATELNA SL.W. ξ SE ZADA-
WA S FORMULATA:

L(s) = E e−sξ =

∞∫
0

e−sxdF (x). (9.2)

tEOREMA 9.2 pREOBRAZOWANIETO NA lAPLAS PRITEVAWA SLEDNITE SWOJSTWA:

• L(0) = 1;

• L′(0) = −E ξ, KOGATO S˙]ESTWUWA;

• L′′(0) = E ξ2, KOGATO S˙]ESTWUWA;

• KOGATO ξy η, Lξ+η(s) = Lξ(s)Lη(s);

• RAZPREDELENIETO SE W˙ZSTANOWQWA EDNOZNAˆNO.

pOKAVETE GI.
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pRIMER 9.1 eKSPONENCIALNO RAZPREDELENIE

eKSPONENCIALNOTO RAZPREDELENIE IMA PL˙TNOST: f(x) = λe−λx. sLEDOWATELNO, NEGOWO-
TO PREOBRAZOWANIE NA lAPLAS ]E B˙DE:

L(s) = λ

∫ ∞

0

e−(s+λ)xdx =
λ

s + λ
.

lESNO SE PRESMQTAT I MOMENTITE NA TOWA RAZPREDELENIE:

E ξ =
1

λ
, D ξ =

1

λ2
.

pRIMER 9.2 gAMA-RAZPREDELENIE Γ(a, λ) (WIV FORMULA (11.6) I FIG.11.2).

nAPOMNQME PL˙TNOSTTA NA TOWA RAZPREDELENIE f(x) = λa

Γ(a)
xa−1e−λx. sLEDOWATELNO,

NEGOWOTO PREOBRAZOWANIE NA lAPLAS ]E B˙DE:

L(s) =
λa

Γ(a)

∫ ∞

0

xa−1e−(s+λ)xdx =
λa

(s + λ)a
.

mOMENTITE NA gAMA-RAZPREDELENIETO SA:

E ξ =
a

λ
, D ξ = L′′(0)− L′(0)2 =

a

λ2
.

9.3 hARAKTERISTIˆNI FUNKCII

oPREDELENIE 9.4 hARAKTERISTIˆNATA FUNKCIQ NA PROIZWOLNA SL.W. ξ SE ZADAWA
S FORMULATA:

f(t) = E eitξ =

∞∫
−∞

eitxdF (x). (9.3)

tEOREMA 9.3 hARAKTERISTIˆNITE FUNKCII PRITEVAWAT SLEDNITE SWOJSTWA:

• f(0) = 1;

• RAWNOMERNA NEPREK˙SNATOST;

• POLOVITELNA OPREDELENOST: ∀ti ∈ R, ai ∈ C∑
aiājf(ti − tj) ≥ 0;

• f ′(0) = iE ξ, KOGATO S˙]ESTWUWA;

• f ′′(0) = −E ξ2, KOGATO S˙]ESTWUWA.

• kOGATO ξy η, fξ+η(s) = fξ(s)fη(s).
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• RAZPREDELENIETO SE W˙ZSTANOWQWA EDNOZNAˆNO PO HARAKTERISTIˆNATA SI FUN-
KCIQ.

dOKAZATELSTWO: ˝E DOKAVEM SAMO NQKOI OT SWOJSTWATA.
1.rAWNOMERNA NEPREK˙SNATOST:

|f(t + h)− f(t)| ≤
∫ ∞

−∞
|eihx − 1|dF (x) ≤∫

|x|<N

|eihx − 1|dF (x) +

∫
|x|≥N

|eihx − 1|dF (x) ≤∫
|x|<N

εdF (x) +

∫
|x|≥N

2dF (x) ≤ 3ε.

tUK IZBRAHME N TAKA, ˆE
∫
|x|≥N

dF (x) ≤ ε. sLED TOWA ZAFIKSIRAHME |h| < δ TAKA, ˆE

|eihx − 1| ≤ ε ZA |x| < N .
2. pOLOVITELNATA OPREDELENOST:

n∑
i=1

n∑
k=1

aiākf(ti − tk) =
n∑

i=1

n∑
k=1

aiākE ei(ti−tk)ξ =

E
n∑

i=1

n∑
k=1

aiāke
itiξe−itkξ = E (ZZ̄) = E |Z|2.2

p˙RWITE TRI SWOJSTWA SA DOSTAT˙ˆNI ZA EDNA FUNKCIQ DA B˙DE HARAKTERISTIˆNA

- TOWA E ZNAMENITATA TEOREMA NA bOHNER.

pRIMER 9.3 hARAKTERISTIˆNATA FUNKCIQ NA STANDARTNOTO NORMALNO RAZPREDE-
LENIE N(0, 1) IMA WIDA: f(t) = e−t2/2.

dOKAZATELSTWO: hARAKTERISTIˆNATA FUNKCIQ NA NORMALNOTO RAZPREDELENIE MOVE
DA SE PREDSTAWI W˙W WIDA:

f(t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
eitxe−x2/2dx =

1√
2π

∫ ∞

−∞
cos(tx)e−x2/2dx

dA OZNAˆIM S I(t) POSLEDNIQ INTEGRAL I GO DIFERENCIRAME PO t. tOGAWA

I ′(t) = −
∫ ∞

−∞
x sin(tx)e−x2/2dx =

∫ ∞

−∞
sin(tx)de−x2/2 = −tI(t).

zNAˆI TOJ UDOWLETWORQWA DIFERENCIALNOTO URAWNENIE:

I ′(t)/I(t) = −t,
d log I(t)

dt
= −t.

sLEDOWATELNO, I(t) = C.e−t2/2. kONSTANTATA C OPREDELQME OT RAWENSTWOTO f(0) = 1.
2
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9.4 ∗fORMULA ZA OBR˙]ANE I SHODIMOSTI

mOVE DA B˙DAT DOKAZANA I FORMULA ZA OBR˙]ANE, T.E. W˙ZSTANOWQWANE NA FUNKCIQTA
NA RAZPREDELENIE (ILI PL˙TNOSTTA) OT HARAKTERISTIˆNATA FUNKCIQ. zA WSEKI DWE

TOˆKI x < y NA NEPREK˙SNATOST NA F E IZP˙LNENO

F (y)− F (x) =
1

2π
lim
σ→0

∫ ∞

−∞

eity − eitx

it
f(t)e−σ2t2dt (9.4)

sHODIMOSTTA NA FUNKCIITE NA RAZPREDELENIE WLEˆE SHODIMOST NA S˙OTWETNITE HA-
RAKTERISTIˆNI FUNKCII I OBRATNO. zA PO-PODROBNO ZAPOZNAWANE S˙S SWOJSTWATA NA
H.F. (WIV, NAPRIMER, (oBRETENOW 1974))
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mNOGOMERNI SL.W.

w TAZI LEKCIQ ]E OPREDELIM MNOGOMERNI FUNKCIQ NA RAZPREDELENIE I PL˙TNOSTI.
˝E RAZGLEDAME I USLOWNI RAZPREDELENIQ.

10.1 mNOGOMERNI FUNKCII NA RAZPREDELENIE

mNOGOMERNATA FUNKCIQ NA RAZPREDELENIE NA SL.W. ~ξ ∈ Rn SE OPREDELQ PROSTO:

F (~x) = F (x1, x2, . . . , xn) = P(
n⋂

i=1

{ξi < xi}), ~x = (ξ1, ξ2, . . . , ξn)′. (10.1)

tQ PRITEVAWA SLEDNITE OˆEWIDNI SWOJSTWA:

1. F (−∞, x2, . . . , xn) = 0;

2. NORMIRANOST - F (∞,∞, . . . ,∞) = 1;

3. MONOTONNOST - AKO x′1 < x′′2, TO F (x′1, x2, . . . , xn) ≤ F (x′′1, x2, . . . , xn);

4. AKO ξ1y ξ2y . . .y ξn, TO F~ξ(~x) =
∏n

i=1 Fξ(xi);

5. MARGINALNOTO RAZPREDELENIE NA SL.W. ξ1 SE W˙ZSTANOWQWA LESNO:

P(ξ1 < x) = Fξ1(x) = F (x,∞, . . . ,∞).

kAZWAME, ˆE S˙]ESTWUWA PL˙TNOST NA RAZPREDELENIE f(x) NA SL.W. ~x, AKO:

F (~x) =

∫
~y<~x

f(y)dy =

∫ x1

−∞

∫ x2

−∞
. . .

∫ xn

−∞
f(y1, y2, . . . , yn) dy1dy2 . . . dyn.

pRI TOWA PL˙TNOSTTA SE W˙ZSTANOWQWA OT FUNKCIQTA NA RAZPREDELENIE:

f(~x) =
∂nF (x1, x2, . . . , xn)

∂x1∂x2 . . . ∂xn

(10.2)

pL˙TNOSTTA PRITEVAWA SLEDNITE OˆEWIDNI SWOJSTWA:
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1. f(~x) ≥ 0;

2.
∫

Rn f(y)dy = 1;

3. AKO SL.W. ξi SA NEZAWISIMI f~ξ(~x) =
∏n

i=1 fξ(xi).

4. MARGINALNATA PL˙TNOST NA SL.W. ξ1 SE W˙ZSTANOWQWA LESNO OT MNOGOMERNATA

PL˙TNOST:

fξ1(x) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
. . .

∫ ∞

−∞
f(x, y2, . . . , yn)dy2, dy3 . . . dyn.

10.2 uSLOWNI RAZPREDELENIQ

dA RAZGLEDAME P˙RWO DWETE CELOˆISLENI SL.W. ξ, η. tQHNOTO S˙WMESTNO RAZPREDELENIE
SE ZADAWA S TABLICATA: pi,j = P(ξ = i, η = j).

oPREDELENIE 10.1 ˝E NARIˆAME USLOWNO RAZPREDELENIE NA SL.W. ξ PRI USLOWIE η
RAZPREDELENIETO:

P(ξ = i/η = j) =
pi,j∑

k

pk,j

.

zA RAZLIKA OT MARGINALNITE, USLOWNITE RAZPREDELENIQ MOGAT DA SE OPREDELQT SAMO
ZA ”DEJSTWITELNITE” STOJNOSTI NA SL.W. η, T.E. TEZI S NENULEWA WEROQTNOST.

nEKA SEGA RAZGLEDAME DWE NEPREK˙SNATI SL.W. S˙S S˙WMESTNA PL˙TNOST f(x, y) > 0.
tUK S˙]O SE OKAZWA W˙ZMOVNO OPREDELQNETO NA USLOWNI RAZPREDELENIQ W˙W FORMATA

NA PL˙TNOSTI

fξ(x/y) =
f(x, y)∫
f(x, y)dx

=
f(x, y)

fη(y)
.

w GORNITE FORMULI GRANICITE NA SUMITE I INTEGRIRALITE TRQBWA DA SE IZBIRAT

TAKA, ˆE ZNAMENATELITE DA SA POLOVITELNI. w S˙OTWETNITE GRANICI E OPREDELENO I

USLOWNOTO RAZPREDELENIE

10.3 mNOGOMERNI MOMENTI

eDINSTWENATA RAZLIKA W SLUˆAQ, KOGATO RAZGLEVDAME MNOGOMERNA SLUˆAJNA WELIˆINA
E W GRANICITE NA INTEGRALITE - TOWA SA OPREDELENI INTEGRALI PO CQLATA OBLAST

NA STOJNOSTI NA NEPREK˙SNATATA SL. W. ILI S˙OTWETNITE MULTIINDEKSNI SUMI ZA

DISKRETNI SL.W.

10.3.1 kOEFICIENT NA KORELACIQ

˜ESTO SE IZPOLZUWA SLEDNOTO NERAWENSTWO ZA SMESENITE MOMENTI NA DWE SL.W:

Eξη ≤
√

E ξ2E η2 (10.3)



10.3. mnogomerni momenti 57

dOKAZATELSTWO: iMAME SLEDNOTO NERAWENSTWO:

0 ≤ E(
ξ

(E ξ2)1/2
− η

(E η2)1/2
)2 =

= 1− 2E (
ξ

(E ξ2)1/2

η

(E η2)1/2
) + 1 =

= 2(1− E ξη

(E ξ2E η2)1/2
),

OT KOETO TRIWIALNO SLEDWA NERAWENSTWOTO (10.3). 2

oPREDELENIE 10.2 kOEFICIENT NA KORELACIQ NA SL.W. ξ I η S KRAEN WTORI MOMENT
NARIˆAME ˆISLOTO

r(ξ, η) =
E (ξ − E ξ)(η − E η)

σ(ξ)σ(η)
= E ξ̃η̃. (10.4)

qSNO E OT TOWA OPREDELENIE, ˆE PRI NEZAWISIMI SL.W. KOEFICIENT˙T NA KORELACIQ E
NULA. kOGATO WMESTO ξ I η W NERAWENSTWOTO (10.3) POSTAWIM CENTRIRANITE I NORMI-
RANI SL.W. ξ̃ I η̃ ]E POLUˆIM, ˆE |r(ξ, η)| ≤ 1. wQRNA E, OBAˆE SLEDNATA TEOREMA:

tEOREMA 10.1 aKO KOEFICIENT˙T NA KORELACIQ |r(ξ, η)| = 1, TO MEVDU SL.W. S˙-
]ESTWUWA LINEJNA WR˙ZKA: η = aξ + b.

dOKAZATELSTWO: nEKA, NAPRIMER, r(ξ, η) = 1. dA RAZGLEDAME RAWENSTWOTO:

E (ξ̃ − η̃)2 = E ξ̃2 − 2E ξ̃η̃ + E η̃2 = 1− 2 + 1 = 0 (10.5)

oT NEGO I (5.7) SLEDWA, ˆE η̃ = ξ̃ S WEROQTNOST 1. sLEDOWATELNO, η = aξ + b, K˙DETO
a = σ(η)/σ(ξ), b = E η − aE ξ. aNALOGIˆNO SE RAZGLEVDA SLUˆAQ S r(ξ, η) = −1.
tOGAWA a = −σ(η)/σ(ξ). 2

kOEFICIENT˙T NA KORELACIQ MOVE DA SE RAZGLEVDA KATO MQRKA ZA ZAWISIMOST

MEVDU SL.W., KOETO I ˆESTO SE PRAWI NA PRAKTIKA.

pRIMER 10.1 zAWISIMI SL.W. S NULEWA KORELACIQ.

nEKA RAZGLEDAME SL.W. ξ, η PRIEMA]I EDNOWREMENNO SLEDNITE STOJNOSTI: (-1,1), (0,-1),
(1,1), S˙OTWETNO S WEROQTNOSTI 0.25, 0.5, 0.25. tE SA ZAWISIMI, ZA]OTO η = 2 ∗ ξ2 − 1.
pRESMETNETE KOEFICIENT˙T IM NA KORELACIQ.

10.3.2 kOWARIACIONNA MATRICA

w MNOGOMERNIQ SLUˆAJ M.O. NA SL. WEKTOR E WEKTOR:

E ~ξ = E

 ξ1
...
ξn

 =

 E ξ1
...

E ξn


oSOBEN INTERES PREDSTAWLQWAT MOMENTITE OT WTORI RED.
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oPREDELENIE 10.3 kOWARIACIONNA MATRICA NA WEKTORNATA SLUˆAJNA WELIˆINA SE

NARIˆA MATRICATA:
V (ξ) = E (ξ − E ξ)(ξ − E ξ)′.

V E KWADRATNA I SIMETRIˆNA MATRICA. dIAGONALNITE ELEMENTI NA MATRICATA V SA

DISPERSIITE NA S˙OTWETNITE SL.W. - KOORDINATI, A IZW˙NDIAGONALNITE ELEMENTI — SE

NARIˆAT KOEFICIENTI NA KOWARIACIQ. aKO S ξ̃ OZNAˆIM SL.W. S˙STAWENA OT CENTRI-
RANITE I NORMIRANI KOORDINATI NA ξ, TO V (ξ̃) SE NARIˆA KORELACIONNA MATRICA. pO
DIAGONALA TQ S˙D˙RVA EDINICI, A IZW˙N DIAGONALNITE ELEMENTI SA KOEFICIENTITE
NA KORELACIQ.

tEOREMA 10.2 kOWARIACIONNATA MATRICA V (ξ) E NEOTRICATELNO OPREDELENA (∀y :
y′V y ≥ 0).

dOKAZATELSTWO: dA OZNAˆIM ZA KRATKOST x = ξ − E ξ I NEKA y E PROIZWOLEN WEKTOR.

y′V y = y′(E xx′)y = E (y′x)(x′y) = E |y′x|2 ≥ 0.2

eSTESTWENO, ˆE S˙]OTO TW˙RDENIE E WERNO I ZA KORELACIONNATA MATRICA



tEMA 11

tRANSFORMACII NA SLUˆAJNITE

WELIˆINI

˝E IZWEDEM FORMULATA ZA PRESMQTANE NA PL˙TNOSTTA PRI ANALITIˆNA TRANSFORMA-
CIQ NA NEPREK˙SNATA SL.W. I ]E Q PRILOVIM ZA REDICA RAZPREDELENIQ.

11.1 sMQNA NA PROMENLIWITE

tEOREMA 11.1 nEKA U : A −→ B, K˙DETO A, B ∈ Rn SA OTWORENI MNOVESTWA, U
e WZAIMNOEDNOZNAˆNO S˙OTWETSTWIE I V = U−1. nEKA FUNKCIQTA V (x) PRITEVAWA
NEPREK˙SNATI PROIZWODNI W B. nEKA ξ E SL.W. S˙S STOJNOSTI W A I TQ IMA PL˙T-
NOST fξ(x) ZA x ∈ A. tOGAWA SL.W. η = U(ξ) IMA PL˙TNOST fη(y), KOQTO SE ZADAWA
PO FORMULATA:

fη(x) = |J(V )(x)|fξ(V (x)) ZA x ∈ B, (11.1)

K˙DETO S J(V ) E QKOBIAN˙T NA TRANSFORMACIQTA V , T.E. DETERMINANTATA NA

MATRICATA:


∂V1

∂x1

∂V1

∂x2
. . . ∂V1

∂xn
∂V2

∂x1

∂V2

∂x2
. . . ∂V2

∂xn

. . . . . . . . . . . .
∂Vn

∂x1

∂Vn

∂x2
. . . ∂Vn

∂xn

 .

tAZI TEOREMA NQMA DA DOKAZWAME – TQ E SLEDSTWIE OT STANDARTNITE TEOREMI NA

ANALIZA ZA SMQNA NA PROMENLIWITE POD ZNAKA NA INTEGRALA.

pRIMER 11.1 mNOGOMERNO NORMALNO RAZPREDELENIE
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pL˙TNOSTTA NA STANDARTNOTO NORMALNO RAZPRE-
DELENIE N(0, I) W Rn IMA WIDA:

φ(~x) =
n∏

i=1

1

(2π)1/2
e−x2

i /2 =
1

(2π)n/2
e−||~x||

2/2,

K˙DETO ~x ∈ Rn.

fIG. 11.1: nORMALNO N(0, I) W R2

nEKA SL.W. ξ ∈ N(0, I). ˝E RAZGLEDAME LINEJNATA TRANSFORMACIQ η = Aξ + b. tUK
A E NEIZRODENA n × n MATRICA, A b ∈ Rn. tOGAWA PL˙TNOSTTA NA η ]E SE IZˆISLI PO
FORMULATA (11.1).

fη(x) = |J(V )|fξ(V (x)) =
|A−1|

(2π)n/2
e−

1
2
(x−b)′(AA′)−1(x−b).

kATO OZNAˆIM MATRICATA C = AA′, POLUˆAWAME STANDARTNIQ WID NA MNOGOMERNOTO
NORMALNO RAZPREDELENIE N(b, C) S PARAMETRI E η = b I cov(η) = C:

φ(x, b, C) =
1

|C|1/2(2π)n/2
e−

1
2
(x−b)′C−1(x−b). (11.2)

dA PROWERIM TEZI RAWENSTWA ZA PARAMETRITE:

E η = AE ξ + b = b, cov(η) = E (η − b)(η − b)′ = A(E ξξ′)A′ = AA′.

11.2 kONWOL@CIQ NA PL˙TNOSTI

˝E PRILOVIM FORMULATA 11.1 K˙M SLEDNATA ZADAˆA:

tEOREMA 11.2 nEKA SA DADENI DWE NEZAWISIMI SL.W. ξ I η S POLOVITELNI PL˙TNOS-
TI NA RAZPREDELENIE. tOGAWA SA IZP˙LNENI SLEDNITE FORMULI:

fξ+η(x) =

∞∫
−∞

fξ(x− y)fη(y)dy (11.3)

aKO ξ, η > 0, TO fξ∗η(x) =

∞∫
−∞

1

y
fξ(x/ ∗ y)fη(y)dy (11.4)

aKO ξ, η > 0, TO fξ/η(x) =

∞∫
−∞

yfξ(x ∗ y)fη(y)dy (11.5)
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dOKAZATELSTWO: dA DOKAVEM FORMULA (11.3). rAZGLEVDAME DWUMERNATA SL.W. {ξ, η}.
tQ IMA PL˙TNOST f(x, y) = fξ(y)fη(y) ZA]OTO DWETE SL.W. SA NEZAWISIMI. nEKA RAZGLE-
DAME SEGA TRANSFORMACIITE:

U =

{
u = x + y,
v = y

I V = U−1 =

{
x = u− v,
y = v

I PRILOVIM FORMULA (11.1). t˙J KATO QKOBIAN˙T NA V E RAWEN NA 1, POLUˆAWAME ZA
DWUMERNATA PL˙TNOST NA U({ξ, η}) FORMULATA:

f(u, v) = fξ(u− v)fη(v).

zA DA POLUˆIM PL˙TNOSTTA NA P˙RWATA SL.W. ξ +η, TRQBWA DA INTEGRIRAME PO WTORATA
PROMENLIWA y. fORMULI (11.4) I (11.5) SE DOKAZWAT ANALOGIˆNO. 2

11.3 gAMA I bETA RAZPREDELENIQ

tUK ]E SE ZAPOZNAEM NAKRATKO S DWE MNOGO POPULQRNI SEMEJSTWA RAZPREDELENIQ.

oPREDELENIE 11.1 nARIˆAME gAMA-RAZPREDELENIE Γ(a, λ) RAZPREDELENIE S PL˙T-
NOST:

f(x) =
λa

Γ(a)
xa−1e−λx, x > 0. (11.6)

tOWA SEMEJSTWO E POPULQRNO W STATISTIKATA,
ZA]OTO E TQSNO SW˙RZANO S NORMALNOTO. pRI
STOJNOSTI NA a KRATNI NA 1/2 E IZWESTNO KATO

hI-KWADRAT RAZPREDELENIE I OPISWA RAZPREDELE-
NIETO NA SUMA OT KWADRATI NA CENTRIRANI NEZA-
WISIMI EDNAKWO NORMALNO RAZPREDELENI SL.W.

fIG. 11.2: gAMA RAZPREDELENIE

pARAMET˙R˙T a, KOJTO OPREDELQ FORMATA MU, IMA SMIS˙LA NA STEPENI NA SWOBODA -
KOLKOTO PO-GOLQM E, TOLKOWA PO-NEOPREDELENI SA STOJNOSTITE NA SL.W. gAMA-RAZPREDE-
LENIETO IMA WINAGI POLOVITELNA ASIMETRIQ, NO TQ KLONI K˙M NULA PRI NARASTWANE

NA a. wTORIQT PARAMET˙R λ E MA]ABEN – TOJ NE OKAZWA WLIQNIE NA EKSCESA I ASI-
METRIQTA. pRI a → ∞ CENTRIRANOTO I NORMIRANO gAMA-RAZPREDELENIE KLONI K˙M

NORMALNOTO. mATEMATIˆESKOTO MU OˆAKWANE E µ = a/λ A STANDARTNOTO OTKLONENIE -
σ =

√
a/λ.

oPREDELENIE 11.2 nARIˆAME bETA RAZPREDELENIE S PL˙TNOST:

f(x) =
1

B(a, b)
xa−1(1− x)b−1, 0 < x < 1. (11.7)

tUK S B(a, b) SME OZNAˆILI bETA-FUNKCIQTA.
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nA FIG.11.3 SA POKAZANI TRI RAZLIˆNI PL˙T-
NOSTI OT SEMEJSTWOTO NA bETA RAZPREDELENIQTA.
wIVDA SE, ˆE TE MOGAT DA IMAT RAZLIˆNA PO ZNAK
ASIMETRIQ. s NARASTWANETO NA PARAMETRITE a I
b, RAZPREDELENIETO SE IZRAVDA (DISPERSIQTA MU
KLONI K˙M 0). aKO SKOROSTTA NA NARASTWANE E

EDNAKWA I TO E PRAWILNO NORMIRANO, bETA RAZ-
PREDELENIETO S˙]O KLONI K˙M NORMALNOTO.

fIG. 11.3: rAZLIˆNI bETA RAZPREDELENIQ

˝E PRILOVIM FORMULATA (11.1) ZA DA OPI[EM WR˙ZKATA MEVDU gAMA I bETA RAZ-
PREDELENIQTA.

tEOREMA 11.3 nEKA ξ ∈ Γ(a, λ) I η ∈ Γ(b, λ) SA NEZAWISIMI gAMA - RAZPREDELENI
SL.W. tOGAWA

1. SL.W. ζ = ξ + η ∈ Γ(a + b, λ);

2. SL.W. θ = ξ
ξ+η

∈ B(a, b);

3. SL.W. θy ζ.

dOKAZATELSTWO: rAZPREDELENIETO NA DWUMERNATA SL.W. {ξ, η} E

f(x, y) =
λa

Γ(a)
xa−1e−λx λb

Γ(b)
yb−1e−λy.

dA RAZGLEDAME SEGA TRANSFORMACIITE:

U =

{
u = x + y,
v = x

x+y

I V = U−1 =

{
x = uv,
y = u ∗ (1− v)

I PRILOVIM FORMULA (11.1). t˙J KATO QKOBIAN˙T NA V E RAWEN NA u, POLUˆAWAME ZA
DWUMERNATA PL˙TNOST NA {ζ, θ} FORMULATA:

f(u, v) = (
λa+b

Γ(a + b)
ua+b−1e−λu)(

Γ(a + b)

Γ(a)Γ(b)
va−1(1− v)b−1),

OTK˙DETO SLEDWAT WSIˆKI TW˙RDENIQ NA TEOREMATA. 2



tEMA 12

wIDOWE SHODIMOST NA REDICI SL.W.

wS˙]NOST W PO - GOLQMATA SI ˆAST TOWA E TEMA OT MATEMATIˆESKIQ ANALIZ. wIDOWETE
SHODIMOST SE RAZDELQT NA DWE GOLEMI GRUPI. p˙RWATA GRUPA KASAE SAMO RAZPREDELE-
NIQTA NA SL.W. I SLEDOWATELNO, PORODENITE OT TQH MERKI W˙RHU BORELOWATA σ-ALGEBRA.
pO TRADICIQ OT TAZI GRUPA SHODIMOSTI W TEORIQ NA WEROQTNOSTITE SE IZUˆAWA SAMO

EDNA — TAZI PO RAZPREDELENIE.
wTORATA GRUPA SHODIMOSTI E PO - BOGATA I ZNAˆITELNO PO - IZPOLZUWANA. tUK

WLIZAT WSIˆKI SHODIMOSTI NA SL.W., ILI IZMERIMI FUNKCII W˙RHU ABSTRAKTNO PROST-
RANSTWO S MQRKA.

12.1 sHODIMOST NA RAZPREDELENIQ NA SL.W.

oPREDELENIE 12.1 kAZWAME, ˆE REDICATA OT FUNKCII NA RAZPREDELENIE Fn E SHO-
DQ]A K˙M FUNKCIQTA NA RAZPREDELENIE F , AKO REDICATA OT ˆISLA Fn(x) KLONI K˙M
ˆISLOTO F (x) ZA WSQKO x, KOETO E TOˆKA NA NEPREK˙SNATOST NA F .

oPREDELENIE 12.2 kAZWAME, ˆE REDICATA OT HARAKTERISTIˆNI FUNKCII fn E SHO-
DQ]A K˙M HARAKTERISTIˆNATA FUNKCIQ f , AKO REDICATA OT KOMPLEKSNI ˆISLA fn(t)
KLONI K˙M ˆISLOTO f(t) ZA WSQKO t.

oPREDELENIE 12.3 kAZWAME, ˆE REDICATA OT FUNKCII NA RAZPREDELENIE Fn KLONI

SLABO K˙M FUNKCIQTA NA RAZPREDELENIE F , AKO ZA WSQKA OGRANIˆENA NEPREK˙SNATA
FUNKCIQ f E W SILA SHODIMOSTTA:∫ ∞

−∞
f(x)dFn(x) −→

∫ ∞

−∞
f(x)dF (x).

tEOREMA 12.1 oPREDELENIQTA 12.1, 12.2 I 12.3 SA EKWIWALENTNI.

dOKAZATELSTWO: ˝E DOKAVEM EKWIWALENTNOSTTA NA GORNITE DEFINICII W SLEDNIQ

RED:

12.1 → 12.3 → 12.2 → 12.1

63
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p˙RWATA STRELKA. nEKA Fn(x) −→ F (x) W˙W WSQKA TOˆKA NA NEPREK˙SNATOST NA F .
nEKA f(x) E OGRANIˆENA I NEPREK˙SNATA - |f(x)| < C.
1. s˙]ESTWUWA L > 0, TAKOWA, ˆE F (L)−F (−L) > 1− ε/C. tOGAWA |

∫
|x|<L

f(x)dF (x)−∫∞
−∞ f(x)dF (x)| < 2ε I ZA n > N |

∫
|x|<L

f(x)dFn(x)−
∫∞
−∞ f(x)dFn(x)| < 4ε.

2. w INTERWALA [−L, L] S˙]ESTWUWAT KRAEN BROJ k TOˆKI NA NEPREK˙SNATOST x0 =
−L < x1 < . . . < xk = L NA F , TAKIWA, ˆE supxi−1≤x≤xi

|f(x) − f(xi)| < ε. tOGAWA

|
∫
|x|<L

f(x)dF (x)−
∑k

i=1 f(xi)(F (xi)− F (xi−1))| < ε.

3. oSTANA DA SE IZPOLZUWA, ˆE supk
i=1 |Fn(xi)− F (xi)| → 0.

wTORATA STRELKA E TRIWIALNA. fUNKCIQTA eixt E OGRANIˆENA I NEPREK˙SNATA PO

x PRI WSQKO FIKSIRANO t.
tRETATA STRELKA NE E TRIWIALNA. tQ SLEDWA OT FORMULATA ZA OBR˙]ANE (9.4)

NA H.F. 2

12.2 sHODIMOSTI NA SL.W.

oPREDELENIE 12.4 kAZWAME, ˆE REDICATA OT SL.W. ξn E SHODQ]A K˙M SL.W. ξ PO

RAZPREDELENIE, AKO Fn KLONI K˙M F W˙W WSQKA TOˆKA NA NEPREK˙SNATOST NA F .
˝E OZNAˆIM TAZI SHODIMOST PO SLEDNIQ NAˆIN:

ξn
d−→ ξ

.

oPREDELENIE 12.5 kAZWAME, ˆE REDICATA OT SL.W. ξn E SHODQ]A K˙M SL.W. ξ PO

WEROQTNOST, AKO ZA WSQKO ε > 0

P(|ξn − ξ| > ε) −→ 0.

˝E OZNAˆIM TAZI SHODIMOST PO SLEDNIQ NAˆIN:

ξn
p−→ ξ.

oPREDELENIE 12.6 kAZWAME, ˆE REDICATA OT SL.W. ξn E SHODQ]A K˙M SL.W. ξ W

SREDNO OT STEPEN r, AKO
E |ξn − ξ|r −→ 0.

˝E OZNAˆIM TAZI SHODIMOST PO SLEDNIQ NAˆIN:

ξn
r−→ ξ.

oPREDELENIE 12.7 kAZWAME, ˆE REDICATA OT SL.W. ξn E SHODQ]A K˙M SL.W. ξ POˆTI
SIGURNO (ILI S WEROQTNOST 1), AKO

P(|ξn − ξ| −→ 0) = 1.

˝E OZNAˆIM TAZI SHODIMOST PO SLEDNIQ NAˆIN:



12.2. shodimosti na sl.w. 65

P.S. H
HHj

r ���*
p - d

fIG. 12.1: sHODIMOSTI NA REDICI SL.W.

ξn
P.S.−→ ξ.

mEVDU RAZLIˆNITE WIDOWE SHODIMOST S˙]ESTWUWAT ESTESTWENI WR˙ZKI OTRAZENI

NA FIG. 12.1. sTRELKITE POKAZWAT OT KOQ OT SHODIMOSTITE SLEDWA DRUGA.

tEOREMA 12.2 dIAGRAMATA NA FIG.12.1 E WQRNA.

dOKAZATELSTWO:
sHODIMOST P.S. WLEˆE SHODIMOST PO WEROQTNOST. dA OZNAˆIM S Ar

n S˙BITIQTA Ar
n =

{ω : |ξn− ξ| > 1
r
}. dOSTAT˙ˆNO E DA POKAVEM, ˆE ZA WSQKO CQLO r > 0 IMAME P(Ar

n) → 0
PRI n →∞. oT DRUGA STRANA IMAME PREDSTAWQNETO:

{ω : ξn → ξ} =
∞⋂

r=1

∞⋃
n=1

∞⋂
m=n

Ār
m.

t˙J KATO WEROQTNOSTTA NA TOWA S˙BITIE E 1, TO NEGOWOTO DOP˙LNENIE ]E IMA

NULEWA WEROQTNOST.

0 = P(
∞⋃

r=1

∞⋂
n=1

∞⋃
m=n

Ar
m) = P(

∞⋂
n=1

∞⋃
m=n

Ar
m) = P(

∞⋂
n=1

Br
n).

nO S˙BITIQTA Br
n =

⋃∞
m=n Ar

m OBRAZUWAT NAMALQWA]A REDICA. tOGAWA OT AKSIOMATA
ZA NEPREK˙SNATOST SLEDWA, ˆE P(Br

n) → 0 I SLEDOWATELNO P(Ar
n) → 0.

sHODIMOST W SREDNO r WLEˆE SHODIMOST PO WEROQTNOST. tOWA TW˙RDENIE SLEDWA

DIREKTNO OT NERAWENSTWOTO NA ˜EBI[OW:

P(|ξn − ξ|r > ε) ≤ E |ξn − ξ|r

εr
.

sHODIMOST PO WEROQTNOST WLEˆE SHODIMOST PO RAZPREDELENIE. dA OZNAˆIM S

An = {ξn − ε < ξ < ξn + ε}. pRI TOWA P(An) → 1. fUNKCIQTA NA RAZPREDELENIE NA ξn

MOVE DA SE ZAPI[E PO FORMULATA ZA P˙LNATA WEROQTNOST W WIDA:

Fn(x) = P(ξn < x) = P(An) P(ξn < x|An) + P(Ān) P(ξn < x|Ān).

˝E OCENIM OTGORE I OTDOLU Fn(x):

Fn(x) ≤ P({ξn < x}
⋂

An) + P(Ān)

= P({ξn < x}
⋂
{ξ − ε < ξn}

⋂
{ξn < ξ + ε}) + P(Ān)

≤ P({ξ < x + ε}
⋂
{ξn < ξ + ε}) + P(Ān)

≤ P({ξ < x + ε}) + P(Ān).
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pRI PREMINAWANETO WTORIQ K˙M TRETIQ RED IZPOLZUWAME S˙OTNO[ENIETO:

{ξ − ε < ξn}
⋂
{ξn < x} ⊂ {ξ − ε < x} = {ξ < x + ε}.

oT DOKAZANOTO NERAWENSTWO SLEDWA, ˆE lim sup Fn(x) ≤ F (x + ε).
dA RAZGLEDAME SEGA OBRATNOTO NERAWENSTWO.

Fn(x) ≥ P({ξn < x}
⋂

An)

= P({ξn < x}
⋂
{ξ − ε < ξn}

⋂
{ξn < ξ + ε})

≥ P({ξ < x− ε}
⋂
{ξ − ε < ξn}

⋂
{ξn < ξ + ε}) = P(B

⋂
An),

K˙DETO B = {ξ < x− ε}. sEGA IZPOLZUWAHME OBRATNOTO WKL@ˆWANE:

{ξ < x− ε}
⋂
{ξn < ξ + ε} ⊂ {ξn < x}.

t˙J KATO P(An) → 1, TO P(B
⋂

An) → P(B). oT TUK SLEDWA, ˆE
lim inf Fn(x) ≥ F (x − ε). t˙J KATO I DWETE NERAWENSTWA SA IZP˙LNENI ZA WSQKO ε, OT
TQH SLEDWA RAWENSTWOTO lim Fn(x) = F (x) ZA WSQKA TOˆKA NA NEPREK˙SNATOST NA F (x).
2

12.3 kONTRAPRIMERI

pRIMER 12.1 sHODIMOST PO RAZPREDELENIE NE WLEˆE SHODIMOST PO WEROQTNOST.

dA RAZGLEDAME SL.W. ξ PRIEMA]A STOJNOSTITE 1 I -1 S RAWNI WEROQTNOSTI I REDICATA:
ξn = (−1)nξ. wSIˆKI RAZPREDELENIQ SA EDNAKWI, NO P(|ξn − ξ| > ε) NE KLONI K˙M 0.

iMA I EDNO IZKL@ˆENIE, KOGATO SHODIMOSTTA PO RAZPREDELENIE WLEˆE SHODIMOST
PO WEROQTNOST — KOGATO GRANIˆNATA SL.W. E KONSTANTA. dOKAVETE GO.

pRIMER 12.2 sHODIMOST PO WEROQTNOST NE WLEˆE SHODIMOST P.S.

˝E KONSTRUIRAME REDICATA OT POSLEDOWATELNI GRUPI SL.W. n-TATA GRUPA ]E SE S˙STOI
OT 2n SL.W. dA SI PREDSTAWIM, ˆE WEROQTNOSTNOTO PROSTRANSTWO E INTERWALA [0, 1) S
MQRKA NA lEBEG. zA DA KONSTRUIRAME n-TATA GRUPA ]E GO RAZDELIM NA 2n RAWNI PODIN-
TERWALA (ZATWORENI OT LQWO). sL.W. OT GRUPATA PRIEMAT STOJNOSTI 1 ZA TOˆNO EDIN

PODINTERWAL I NULA NAWSQK˙DE DRUGADE. tAKA P(|ξn| > ε) → 0 I REDICATA KLONI PO

WEROQTNOST K˙M KONSTANTATA 0. zA WSQKO KONKRETNO ω, OBAˆE, S˙]ESTWUWAT BEZBROJNO
MNOGO ˆLENOWE NA REDICATA S˙S STOJNOSTI PO - GOLEMI OT ε, T.E. TQ NE E SHODQ]A P.S.

oT WSQKA REDICA SHODQ]A PO WEROQTNOST, MOVE DA SE IZWLEˆE PODREDICA SHODQ]A
P.S. K˙M S˙]ATA GRANIˆNA SL.W. dOKAVETE TOWA.

pRIMER 12.3 sHODIMOST PO WEROQTNOST NE WLEˆE SHODIMOST W SREDNO r.

sHODIMOSTTA NA REDICATA PO WEROQTNOST K˙M 0 W PRIMER 12.2 NE ZAWISI OT STOJNOS-
TITE NA WELIˆINITE, KOGATO SA RAZLIˆNI OT 0. zNAˆI, AKO UMNOVIM SL.W. OT n-TATA
GRUPA S 2n/r ]E POLUˆIM, ˆE E (|ξn|r) = 1, KOETO OZNAˆAWA, ˆE REDICATA NE E SHODQ]A
K˙M 0 W SREDNO, NO OSTAWA SHODQ]A PO WEROQTNOST.
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pRIMER 12.4 sHODIMOST P.S. NE WLEˆE SHODIMOST W SREDNO r.

dOSTAT˙ˆNO E DA RAZGLEDAME PODREDICA NA REDICATA OT PRIMER 12.3, KOQTO E SHODQ]A
P.S. tOWA MOGAT DA B˙DAT, NAPRIMER, POSLEDNITE (NAJ - DESNI) SL.W. OT WSQKA GRU-
PA. tUK, KAKTO I W PREDNIQ PRIMER, SHODIMOSTTA P.S. NE ZAWISI OT STOJNOSTITE IM.
sHODIMOSTTA W SREDNO, OBAˆE E NARU[ENA.

kOGATO EDNA REDICA SL.W. E OGRANIˆENA I SHODQ]A P.S., TO TQ E SHODQ]A I W SREDNO.
dOKAVETE GO.

pRIMER 12.5 sHODIMOST W SREDNO r NE WLEˆE SHODIMOST P.S.

rEDICATA OT PRIMER 12.2 IMA TAKOWA POWEDENIE. pROWERETE GO.



tEMA 13

zAKONI ZA GOLEMITE ˆISLA

iZLOVENIETO NA TAZI LEKCIQ SLEDWA STANDARTNITE UˆEBNICI PO TEORIQ NA WEROQTNOS-
TITE ZA MATEMATICI. cELITE SA

• DA SE DOKAVE NAJ-PROSTATA FORMA NA SLABIQ ZAKON ZA GOLEMITE ˆISLA;

• DA SE OPI[AT NQKOI OSNOWNI SWOJSTWA NA REDICI OT NEZAWISIMI SL.W.;

• DA SE IZWEDAT NEOBHODIMI I DOSTAT˙ˆNI USLOWIQ ZA SILNIQ ZAKON NA GOLEMITE

ˆISLA.

13.1 sLAB ZAKON ZA GOLEMITE ˆISLA

nEKA E DADENA REDICA OT NEZAWISIMI SL.W.ξ1, ξ2, . . .. dA OZNAˆIM S Sn =
∑n

i=1 ξi RE-
DICATA OT PARCIALNI SUMI. pITA SE PRI KAKWI USLOWIQ REDICATA ηn = 1

n
(Sn − ESn)

KLONI K˙M 0. w TOZI PARAGRAF ]E RAZGLEDAME NAJ-SLABATA W˙ZMOVNA SHODIMOST —
TAZI PO WEROQTNOST.

P(
1

n
|Sn − ESn| > ε) → 0 PRI n →∞. (13.1)

oPREDELENIE 13.1 kOGATO S˙OTNO[ENIETO 13.1 E IZP˙LNENO ZA DADENA REDICA

SL.W. ξ1, ξ2, . . ., KAZWAME ˆE ZA TAZI REDICA E W SILA SLAB ZAKON ZA GOLEMITE ˆISLA

szg˜.

tEOREMA 13.1 (mARKOW) nEKA ξ1, ξ2, . . . E REDICA OT SL.W. aKO

1

n2
D

n∑
i=1

ξi → 0 PRI n →∞. (13.2)

tOGAWA ZA TAZI REDICA E W SILA szg˜.

dOKAZATELSTWO: tEOREMATA E DIREKTNO SLEDSTWIE OT NERAWENSTWOTO NA ˜EBI[OW

(NERAWENSTWO (5.9)). nAISTINA IMAME:

P(
1

n
(Sn − ESn) > ε) <

DSn

ε2n2
.2
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tEOREMA 13.2 (hINˆIN) nEKA ξ1, ξ2, . . . E REDICA OT NEZAWISIMI I EDNAKWO RAZPRE-
DELENI SL.W. S KRAJNO MATEMATIˆESKO OˆAKWANE a = Eξ1. tOGAWA ZA TAZI REDICA E W
SILA szg˜.

dOKAZATELSTWO: dA OZNAˆIM S a = E ξ1. qSNO E, ˆE MOVEM DA RAZGLEVDAME CENTRIRA-
NI SL.W. a = 0. nEKA OZNAˆIM S f(t) = E eitξ1 H.F. NA SL.W. ξi (TE WSIˆKITE SA EDNAKWI).
iMAME

E eitηk = (1− o(
t

k
))k → 1.

iZPOLZUWAHME RAZWITIETO NA tEJLOR NA f(t) OKOLO 0 — P˙RWATA PROIZWODNA S˙]EST-
WUWA I E 0. h.F. f(t) = 1 S˙OTWETSTWUWA NA KONSTANTATA 0. 2

13.2 rEDICI NEZAWISIMI SL.W.

lEMA 13.1 nEKA E DADENA REDICATA OT S˙BITIQ An. aKO E SHODQ] REDA

∞∑
i=1

P(An) < ∞, (13.3)

TO

P(lim sup
n→∞

An) = 0. (13.4)

dOKAZATELSTWO: dA OZNAˆIM S Bn =
⋃

k≥n An. tOGAWA E OˆEWIDNO NERAWENSTWOTO:

P(Bn) ≤ P(
∞⋃

k=n

Ak) ≤
∞∑

k=n

P(Ak) → 0.

uSLOWIETO (13.4) E EKWIWALENTNO NA USLOWIETO limn P(Bn) = 0. 2

lEMA 13.2 lEMA NA bOREL-kANTELI. nEKA E DADENA REDICATA OT NEZAWISIMI S˙-
BITIQ An. aKO E IZP˙LNENO (13.4), TO E W SILA (13.3) I OBRATNO.

dOKAZATELSTWO: uSLOWIETO (13.4) OZNAˆAWA, ˆE P(Bn) → 0.

1− P(Bn) = P(B̄n) = P(
∞⋂

k=n

Āk) =
∞∏

k=n

(1− P(Ak)) → 1.

sHODIMOSTTA NA BEZKRAJNOTO PROIZWEDENIE E EKWIWALENTNA NA T˙RSENATA SHODIMOST.
tAKA ZA NEZAWISIMI S˙BITIQ USLOWIQTA (13.3) I (13.4) STAWAT EKWIWALENTNI. 2
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13.3 nERAWENSTWO NA kOLMOGOROW

tEOREMA 13.3 (kOLMOGOROW) nEKA ξ1, ξ2, . . . E REDICA OT CENTRIRANI (E ξn = 0)
NEZAWISIMI SL.W. tOGAWA E W SILA SLEDNOTO NERAWENSTWO:

P( sup
1≤k≤n

|Sk| > ε) ≤ DSn

ε2
(13.5)

dOKAZATELSTWO: dA RAZGLEDAME P˙LNATA GRUPA S˙BITIQ:

H0 = { sup
1≤k≤n

|Sk| ≤ ε.}, Hj = {j = P˙RWOTO k ≤ n : |Sk| > ε}.

zA TAZI GRUPA E LESNO DA NAPI[EM WERIGATA NERAWENSTWA:

ES2
n ≥

n∑
j=1

E (S2
nIHj

) =
n∑

j=1

E (S2
j + 2Sj

n∑
k=j+1

ξi + (
n∑

k=j+1

ξk)
2)IHj

=

n∑
j=1

E (S2
j IHj

) + 2
n∑

j=1

E (SjIHj

n∑
k=j+1

ξi) +
n∑

j=1

E ((
n∑

k=j+1

ξk)
2IHj

) ≥

ε2

n∑
j=1

P(Hj) = ε2 P( sup
1≤k≤n

|Sk| > ε). (13.6)

tUK IZPOLZUWAME, ˆE S˙BITIETO Hj SE OPREDELQ IZCQLO OT STOJNOSTITE NA P˙RWITE j
SL.W. I, SLEDOWATELNO, NEGOWIQT INDIKATOR IHj

E FUNKCIQ NA TEZI SL.W. zNAˆI E SL.W.
NEZAWISIMA OT SL.W. ξj+1, ξj+2, . . . , ξn. tAKA WTORIQT ˆLEN NA POLUˆENATA SUMA E RAWEN
NA 0. 2

13.4 sILEN ZAKON ZA GOLEMITE ˆISLA

nEKA RAZGLEDAME SHODIMOSTTA:

P(sup
n≤k

1

k
(Sk − ESk) > ε) → 0 PRI n →∞. (13.7)

oPREDELENIE 13.2 kOGATO S˙OTNO[ENIETO 13.7 E IZP˙LNENO ZA DADENA REDICA

ξ1, ξ2, . . ., KAZWAME ˆE ZA TAZI REDICA E W SILA USILEN ZAKON ZA GOLEMITE ˆISLA

(uzg˜).

qSNO E, ˆE PRI PROWERKA NA SHODIMOSTTA (13.7) E DOSTAT˙ˆNO DA SE RAZGLEVDAT
CENTRIRANI WELIˆINI. tOGAWA TQ MOVE DA SE ZAPI[E W˙W FORMATA:

P(sup
k>n

|Sk

k
| > ε) −→ 0, PRI n →∞ ZA WSQKO ε > 0. (13.8)
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tEOREMA 13.4 (kOLMOGOROW) uzg˜ E W SILA ZA REDICA OT NEEDNAKWO RAZPREDELENI

NEZAWISIMI SL.W., ZA KOQTO E SHODQ] REDA:

∞∑
n=1

D ξn

n2
< ∞

dOKAZATELSTWO: tEOREMATA E DIREKTNO SLEDSTWIE OT NERAWENSTWOTO NA kOLMOGOROW
(13.5). nEKA RAZGLEDAME S˙BITIQTA:

Aj = { max
2j−1≤k<2j

|Sk

k
| > ε}, j = 1, 2, . . . .

tOGAWA 13.8 E EKWIWALENTNO NA USLOWIETO: P(
⋃∞

j=m Aj) −→ 0 PRI m → ∞, KOETO E
IZP˙LNENO AKO E SHODQ] RED˙T

∑
P(Aj) < ∞. tOWA SE PROWERQWA S˙S SLEDNATA WERIGA

NERAWENSTWA (WTORIQT RED SLEDWA OT NERAWENSTWOTO (13.5) NA kOLMOGOROW):

P(Aj) ≤ P( max
2j−1≤k<2j

|Sk| > ε2j−1) ≤ P(max
k<2j

|Sk| > ε2j−1) ≤

1

ε222(j−1)

∑
k<2j

D ξk =
4

ε222j

∑
k<2j

D ξk.

tOGAWA POLUˆAWAME

∞∑
j=1

P(Aj) ≤
∞∑

j=1

4

ε222j

∑
k<2j

D ξk =

4

ε2

∞∑
k=1

D ξk

∑
j>log2 k

2−2j ≤ 16

3ε2

∞∑
k=1

D ξk

k2
.2

tEOREMA 13.5 (kOLMOGOROW) nEKA ξ1, ξ2, . . . E REDICA OT EDNAKWO RAZPREDELENI I

NEZAWISIMI SL.W. tOGAWA ZA TAZI REDICA E W SILA uzg˜, AKO I SAMO AKO E OGRANIˆEN
P˙RWIQT ABSOL@TEN MOMENT E |ξ1| < ∞.

dOKAZATELSTWO: dOKAZATELSTWOTO ]E PROWEDEM W TRI POSLEDOWATELNI ST˙PKI:

1. ˝E RAZGLEDAME REDICA OT PODHODQ]O URQZANI SL.W., ZA KOITO E IZP˙LNENA TEO-
REMA 13.4.

2. ˝E POKAVEM, ˆE ZA DWETE REDICI E IZP˙LNEN EDNOWREMENNO uzg˜.

3. nAKRAQ ]E POKAVEM I NEOBHODIMOSTTA NA USLOWIETO ZA KRAEN P˙RWI MOMENT.

1. nEKA RAZGLEDAME URQZANITE WELIˆINI:

ξ∗n =

{
ξ ξn < n
0, ξn ≥ n

dA POKAVEM SEGA, ˆE ZA REDICATA ξ∗n SA IZP˙LNENI USLOWIQTA NA TEOREMA 13.4. tOWA E
SLEDSTWIE OT SLEDNATA LEMA:
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lEMA 13.3 E |ξ| < ∞ TOGAWA I SAMO TOGAWA, KOGATO
∑

P(|ξ| > n) < ∞.

dOKAZATELSTWO: dA OZNAˆIM S Hn = {ω : n− 1 ≤ |ξ| < n}.

E |ξ| = E |ξ|(
∞∑
i=1

IHi
) =

∞∑
i=1

E |ξ|IHi
≤

∞∑
i=1

i P(Hi) =

∞∑
i=1

P(Hi)
i∑

k=1

1 =
∞∑

k=1

∞∑
i=k

P(Hi) =
∞∑

k=1

P(|ξ| > k).

E |ξ| =
∞∑
i=1

E |ξ|IHi
≥

∞∑
i=1

(i− 1) P(Hi) =
∞∑

k=1

P(|ξ| > k)− 1.2

sEGA DA POKAVEM USLOWIQTA NA TEOREMA 13.4.

N∑
n=1

D ξ∗n
n2

≤
N∑

n=1

E |ξ|2(
∑n

i=1 IHi
)

n2
= E |ξ|2

N∑
i=1

IHi

N∑
n=i

1

n2
≤

E |ξ|2
N∑

i=1

IHi
(
1

i
+

1

i2
) ≤ E |ξ|+ 1.

2. aKO OZNAˆIM S An = {ξn 6= ξ∗n}, TO PO LEMATA NA bOREL - kANTELI IMAME, ˆE
lim sup An = 0, ZA]OTO ∑

P(An) =
∑

P(|ξ| > n) < ∞.

sLEDOWATELNO, DWETE REDICI 1
n

∑n
i=1 ξn I 1

n

∑n
i=1 ξ∗n SA SHODQ]I EDNOWREMENNO I K˙M

EDNA I S˙]A GRANICA (S˙BITIQTA An SE SLUˆWAT SAMO ZA KRAEN BROJ INDEKSI). oSTAWA
DA NAMERIM GRANICATA NA REDICATA

lim
n

1

n

n∑
i=1

E ξ∗n = limE ξ∗n = limE ξIĀn
= E ξ,

ZA]OTO P(An) → 0.
3. nEOBHODIMOSTTA SLEDWA LESNO OT S˙OTNO[ENIETO:

1

n
ξn =

1

n
Sn −

n− 1

n

1

n− 1
Sn−1 → 0

I LEMATA 13.2 NA bOREL - kANTELI:
P(limn

1
n
ξn = 0) = 1, SLEDOWATELNO, P(lim supn{ 1

n
|ξn| > ε}) = 0, SLEDOWATELNO,∑

P(|ξ| > nε) =
∑

P(|ξn|/ε > n) < ∞ SLEDOWATELNO, PO LEMA 13.3, E |ξ| < ∞. 2



tEMA 14

cENTRALNA GRANIˆNA TEOREMA

iZLOVENIETO NA TAZI LEKCIQ SLEDWA STANDARTNITE UˆEBNICI PO TEORIQ NA WEROQTNOS-
TITE ZA MATEMATICI. pREDMET NA CENTRALNATA GRANIˆNA TEOREMA (cgt) E SLEDNATA
ZADAˆA. nEKA E DADENA REDICA OT SL.W. ξ1, ξ2, . . .. dA OZNAˆIM S Sn =

∑n
i=1 ξi REDICATA

OT PARCIALNI SUMI. pITA SE PRI KAKWI USLOWIQ S˙OTWETNO NORMIRANA TAZI REDICA
KLONI PO RAZPREDELENIE K˙M GAUSOWA SL.W.:

P(
Sn − ESn

(DSn)1/2
< x) −→

n→∞
Φ(x). (14.1)

oPREDELENIE 14.1 kOGATO S˙OTNO[ENIETO 14.1 E IZP˙LNENO ZA DADENA REDICA

SL.W. ξ1, ξ2, . . ., KAZWAME ˆE ZA TAZI REDICA E W SILA cgt.

tAKA OSNOWNATA ZADAˆA NA WSIˆKI RAZRABOTKI W TAZI OBLAST E DA SE USTANOWQT

KAKTO NEOBHODIMITE USLOWIQ ZA IZP˙LNENIE NA cgt, TAKA I SKOROSTTA, S KOQTO SE
DOSTIGA GRANIˆNOTO RAZPREDELENIE.

w TAZI LEKCIQ ]E RAZGLEVDAME SAMO REDICI OT NEZAWISIMI SL.W.

14.1 eDNAKWO RAZPREDELENI S˙BIRAEMI

tEOREMA 14.1 nEKA ξ1, ξ2, . . . E REDICA OT EDNAKWO RAZPREDELENI NEZAWISIMI SL.W. S
KRAJNA DISPERSIQ σ2. tOGAWA ZA TAZI REDICA E W SILA cgt.

dOKAZATELSTWO: dA OZNAˆIM S a = E ξ1. dA RAZGLEDAME REDICATA OT CENTRIRANI I
NORMIRANI SL.W. ηn = (ξn − a)/σ I OZNAˆIM S f(t) = E eitη HARAKTERISTIˆNATA IM

FUNKCIQ. t˙J KATO E η = 0 I Dη = 1, TO f(t) PRITEVAWA P˙RWA I WTORA PROIZWODNI W
T.0 I MOVE DA SE RAZWIE W RED NA tEJLOR OKOLO TAZI TOˆKA: f(t) = 1− t2

2
+ O(t3).

sEGA DA PREPI[EM WEROQTNOSTTA W USLOWIE (14.1):

P(
Sn − ESn

(DSn)1/2
< x) = P(

1

n1/2

n∑
i=1

ηi < x)

dA RAZGLEDAME SEGA HARAKTERISTIˆNATA FUNKCIQ NA SL.W. sn = 1
n1/2

∑n
i=1 ηi:

E eitsn = (E eitn−1/2η1)n = (f(tn−1/2))n = (1− t2

2n
+ O(

t3

n
3
2

))n → e−
t2

2 .2
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14.2 uSLOWIE NA lINDEBERG

tUK ]E RAZGLEDAME OB]IQ SLUˆAJ NA NEZAWISIMI SLUˆAJNI WELIˆINI S PROIZWOLNI

RAZPREDELENIQ. ˝E W˙WEDEM SLEDNITE OZNAˆENIQ. Fk(x) = P(ξk < x), ak = E ξk, σ
2
k =

Dξk, s
2
n =

∑n
k=1 σ2

k.
tOWA, KOETO P˙RWO E ZABELQZANO, E SLEDNOTO NEOBHODIMO USLOWIE ZA PRENEBREVI-

MOST:

Mn
def
= max

1≤k≤n

σ2
k

s2
n

−→
n→∞

0. (14.2)

w SLUˆAQ S EDNAKWO RAZPREDELENI SL.W. USLOWIETO ZA PRENEBREVIMOST E ESTESTWENO

IZP˙LNENO: Mn = 1/n.
sLEDNOTO USLOWIE NOSI IMETO NA lINDEBERG. zA WSQKO ε > 0

Ln(ε)
def
=

1

s2
n

n∑
k=1

∫
|x−ak|>εsn

(x− ak)
2dFk(x) −→

n→∞
0. (14.3)

tEOREMA 14.2 (lINDEBERG – fELER) nEKA ξ1, ξ2, . . . E REDICA OT NEZAWISIMI SL.W. S
KRAJNI DISPERSII, ZA KOITO E IZP˙LNENO USLOWIETO ZA PRENEBREVIMOST (14.2). tO-
GAWA, ZA DA E W SILA cgt (14.1) NEOBHODIMO I DOSTAT˙ˆNO E USLOWIETO NA lINDEBERG
(14.3).

dOKAZATELSTWO: dA OZNAˆIM S Fnk(x) = P (ξk − ak < xsn) = Fk(ak + xsn). tOGAWA
MOVEM DA ZAPI[EM DWETE USLOWIQ (14.2) I (14.3) PO - LESNO:

Mn = max
1≤k≤n

σ2
k

s2
n

= max
1≤k≤n

∞∫
−∞

(x−ak

sn
)2dFk(x) = max

1≤k≤n

∫ ∞

−∞
x2dFnk(x)

Ln(ε) =
n∑

k=1

∫
|x−ak|>εsn

(x−ak)2

s2
n

dFk(x) =
n∑

k=1

∫
|x|>ε

x2dFnk(x)

sLUˆAJNITE WELIˆINI ηnk = (ξk − ak)/sn SA S FUNKCII NA RAZPREDELENIE Fnk. dA
OZNAˆIM TEHNITE HARAKTERISTIˆNI FUNKCII S fnk. tOGAWA TW˙RDENIETO NA cgt (14.1)
MOVE DA SE ZAPI[E PO SLEDNIQ NAˆIN:

n∏
k=1

fnk(t) → e−
t2

2 ILI

n∑
k=1

ln fnk(t) → −t2

2
. (14.4)

dOKAZATELSTWOTO ]E PROWEDEM W NQKOLKO ST˙PKI. pRI TOWA P˙RWITE TRI ST˙PKI
IMAT OTNO[ENIE KAKTO K˙M NEOBHODIMOSTTA, TAKA I K˙M DOSTAT˙ˆNOSTTA.

a. p˙RWO ]E POKAVEM,ˆE USLOWIETO ZA PRENEBREVIMOST (14.2) SLEDWA OT USLOWIETO
NA lINDEBERG (14.3). tOWA TW˙RDENIE WS˙]NOST NE E NEOBHODIMO ZA DOKAZATELSTWOTO
NA TEOREMATA, NO E POUˆITELNO.

Mn = max
1≤k≤n

(

∫
|x|≤ε

x2dFnk(x) +

∫
ε<|x|

x2dFnk(x)) ≤ ε2 + Ln(ε).

t˙J KATO ε E PROIZWOLNO OT TUK SLEDWA USLOWIETO ZA PRENEBREVIMOST.
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b. oT USLOWIETO ZA PRENEBREVIMOST (14.2) SLEDWAT SLEDNITE TW˙RDENIQ:

Hn(t)
def
= max

1≤k≤n
|fnk(t)− 1| → 0 (14.5)

n∑
k=1

|fnk(t)− 1| ≤ t2/2. (14.6)

dOSTAT˙ˆNO E DA SE IZPOLZUWA SLEDNOTO NERAWENSTWO:

|fnk(t)− 1| = |
∞∫

−∞

(eitx − 1− itx)dFnk(x)| ≤ t2

2

∞∫
−∞

x2dFnk(x) =
t2

2

σ2
k

s2
n

.

w. ˝E DOKAVEM PAK KATO SLEDSTWIE OT PRENEBREVIMOSTTA (14.2) SLEDNOTO TW˙RDE-
NIE:

Rn(t)
def
=

n∑
k=1

(ln fnk(t)− (fnk(t)− 1)) → 0. (14.7)

t˙J KATO E IZP˙LNENO (14.5) MOVEM DA IZBEREM TAKOWA GOLQMO n, ˆE |fnk(t)− 1| < 1/2.
tOGAWA IMAME:

ln fnk(t) = ln(1 + (fnk(t)− 1)) = (fnk(t)− 1) +
∞∑

j=2

(fnk(t)− 1)j(−1)j/j

.

| ln fnk(t)− (fnk(t)− 1)| ≤ (fnk(t)− 1)2

∞∑
j=0

1

(j + 2)2j
≤ 1

2
(fnk(t)− 1)2

kATO SUMIRAME TEZI NERAWENSTWA I IZPOLZUWAME (14.6) POLUˆAWAME:

Rn(t) ≤ 1

2

n∑
k=1

(fnk(t)− 1))2 ≤ 1

2
Hn(t)

n∑
k=1

|fnk(t)− 1| ≤ Hn(t)
t2

4
→ 0.

dOSTAT˙ˆNOST (lINDEBERG) nAKRAQ OCENQWAME IZRAZA:

|In(t)| def
= |t2/2 +

n∑
k=1

(fnk(t)− 1)|

= |
n∑

k=1

∞∫
−∞

(eitx − 1− itx +
t2x2

2
)dFnk(x)| ≤

≤ |t|3ε
6

n∑
k=1

∫
|x|≤ε

|x|2dFnk(x) + |t|2
n∑

k=1

∫
ε<|x|

|x|2dFnk(x)

≤ |t|3ε
6

+ |t|2Ln(ε)

s TOWA DOKAZATELSTWOTO NA DOSTAT˙ˆNOSTTA E ZAW˙R[ENO.
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nEOBHODIMOST (fELER) t˙J KATO PO USLOWIE PRENEBREVIMOSTTA (14.2) E IZP˙LNE-
NA, TO W SILA SA (14.5) I (14.6). mOVEM DA PREDPOLAGAME, ˆE In(t) → 0 ZA WSQKO t.
oCENQWAME OTDOLU:

Re(In(t)) =
n∑

k=1

∞∫
−∞

(cos(tx)− 1 +
t2x2

2
)dFnk(x) ≥

n∑
k=1

(−
∫

|x|≤ε

(tx)2

2
dFnk(x) +

∫
ε<|x|

(−2)dFnk(x) +

∞∫
−∞

(tx)2

2
dFnk(x)) =

n∑
k=1

(

∫
ε<|x|

(tx)2

2
dFnk(x)− 2

∫
ε<|x|

dFnk(x)) ≥

t2

2
Ln(ε)−

n∑
k=1

σ2
k

ε2s2
n

w POSLEDNIQ RED IZPOLZUWAHME NERAWENSTWOTO NA ˜EBI[OW. kATO PREHW˙RLIM POS-
LEDNIQ ˆLEN I UMNOVIM NA 2/t2 POLUˆAWAME NERAWENSTWOTO:

2

t2
(
2

ε2
+ In(t)) ≥ Ln(ε).

t˙J KATO DQSNATA STRANA NE ZAWISI OT t, TOWA E DOSTAT˙ˆNO DA TW˙RDIM, ˆE TQ KLONI
K˙M NULA. 2

zABELEVKA w DOKAZATELSTWOTO IZPOLZUWAHME SLEDNITE NERAWENSTWA:

1− cos(α) ≤ α2/2, |eit − 1− it| ≤ t2

2
,

|eit − 1− it + t2/2| ≤ t3

6
, |eit − 1− it + t2/2| ≤ t2,

KAKTO I NERAWENSTWOTO NA ˜EBI[OW.

dOKAZATELSTWO: pREDPOLAGAME t REALNO.

|eit − 1| = |i
∫ t

0

eizdz| ≤
∫ t

0

|eiz|dz = |t|

|eit − 1− it| = |i
∫ t

0

(eiz − 1)dz| ≤
∫ t

0

|z|dz = |t|2/2

aNALOGIˆNO POLUˆAWAME:

|eit − 1− it + t2/2| ≤ |t|3/3!

|eit − 1− it + t2/2| ≤ t2/2 + t2/2 = t2.2
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14.3 sLEDSTWIQ

tEOREMA 14.3 (tEOREMA NA lQPUNOW) nEKA ξ1, ξ2, . . . E REDICA OT NEZAWISIMI SL.W.
S KRAJNI MOMENTI OT RED 2 + δ, δ > 0. aKO E IZP˙LNENO SLEDNOTO USLOWIE (14.8) NA
lQPUNOW, TO E W SILA cgt, T.E. USLOWIE (14.1).

Λn(r)
def
=

1

s2+δ
n

n∑
k=1

∫ ∞

−∞
(x− ak)

2+δdFk(x) =

∫ ∞

−∞
|x|2+δdFnk −→

n→∞
0, (14.8)

dOKAZATELSTWO: dOKAZATELSTWOTO SLEDWA WEDNAGA OT NERAWENSTWOTO:

Ln(ε) =
n∑

k=1

∫
|x|>ε

x2dFnk ≤
1

εδ

n∑
k=1

∫
|x|>ε

|x|2+δdFnk ≤
1

εδ
Λn(r).2
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pROCESI S NEZAWISIMI NARASTWANIQ

15.1 w˙WEDENIE

nEKA RAZGLEDAME SEMEJSTWOTO OT SLUˆAJNI WELIˆINI {ξτ , τ ≥ 0}. zA NAS PARAMET˙R˙T
τ ]E IMA ROLQTA NA WREME I ZATOWA TAKIWA SEMEJSTWA ]E NARIˆAME SLUˆAEN PROCES.
pROCESITE S DISKRETNO WREME WS˙]NOST PREDSTAWLQWAT REDICI SLUˆAJNI WELIˆINI.
tEORIQ NA SLUˆAJNITE PROCESI PREDSTAWLQWA SPECIALEN RAZDEL W TEORIQ NA WEROQT-
NOSTITE S GOLQMO ZNAˆENIE. (WIV. (gIHMAN I sKOROHOD 1977))

zA WSQKO τ E OPREDELENA FUNKCIQTA NA RAZPREDELENIE F (x, τ) = P (ξτ < x) I

MOMENTITE NA PROCESA (KOGATO TE S˙]ESTWUWAT) m(τ) = E ξτ , σ
2(τ) = E (ξτ −m(τ))2 I

T.N. ˝E PREDPOLOVIM, ˆE SL.W. ξ0 = 0 I SEMEJSTWOTO F (x, τ) E NEPREK˙SNATO W NULATA,
T.E. F (x, +0) = F (x, 0). nEKA OZNAˆIM S θτ1,τ2 = ξτ2 − ξτ1 NARASTWANIQTA NA PROCESA.

oPREDELENIE 15.1 pRI TEZI PREDPOLOVENIQ ]E KAZWAME ˆE PROCES˙T E S NEZAWI-
SIMI NARASTWANIQ, AKO SL.W. θτ1,τ2 I ξτ2 SA NEZAWISIMI ZA WSIˆKI τ1, τ2.

tOWA OPREDELENIE NE E NAJ-TOˆNOTO, NO ZA NA[ITE CELI E NAP˙LNO DOSTAT˙ˆNO. wS˙]-
NOST BI TRQBWALO DA POISKAME NEZAWISIMOST W S˙WKUPNOST NA WSEKI KRAEN BROJ NA-
RASTWANIQ.

oPREDELENIE 15.2 pROCES S NEZAWISIMI NARASTWANIQ ]E NARIˆAME EDNORODEN (E.P.N.N.),
AKO RAZPREDELENIETO NA SL.W. θτ1,τ2 ZAWISI SAMO OT RAZLIKATA NA DWATA PARAMET˙RA

τ2 − τ1.

oT TOWA OPREDELENIE E QSNO, ˆE ZA E.P.N.N. SL.W. θτ1,τ2 I ξτ2−τ1 IMAT EDNAKWO RAZPRE-
DELENIE. s˙]O TAKA OT TUK SLEDWA, ˆE MOMENTITE NA PROCESA (KOGATO S˙]ESTWUWAT)
UDOWLETWORQWAT S˙OTNO[ENIQTA: m(τ1+τ2) = m(τ1)+m(τ2), σ2(τ1+τ2) = σ2(τ1)+σ2(τ2).

15.2 hARAKTERISTIˆNA FUNKCIQ

nEKA RAZGLEDAME SEGA SEMEJSTWOTO OT HARAKTERISTIˆNI FUNKCII OPREDELENI OT EDNO-
RODEN PROCES S NEZAWISIMI NARASTWANIQ.

78
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f(t, τ) = Eeitξτ =

∫ ∞

−∞
eitxdF (x, τ) (15.1)

p˙RWO ]E DOKAVEM EDNA PROSTA LEMA.

lEMA 15.1 aKO KOMPLEKSNATA FUNKCIQ OT REALEN ARGUMENT UDOWLETWORQWA USLOWI-
QTA: Φ(0) = 1, NEPREK˙SNATOST W NULATA I FUNKCIONALNOTO URAWNENIE: Φ(x1+x2) =
Φ(x1)Φ(x2) ZA WSIˆKI REALNI x1, x2, TO:
A. Φ(1) 6= 0;
B. Φ(x) = Φ(1)x.

dOKAZATELSTWO: A. dOPUSKAME PROTIWNOTO. tOGAWA OT RAWENSTWOTO 0 = Φ(1) = Φ( 1
n
)n

SLEDWA 0 = Φ( 1
n
) ZA WSQKO n, KOETO PROTIWOREˆI NA NEPREK˙SNATOSTTA W NULATA.

B. zA RACIONALNI x = m/n IMAME Φ(x) = Φ(1)x. nO OT NEPREK˙SNATOSTTA W NULATA
SLEDWA NEPREK˙SNATOST ZA WSQKO x:

Φ(x + ∆x) = Φ(x)Φ(∆x) → Φ(x).2

sLEDSTWIE aKO REALNA FUNKCIQ OT REALEN ARGUMENT UDOWLETWORQWA USLOWIQTA:
Φ(0) = 0, NEPREK˙SNATOST W NULATA I FUNKCIONALNOTO URAWNENIE: Φ(x1+x2) = Φ(x1)+
Φ(x2) ZA WSIˆKI REALNI x1, x2, TO Φ(x) = Φ(1)x.
dOKAZATELSTWO: dOSTAT˙ˆNO E DA RAZGLEDAME FUNKCIQTA eΦ(x) I PRILOVIM LEMATA.
2

tEOREMA 15.1 zA WSEKI EDNORODEN PROCES S NEZAWISIMI NARASTWANIQ E IZP˙LNENA

SLEDNATA FORMULA PREDSTAWQNE NA HARAKTERISTIˆNITE MU FUNKCII:

ln f(t, τ) = τ lim
∆τ→0

1

∆τ

∫ ∞

−∞
(eitx − 1)dF (x, ∆τ) (15.2)

dOKAZATELSTWO: nEKA FIKSIRAME t. tOGAWA f(t, 0) = 1, FUNKCIQTA f E NEPREK˙SNATA

PO WTORIQ SI ARGUMENT W NULATA (OT USLOWIETO ZA NEPREK˙SNATOST NA SEMEJSTWOTO OT
FUNKCII NA RAZPREDELENIE ) I UDOWLETWORQWA FUNKCIONALNOTO URAWNENIE. pRILAGAME
LEMATA I POLUˆAWAME:

f(t, τ) = (f(t, 1))τ = eτ ln f(t,1)

t˙J KATO LOGARIT˙M˙T E MNOGOZNAˆNA FUNKCIQ, PRI LOGARITMUWANETO POLUˆAWA-
ME:

ln f(t, 1) = ln |f(t, 1)|+ i(argf(t, 1) + 2kπ).

nO f(t, 1) 6= 0 I MOVEM DA IZBEREM k TAKA, ˆE f(0, 1) = 1 - SAMO TOGAWA f(., 1) E
HARAKTERISTIˆNA FUNKCIQ.

dA RAZGLEDAME SEGA DIFERENˆNOTO ˆASTNO (t - FIKSIRANO):

f(t, ∆τ)− 1

∆τ
=

e∆τ ln f(t,1) − 1

∆τ
= ln f(t, 1) + 0(∆τ) =

1

τ
ln f(t, τ) + 0(∆τ).

tUK FUNKCIQTA 0(∆τ) KLONI K˙M NULA, KOGATO ∆τ KLONI K˙M NULA.
oT DRUGA STRANA, S˙]OTO ˆASTNO MOVE DA SE ZAPI[E TAKA

f(t, ∆τ)− 1

∆τ
=

1

∆τ

∫ ∞

−∞
(eitx − 1)dF (x, ∆τ).2
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15.3 pOASONOW PROCES

tUK KATO EDIN OT PRIMERITE ZA E.P.N.N. ]E RAZGLEDAME PROCES S DISKRETNO PROSTRAN-
STWO NA S˙STOQNIQTA.

tUK SME POKAZALI DWE TRAEKTORII NA TAK˙W PRO-
CES. iZISKWANETO SLUˆAJNITE WELIˆINI DA PRI-
EMAT ZA STOJNOSTI SAMO NATURALNITE ˆISLA I

SWOJSTWOTO ZA NEZAWISIMOST NA NARASTWANIQTA

AWTOMATIˆESKI NALAGA TAKAWA FORMA NA TRAEK-
TORIITE.

fIG. 15.1: pOASONOW PROCES

dA OZNAˆIM S˙OTWETNITE WEROQTNOSTI S Pk(τ) = P(ξτ = k), k = 0, 1, 2, .... qSNO
E, ˆE OT NEPREK˙SNATOSTTA NA SEMEJSTWOTO OT FUNKCII NA RAZPREDELENIE SLEDWA, ˆE
Pk(τ) → 0, KOGATO τ → 0 ZA WSQKO k 6= 0 I P0(τ) → 1.

tEOREMA 15.2 nEKA DOP˙LNITELNO POISKAME USLOWIETO ( USLOWIE ZA ORDINARNOST)∑
k≥2

Pk(τ) = o(P1(τ)). (15.3)

tOGAWA

F (x, τ) =
∑
k<x

(λτ)k

k!
e−λτ ,

T.E. WSIˆKI RAZPREDELENIQ SA pOASONOWI.

tUK o(ε) OZNAˆAWA PROIZWOLNA FUNKCIQ TAKAWA, ˆE o(ε)/ε → 0, KOGATO ε → 0.
dOKAZATELSTWO: qSNO E, ˆE P0(0) = 1, P0(τ1 + τ2) = P0(τ1)P0(τ2) I P0(.) E NEPREK˙S-
NATA W 0. tOGAWA OT LEMATA SLEDWA, ˆE MOVE DA ZAPI[EM P0(.) W˙W FORMATA P0(τ) =
P0(1)τ = e−λτ . tUK P0(1) = e−λ, λ > 0. tOGAWA P1(τ) ≤

∑
k≥1 Pk(τ) = 1− e−λτ → 0.

zA DA IZRAZIM OSTANALITE WEROQTNOSTI, WEˆE ]E TRQBWA DA IZPOLZUWAME USLOWIETO
ZA ORDINARNOST. iMAME, ˆE ZA WSQKO τ E IZP˙LNENO RAWENSTWOTO:

P0(τ) + P1(τ) +
∞∑

k=2

Pk(τ) = 1.

sLEDOWATELNO

P0(∆τ) = e−λ∆τ = 1− λ∆τ + o(∆τ)

P1(λ∆τ) = λ∆τ + o(∆τ)
∞∑

k=2

Pk(∆τ) = o(∆τ),
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sEGA IZPOLZUWAME PREDSTAWQNETO NA HARAKTERISTIˆNATA FUNKCIQ NA E.P.N.N.:

ln f(t, τ) = τ lim
∆τ→0

1

∆τ

∫ ∞

−∞
(eitx − 1)dF (x, ∆τ) =

τ lim
∆τ→0

1

∆τ
((e−it0 − 1)P0(∆τ) + (e−it1 − 1)(λ∆τ + o(∆τ)) + o(∆τ)) =

= τλ(e−it − 1).

sLEDOWATELNO POLUˆAWAME

f(t, τ) = eτλ(e−it−1), (15.4)

KOETO E HARAKTERISTIˆNATA FUNKCIQ NA pOASONOWO RAZPREDELENIE. 2

pRIMER 15.1 w TELEFONNA STANCIQ POST˙PWAT SREDNO PO 60 POWIKWANIQ ZA EDIN
ˆAS. kAKWA E WEROQTNOSTTA DA NE POST˙PI NITO EDNO POWIKWANE ZA 30 SEK.

rE[ENIE: P(ξ 1
2

= 0) = e−
λ
2 = e−

1
2 = 0.6065.

pRIMER 15.2 kOLKO STAFIDKI TRQBWA DA SLOVIM W TESTOTO, TAKA ˆE S WEROQT-
NOST .99 W˙W WSQKA KIFLIˆKA DA POPADNE PONE EDNA STAFIDKA.

rE[ENIE: dA OZNAˆIM S λ BROQT STAFIDI NA EDINICA OBEM I S v OBEMA NA EDNA KIF-
LIˆKA. iMAME

P(ξv ≥ 1) = 1− e−λv ≥ .99

e−λv < 0.01, λv > ln 100 = 4.6

sLEDWA DA PREDWIDIM W TESTOTO PO 4.6 STAFIDKI NA KIFLIˆKA.

15.4 wINEROW PROCES

˝E RAZGLEDAME WTORI PRIMER ZA E.P.N.N. tOZI P˙T NA SLUˆAJNITE WELIˆINI ]E B˙DE
RAZRE[ENO DA PRIEMAT PROIZWOLNI REALNI STOJNOSTI.zA SMETKA NA TOWA ]E NALOVIM
OGRANIˆENIE W˙RHU S˙]ESTWUWANETO I ”PRENEBREVIMOSTTA” NA TRETIQ MOMENT:∫ ∞

−∞
|x|3dF (x, ∆τ) = o(∆τ) (15.5)

tUK SA NARISUWANI DWE SIMULIRANI TRAEKTORII

NA STANDARTNO bRAUNOWO DWIVENIE. tE APROKSI-
MIRAT PRI PODHODQ]A NORMIROWKA TRAEKTORII-
TE NA STANDARTEN wINEROW PROCES.

fIG. 15.2: wINEROW PROCES
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tEOREMA 15.3 pRI UKAZANITE IZISKWANIQ HARAKTERISTIˆNITE FUNKCII NA PROCESA

IMAT PREDSTAWQNETO

ln f(t, τ) = itmτ − 1

2
σ2t2τ,

K˙DETO m I σ > 0 SA PODHODQ]O PODBRANI KONSTANTI.

tAKA WSIˆKI RAZPREDELENIQ NA PROCESA STAWAT GAUSOWI. kOGATO m = 0 I σ = 1 PRO-
CES˙T SE NARIˆA STANDARTEN wINEROW PROCES ILI bRAUNOWO DWIVENIE S NEPREK˙SNATO

WREME.
dOKAZATELSTWO: dA OTBELEVIM, ˆE S˙]ESTWUWANETO I NEPREK˙SNATOSTTA W NULATA

NA TRETIQ ABSOL@TEN MOMENT WLEˆE S˙]ESTWUWANETO I NEPREK˙SNATOSTTA NA P˙RWIQ

I WTORIQ MOMENTI W NULATA.

m(τ) =

∫ ∞

−∞
xdF (x, τ), σ2(τ) =

∫ ∞

−∞
x2dF (x, ∆τ)−m2(τ)

dA RAZGLEDAME FUNKCIQTA m(τ). iMAME m(0) = 0, m(τ1 +τ2) = m(τ1)+m(τ2) I NEP-
REK˙SNATOST W NULATA. oT SLEDSTWIETO NA LEMATA SLEDWA, ˆE S˙]ESTWUWA KONSTANTA
m TAKAWA, ˆE m(τ) = mτ . s˙]OTO E WERNO I ZA FUNKCIQTA σ2(τ) = σ2τ.

nEKA PRILOVIM SEGA NA[ATA TEOREMA ZA E.P.N.N.

ln f(t, τ) = τ lim
∆τ→0

1

∆τ

∫ ∞

−∞
(eitx − 1)dF (x, ∆τ) =

τ lim
∆τ→0

1

∆τ
(

∫ ∞

−∞
(eitx − 1− itx +

t2x2

2
)dF (x, ∆τ)+

+itm∆τ − t2

2
(σ2∆τ + m2∆τ 2)).

p˙RWIQT ˆLEN NA TOWA PREDSTAWQNE KLONI K˙M NULA PORADI NERAWENSTWOTO |eitx − 1−
itx + t2x2

2
| ≤ |t3x3|

6
. pOSLEDNIQT ˆLEN E KWADRATIˆEN PO ∆τ I S˙]O KLONI K˙M NULA.

oSTANALITE DWA ˆLENA SA T˙RSENITE. 2

15.5 gRANIˆNA TEOREMA

eRGODIˆNO SWOJSTWO ]E NARIˆAME PREHOD W NQKAKWO S˙STOQNIE NA SLUˆAJNIQ PRO-
CES NEZAWISIMO OT NAˆALNOTO S˙STOQNIE. tUK ]E DOKAVEM EDNA PROSTA TEOREMA ZA

EDNORODNITE PROCESI S NEZAWISIMI NARASTWANIQ I KRAJNA DISPERSIQ - ANALOG NA CEN-
TRALNATA GRANIˆNA TEOREMA.

dA OZNAˆIM NORMIRANIQ I CENTRIRAN SLUˆAEN PROCES S ητ = ξτ−mτ

στ
I S Φ(x) F.R.

NA STANDARTNOTO GAUSOWO RAZPREDELENIE.

tEOREMA 15.4 nA LICE E SHODIMOSTTA:

lim
τ→∞

Fη(x, τ) = Φ(x).
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dOKAZATELSTWO: hARAKTERISTIˆNATA FUNKCIQ NA MODIFICIRANIQ PROCES E:

ln fη(t, τ) = ln(e
i tm

στ1/2 f(
t

στ 1/2
, 1)τ ) = i

tm

στ 1/2
+ τ ln f(

t

στ 1/2
, 1),

K˙DETO mτ = mτ I σ2
τ = σ2τ . nEKA SEGA RAZWIEM HARAKTERISTIˆNATA FUNKCIQ ln f(t, 1)

W RED NA tEJLOR OKOLO NULATA (ln f(0, 1))′ = f ′(0, 1) = im I (ln f(0, 1))′ = f ′(0, 1) =
−(σ2 + m2):

ln f(
t

στ 1/2
, 1) = im

t

στ 1/2
− (σ2 + m2)

t2

σ2τ
+ o(

1

τ
).

oSTAWA DA IZW˙R[IM UMNOVENIETO I S˙KRATIM IZLI[NITE ˆLENOWE. 2

15.6 zAKL@ˆITELNI BELEVKI

i DWATA PRIMERA IZLOVENI W PREDHODNITE SEKCII SE OKAZA, ˆE PRITEVAWAT KRAJNI

DISPERSII I DAVE MOMENTI OT PROIZWOLEN RED. tOWA SE D˙LVI NA NALOVENITE OGRANI-
ˆENIQ, KOITO WODQT DO DIFERENCIRUEMOST NA HARAKTERISTIˆNITE FUNKCII PO P˙RWIQ
ARGUMENT. zA S˙VALENIE TOWA NE WINAGI E TAKA, KAKTO POKAZWA SLEDNIQT PRIMER:

ln f(t, τ) = ατ |t|γ.

pRI γ = 1 TAKAWA HARAKTERISTIˆNA FUNKCIQ S˙OTWETSTWUWA NA RAZPREDELENIE NA

kO[I, KOETO NE PRITEVAWA DAVE P˙RWI MOMENT.pROWERETE, ˆE TAKOWA SEMEJSTWO HA-
RAKTERISTIˆNI FUNKCII MOVE DA B˙DE POLUˆENO ˆREZ TEOREMATA I NAPI[ETE W TOZI

SLUˆAJ S˙OTWETNOTO TW˙RDENIE.
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mARKOWSKI WERIGI

mARKOWSKITE PROCESI SA OBOB]ENIE NA PROCESITE S NEZAWISIMI NARASTWANIQ. nEKA E
ZADADEN PROCES˙T ξτ , τ ≥ 0.

oPREDELENIE 16.1 ˝E KAZWAME, ˆE PROCES˙T E mARKOWSKI, AKO B˙DE]ETO I MINA-
LOTO SA NEZAWISIMI PRI FIKSIRANO NASTOQ]E.

s˙]IQT SMIS˙L IMAT DUMITE: b˙DE]ETO ZAWISI SAMO (SE OPREDELQ IZCQLO) OT
POSLEDNIQ NABL@DAWAN MOMENT. rAZGLEDANIQ W MINALATA LEKCIQ pOASONOW PROCES E
OˆEWIDEN PRIMER ZA mARKOWSKI PROCES. s˙STOQNIETO NA PROCESA W DADEN B˙DE] MO-
MENT E PROSTA SUMA NA S˙STOQNIETO MU W MOMENTA I S˙OTWETNATA SLUˆAJNA WELIˆINA

OPREDELQ]A NARASTWANETO MU. tAKA E OˆEWIDNO I ZA WSIˆKI PROCESI S NEZAWISIMI

NARASTWANIQ — TE SA MARKOWSKI.
zA RAZLIKA OT E.P.N.N., mARKOWSKITE PROCESI MOGAT DA PRITEVAWAT I STOJNOSTI,

KOITO NE SA ˆISLOWI. nAISTINA, STOJNOSTITE NA E.P.N.N. TRQBWA DA PRINADLEVAT NA
ADITIWNA GRUPA — TOWA IZISKWA OPREDELENIETO IM.

oSOBENOSTTA PRI DEFINICIQ NA MARKOWSKI PROCESI IDWA OT TOWA, ˆE TRQBWA DA
SE RAZGLEVDA I PROWERQWA USLOWNA NEZAWISIMOST. kOGATO WEROQTNOSTTA NA DADENO

FIKSIRANO S˙STOQNIE E NULEWA (KAKTO TOWA E PRI PROCESI S NEPREK˙SNATO PROSTRAN-
STWO NA S˙STOQNIQTA), TAKAWA PROWERKA E NETRIWIALNA — TQ IZISKWA NALIˆIETO NA

MNOGOMERNA WEROQTNOSTNA PL˙TNOST.

16.1 mARKOWSKI WERIGI

tUK ]E SE SPREM NA PROCESI S DISKRETNO WREME I KRAJNO DISKRETNO PROSTRANSTWO NA

S˙STOQNIQTA. tAKIWA PROCESI NARIˆAME MARKOWSKI WERIGI. pODROBNO S TQH MOVE DA
SE ZAPOZNAETE W KNIGITE (kEMENI I sNELL 1970) I (dIMITROW 1980). ˝E PREDPOLOVIM,
ˆE MNOVESTWOTO OT S˙STOQNIQ NA WERIGATA SA ˆISLATA 1, 2, . . . , k.

aKO USLOWNO OZNAˆIM S˙BITIQTA W ”MINALOTO”, ”NASTOQ]ETO”I ”B˙DE]ETO”S˙S BUK-
WITE A, B, C, TO mARKOWSKOTO SWOJSTWO OZNAˆAWA PROSTO P(A∩C|B) = P(A|B) P(C|B).
sEGA DEFINICIQTA ZA MARKOWOST MOVE DA SE PREPI[E PO - TOˆNO:

oPREDELENIE 16.2 ˝E KAZWAME, ˆE PROCES˙T E KRAJNA mARKOWSKA WERIGA, AKO ZA
WSIˆKI W˙ZMOVNI NABORI {i0, i1, . . . , in}, (1 ≤ ik ≤ k) I WSQKO n ≥ 1 E IZP˙LNENO:

84



16.1. markowski werigi 85

P(ξ0 = i0, ξ1 = i1, . . . , ξn = in, ξn+1 = in+1|ξk = ik) =

P(ξ0 = i0, ξ1 = i1, . . . , ξk−1 = ik−1|ξk = ik)∗
P(ξk+1 = ik+1, . . . , ξn = in|ξk = ik).

mARKOWSKOTO SWOJSTWO DAWA W˙ZMOVNOST S˙WMESTNITE RAZPREDELENIQ NA MNOVEST-
WOTO SLUˆAJNI WELIˆINI DA B˙DAT PRESMQTANI PROSTO, KAKTO POKAZWA SLEDNATA TEO-
REMA.

tEOREMA 16.1 rAZPREDELENIQTA NA KRAJNA mARKOWSKA WERIGA SE OPREDELQT OT NA-
ˆALNOTO RAZPREDELENIE {πi = P (ξ0 = i), i = 1, 2, . . . , k} I MATRICITE NA PREHODNI WE-
ROQTNOSTI (W˙W WSEKI EDIN MOMENT {n = 0, 1, 2, . . .} NA WREMETO) Pi,j(n) = P(ξn+1 =
j|ξn = i), (i, j = 1, 2, . . . k,) PO FORMULATA:

P(ξ0 = i0, ξ1 = i1, . . . , ξn = in) = πi0Pi0,i1(0) . . . Pin−1,in(n− 1). (16.1)

dOKAZATELSTWO: dOKAZATELSTWOTO SE PRAWI PO INDUKCIQ I SLEDWA LESNO OT OPRE-
DELENIETO I FORMULATA ZA UMNOVENIE NA WEROQTNOSTI. dA OTBELEVIM, ˆE PONEVE
P(A|B) = P(A ∩ B|B), mARKOWSKOTO SWOJSTWO MOVE DA SE ZAPI[E I TAKA: P(A ∩ B ∩
C|B) = P(A ∩B|B) P(C ∩B|B).
nEKA DA DOPUSNEM, ˆE SME DOKAZALI FORMULATA (16.1) ZA NQKOE n (ZA n = 0, 1 TQ E

OˆEWIDNA) I WSIˆKI W˙ZMOVNI NABORI {i0, i1, . . . , in}. oT OPREDELENIETO 16.2 SLEDWA

FORMULATA:

P(A ∩B ∩ C|B) = P(ξ0 = i0, ξ1 = i1, . . . , ξn = in, ξn+1 = in+1|ξn = in) =

P(ξ0 = i0, ξ1 = i1, . . . , ξn = in|ξn = in) P(ξn = in, ξn+1 = in+1|ξn = in) =

P(ξ0 = i0, ξ1 = i1, . . . , ξn = in|ξn = in)Pin,in+1(n) = P(A ∩B|B) P(C|B)

kATO UMNOVIM TAZI FORMULA S WEROQTNOSTTA P(B) = P(ξn = in) POLUˆAWAME

T˙RSENATA REKURSIQ. 2

oPREDELENIE 16.3 ˝E KAZWAME, ˆE mARKOWSKATA WERIGA E EDNORODNA, AKO PREHOD-
NITE WEROQTNOSTI Pi,j(n) NE ZAWISQT OT n.

dA OZNAˆIM TAZI EDINSTWENA MATRICA NA PREHODNITE WEROQTNOSTI S P I WEKTORA OT

NAˆALNITE WEROQTNOSTI S π0. mATRICATA P SE NARIˆA STOHASTIˆNA, ZA]OTO SUMATA NA
ELEMENTITE J PO REDOWE E 1. eDNA OT OSNOWNITE ZADAˆI NA TEORIQTA NA mARKOWSKITE
WERIGI E IZSLEDWANETO NA GRANIˆNOTO POWEDENIE NA P n = P ∗ P ∗ · · · ∗ P . dA OZNAˆIM
ELEMENTITE NA TAZI MATRICA S pn

i,j, n = 2, 3, . . .. oˆEWIDNI SA SLEDNITE URAWNENIQ NA
a.mARKOW:

pn+1
i,j =

k∑
l=1

pi,lp
n
l,j (16.2)

sEGA LESNO MOVEM DA IZRAZIM I WEKTORA OT WEROQTNOSTI W MOMENTA n: πn = {P(ξn =
i)}, (i = 1, 2, . . . , k):

π′n = π0
′P n.
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16.2 gRANIˆNO I STACIONARNO RAZPREDELENIQ

sLEDNATA TEOREMA SE NARIˆA ERGODIˆNA TEOREMA NA a.a.mARKOW

tEOREMA 16.2 aKO WSIˆKI ELEMENTI NA STOHASTIˆNATA MATRICA SA STROGO POLO-
VITELNI, TO S˙]ESTWUWAT ˆISLA pj, 0 ≤ pj ≤ 1,

∑
j pj = 1, TAKIWA ˆE limn→∞ pn

i,j =
pj NEZAWISIMO OT INDEKSA i.

dOKAZATELSTWO: sNABDQWAME LINEJNOTO PROSTRANSTWO Rk S NORMA: ||x|| =
∑k

i=1 |xi|.
w TAZI NORMA TO E P˙LNO — WSQKA SHODQ]A PO kO[I REDICA IMA GRANICA. dA RAZG-
LEDAME PODMNOVESTWOTO K NA Rk OPREDELENO OT USLOWIQTA:

∑k
i=1 xi = 1, xi ≥ 0, i =

1, 2, . . . , k.tO E KOMPAKTNO I TRANSFORMACIQTA P GO IZOBRAZQWA W SEBE SI. ˝E POKA-
VEM, ˆE P E SWIWA]A TRANSFORMACIQ I, SLEDOWATELNO, IMA EDINSTWENA NEPODWIVNA
TOˆKA, K˙M KOQTO SE STREMQT NEGOWITE ITERACII.

a. w˙RHU ELEMENTITE NA K RAZSTOQNIETO, PORODENO OT UKAZANATA NORMA, SE PRES-
MQTA PO SLEDNIQ NAˆIN:

||x− y|| = 2
∑
i∈J

(xi − yi). (16.3)

tUK S J SME OZNAˆILI MNOVESTWOTO OT INDEKSI NA POLOVITELNI ELEMENTI POD ZNAKA

NA SUMATA. dA OTBELEVIM, ˆE TOWA MNOVESTWO E WINAGI STROGO PO - MALKO OT CQLOTO
MNOVESTWO OT INDEKSI. aKO NE BE[E TAKA, BI BILO NEW˙ZMOVNO

∑k
i=1(xi − yi) = 0.

b. nEKA OZNAˆIM S α = mini,j pi,j. tOGAWA E IZP˙LNENO USLOWIETO ZA SWIWANE:

||x′P − y′P || ≤ (1− α)||x− y||. (16.4)

tOWA SLEDWA OT SLEDNATA WERIGA NERAWENSTWA:

||x′P − y′P || = 2
∑

j∈J

∑
i pi,j(xi − yi) =

= 2
∑

i(
∑

j∈J pi,j)(xi − yi) ≤
≤ 2

∑
i∈I(

∑
j∈J pi,j)(xi − yi) ≤

≤ 2
∑

i∈I(1− α)(xi − yi) = (1− α)||x− y||.

w. nEKA OZNAˆIM S˙S z NEPODWIVNATA TOˆKA NA P - TOˆKATA, UDOWLETWORQWA]A
URAWNENIETO: z′P = z′. t˙J KATO DIAMET˙R˙T NA MNOVESTWOTO K E 2 IMAME:

||z′ − x′P n|| ≤ ||(z − x)′P n|| ≤ 2(1− α)n.

g. tOGAWA GRANICATA P∞ S˙]ESTWUWA, TQ E LINEEN OPERATOR I E PROEKTOR W˙RHU
TAZI TOˆKA I, SLEDOWATELNO, MOVE DA SE ZAPI[E W˙W FORMATA: P∞ = ez′. 2

kOMENTAR oT DOKAZATELSTWOTO E QSNO, ˆE GRANIˆNOTO S˙STOQNIE NA TAKAWA WE-
RIGA E EDINSTWENO I SE DOSTIGA S EKSPONENCIALNA SKOROST. qSNO E S˙]O, ˆE TEOREMATA
MOVE DA SE PRILOVI I ZA WERIGI, PRI KOITO SAMO NQKAKWA STEPEN NA PREHODNATA

MATRICA PRITEVAWA POLOVITELNI ˆLENOWE.

oPREDELENIE 16.4 ˝E NARIˆAME RAZPREDELENIETO

p = {pi, i = 1, 2, . . . , k} W˙RHU PROSTRANSTWOTO NA S˙STOQNIQ NA EDNORODNA KRAJNA
mARKOWSKA WERIGA STACIONARNO, AKO UDOWLETWORQWA SLEDNOTO S˙OTNO[ENIE:

p′P = p′. (16.5)
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tEOREMA 16.3 gRANIˆNOTO RAZPREDELENIE (KOGATO S˙]ESTWUWA) E STACIONARNO.

dOKAZATELSTWO: uDOBNO E DA SE IZPOLZUWAT ZA CELTA T.N. URAWNENIQ NA kOLMOGOROW:

P n+1 = P nP. (16.6)

tE SE IZWEVDAT TOˆNO KAKTO I URAWNENIQTA NA mARKOW (16.2). nE E TRUDNO DA
SE PROWERI ZA GRANIˆNOTO RAZPREDELENIE, ˆE TO TRQBWA DA GI UDOWLETWORQWA, T.E. DA
B˙DE STACIONARNO. dA OZNAˆIM WEKTORA e = {1, 1, . . . , 1}′ I S p - TOZI OT GRANIˆNI-
TE WEROQTNOSTI. tOGAWA OT S˙]ESTWUWANETO NA GRANIˆNO RAZPREDELENIE POLUˆAWAME
P n → ep′, A PREMINAWANETO W GRANICA NA URAWNENIQTA (16.6) WODI DO ep′ = ep′P . tAKA
SE POLUˆAWA, ˆE GRANIˆNOTO RAZPREDELENIE p E LQW (NETRIWIALEN) SOBSTWEN WEKTOR NA
P . tOWA OZNAˆAWA, ˆE AKO W DADEN MOMENT WERIGATA IMA TAKOWA RAZPREDELENIE, TO ]E
SE ZAPAZI NEIZMENNO I ZA W B˙DE]E. 2

16.3 kLASIFIKACIQ NA S˙STOQNIQTA

˝E ZAPOˆNEM TAZI TEMA S DWA TRIWIALNI PRIMERA.

pRIMER 16.1 dA RAZGLEDAME SLEDNITE MATRICI NA PREHODNI WEROQTNOSTI:

P1 =

(
q p
0 1

)
, P2 =

 0 1 0
0 0 1
1 0 0

 .

pRI MATRICATA P1 SISTEMATA OSTAWA ZAWINAGI W S˙STOQNIETO 2, KOGATO GO DOSTIG-
NE. tAKOWA S˙STOQNIE SE NARIˆA POGL˙]A]O. pONQKOGA CQL KLAS S˙STOQNIQ MOVE DA

B˙DE POGL˙]A] – WEDN˙V DOSTIGNAT WEˆE NE MOVE DA B˙DE NAPUSNAT. pOGL˙]A]OTO
S˙STOQNIE (ILI KLAS) MOVE DA SE DOSTIGA W SLUˆAEN MOMENT NA WREMETO – ZA TAZI

KONKRETNA WERIGA RAZPREDELENIETO MU E GEOMETRIˆNO.
s˙STOQNIETO 1 W TOZI PRIMER P˙K E TAKOWA, ˆE WEDN˙V NAPUSNATO TO NE MOVE DA

B˙DE DOSTIGNATO NIKOGA. s˙STOQNIE (ILI KLAS S˙STOQNIQ) S TOWA SWOJSTWO NARIˆAME
NEW˙ZWRATNI.

pRI MATRICATA P2 PERIODIˆNO SE SMENQT TRI S˙STOQNIQ W REDA:

1, 2, 3, 1, 2, 3, .. ILI

2, 3, 1, 2, 3, 1, .. ILI

3, 1, 2, 3, 1, 2, ..

I WS˙]NOST CQLATA WEROQTNOSTNA MQRKA E S˙SREDOTOˆENA W˙RHU TRI TRAEKTORII, ZA-
POˆWA]I OT RAZLIˆNI NAˆALNI S˙STOQNIQ W ZAWISIMOST OT WEKTORA NA NAˆALNITE

WEROQTNOSTI π0. b˙DE]OTO POWEDENIE NA TAKAWA WERIGA STAWA NAP˙LNO PREDSKAZUEMO
— TO DETERMINIRANO SE OPREDELQ OT NEJNOTO NASTOQ]E. s˙STOQNIE OT TOZI TIP SE

NARIˆA PERIODIˆNO. eSTESTWENO E, ˆE S˙STOQNIQTA, PREZ KOITO PREMINAWA TRAEKTORI-
QTA PRI SWOETO PERIODIˆNO DWIVENIE, OBRAZUWAT PERIODIˆEN KLAS S˙STOQNIQ. tAK˙W
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KLAS E WINAGI POGL˙]A], NO MOVE, RAZBIRA SE, DA B˙DE DOSTIGNAT W SLUˆAEN MOMENT
NA WREMETO. s˙STOQNIE, KOETO NE PRINADLEVI NA NIKOJ PERIODIˆEN KLAS SE NARIˆA
APERIODIˆNO.

iZOB]O KAZANO S˙STOQNIQTA NA WERIGATA MOGAT DA B˙DAT ˆASTIˆNO NAREDENI: KAZ-
WAME ˆE S˙STOQNIETO i ≺ j, AKO pn

i,j > 0 ZA NQKOE n. qSNO E, ˆE EKWIWALENTNITE S˙STOQ-
NIQ W TAZI NAREDBA OBRAZUWAT KLAS. kOGATO OT KLASA NE MOVE DA SE IZLEZE, KLAS˙T E
MAKSIMALEN W UKAZANATA ˆASTIˆNA NAREDBA. eDNA WERIGA MOVE DA IMA NQKOLKO TAKIWA
KLASA. tAK˙W KLAS ]E NARIˆAME ERGODIˆEN, A S˙STOQNIQTA W NEGO ERGODIˆNI.

kLASIFIKACIQTA NA S˙STOQNIQ PREDSTAWLQWA OSOBEN INTERES W TEORIQTA NA mAR-
KOWSKITE WERIGI PORADI SLEDNITE TEOREMI:

tEOREMA 16.4 w˙ZWRATNATA APERIODIˆNA mARKOWSKA WERIGA E ERGODIˆNA.

wS˙]NOST NE E TRUDNO DA SE S˙OBRAZI, ˆE TEOREMATA NA mARKOW SLEDWA OT TAZI TE-
OREMA — PERIODIˆNOSTTA I NEW˙ZWRATNOSTTA WINAGI SA SW˙RZANI S NALIˆIETO NA

NULEWI WEROQTNOSTI. tAKA NEGOWATA MATRICA S POLOVITELNI ELEMENTI E MATRICA NA
ERGODIˆNA WERIGA.

tEOREMA 16.5 gRANIˆNOTO RAZPREDELENIE NA ERGODIˆNA mARKOWSKA WERIGA E EDINS-
TWENO I NE ZAWISI OT NAˆALNOTO S˙STOQNIE.

16.4 pRIMERI I ZADAˆI

pRIMER 16.2 ”kANAL S [UM” ILI mARKOWSKA WERIGA S DWE SIMETRIˆNI S˙STOQNIQ.

sISTEMATA SMENQ S˙STOQNIETO SI S WEROQTNOST p < 1/2 ILI OSTAWA W S˙]OTO S˙STO-
QNIE S WEROQTNOST q = 1 − p. tOGAWA PREHODNATA MATRICA P E SIMETRIˆNA. nEJNATA
n-TA STEPEN P n E S˙]O SIMETRIˆNA I DWETE S˙OTWETNO IMAT WIDA:

P =

(
q p
p q

)
, P n =

(
1− pn pn

pn 1− pn

)
.

uRAWNENIQTA NA mARKOW W TOZI SLUˆAJ SE ZAPISWAT PROSTO:

1− pn = (1− p)(1− pn−1) + ppn−1 (16.7)

pn = p(1− pn−1) + (1− p)pn−1.

˜REZ IZWAVDANE NA WTOROTO URAWNENIE OT P˙RWOTO POLUˆAWAME:

1− 2pn = (1− 2p)(1− 2pn−1)

1− 2pn = (1− 2p)n

sLEDOWATELNO POLUˆAWAME, ˆE pn → 1
2
. tAKA W TOZI ˆASTEN SLUˆAJ GRANIˆNOTO RAZP-

REDELENIE E RAWNOMERNOTO. 2

pRIMER 16.3 nEERGODIˆNA WERIGA.
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dA RAZGLEDAME WERIGATA S˙S SIMETRIˆNA PREHODNA MATRICA:

P =

 1 0 0
0 q p
0 p q

 .

dA OZNAˆIM S π WEKTORA OT NAˆALNI WEROQTNOSTI. pOKAVETE, ˆE GRANIˆNOTO RAZPRE-
DELENIE (ZAWISE]O OT NAˆALNOTO) E

π1, (π2 + π3)/2, (π2 + π3)/2.



pRILOVENIE A

dOP˙LNENIQ

mQSTOTO NA TEZI DOP˙LNENIQ E PO-SKORO W KURSA PO wEROQTNOSTI 2. tUK SA DADENI
SAMO ZA P˙LNOTA.

A.1 tEOREMA NA kARATEODORI

tUK ]E DOKAVEM TAZI ZNAMENITA TEOREMA (1.1).

tEOREMA A.1 aKO EDNA WEROQTNOST P, ZADADENA W˙RHU BULOWATA ALGEBRA F, E NEP-
REK˙SNATA W ∅, TO TQ E PROD˙LVIMA EDNOZNAˆNO W˙RHU σ(F).

oPREDELENIE A.1 nEKA OPREDELIM W˙RHU WSIˆKI PODMNOVESTWA NA Ω FUNKCIQTA

GORNA MQRKA:
µ(A) = inf{P(B) : B ∈ F, A ⊂ B}.

gORNATA MQRKA µ PRITEVAWA SLEDNITE WAVNI I POˆTI OˆEWIDNI SWOJSTWA:

1. MONOTONNOST - ∀A ⊂ B, µ(A) ≤ µ(B);

2. IZˆISLIMOST - ∀ε > 0,∃B ∈ F : A ⊂ B, µ(B)− µ(A) < ε;

3. POLUADITIWNOST (KRAJNA ILI IZBROIMA)- µ(
⋃

i Ai) ≤
∑

i µ(Ai);

4. NA F GORNATA MQRKA µ S˙WPADA S P I E σ-ADITIWNA (I NEPREK˙SNATA W ∅).

dOKAVETE SAMI TEZI SWOJSTWA.

oPREDELENIE A.2 dA OZNAˆIM S R KLASA OT PODMNOVESTWA B ⊂ Ω, ZA KOITO E
IZP˙LNENO RAWENSTWOTO

1 = µ(B) + µ(B).

qSNO E, ˆE R ⊃ F I µ(B) = P(B), KOGATO B ∈ F.

lEMA A.1 zA DA PRINADLEVI MNOVESTWOTO B NA R E NEOBHODIMO I DOSTAT˙ˆNO

DA B˙DE ”APROKSIMIRUEMO”, T.E. DA S˙]ESTWUWAT REDICITE {B+
n }, {B−

n } ∈ F TAKIWA,
ˆE:

B−
n ⊂ B−

n+1 ⊂ B ⊂ B+
n+1 ⊂ B+

n , µ(B+
n )− µ(B−

n ) = P(B+
n \B−

n ) → 0.

90
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dOKAZATELSTWO: nEOBHODIMOST. zA WSQKO B PO OPREDELENIE (A.1) S˙]ESTWUWA REDICA
Bn ∈ F TAKAWA, ˆE Bn ⊃ B I µ(B) = limn P(Bn). dA OZNAˆIM S B+

n = ∩n
i=1Bi. tOGAWA

µ(B) = limn P(B+
n ). s˙]OTO E WALIDNO I ZA B - ∃Bn ∈ F : µ(B) = limn P(Bn), Bn ⊃ B.

nEKA OZNAˆIM S B−
n = ∩n

i=1Bi. tAKA POLUˆAWAME, ˆE B−
n ⊂ B ⊂ B+

n . t˙J KATO B ∈ R,
TO µ(B) = 1− µ(B) I P(B−

n ) ↑ µ(B), P(B+
n ) ↓ µ(B).

dOSTAT˙ˆNOSTTA E OˆEWIDNA:

1 ≤ µ(B) + µ(B) ≤ P(B+
n ) + 1− P(B−

n ) → 1.2

dOKAZATELSTWO: (tEOREMA A.1.)
1.dA POKAVEM, ˆE R E ALGEBRA. R OˆEWIDNO S˙D˙RVA Ω, ∅, KAKTO I DOP˙LNENIETO

NA WSQKO MNOVESTWO B ∈ R. nEKA A, B ∈ R. dA OZNAˆIM S A+
n , B+

n , A−
n , B−

n NQKOI

APROKSIMIRA]I REDICI NA DWETE MNOVESTWA. iMAME OˆEWIDNOTO WKL@ˆWANE: A−
n ∩

B−
n ⊂ A ∩B ⊂ A+

n ∩B+
n .

P(A+
n ∩B+

n )− P(A−
n ∩B−

n ) =

P(A+
n ∩B+

n )− P(A−
n ∩B+

n ) + P(A−
n ∩B+

n )− P(A−
n ∩B−

n ) =

P((A+
n \ A−

n ) ∩B+
n ) + P((B+

n \B−
n ) ∩ A−

n ) ≤
P(A+

n \ A−
n ) + P(B+

n \B−
n ) → 0

tAKA MNOVESTWOTO A ∩ B E ”APROKSIMIRUEMO” I S˙GLASNO LEMA A.1 A ∩ B ∈ R, A
SLEDOWATELNO, I MNOVESTWATA A∪B, A+B, A\B ∈ R. R E BULOWA ALGEBRA. oT S˙]ITE
APROKSIMACIONNI SMETKI SLEDWA, ˆE µ E ADITIWNA FUNKCIQ NA R:

P(A−
n ) + P(B−

n ) ≤ µ(A + B) ≤ µ(A) + µ(B) ≤ P(A+
n ) + P(B+

n ).

2. dA POKAVEM SEGA, ˆE R E I σ-ALGEBRA. nEKA {Bn ∈ R, Bn ⊃ Bn+1} E NAMALQWA]A
REDICA. dA OZNAˆIM S An = Bn \ Bn+1. dA OZNAˆIM S B = ∩Bn. oT MONOTONNOSTTA
SLEDWA, ˆE S˙]ESTWUWA GRANICA NA NAMALQWA]ATA REDICA µ(Bn) I µ(B) ≤ limn µ(Bn).
oT POLUADITIWNOSTTA SLEDWA, ˆE µ(B) + µ(B) ≥ 1. oT DRUGA STRANA, OT DOKAZANATA
WEˆE ADITIWNOST POLUˆAWAME (ZA WSQKO n):

n∑
i=1

µ(Ai) = µ(B1)− µ(Bn+1), T.E.
∞∑
i=1

µ(Ai) = µ(B1)− lim
n

µ(Bn).

t˙J KATO B = B1 +
∑∞

n=1 An ]E POLUˆIM: µ(B) ≤ 1 − µ(B1) +
∑∞

n=1 µ(An) = 1 −
limn µ(Bn). kATO S˙BEREM DWETE NERAWENSTWA POLUˆAWAME: µ(B) + µ(B) ≤ 1. zNAˆI
B ∈ R.

3. zA DA POKAVEM, ˆE µ E σ-ADITIWNA, ]E POKAVEM, ˆE E NEPREK˙SNATA W ∅ I ]E
IZPOLZUWAME LEMA 1.1. nEKA {Bn ∈ R, Bn ⊃ Bn+1} E NAMALQWA]A REDICA TAKAWA, ˆE
∩Bn = ∅. kAKTO I W PREDNATA ˆAST POLUˆAWAME, ˆE µ(B) ≤ limn µ(B+

n ) = limn µ(B−
n ).

nO ∩B−
n ⊂ ∩Bn = ∅. t˙J KATO B−

n ∈ F I µ = P, KOQTO E NEPREK˙SNATA W ∅, POLUˆAWAME
µ(B) ≤ limn P(B−

n ) = 0.
t˙J KATO F ⊂ R, TO I σ(F) ⊂ R. eDINSTWENOSTTA NA TAKA POSTROENATA MQRKA

W˙RHU σ(F) SLEDWA OT NEJNATA IZˆISLIMOST OT P. lESNO SE POLUˆAWA I, ˆE R E P˙LNA,
T.E. S˙D˙RVA PODMNOVESTWATA NA MNOVESTWA S NULEWA GORNA MQRKA. 2
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A.2 pROEKTORI. oPREDELENIQ I SWOJSTWA

w TAZI SEKCIQ ]E RAZGLEDAME PROEKTORITE – NAJ-PROSTITE I NAJ-IZPOLZUWANI W MA-
TEMATIKATA PREOBRAZOWANIQ.

oPREDELENIE A.3 nEKA P E PREOBRAZOWANIE NA MNOVESTWOTO X W SEBE SI. kAZWA-
ME, ˆE P E PROEKTOR, AKO P 2 = P . pONQKOGA TOWA SWOJSTWO SE NARIˆA IDEMPOTEN-
TNOST.

oT TOWA SLEDWAT SLEDNITE SWOJSTWA:

• mNOVESTWOTO X SE RAZPADA NA DWE NEPRESIˆA]I SE PODMNOVESTWA: X = PX +
PX;

• PX 6= ∅;

• AKO PX = ∅, T.E. (PX = X), TO P = I;

• TRAEKTORIITE NA P S˙D˙RVAT NAJ-MNOGO DWA RAZLIˆNI ELEMENTA - EDINIQT E

WINAGI W PX, DRUGIQT - W PX;

tEOREMA A.2 aKO P I Q SA KOMUTIRA]I PROEKTORI (PQ = QP ), TO

1. PQ E PROEKTOR;

2. (PQ)X = QX
⋂

PX.

dOKAZATELSTWO: 1.(PQ)(PQ) = PQ2P = PQP = P 2Q = PQ.
2. sLEDOWATELNO, ∀x ∈ X E IZP˙LNENO: QPx ∈ QX, PQx ∈ Px. t.E. PQX ⊂ PX

⋂
QX.

nEKA SEGA p ∈ PX
⋂

QX. tOGAWA Pp = p, Qp = p. nO TOGAWA PQp = p, ZNAˆI p ∈ PQX.
zNAˆI QX

⋂
PX ⊂ PQX. 2

tEOREMA A.3 nEKA SEGA X E WEKTORNO PROSTRANSTWO I P E LINEEN OPERATOR

(P (ax) = aPx, P (x + y) = Px + Py) I PROEKTOR. tOGAWA:

1. oBRAZ˙T PX E LINEJNO PODPROSTRANSTWO;

2. QDROTO NP = {x : Px = 0} E LINEJNO PODPROSTRANSTWO;

3. Q = I − P E PROEKTOR, QP = PQ = 0, QX = NP ;

4. ZA WSEKI KOMUTIRA] S P PROEKTOR Q IMAME, ˆE P −QP ,Q−QP SA PROEKTORI.

dOKAZATELSTWO: 1. nEKA x, y ∈ PX. tOGAWA P (ax + bx) = aPx + bPy = ax + by.
2. nEKA x, y ∈ NP . tOGAWA P (ax + bx) = aPx + bPy = 0.
3. nEKA Qx = x−Px = (I−P )x,P (I−P ) = P −P 2 = 0. tOGAWA Q2 = (I−P )(I−P ) =
I − 2 ∗ P + P = I − P .
4. aKO QP = PQ, TO (I − P )Q = Q(I − P ), (I − Q)P = P (I − Q), (I − P )(I − Q) =
(I −Q)(I − P ). 2

nEKA SEGA X E hILBERTOWO PROSTRANSTWO I S (x, y) SME OZNAˆILI SKALARNOTO PRO-
IZWEDENIE W X.
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oPREDELENIE A.4 lINEEN SAMOSPREGNAT ((Px, y) = (x, Py)) PROEKTOR SE NARIˆA

ORTOGONALEN.

tEOREMA A.4 zA DA B˙DE LINEEN PROEKTOR P W hILBERTOWOTO PROSTRANSTWO X
SAMOSPREGNAT E NEOBHODIMO I DOSTAT˙ˆNO PX I (I−P )X = NP DA SA ORTOGONALNI

LINEJNI PODPROSTRANSTWA: (Px, (I − P )y) = 0;

dOKAZATELSTWO: nEOBHODIMOST. (Px, (I − P )y) = (x, P (I − P )y) = 0;
dOSTAT˙ˆNOST. sLEDOWATELNO, ||P −H||2 = sup||y||≤1((P −H)x, y) = 0. 2

pRIMER A.1 nE ORTOGONALEN PROEKTOR.

dA RAZGLEDAME MATRICATA

Z =

(
1 1
0 0

)
KATO LINEEN OPERATOR W X = R2. oˆEWIDNO E, ˆE Z2 = Z. nO

ZX =

(
x
0

)
, NP =

(
x
−x

)
I TEZI DWE EDNOMERNI PODPROSTRANSTWA NE SA ORTOGONALNI.

tEOREMA A.5 nEKA Z E LINEJNO PODPROSTRANSTWO NA X. zA WSQKO x ∈ X DA OZNA-
ˆIM S H : X → Z PREOBRAZOWANIETO

x −→ argmin
z∈Z

||z − x||.

H E ORTOGONALEN PROEKTOR.

dOKAZATELSTWO: oˆEWIDNO PREOBRAZOWANIETO H E PROEKTOR. tRQBWA DA POKAVEM, ˆE
H E RAWEN NA SWOQ SPREGNAT H∗, KOJTO SE OPREDELQ TAKA: ∀x, y ∈ X, (Hx, y) = (x, H∗y).
nEKA y ∈ X. mOVEM DA GO ZAPI[EM W˙W WIDA y = (I − P )y + Py = y1 + y2, K˙DETO
y1 =∈ NP , y2 ∈ PX. iMAME:

((P −H)x, y) = ((P −H)x, y1) + ((P −H)x, y2) =

(Px, y1)− (Hx, y1) + (Px, y2)− (Hx, y2) =

(Px, y1)− (x, Py1) + (Px, y2)− (x, Py2) =

(Px, (I − P )y)− 0− (Px, Py)− (x, Py) =

(Px, (I − P )y) + ((P − I)x, Py) = 0.

sLEDOWATELNO, ||P −H||2 = sup||y||≤1((P −H)x, y) = 0. 2
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STANDARTNO OTKLONENIE, 5-2
TEOREMA

GRANIˆNA, 14-0
NA kARATEODORI, 1-1, 1-3
NA lQPUNOW, 14-3
NA mUAW˙R-lAPLAS , 7-2

TRANSFORMACIQ, 11-1
URAWNENIQ

NA kOLMOGOROW, 16-2
NA mARKOW, 16-1

USLOWIE

NA lINDEBERG, 14-2
ZA PRENEBREVIMOST, 14-2

USLOWNO RAZPREDELENIE, 10-2
WERIGA

NA mARKOW, 16-1
WEROQTNOST, 1-2

ˆESTOTNA, 1-1
GEOMETRIˆNA, 1-1
KLASIˆESKA, 1-1
USLOWNA, 2-1

QKOBIQN, 11-1
ZADAˆA

NA b@FON, 1-1
ZA MONETATA, 1-1
ZA ZAR, 1-1

ZAKON

SILEN (uzg˜), 13-4
SLAB zg˜, 13-1
ZA GOLEMITE ˆISLA, 13-0
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98 spis¨k na il‘straciite

oZNAˆENIQ
(Ω, A, P) - wEROQTNOSTNO PROSTRANSTWO;
Ω - mNOVESTWO OT ELEMENTARNI S˙BITIQ;

DOSTOWERNO S˙BITIE;
A - σ-ALGEBRA OT PODMNOVESTWA NA Ω;
P(.) - wEROQTNOST OPREDELENA NA A;
P(.) - wEROQTNOST OPREDELENA NA A;
A, B, . . . , Z - mNOVESTWA,S˙BITIQ (ELEMENTI NA A)

ILI MATRICI;
A - dOP˙LNENIE NA MNOVESTWOTO;

PROTIWOPOLOVNO S˙BITIE;
ξ, η, . . . , ζ - SLUˆAJNI WELIˆINI (SL.W.);
γ, ν - IZMERIMI RAZDELQNIQ;

P˙LNI GRUPI OT S˙BITIQ;
∅ - pRAZNO MNOVESTWO; NEW˙ZMOVNO S˙BITIE;
A

⋂
B - SEˆENIE NA MNOVESTWATA A I B;

SB˙DWAT SE I DWETE S˙BITIQ;
A

⋃
B - OBEDINENIE NA MNOVESTWATA A I B;

SB˙DWA SE PONE EDNOTO S˙BITIE;
A + B - OBEDINENIE NA NES˙WMESTIMI S˙BITIQ;

SUMA NA MATRICI;
AB - SEˆENIE NA MNOVESTWATA A I B;

PROIZWEDENIE NA MATRICI;
AyB, ξy η - NEZAWISIMI S˙BITIQ I SL.W.;
E ,D - mATEMATIˆESKO OˆAKWANE I DISPERSIQ;
f(·) : A −→ B - fUNKCIQ, DEFINIRANA W MNOVESTWOTO

A S˙S STOJNOSTI W MNOVESTWOTO B;
R = R1 - rEALNATA ˆISLOWA PRAWA;
R+ - nEOTRICATELNITE REALNI ˆISLA;
A×B - dEKARTOWO PROIZWEDENIE NA MNOVESTWA;
x = (x1, . . . , xn)′ - n-MEREN WEKTOR (TOˆKA W) Rn;
||x|| - nORMA NA x ∈ Rn;
x′y - sKALARNO PROIZWEDENIE NA WEKTORI;
∃ - zNAK OZNAˆAWA] ”S˙]ESTWUWA”;
∀ - zNAK OZNAˆAWA] ”ZA WSQKO”.
x̄ - (1/n)

∑n
i=1 xi

s2(x) - (1/(n− 1))
∑n

i=1(xi − x̄)2

P.S. - POˆTI SIGURNO, S WEROQTNOST 1
f(x, θ) - FUNKCIQ NA PRAWDOPODOBIE,

PL˙TNOST NA NABL@DAWANA SL.W.
LL(x, θ) - log f(x, θ).
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