
�������� ����������� \������� ��������\
�������� �� ���������� � �����������
������� \����������� � ����������\

¤®¶. ������� �. ������

� ¯¨±ª¨

¯®
�¥®°¨¿ ­  �¥°®¿²­®±²¨²¥

�����, 1999



�º¤º°¦ ­¨¥

�¢®¤ 6

1 �ª±¨®¬ ²¨ª  7

1.1 �¬¯¨°¨·­¨ ®±­®¢¨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.1.1 �¥±²®²­  ¢¥°®¿²­®±² . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.1.2 �« ±¨·¥±ª  ¢¥°®¿²­®±² . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.1.3 �¥®¬¥²°¨·­  ¢¥°®¿²­®±² . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.2 �ª±¨®¬ ²¨ª  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.2.1 �«£¥¡°  ­  ±º¡¨²¨¿²  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.2.2 �¥°®¿²­®±²­® ¯°®±²° ­±²¢® . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.3 ��¥®°¥¬  §  ¯°®¤º«¦¥­¨¥²® . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.3.1 �° ­¨¶  ­  °¥¤¨¶  ±º¡¨²¨¿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.3.2 �¥²°¨·­® ¯°®±²° ­±²¢® ­  ±º¡¨²¨¿²  . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2 �±«®¢­  ¢¥°®¿²­®±² 13

2.1 �®°¬³«  ­  ¯º«­ ²  ¢¥°®¿²­®±² . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.2 �®°¬³«  ­  �¥©± . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.3 �±«®¢­¨ ¢¥°®¿²­®±²­¨ ¯°®±²° ­±²¢  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.4 ��§¬¥°¨¬¨ ° §¤¥«¿­¨¿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

3 �¥§ ¢¨±¨¬®±² 18

3.1 �¥§ ¢¨±¨¬®±² ­  ±º¡¨²¨¿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

3.2 �¥§ ¢¨±¨¬®±² ¢ ±º¢ª³¯­®±² . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

3.3 �°®¨§¢¥¤¥­¨¥ ­  ¯°®±²° ­±²¢  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

3.4 ��¥§ ¢¨±¨¬®±² ­  �- «£¥¡°¨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

4 �«³· ©­¨ ¢¥«¨·¨­¨ 22

4.1 �°®±²¨ ±«³· ©­¨ ¢¥«¨·¨­¨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2



���������� 3

4.2 �³­ª¶¨¿ ­  ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¨ ¯«º²­®±² . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

4.3 �� §¯°¥¤¥«¥­¨¿ ­  ±«.¢ ¨ ¢¥ª²®°¨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

5 �¨±«®¢¨ µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨ ­  ±«.¢. 26

5.1 � ²¥¬ ²¨·¥±ª® ®· ª¢ ­¥. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

5.2 �¨±«®¢¨ µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

5.2.1 �®ª ¶¨¿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

5.2.2 � ¹ ¡ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

5.2.3 �®°¬  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

5.3 �¥° ¢¥­±²¢  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

5.3.1 �¥° ¢¥­±²¢  §  ¬®¬¥­²¨²¥ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

5.3.2 �¥° ¢¥­±²¢® ­  �¥¡¨¸®¢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

5.4 ��¨­¥©­¨ ¯°®±²° ­±²¢  ±«.¢. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

6 �¨±ª°¥²­¨ ° §¯°¥¤¥«¥­¨¿ 32

6.1 �®° ¦¤ ¹¨ ´³­ª¶¨¨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

6.1.1 �¨­®¬­® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

6.1.2 �¥®¬¥²°¨·­® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

6.1.3 �¨¯¥°£¥®¬¥²°¨·­® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

6.1.4 � §¯°¥¤¥«¥­¨¥ ­  �® ±®­ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

6.2 �«¨§®±²¨ ¬¥¦¤³ ¤¨±ª°¥²­¨ ° §¯°¥¤¥­¨¿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

6.2.1 �® ±®­®¢® ¨ ¡¨­®¬­® . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

6.2.2 �¨¯¥°£¥®¬¥²°¨·­® ¨ ¡¨­®¬­® . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

6.2.3 � �«³· ©­  ±³¬  ±«.¢. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

7 �®°¬ «­® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ 38

7.1 �®°¬ «­® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

7.2 �¥®°¥¬¨ ­  �³ ¢º°-� ¯« ± . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

7.2.1 �®ª «­  ²¥®°¥¬  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

7.2.2 �­²¥£° «­  ²¥®°¥¬  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

7.3 �®¢¥°¨²¥«¥­ ¨­²¥°¢ « §  ¢¥°®¿²­®±² . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

8 �µ¥¬  ­  �¥°­³«¨ 42

8.1 �µ¥¬  ­  �¥°­³«¨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

8.2 �§®¬®°´­¨ ¯°®±²° ­±²¢  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

8.3 �®«¨·¥±²¢® ¨­´®°¬ ¶¨¿ ¨ ¥­²°®¯¨¿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44



4 ����������

8.4 �®¢¥°¨²¥«¥­ ¨­²¥°¢ « §  ¬¥¤¨ ­  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

9 �¥¯°¥ªº±­ ²¨ ° §¯°¥¤¥«¥­¨¿ 47

9.1 �­²¥£° « ­  �¥¡¥£-�²¨«²¥± . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

9.2 �°¥®¡° §®¢ ­¨¥ ­  � ¯« ± . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

9.3 � ° ª²¥°¨±²¨·­¨ ´³­ª¶¨¨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

9.4 ��®°¬³«  §  ®¡°º¹ ­¥ ¨ ±µ®¤¨¬®±²¨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

10 �­®£®¬¥°­¨ ±«.¢. 51

10.1 �­®£®¬¥°­¨ ° §¯°¥¤¥«¥­¨¿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

10.2 �±«®¢­¨ ° §¯°¥¤¥«¥­¨¿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

10.3 �­®£®¬¥°­¨ ¬®¬¥­²¨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

10.3.1 �®¥´¨¶¨¥­² ­  ª®°¥« ¶¨¿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

10.3.2 �®¢ °¨ ¶¨®­­  ¬ ²°¨¶  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

11 �° ­±´®°¬ ¶¨¨ ­  ±«³· ©­¨²¥ ¢¥«¨·¨­¨ 55

11.1 �¬¿­  ­  ¯°®¬¥­«¨¢¨²¥ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

11.2 �®­¢®«¾¶¨¿ ­  ¯«º²­®±²¨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

11.3 � ¬  ¨ �¥²  ° §¯°¥¤¥«¥­¨¿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

12 �¨¤®¢¥ ±µ®¤¨¬®±² 59

12.1 �µ®¤¨¬®±² ­  ° §¯°¥¤¥«¥­¨¿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

12.2 �µ®¤¨¬®±²¨ ­  ±«.¢. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

12.3 �®­²° ¯°¨¬¥°¨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

13 � ª®­¨ §  £®«¥¬¨²¥ ·¨±«  64

13.1 �« ¡ § ª®­ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

13.2 �¥¤¨¶¨ ­¥§ ¢¨±¨¬¨ ±«.¢. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

13.3 �¥° ¢¥­±²¢® ­  �®«¬®£®°®¢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

13.4 �¨«¥­ § ª®­ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

14 �¥­²° «­  £° ­¨·­  ²¥®°¥¬  69

14.1 �¤­ ª¢® ° §¯°¥¤¥«¥­¨ ±º¡¨° ¥¬¨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

14.2 �±«®¢¨¥ ­  �¨­¤¥¡¥°£ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

14.3 �«¥¤±²¢¨¿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

15 �¥§ ¢¨±¨¬¨ ­ ° ±²¢ ­¨¿ 74



���������� 5

15.1 � ° ª²¥°¨±²¨·­  ´³­ª¶¨¿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

15.2 �® ±®­®¢ ¯°®¶¥± . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

15.3 �¨­¥°®¢ ¯°®¶¥± . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

15.4 �° ­¨·­  ²¥®°¥¬  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

15.5 � ª«¾·¨²¥«­¨ ¡¥«¥¦ª¨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

16 � °ª®¢±ª¨ ¢¥°¨£¨ 79

16.1 � °ª®¢±ª¨ ¢¥°¨£¨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

16.2 �° ­¨·­® ¨ ±² ¶¨®­ °­® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

16.3 �« ±¨´¨ª ¶¨¿ ­  ±º±²®¿­¨¿²  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

16.4 �°¨¬¥°¨ ¨ § ¤ ·¨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

17 �°¨«®¦¥­¨¿ 85

17.1 �¥®°¥¬  ­  � ° ²¥®¤®°¨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

17.2 �°®¥ª²®°¨. �¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¨ ±¢®©±²¢  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

�¨²¥° ²³°  90

�§­ ·¥­¨¿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

�¯¨±ºª ­  �¨£³°¨²¥ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

�­¤¥ª± . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93



6 ����������

�¢®¤

�¥« ­  ²¥§¨ § ¯¨±ª¨ ¥ ¤  ±¥ ¤ ¤¥ ¥¤­® ¤®¯º«­¨²¥«­® ¯®±®¡¨¥ ­  ±²³¤¥­²¨²¥ ¯® ¬ ²¥¬ Ó
²¨ª  ¨ ¨­´®°¬ ²¨ª , ª®¥²® ¤  £¨ ±­ ¡¤¨ ±º± ±¢¥¤¥­¨¿² , ®²±º±²¢³¢ ¹¨ ¢ ±² ­¤ °²­¨²¥
¡º«£ °±ª¨ ³·¥¡­¨¶¨.

�¥§¨ · ±²¨, ª®¨²® ±  ®²° §¥­¨ ¢ ³·¥¡­¨ª  ­  [�­¥¢,�¨¬¨²°®¢ (1990)] ±  ¤ ¤¥­¨ ¢
¬ ª±¨¬ «­® ±ºª° ²¥­ ¢¨¤.

�±­®¢­¨¿² ¬ ²¥°¨ « ¥ ¨§¯®«§³¢ ­ ¢º¢ � ª³«²¥²  ¯® � ²¥¬ ²¨ª  ¨ �­´®°¬ ²¨ª 
¯°¨ ·¥²¥­¥ ­  ª³°±®¢¥ ¨ §  ±¯¥¶¨ «­®±²¨²¥ �°¨«®¦­  ¬ ²¥¬ ²¨ª  ¨ ¨­´®°¬ ²¨ª .

�®¢  ¥ ²¥ª³¹ ¢ °¨ ­² ­  § ¯¨±ª¨²¥. �®© ¢±¥ ®¹¥ ±º¤º°¦  ¬­®£® ­¥¯º«­®²¨.

�¢²®°º² ¥ ¬­®£® ¡« £®¤ °¥­ ­  ª®«¥£¨²¥ ±¨ ®² ª ²¥¤°  �¥°®¿²­®±²¨ ¨ �² ²¨±²¨Ó
ª  ¨, ±¯¥¶¨ «­®, ­  ±²³¤¥­²  � ¢«¨­ �®¡°¥¢, ª®¨²® ±¨ ­ ¯° ¢¨µ  ²°³¤  ¤  ¯°®·¥² ²
¢­¨¬ ²¥«­® ¯º°¢¨¿ ¢ °¨ ­² ­  § ¯¨±ª¨²¥ ¨ ¤  ®²¡¥«¥¦ ² ¬­®£®¡°®©­¨²¥ £°¥¸ª¨.

� ¯° ¢¥­¨ ±  ­¿ª®«ª® ¤®¯º«­¥­¨¿ ±¢º°§ ­¨ ± ³±«®¢­¨²¥ ° §¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¨ ³±«®¢­®
¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª® ®· ª¢ ­¥. �¬¥±²® ­  «¥ª¶¨¨, ¬ ²¥°¨ «º² ¥ ° §¤¥«¥­ ­  ²¥¬¨. �¥ ± 
¯®-¬ «ª¨ ¨ ¯®·²¨ ®²£®¢ °¿² ­  ¢º¯°®±¨²¥ ®² ª®­±¯¥ª² .

�² «¨²¥° ²³° ² , ¤ ¤¥­  ­ ª° ¿, ±¯¥¶¨ «­® ¨±ª ¬¥ ¤  ®²¡¥«¥¦¨¬ §­ ¬¥­¨² ²  ª­¨Ó
£  ­  [�¥«º° (1979)], ¨ µ³¡ ¢® ­ ¯¨± ­¨²¥ ³·¥¡­¨¶¨ ­  [�­¥¤¥­ª® (1965)], ¯°¥²º°¯¿«¨
¬­®£® ¨§¤ ­¨¿ (± «¥ª® ° §«¨·­® ±º¤º°¦ ­¨¥).



�¥ª¶¨¿ 1

�ª±¨®¬ ²¨ª  ­  ²¥®°¨¿ ­ 

¢¥°®¿²­®±²¨²¥

� ² §¨ «¥ª¶¨¿ ±¨ ¯®±² ¢¿¬¥ ±«¥¤­¨²¥ ¶¥«¨:

� ¤  ° §£«¥¤ ¬¥ £¥­¥§¨±  ­  ¯®­¿²¨¥²® ¢¥°®¿²­®±²;

� ¤  ¢º¢¥¤¥¬ ±º¡¨²¨¿ ¨ ¤¥©±²¢¨¿ ± ²¿µ;

� ¤  ®¯°¥¤¥«¨¬ ¢¥°®¿²­®±²­® ¯°®±²° ­±²¢®;

� ¤  ¤ ¤¥¬ ¯°¨¬¥°¨ §  ¯°®±²¨ ¢¥°®¿²­®±²­¨ ¯°®±²° ­±²¢ .

1.1 �¬¯¨°¨·­¨ ®±­®¢¨

�±²®°¨¿²  ­¨ ³·¨, ·¥ ®±­®¢¨²¥ ­  ¯®­¿²¨¥²® \¸ ­±\ ±  ²¢º°¤¥ ±² °¨. �®¢ , ª®¥²® µ®Ó
° ²  ¯º°¢® ±  § ¡¥«¿§ «¨, ¥ ³±²®©·¨¢®±²²  ­  ±°¥¤­ ²   °¨²¬¥²¨·­  ± ­ ° ±²¢ ­¥²®
­  ¡°®¿ ­ ¡«¾¤¥­¨¿. � ¬¨­ «®²® ­ ¯°¨¬¥°, ¬¥°ª¨²¥ §  ¤º«¦¨­  ±  ±¥ ®¯°¥¤¥«¿«¨ ±
\³±°¥¤­¿¢¿­¥\. � �­£«¨¿, ¥¤­  ®² ¯®¯³«¿°­¨²¥ ¬¥°ª¨ §  ¤º«¦¨­  ±¥ ¥ ®¯°¥¤¥«¿«  ª ²®
±°¥¤­  ¤º«¦¨­  ­  µ®¤¨«®²® ­  ¯º°¢¨²¥ 30 ·®¢¥ª  ¨§«¨§ ¹¨ ®² ·¥°ª¢ ²  ¢ ­¥¤¥«¿ ±³²Ó
°¨­² , ¢ ¤°¥¢­¨¿ �£¨¯¥² - ª ²® ®¡¹ ²  ¤º«¦¨­  ­  ®¯°¥¤¥«¥­ ¡°®© ±¥¬¥­  ®² ±¢¥¹¥­­®
° ±²¥­¨¥.

1.1.1 �¥±²®²­  ¢¥°®¿²­®±²

�°¨¬¥° 1.1 �¢º°«¿¬¥ ¬®­¥²  ¬­®£®ª° ²­®. � ª¢  ¥ ·¥±²®² ²  ­  ¯®«³·¥­¨²¥
¥§¨?

�¥ª  ®§­ ·¨¬ ®¡¹¨¿ ¡°®© µ¢º°«¿­¨¿ ± N ,  ¡°®¿² ­  ¯®«³·¥­¨²¥ ¥§¨ ± M . �®£ ¢ 
·¥±²®² ²  M=N ­  ¯®¿¢  ­  ¥§¨ ¡¨ ²°¿¡¢ «® ¤  ª«®­¨ ªº¬ ¥¤­® ¯®±²®¿­­® ·¨±«®:

�¥±²®²­  ¢¥°®¿²­®±² = lim
n!1

�°®© ­  ¡« £®¯°¨¿²­¨²¥ ¨§µ®¤¨

�°®© ­  ¨§¢º°¸¥­¨²¥ ®¯¨²¨
(1.1)
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�¨£³°  1.1: �£« ²  ­  �¾´®­

� ª ,  ª® ¬®­¥² ²  ¥ ¯° ¢¨«­  ¨ µ¢º°«¿¬¥ ·¥±²­®, ¡¨ ²°¿¡¢ «® ¡°®¿² ­  ¥§¨² ² 
° §¤¥«¥­ ­  ¡°®¿ ­  ®¯¨²¨²¥ ¤  ª«®­¨ ªº¬ ¯®«®¢¨­ . �ª® ¬®­¥² ²  ­¥ ¥ ¯° ¢¨«­ ,
£° ­¨·­ ²  ¢¥°®¿²­®±² ¹¥ ±¥ ®ª ¦¥ ¤°³£® ·¨±«®, ª®¥²® ¥ ¥±²¥±²¢¥­® ¤  ¨­²¥°¯°¥²¨° ¬¥
ª ²® ®¶¥­ª  ­  ¸ ­±  ¯°¨ ¥¤¨­ ®¯¨² ¤  ¯®«³·¨¬ ¥§¨.

1.1.2 �« ±¨·¥±ª  ¢¥°®¿²­®±²

�º°¢¨²¥ ®¯¨²¨ ¤  ±¥ ¯®±²°®¨ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨ ¬®¤¥« ±  ±¢º°§ ­¨ ± ¯®­¿²¨¥²® ° ¢¥­
\¸ ­±\. �°¥¤¯®« £  ±¥, ·¥ ¤ ¤¥­ ®¯¨² ¨¬  ª° ¥­ ¡°®© ¨§µ®¤¨, ª®¨²® ±  ° ¢­®¯° ¢­¨.
�°¨ ¯°®¢¥¦¤ ­¥ ­  ®¯¨²  ±¥ ±«³·¢  ­¿ª®© ®² ²¥§¨ ¨§µ®¤¨, ¯°¨ ²®¢  ¢±¥ª¨ ®² ²¿µ ¬®¦¥
¤  ±¥ ±«³·¨ ± ¥¤­ ªº¢ \¸ ­±\. � ©-¯°®±²¨²¥ ¯°¨¬¥°¨ §  ² ª ¢  ª®­¶¥¯¶¨¿ ±  ±¢º°§ ­¨
± µ § °²­¨²¥ ¨£°¨, ªº¤¥²® ±¥ µ¢º°«¿² § °®¢¥ ¨«¨ ¨§¯®«§³¢ ² ¤®¡°¥ ° §¡º°ª ­¨ ²¥±²¥² 
ª °²¨.

�°¨¬¥° 1.2 �¢º°«¿¬¥ § °. � ª¢  ¥ ¢¥°®¿²­®±²²  ¤  ¯®«³·¨¬ ·¥²­® ·¨±«®?

�¥¶¥¯² ²  ¥ ¯°®±² . �®±² ²º·­® ¥ ¤  ¯°¥¡°®¨¬ ¡« £®¯°¨¿²­¨²¥ ¨§µ®¤¨ ¨ ° §¤¥«¨¬
²®¢  ·¨±«® ± ¡°®¿ ­  ¢±¨·ª¨ ¨§µ®¤¨:

�« ±¨·¥±ª  ¢¥°®¿²­®±² =
�°®© ­  ¡« £®¯°¨¿²­¨²¥ ¨§µ®¤¨

�°®© ­  ¢±¨·ª¨ ¢º§¬®¦­¨ ¨§µ®¤¨
(1.2)

� ª  §  ­ ¸ ²  § ¤ ·  ®²£®¢®°º² ²°¿¡¢  ¤  ¡º¤¥ 3=6 = 1=2.

1.1.3 �¥®¬¥²°¨·­  ¢¥°®¿²­®±²

�°¨¬¥° 1.3 (� ¤ ·  ­  �¾´®­) �¢º°«¿¬¥ ¨£«  ¢º°µ³ ° ¨° ­  ¯®ª°¨¢ª . � ª¢  ¥ ¢¥Ó
°®¿²­®±²²  ¨£« ²  ¤  ¯°¥±¥·¥ ° ¥²®?

�  ¤  °¥¸¨¬ § ¤ · ²  ²°¿¡¢  ¤  ´®°¬ «¨§¨° ¬¥ ³±«®¢¨¿² . �¥ª  ®§­ ·¨¬ ± l ¤º«Ó
¦¨­ ²  ­  ¨£« ²  ¨ ± a - ° §±²®¿­¨¥²® ¬¥¦¤³ ° ¥² ² . �  ¯°®±²®²  ¹¥ ±¬¥²­¥¬, ·¥
¸¨°®·¨­ ²  ­  ¥¤­® ° ¥ ¥ 0. �  ®§­ ·¨¬ ± x ° §±²®¿­¨¥²® ®² ±°¥¤ ²  ­  ¨£« ²  ¤® ¯® -
¡«¨§ª®²® ° ¥,  ± � - ®±²°¨¿ º£º«, ª®¨²® ¨£« ²  ±ª«¾·¢  ± ¯¥°¯¥­¤¨ª³«¿°  ªº¬ ±º¸®²®
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° ¥. �®£ ¢  ¨¬ ¬¥ 0 � x � a=2 ¨ 0 � � � �=2. �®¢  ±  ¢±¨·ª¨ ¢º§¬®¦­®±²¨. �« £®¯Ó
°¨¿²­¨²¥ (ª®£ ²® ¨£« ²  ¯°¥±¥·¥ ° ¥²®) ±¥ ®¯°¥¤¥«¿² ®² ­¥° ¢¥­±²¢®²®: (l=2)cos� > x.
�¥¶¥¯² ²  ¥ ¯°®±² :

�¥®¬¥²°¨·­  ¢¥°®¿²­®±² =
�«®¹ ­  ¡« £®¯°¨¿²­¨²¥ ¨§µ®¤¨

�¡¹  ¯«®¹

� ª ,  ª® l < a, § ¤ · ²  ±¥ ±¢¥¦¤  ¤® ¯°¥±¬¿² ­¥²® ­ 

p =
2l

a�

Z �
2

0
cos�d� =

2l

a�
:

1.2 �ª±¨®¬ ²¨ª 

�¥®°¨¿ ­  ¢¥°®¿²­®±²¨²¥ ±² ¢  ±²°®£  ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª  ²¥®°¨¿ ¥¤¢  ±«¥¤ ¢º¢¥¦¤ ­¥²® ¢
1939 £. ®² �.�.�®«¬®£®°®¢ ­  ±«¥¤­ ²   ª±¨®¬ ²¨ª , ®±­®¢ ­  ­  ²¥®°¨¿ ­  ¬¿°ª ² 
(²¥®°¨¿ ­  ¨­²¥£° « ).

1.2.1 �«£¥¡°  ­  ±º¡¨²¨¿² 

�«¥¬¥­² °­® ±º¡¨²¨¥ ¥ ¯º°¢¨·­® ¯®­¿²¨¥ { ­¥¹® ª ²® ²®·ª  ¢ £¥®¬¥²°¨¿² . �­®¦¥±Ó
²¢®²® ®² ¢±¨·ª¨ ¥«¥¬¥­² °­¨ ±º¡¨²¨¿ ­ °¨· ¬¥ \¤®±²®¢¥°­® ±º¡¨²¨¥\ ¨ ®§­ · ¢ ¬¥ ±

. �° §­®²® ¬­®¦¥±²¢® ¡¥«¥¦¨¬ ± ; ¨ ­ °¨· ¬¥ \­¥¢º§¬®¦­® ±º¡¨²¨¥\. �±¨·ª¨ ±º¡¨²¨¿
±  ¯®¤¬­®¦¥±²¢  ­  
 ¨ ± ²¿µ ¬®£ ² ¤  ±¥ ¯° ¢¿² ®¡¨· ©­¨²¥ ¢ ²¥®°¨¿ ­  ¬­®¦¥±²¢ ² 
¤¥©±²¢¨¿. � ²¥®°¨¿ ­  ¢¥°®¿²­®±²¨²¥ ±º¡¨²¨¥²® ¨¬  ±¬¨±º«  ­  «®£¨·¥±ª®²® ²¢º°¤¥Ó
­¨¥ ±¡º¤­ «® ±¥ ¥ ­¿ª®¥ ®² ¥«¥¬¥­² °­¨²¥ ±º¡¨²¨¿ ¢ A. �º± ±º¡¨²¨¿²  ¬®£ ² ¤  ±¥
¯° ¢¿² ®¡¨· ©­¨²¥ §  ¬­®¦¥±²¢ ²  ¤¥©±²¢¨¿:¤®¯º«­¥­¨¥, ®¡¥¤¨­¥­¨¥, ±¥·¥­¨¥, ª®¨²®
®¡ ·¥ ­®±¿² ¤°³£¨ ¨¬¥­ .

�®¯º«­¥­¨¥²® 
nA ­  ¬­®¦¥±²¢®²® A ¢ 
 ®§­ · ¢ ¬¥ ± A ¨ ­ °¨· ¬¥ ¤®¯º«­¨²¥«­®
±º¡¨²¨¥ (¨«¨ ®²°¨¶ ­¨¥) ­  ±º¡¨²¨¥²® A.

�¥·¥­¨¥²® ­  ¬­®¦¥±²¢ ²  A;B ®§­ · ¢ ¬¥ ± A \ B ¨ ª §¢ ¬¥, ·¥ ±  ±¥ ±¡º¤­ «¨
±º¢¬¥±²­® ±º¡¨²¨¿²  A ¨ B.

�¡¥¤¨­¥­¨¥²® ­  ¬­®¦¥±²¢ ²  A;B ®§­ · ¢ ¬¥ ± A [ B ¨ ª §¢ ¬¥, ·¥ ±¥ ¥ ±¡º¤­ «®
¯®­¥ ¥¤­® ®² ±º¡¨²¨¿²  A ¨ B. �  ª° ²ª®±² ²®¢  ±¥ ¯°®¨§­ ±¿ ±¡º¤­ «® ±¥ ¥ A ¨«¨ B.

�®£ ²® A � B ª §¢ ¬¥, ·¥ ±º¡¨²¨¥²® A \¢«¥·¥\ ±º¡¨²¨¥²® B.

�¯¥° ¶¨¨²¥ ±º± ±º¡¨²¨¿ ³¤®¢«¥²¢®°¿¢ ² ®¡¨· ©­¨²¥ ±¢®©±²¢  ­  ®¯¥° ¶¨¨²¥ ± ¬­®Ó
¦¥±²¢ . �¥ «¥±­® ±¥ ° §¯°®±²° ­¿¢ ² ¨ ¢º°µ³ ¡¥§ª° ¥­ ¡°®© ±º¡¨²¨¿. �§¯º«­¥­¨ ±  ¨
².­. § ª®­¨ ­  ¤¥ �®°£ ­:

[kAk = \kAk; \kAk = [kAk (1.3)

�  ³¤®¡±²¢® ±  ¢º¢¥¤¥­¨ ¨ ­¿ª®¨ ¯°®¨§¢®¤­¨ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¨ ®¯¥° ¶¨¨:

� ®§­ · ¢ ¬¥ ± AB = A \B;
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� ±º¡¨²¨¿²  A ¨ B ­ °¨· ¬¥ ­¥±º¢¬¥±²¨¬¨,  ª® AB = ;;
� §  ­¥±º¢¬¥±²¨¬¨ ±º¡¨²¨¿ ¢¬¥±²® A[B ¨§¯®«§³¢ ¬¥ §­ ª  ±º¡¨° ­¥ - ¯¨¸¥¬ A+B;

� ®§­ · ¢ ¬¥ ± A�B = AB +AB.

�  ¤  ±¨ ®±¨£³°¨¬ ¢º§¬®¦­®±²²  ¤  ¯° ¢¨¬ ¢±¨·ª¨²¥ ²¥§¨ ®¯¥° ¶¨¨ ¹¥ ¯®¨±ª ¬¥
¬­®¦¥±²¢®²® ®² ±º¡¨²¨¿ ¤  £® ¤®¯³±ª .

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 1.1 �¥¬¥©±²¢® A ®² ¯®¤¬­®¦¥±²¢  ­  
 ±¥ ­ °¨·  ¡³«®¢   «£¥¡° ,
 ª® ³¤®¢«¥²¢®°¿¢  ±«¥¤­¨²¥ ²°¨ ³±«®¢¨¿:

1. 
 2 A;
2.  ª® A 2 A,²® A 2 A;
3.  ª® A;B 2 A,²® A [B 2 A.

�¥¤­ £  ±¥ ¢¨¦¤  ®² 1.3, ·¥ ¡³«®¢ ²   «£¥¡°  ®² ¬­®¦¥±²¢  ¥ § ²¢®°¥­  ¨ ®²­®±­®
®¯¥° ¶¨¨²¥ \;�;+. �¿ ®¡ ·¥ ­¥ ¥ ¤«º¦­  ¤  ¡º¤¥ § ²¢®°¥­  ®²­®±­® ®¯¥° ¶¨¨ ± ¡¥§ª° ¥­
¡°®© ¬­®¦¥±²¢ .

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 1.2 �³«®¢   «£¥¡°  A, ª®¿²® ¥ § ²¢®°¥­  ®²­®±­® ¨§¡°®¨¬¨²¥ ®¯¥° Ó
¶¨¨ ®¡¥¤¨­¥­¨¥ ¨ ±¥·¥­¨¥, ±¥ ­ °¨·  ¡³«®¢  �- «£¥¡°  {  ª® Ak 2 A(k = 1; 2; : : :), ²®
[kAk;\kAk 2 A.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 1.3 �¢®©ª ²  (
;A), ªº¤¥²® A ¥ ¡³«®¢  �- «£¥¡° , ±¥ ­ °¨·  ¨§¬¥°¨Ó
¬® ¯°®±²° ­±²¢®. �«¥¬¥­²¨²¥ ­  A ­ °¨· ² ±«³· ©­¨ ±º¡¨²¨¿.

�- «£¥¡°¨²¥ ¯°¨²¥¦ ¢ ² ­¿ª®¨ ³­¨¢¥°± «­¨ ±¢®©±²¢ . � ¯°¨¬¥°, ±¥·¥­¨¥ ­  ¯°®¨§Ó
¢®«¥­ ¡°®© �- «£¥¡°¨ ¥ �- «£¥¡° . �®¢  ­¨ ¤ ¢  ¢º§¬®¦­®±² ¤  ®¯°¥¤¥«¨¬ «¥±­® ¬¨Ó
­¨¬ «­ ²  �- «£¥¡°  ±º¤º°¦ ¹  ±¥¬¥©±²¢®²® ¬­®¦¥±²¢  F ª ²® ±¥·¥­¨¥ ­  ¢±¨·ª¨
�- «£¥¡°¨, ±º¤º°¦ ¹¨ ±¥¬¥©±²¢®²® F . �¥ ®§­ · ¢ ¬¥ ² §¨ �- «£¥¡°  �(F).

1.2.2 �¥°®¿²­®±²­® ¯°®±²° ­±²¢®

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 1.4 �¥ «­ ²  ´³­ª¶¨¿ P , ®¯°¥¤¥«¥­  ¢º°µ³ ¥«¥¬¥­²¨²¥ ­  ¡³«®¢ ² 
�- «£¥¡°  A, ±¥ ­ °¨·  ¢¥°®¿²­®±²,  ª® ³¤®¢«¥²¢®°¿¢  ³±«®¢¨¿² :

1. ­¥®²°¨¶ ²¥«­®±²: P (A) � 0;8A 2 A;
2. ­®°¬¨° ­®±²: P (
) = 1;

3.  ¤¨²¨¢­®±²: P (A1 +A2 + : : :) = P (A1) +P (A2) + : : : :;

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 1.5 �°®©ª ²  (
;A;P ) ­ °¨· ¬¥ ¢¥°®¿²­®±²­® ¯°®±²° ­±²¢®.

�²  ª±¨®¬¨²¥ 1.4 «¥±­® ±«¥¤¢ ² ±«¥¤­¨²¥ ±¢®©±²¢  ­  ±«³· ©­¨²¥ ±º¡¨²¨¿.
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� P (;) = 0;

� P (A) = 1�P (A);

� ­¥¯°¥ªº±­ ²®±² ¢ ;. �ª® Ai; i = 1; 2; : : : ¥ ­ ¬ «¿¢ ¹  °¥¤¨¶  ®² ±º¡¨²¨¿, ².¥.
Ai+1 � Ai ¨ \iAi = ;, ²® limiP (Ai) = 0.

�  ±¥ ¢º°­¥¬ ªº¬ ¯°¨¬¥°¨²¥. �º¢ ¯°¨¬¥° 1.2 
 ±¥ ±º±²®¨ ®² 6 ¥«¥¬¥­² ,A ¥ ¬­®¦¥±Ó
²¢®²® ®² ¢±¨·ª¨ ¯®¤¬­®¦¥±²¢  ­  ²®¢  ª° ©­® ¬­®¦¥±²¢®. �¥°®¿²­®±²²  ±¥ ®¯°¥¤¥«¿
¯°®±²® { ¢±¨·ª¨ ¥«¥¬¥­² °­¨ ±º¡¨²¨¿ ±  ° ¢­®¢¥°®¿²­¨.

�­ ·¨²¥«­® ¯® ±«®¦­  ¥ ±¨²³ ¶¨¿²  ¯°¨ ¯°¨¬¥°  1.3. �³ª °®«¿²  ­  
 ±¥ ¯®¥¬  ®²
¬­®¦¥±²¢®²® ®² ¢±¨·ª¨ ²®·ª¨ (�; x) ¢ ¯° ¢®º£º«­¨ª  0 � � � �=2 ¨ 0 � x � a=2.
�- «£¥¡° ²  A ±¥ ±º±²®¨ ®² ¨§¬¥°¨¬¨²¥ ¯® �¥¡¥£ ¯®¤¬­®¦¥±²¢  ­  ²®§¨ ¯° ¢®º£º«­¨ª,
².¥. ²¥§¨ ­  ª®¨²® ¬®¦¥¬ ¤  ¬¥°¨¬ «¨¶¥ ¨«¨ ¯«®¹. �¥°®¿²­®±²²  ¥ ®²­®±¨²¥«­ ² 
¯«®¹, § ¥¬ ­  ®² ²¿µ ¢ ¯° ¢®º£º«­¨ª . �«¥¬¥­² °­¨²¥ ±º¡¨²¨¿ ¢ ²®¢  ¯°®±²° ­±²¢®
¯°¨²¥¦ ¢ ² ­³«¥¢  ¢¥°®¿²­®±².

�®­¿ª®£  ±¥ ±«³·¢  ¥«¥¬¥­² °­¨²¥ ±º¡¨²¨¿ ¤  ­¥ ±  ±º¡¨²¨¿, ².¥. ¤  ­¥ ±  ¥«¥¬¥­²¨ ­ 
A. �  ¤  ¨§¡¥£­¥¬ ² §¨ ¨ ¤°³£¨ ­¥¯°¨¿²­®±²¨ ®¡¨ª­®¢¥­® ¯®¯º«¢ ¬¥ A ¤®¡ ¢¿©ª¨ ªº¬
­¥¿ ¢±¨·ª¨ ¯®¤¬­®¦¥±²¢  ­  ±º¡¨²¨¿ ± ­³«¥¢  ¢¥°®¿²­®±². �ª® ®§­ ·¨¬ ²®¢  ±¥¬¥©±²¢®
®² ¬­®¦¥±²¢  ± N (P ), ²® ¯°¨¥²® ¥ ¢¬¥±²® ± A ¤  ±¥ ° ¡®²¨ ± ¯®¯º«­¥­ ²  �- «£¥¡° 
�(A;N (P )). � §¡¨°  ±¥, ² ª®¢  ¯®¯º«­¥­¨¥ § ¢¨±¨ ®² ¢¥°®¿²­®±²² P . �² ²³ª ­ ² ²ºª,
ª®£ ²® ¢¥°®¿²­®±²²  ¢º¢ ¢¥°®¿²­®±²­®²® ¯°®±²° ­±²¢® ¥ ´¨ª±¨° ­ , ¹¥ ¯°¥¤¯®« £ ¬¥,
·¥ A = �(A;N (P )).

�º± § ¤ · ²  §  ¬®­¥² ²  (¯°¨¬¥° 1.1) ¹¥ ±¥ § ¥¬¥¬ ¯®¤°®¡­® ¢ ±¯¥¶¨ «­  «¥ª¶¨¿.
�³ª ± ¬® ¹¥ ª®­±²°³¨° ¬¥ ¥¤­® ¢º§¬®¦­® ¯°®±²° ­±²¢® ®² ¥«¥¬¥­² °­¨ ±º¡¨²¨¿ § 
­¥¿. �ª® § ¯¨±¢ ¬¥ °¥§³«² ²  ®² ¥¤¨­ ¥ª±¯¥°¨¬¥­² ± ·¨±«® { ­³«  ¯°¨ ¯®«³· ¢ ­¥ ­ 
²³°  ¨ ¥¤¨­¨¶  { ¯°¨ ¯®«³· ¢ ­¥ ­  ¥§¨, ¯®«³· ¢ ¬¥ 
 ª ²® ¬­®¦¥±²¢®²® ®² ¢±¨·ª¨
¡¥§ª° ©­¨ ¤¢®¨·­¨ °¥¤¨¶¨. (�°¥¤¯®« £ ¬¥, ·¥ µ¢º°«¿¬¥ ­¥®£° ­¨·¥­ ¡°®© ¯º²¨).

1.3 ��¥®°¥¬  §  ¯°®¤º«¦¥­¨¥²®

�«¥¤­ ²  §­ ¬¥­¨²  ²¥®°¥¬  ±¥ ­ °¨·  ²¥®°¥¬  §  ¯°®¤º«¦¥­¨¥ ­  ¢¥°®¿²­®±²¨ ¢º°µ³
�- «£¥¡° .

�¥®°¥¬  1.1 �ª® ¥¤­  ¢¥°®¿²­®±², § ¤ ¤¥­  ¢º°µ³ ¡³«®¢ ²   «£¥¡° , ¥ ­¥¯°¥ªº±­ Ó
²  ¢ ;, ²® ²¿ ¥ ¯°®¤º«¦¨¬  ¥¤­®§­ ·­® ¢º°µ³ �(F):

�®ª § ²¥«±²¢®: �¨¦ ¢ ¯°¨«®¦¥­¨¥²®.Q.E.D.

�°¨¬¥° 1.4 �¥°®¿²­®±², ª®¿²® ­¥ ¥ ­¥¯°¥ªº±­ ²  ¢ ;. �  ° §£«¥¤ ¬¥ ¬­®¦¥±²Ó
¢®²® 
 = (0; :5]. �º°µ³ ¢±¨·ª¨ ®²¢®°¥­¨ ®²«¿¢® ¨ § ²¢®°¥­¨ ®²¤¿±­® ¨­²¥°¢ «¨ (
0 � a � b � :5) ®¯°¥¤¥«¿¬¥ ¢¥°®¿²­®±²²  ² ª :

P ((a; b]) =

(
b� a; a > 0
:5 + b; a = 0
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�­®¦¥±²¢®²® ®² ª° ©­¨²¥ ®¡¥¤¨­¥­¨¿ ­  ² ª¨¢  ¨­²¥°¢ «¨ F ¥ ¡³«®¢ ²   «£¥¡° .
�°®¢¥°¥²¥ £®. �°®¢¥°¥²¥, ·¥ P ¥ § ¤ ¤¥­  ª®°¥ª²­®, ­® ­¥ ¥ ­¥¯°¥ªº±­ ²  ¢ ;.

1.3.1 �° ­¨¶  ­  °¥¤¨¶  ±º¡¨²¨¿

� ¡³«®¢ ²  �- «£¥¡°  A ±¬¥ ¢ ±º±²®¿­¨¥ ¤  ¢º¢¥¤¥¬ £° ­¨¶  ­  ±º¡¨²¨¿ ¨ ² ª , ·¥ ²¿
¤  ±¥ ®ª ¦¥ ±º¡¨²¨¥. �§­ · ¢ ¬¥:

A� = lim sup
n!1

An = \1n=1 [1k=n Ak; A� = lim inf
n!1

An = [1n=1 \1k=n Ak (1.4)

�­²¥°¯°¥² ¶¨¿²  ­  ² ª  ®¯°¥¤¥«¥­¨²¥ £° ­¨·­¨ ±º¡¨²¨¿ ¥ ±«¥¤­ ² :

� A� - ±¥ ±º±²®¨ ®² ²¥§¨ ¥«¥¬¥­² °­¨ ±º¡¨²¨¿, ª®¨²® ¢«¥ª ² ¡¥§ª° ¥­ ¡°®© ¥«¥¬¥­²¨
An;

� A� - ±¥ ±º±²®¨ ®² ²¥§¨ ¥«¥¬¥­² °­¨ ±º¡¨²¨¿, ª®¨²® ¢«¥ª ² ¢±¨·ª¨ ¥«¥¬¥­²¨ An ®²
¤ ¤¥­® ¬¿±²® ­ ² ²ºª;

1.3.2 �¥²°¨·­® ¯°®±²° ­±²¢® ­  ±º¡¨²¨¿² 

�¥ª  ®¯°¥¤¥«¨¬ §  ¢±¥ª¨ ¤¢¥ ±º¡¨²¨¿ ®² ¥¤­   «£¥¡°  F ·¨±«®²® �(A;B) = P (A�B).
�¥±­® ±¥ ¯°®¢¥°¿¢ , ·¥ ²® ¥ ­¥®²°¨¶ ²¥«­® ¨ ³¤®¢«¥²¢®°¿¢  ­¥° ¢¥­±²¢®²® ­  ²°¨º£º«Ó
­¨ª . �² ­¨ªº¤¥, ®¡ ·¥ ­¥ ±«¥¤¢ , ·¥  ª® �(A;B) = 0, ²® A = B, ª ª²® ²®¢  ±² ¢  ¢
ª° ©­® ¢¥°®¿²­®±²­® ¯°®±²° ­±²¢® ± ª« ±¨·¥±ª  ¢¥°®¿²­®±².

�¥ª  �(A;B) ¥ ®¯°¥¤¥«¥­® ­  �- «£¥¡°  ± �- ¤¨²¨¢­  ¢¥°®¿²­®±². �°®¢¥°¥²¥, ·¥ ±µ®Ó
¤¨¬®±²²  ± ²®¢  ° §±²®¿­¨¥ ¥ ¥ª¢¨¢ «¥­²­  ­  ³±«®¢¨¥²®: P (A� nA�) = �(A�; A�) = 0.

�  ¤  ¬®¦¥ �(A;B) ¤  ±² ­¥ ° §±²®¿­¨¥ (¨«¨ ¬¥²°¨ª ) ¥ ­¥®¡µ®¤¨¬® ¤  ° §£«¥¤ ¬¥
¬­®¦¥±²¢®²® ®² ª« ±®¢¥ ¥ª¢¨¢ «¥­²­¨ ±º¡¨²¨¿ ~A, (ª §¢ ¬¥ ·¥ A � B,  ª® �(A;B) = 0).
�®¢  ¬­®¦¥±²¢® ¥ ±º¹® �- «£¥¡° , ­® ®±¢¥­ ²®¢  ±² ¢  (ª®¬¯ ª²­®) ¬¥²°¨·­® ¯°®±²Ó
° ­±²¢® (§ ¢¨±¥¹® ®² ¢¥°®¿²­®±²²  P ).



�¥ª¶¨¿ 2

�±«®¢­  ¢¥°®¿²­®±²

� ² §¨ «¥ª¶¨¿ ±¨ ¯®±² ¢¿¬¥ ±«¥¤­¨²¥ ¶¥«¨:

� ¤  ®¯°¥¤¥«¨¬ ¯®­¿²¨¥²® ³±«®¢­  ¢¥°®¿²­®±²;

� ¤  ¤®ª ¦¥¬ §­ ¬¥­¨²¨²¥ ´®°¬³«¨ §  ¯º«­ ²  ¢¥°®¿²­®±² ¨ ­  �¥©±;

� ¤  ®¯°¥¤¥«¨¬ ³±«®¢­¨ ¢¥°®¿²­®±²­¨ ¯°®±²° ­±²¢ ;

� ¤  ¤ ¤¥¬ ¯°¨¬¥°¨ ¨ ª®­²° ¯°¨¬¥°¨.

2.1 �®°¬³«  ­  ¯º«­ ²  ¢¥°®¿²­®±²

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 2.1 �¥ª  B 2 A ¨ P (B) > 0. �  ¢±¿ª® ±º¡¨²¨¥ A 2 A ¹¥ ­ °¥·¥¬
·¨±«®²®

P (AjB) =
P (AB)

P (B)

³±«®¢­  ¢¥°®¿²­®±² ­  ±º¡¨²¨¥²® A ¯°¨ ³±«®¢¨¥ ±º¡¨²¨¥²® B.

�¥±­® ¥ ¤  ±¥ ¢¨¤¨, ·¥  ª® ´¨ª±¨° ¬¥ ³±«®¢¨¥²® B, ³±«®¢­ ²  ¢¥°®¿²­®±² ¯°¨²¥¦ ¢ 
¢±¨·ª¨²¥ ±¢®©±²¢  ­  ¡¥§³±«®¢­ ² . �º¡¨²¨¥²® B (¨ ¢±¨·ª¨ ±º¤º°¦ ¹¨ £® ±º¡¨²¨¿)
¯°¨²¥¦ ¢  ³±«®¢­  ¢¥°®¿²­®±² 1. �º¡¨²¨¿²  ¢«¥· ¹¨ B ¯®¢¨¸ ¢ ² ±¢®¿²  ¢¥°®¿²­®±²,
  ­¥±º¢¬¥±²¨¬¨²¥ ± B ±² ¢ ² \­¥¢º§¬®¦­¨\. � ª  ¢º°µ³ ±º¹ ²  �- «£¥¡°  ¥ ¯®°®¤¥­ 
­®¢  ¢¥°®¿²­®±² ®²° §¿¢ ¹  ´ ª²  §  ­ ±²º¯¢ ­¥²® ­  ±º¡¨²¨¥²® B. �¥ª  ¿ ®§­ ·¨¬ ±
PB.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 2.2 � §¢ ¬¥, ·¥ ±º¡¨²¨¿²  (H1;H2; : : : ;Hn) ®¡° §³¢ ² ¯º«­  £°³¯  ¢
(¨«¨ ª° ©­® ° §¤¥«¿­¥ 
 ­ ) 
, ª®£ ²® HiHj = ;;8i 6= j ¨ H1 + H2 + � � � + Hn = 
:
�°¨¥²® ¥ ±º¡¨²¨¿²  ®² ¯º«­ ²  £°³¯  ¤  ±¥ ­ °¨· ² µ¨¯®²¥§¨.

�¥ª  ¥ § ¤ ¤¥­  ¯º«­ ²  £°³¯  ±º¡¨²¨¿ (H1;H2; : : : ;Hn). �§¯º«­¥­  ¥ ±«¥¤­ ²  ´®°Ó
¬³«  §  ¯º«­ ²  ¢¥°®¿²­®±²:

P (A) =
nX
i=1

P (AjHi)P (Hi): (2.1)

13
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�®ª § ²¥«±²¢®: �«¥¤¢  «¥±­® ®² ®·¥¢¨¤­®²® ° ¢¥­±²¢®:

A = AH1 +AH2 + � � �+AHn

¨ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ 2.1 ­  ³±«®¢­  ¢¥°®¿²­®±². Q.E.D.

�°¨¬¥° 2.1 �  «®¢ §  ¯ ²¨¶¨. �¤­® ¬« ¤® ±¥¬¥©±²¢® ®²¨¸«® ­  «®¢ §  ¯ ²¨¶¨. �¥
µ¢º°«¨«¨ ·®¯ ª®© ¤  ±²°¥«¿ ¯® ¯º°¢ ²  ¯ ²¨¶ . �¨²  ±¥ ª ª¢  ¥ ¢¥°®¿²­®±²²  ¤ 
±  ¿ ³«³·¨«¨,  ª® ¥ ¨§¢¥±²­®, ·¥:

1. ·®¯ ±  µ¢º°«¿«¨ ± ¯° ¢¨«­  ¬®­¥² ;

2. ¬º¦º² ³«³·¢  ±°¥¤­® ¢ ¥¤¨­ ®² ¯¥² ¨§±²°¥« ;

3. ¬º¦º² ³«³·¢  ±°¥¤­® ¤¢  ¯º²¨ ¯®-·¥±²® ®² ¦¥­ ² .

�¥¸¥­¨¥. �  ®§­ ·¨¬ ± A ±º¡¨²¨¥²® ¬º¦º² ¤  ¥ ±²°¥«¿« ¯°º¢. �¯®°¥¤ ³±«®¢¨¥ 1.
P (A) = 1=2. �  ®§­ ·¨¬ ± B ±º¡¨²¨¥²® ¯ ²¨¶ ²  ¤  ¥ ³«³·¥­ . �¯®°¥¤ ³±«®¢¨¥ 2.
P (B=A) = 1=5. �¯®°¥¤ ³±«®¢¨¥ 3. P (B=A) = 2 � P (B=A). �«¥¤®¢ ²¥«­®, P (B) = P (A) �
P (B=A) + P (A) � P (B=A) = 3=20: Q.E.D.

�¥®°¥¬  2.1 (�®°¬³«  §  ³¬­®¦¥­¨¥ ¢¥°®¿²­®±²¨) �¿°­  ¥ ±«¥¤­ ²  ´®°¬³« :

P (A1A2 : : : An) = P (A1)P (A2jA1)P (A3jA1A2) : : :P (AnjA1A2 : : :An�1): (2.2)

�®ª § ²¥«±²¢®:�¥ ¤®ª ¦¥¬ ²¢º°¤¥­¨¥²® ¯® ¨­¤³ª¶¨¿. �  n = 2 ²® ¥ ®·¥¢¨¤­® ±«¥¤±Ó
²¢¨¥ ®² ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ 2.1 ­  ³±«®¢­  ¢¥°®¿²­®±². �¥ª  ²® ¥ ¨§¯º«­¥­® §  ­¿ª®¥ n. �®£ ¢ 
¤  ¯°¨«®¦¨¬ ±º¹®²® ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ §  ±º¡¨²¨¿²  B = A1A2 : : : An ¨ An+1:

P (A1A2 : : : An+1) = P (BAn+1) = P (B)P (An+1jB)

= P (A1)P (A2jA1)P (A3jA1A2) : : :P (AnjA1A2 : : : An�1):

Q.E.D.

�°¨¬¥° 2.2 � ª ­  «®¢ §  ¯ ²¨¶¨. � ª¢  ¥ ¢¥°®¿²­®±²²  ¤  ±¥ ³«³· ² ²°¨ ¯ ²¨¶¨
¯®¤°¥¤ ®² ¯º°¢¨¿ ¯º²,  ª® ¤®£®¢®°ª ²  ¬¥¦¤³ ¤¢ ¬ ²  ¥ ¡¨« , ª®©²® ³«³·¨ ¯°º¢,
¤  ±²°¥«¿ ¤®ª ²® ³«³·¢ .

�¥¸¥­¨¥. �  ®§­ ·¨¬ ± Bi ±º¡¨²¨¥²® \³«³·¥­  ¥ i-² ²  ¯ ²¨¶ \¨ B = B1B2B3. �º£Ó
« ±­® ´®°¬³« ²  §  ¯º«­  ¢¥°®¿²­®±² ¨¬ ¬¥:

P (B) = P (A) � P (B=A) + P (A) � P (B=A):
�º£« ±­® ´®°¬³« ²  §  ³¬­®¦¥­¨¥ ¨¬ ¬¥:

P (B=A) = P (B1B2B3=A) = P (B1=A)P (B2=AB1)P (B3=AB1B2) = (P (B1=A))
3:

�³ª ­¥¿¢­® ¯°¥¤¯®« £ ¬¥, ·¥ ¢¥°®¿²­®±²¨²¥ §  ³«³·¢ ­¥ ±  ¥¤­¨ ¨ ±º¹¨ ¨ ­¥ § ¢¨±¿²
®² °¥§³«² ²¨²¥ ®² ¯°¥¤µ®¤­¨²¥ ®¯¨²¨ (¥¤­® ¤®±²  ±º¬­¨²¥«­® ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¥). � ª 
®ª®­· ²¥«­® ¯®«³· ¢ ¬¥ P (B) = 1=2 � (1=5)3 + 1=2(1=10)3 = (9=2)10�3 = 0:45% Q.E.D.
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2.2 �®°¬³«  ­  �¥©±

�«¥¤­ ²  §­ ¬¥­¨²  ´®°¬³«  ­  �¥©± ­ ¬¨°  ¸¨°®ª® ¯°¨«®¦¥­¨¥ ¢ ±² ²¨±²¨ª ² :

P (HkjA) = P (AjHk)P (Hk)Pn
i=1P (AjHi)P (Hi)

: (2.3)

�®ª § ²¥«±²¢®: �«¥¤¢  ®² ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ 2.1 ­  ³±«®¢­  ¢¥°®¿²­®±². Q.E.D.

�°¨¬¥° 2.3 � ¯ ª ­  «®¢ §  ¯ ²¨¶¨. �¤¨­ ±º±¥¤ ¡¨« ¤®¡°¥ § ¯®§­ ² ± ²¿µ­ ²  ³£®Ó
¢®°ª  ¨ ­ ¡«¾¤ ¢ « ¨§§ ¤ ¡ ¨° , ª ª ± ²°¨ ¨§±²°¥«  ±¥¬¥©±²¢®²® ±¢ «¿ ²°¨ ¯ ²¨¶¨.
� ¯¨² « ±¥ ²®©, ª®© «¨ ¢±º¹­®±² ¥ ±²°¥«¿« ¨«¨ ª®«ª® ¯®-£®«¿¬  ¢¥°®¿²­®±²²  ¤ 
±¥ ¥ ¯ ¤­ «® ­  ¬º¦  ¤  ±²°¥«¿.

�¥¸¥­¨¥. �¥ ¨§¯®«§³¢ ¬¥ ±º¹¨²¥ ®§­ ·¥­¨¿. �º© ª ²® P (Bi=A) = 2 � P (Bi=A), ²®
P (B=A) = 8 � P (B=A). �®£ ¢ 

P (A=B) =
1=2P (B=A)

1=2P (B=A) + 1=2P (B=A)
=

P (B=A)

8 � P (B=A) + P (B=A)
= 1=9;

P (A=B) = 1 � P (A=B) = 8=9:

� ¡¥«¥¦¥²¥, ·¥ ²³ª ¤ ¦¥ ­¥ ±¥ ­³¦¤ ¥¬ ®² ²®·­ ²  ¢¥«¨·¨­  ­  ³±«®¢­ ²  ¢¥°®¿²­®±²
P (B=A). �®±² ²º·­¨ ± ¬® ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¿ 1 ¨ 3, ®¯¨± ­¨ ¢ ¯°¨¬¥°  2.1. �ª §¢  ±¥ 8
¯º²¨ ¯®-¢¥°®¿²­® ¤  ±¥ ¥ ¯ ¤­ «® ­  ¬º¦  ¤  ±²°¥«¿ ¯°º¢. Q.E.D.

2.3 �±«®¢­¨ ¢¥°®¿²­®±²­¨ ¯°®±²° ­±²¢ 

� ª²® ¢¥·¥ ®²¡¥«¿§ µ¬¥, ¢±¿ª® ª° ©­® ° §¤¥«¿­¥ ­  ¯°®±²° ­±²¢®²® 
 ­  ­¥¯°¥±¨· ¹¨
±¥ ±º¡¨²¨¿ ¢®¤¨ ¤® ¯®¿¢ ²  ­  ±¥°¨¿ ®² ³±«®¢­¨ ¢¥°®¿²­®±²¨, ®¯°¥¤¥«¥­¨ ¢º°µ³ A. �®¢ 
­¨ ¤ ¢  ¢º§¬®¦­®±² ¤  ¯°¥¯¨¸¥¬ ´®°¬³«  (2.1) ¢º¢ ¢¨¤ :

P =
X
B2


P (B)PB: (2.4)

�®°­®²® ° ¢¥­±²¢® ±¥ ° §¡¨°  ª ²® ° ¢¥­±²¢® ­  ¢¥°®¿²­®±²­¨ ¬¥°ª¨, ².¥. ²® ¥ ¨§¯º«Ó
­¥­® §  ¢±¿ª® ±º¡¨²¨¥ A 2 A.

�®­¿ª®£ , ®¡ ·¥, ¥ ³¤®¡­® ¤  ° §£«¥¦¤ ¬¥ ³±«®¢­¨²¥ ¢¥°®¿²­®±²¨ ª ²® ±º±°¥¤®²®·¥Ó
­¨ ± ¬® ¢º°µ³ ±º¡¨²¨¥²® { ³±«®¢¨¥. �®£ ¢  ²°¿¡¢  ¤  ®¯°¥¤¥«¨¬ ¯®¤µ®¤¿¹® �- «£¥¡° 
AB ­  B ¨ ° §£«¥¦¤ ¬¥ ¢¥°®¿²­®±²­®²® ¯°®±²° ­±²¢® (B;AB;PB). �®¢  ±¥ ¯° ¢¨ ²°¨Ó
¢¨ «­®, ª®£ ²® ³±«®¢¨¥²® B ¨¬  ­¥­³«¥¢  ¢¥°®¿²­®±²: AB = fATB;A 2 Ag, P (A) =
P (A)=P (B); A 2 AB. � ª¨¢  ¢¥°®¿²­®±²­¨ ¯°®±²° ­±²¢  ­ °¨· ¬¥ ³±«®¢­¨.

�°¨¬¥° 2.4 �¥ª  ° §£«¥¤ ¬¥ ¥¤­  ª¢ ¤° ²­  ¸ µ¬ ²­  ¤º±ª .

�  ±¢º°¦¥¬ ± ­¥¿ ¢¥°®¿²­®±²­® ¯°®±²° ­±²¢® ±º£« ±­® ´®°¬³« ²  §  £¥®¬¥²°¨·­  ¢¥Ó
°®¿²­®±². �º© ª ²® ¤º±ª ²  ¥ ° §¤¥«¥­  ­  64 ¥¤­ ª¢¨ ª¢ ¤° ²·¥² , ¢¥°®¿²­®±²²  ¥¤­ 
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a b c d e f g h

1

2

3

4

5

6

7

8

�¨£³°  2.1: � µ¬ ²­  ¤º±ª 

±«.²®·ª  ¤  ¯®¯ ¤­¥ ¢ ² ª®¢  ª¢ ¤° ²·¥ ¥ 1/64. �¨¥, ®¡ ·¥, ¹¥ ¯°®¬¥­¨¬ ²¥§¨ ¢¥°®¿²Ó
­®±²¨ ª ²® £¨ § ¬¥­¨¬ ­  ·¨±« ²  fpi;j ; i = 1; 2; : : : ; 8; j = a; b; : : : ; h. �±­® ¥, ·¥ ±²¨£ 
¤  ±  ¨§¯º«­¥­¨ ³±«®¢¨¿²  pi;j > 0 ¨

P
pi;j = 1, ­¨¥ ¹¥ ¯®«³·¨¬ ¥¤­® ¤®¡°¥ ®¯°¥¤¥«¥­®

¢¥°. ¯°-¢®. � ²®¢  ¯°®±²° ­±²¢® ¨¬  ²°¨ ° §«¨·­¨ ¥±²¥±²¢¥­¨ ° §¤¥«¿­¨¿:

� 
1 - ­  ª®«®­¨ j = a; b; : : : ; h;

� 
2 -­  °¥¤®¢¥ i = 1; 2; : : : ; 8;

� 
3 -­  ¤¢  ¶¢¿²  - ¡¥«¨ ¨ ·¥°­¨.

�¥ª  ®§­ ·¨¬ ± pi;: =
P

j pi;j; p:;j =
P

i pi;j: � ª , ª®£ ²® ±¥ ±«³·¨, ­ ¯°¨¬¥°, ±º¡¨²¨¥²®
fj = bg 2 
1, ¯®«³· ¢ ¬¥ ³±«®¢­®²® ¢¥°®¿²­®±²­® ¯°®±²° ­±²¢®, ±¢º°§ ­® ± ª®«®­ ² :
fbg. � ­¥£® ¨¬  8 ¯®«¥²  ± ®§­ ·¥­¨¿: 1b; 2b; : : : ; 8b ¨ ³±«®¢­¨ ¢¥°®¿²­®±²¨, ±º®²¢¥²­®,
p1;b=p:;b; p2;b=p:;b; : : : p8;b=p:;b.

�º§¬®¦­  ¥ ¨ ®¡° ²­ ²  ¨­²¥°¯°¥² ¶¨¿. �¥ª  ¢§¥¬¥¬ ¥¤¨­ ­ ¡®° ®² ° §«¨·­¨ ¢¥°®Ó
¿²­®±²­¨ ¯°®±²° ­±²¢ : f(
i;Ai;P i); i = 1; 2; :::g

�¥£  ¬®¦¥¬ ¤  ®¡° §³¢ ¬¥ ¤¨°¥ª²­ ²  ±³¬  ®² ¬­®¦¥±²¢ : 
 = 
1 + 
2 + :::. � 
®¯°¥¤¥«¨¬ ­  
 ´®°¬ «­ ²  ±³¬  ®² A = A1 + A2 + :::. � ¢±¥ª¨ ­ ¡®° ®² ¢¥°®¿²­®±Ó
²¨ fpig; (pi > 0;

P
pi = 1) ¥ ±¢º°§ ­  ¥¤­  ¢¥°®¿²­®±²­  ¬¿°ª  ­  A, ®¯°¥¤¥«¥­  ¯®

´®°¬³« ²  (2.1).

� ª  ´®°¬³« ²  §  ¯º«­  ¢¥°®¿²­®±² ±º®²¢¥²±²¢³¢  ­  ¥¤­® ° §¯ ¤ ­¥ ­  ¢¥°®¿²Ó
­®±²­®²® ¯°®±²° ­±²¢® ¢ \¯°¥²¥£«¥­  ±³¬ \.

2.4 �§¬¥°¨¬¨ ° §¤¥«¿­¨¿ ¨ ¡³«¥¢¨ �-¯®¤ «£¥¡°¨

� ¢±¿ª® ª° ©­® ° §¤¥«¿­¥ 
 ­  ¯°®±²° ­±²¢®²® 
 ¥ ±¢º°§ ­  ¥¤­®§­ ·­® ®¯°¥¤¥«¥­ 
¡³«®¢  ¯®¤ «£¥¡° A
 � A. �¿ ¥ ª° ©­  ¨ ±º¤º°¦  ²®·­® 2N ¥«¥¬¥­² ,  ª® ° §¤¥«¿­¥²®

 ±¥ ±º±²®¨ ®² N ­¥¯° §­¨ ¬­®¦¥±²¢ . �§®¡¹® ª § ­® ¥ ¢¿°­  ±«¥¤­ ² 

�¥®°¥¬  2.2 �º¹¥±²¢³¢  ¢§ ¨¬­® - ¥¤­®§­ ·­® ±º®²¢¥²±²¢¨¥ ¬¥¦¤³ ª° ©­¨²¥ ¡³Ó
«¥¢¨  «£¥¡°¨ ¨ ª° ©­¨²¥ ° §¤¥«¿­¨¿ ­  ¯°®±²° ­±²¢®²® 
.
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�®ª § ²¥«±²¢®:�  ±º¯®±² ¢¨¬ ­  ¢±¿ª® ° §¤¥«¿­¥ ¡³«¥¢   «£¥¡° . �¥ª  
 = fH1;H2; : : :Hng.
�¥ª  ®§­ ·¨¬ ± N ¬­®¦¥±²¢®²® f1; 2; : : : ; ng ¨ ­¥ª  I � N . �  ° §£«¥¤ ¬¥ ±¥¬¥©±²¢®²®
®² ¬­®¦¥±²¢  ®² ¢¨¤ : AI =

P
i2I Hi. �¥ ®¡° §³¢ ² ¡³«¥¢  ¯®¤ «£¥¡°  ­  A. � ¨±²¨­ ,

A; = ;, AN = 
, AI = AI, AI[J = AI [ AJ . �  ®§­ ·¨¬ ² §¨ ¯®¤ «£¥¡°  A
. �¡° ²­®,
­¥ª  B ¥ ª° ©­  (±º±²®¿¹  ±¥ ®² ª° ¥­ ¡°®© ¬­®¦¥±²¢ ) ¡³«¥¢  ¯®¤ «£¥¡°  � A. �¥
­ °¥·¥¬  ²®¬ ­  B ¢±¿ª® ¬­®¦¥±²¢® ®² ¢¨¤ :

\
B2B

B�B ; B� =

(
B; � = 0
B; � = 1

�º© ª ²® 8! 2 
;8B 2 B;9� ² ª®¢ , ·¥ ! 2 B�, ¬­®¦¥±²¢®²® ®²  ²®¬¨ ®¡° §³¢  ° §¤¥Ó
«¿­¥. �§ ¨¬­ ²  ¥¤­®§­ ·­®±² ­  ²®¢  ±º®²¢¥²±²¢¨¥ ¯°¥¤®±² ¢¿¬¥ ­  ·¨² ²¥«¿. Q.E.D.

�®¢  ±º®²¢¥²±²¢¨¥ ¯®° ¦¤  ¨­²¥°¥±­  ¢°º§ª  ¬¥¦¤³ ®¯¥° ¶¨¨²¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨ ¢º°µ³
¯®¤ «£¥¡°¨ ¨ ° §¤¥«¿­¨¿. �  ²°¨¢¨ «­ ²   «£¥¡°  f;;
g ®²£®¢ °¿ ²°¨¢¨ «­®²® ° §¤¥Ó
«¿­¥ � = f
g.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 2.3 � §¢ ¬¥, ·¥ � ¥ ¯®-±¨²­® (¨«¨ ¯® ´¨­®) ®² 
( 
 � �)  ª® A
 � A�.

�®¢  ®§­ · ¢ , ·¥ ¥«¥¬¥­²¨²¥ ­  ° §¤¥«¿­¥²® 
 ±  ¯®-£°³¡¨, ²¥ ±¥ ±º±²®¿² ®² ¯®
­¿ª®«ª® ¥«¥¬¥­²  ­  ° §¤¥«¿­¥²® �. � ¤¢¥²¥ ¬­®¦¥±²¢  { ²®¢  ­  ¡³«¥¢¨²¥  «£¥¡°¨ ¨
²®¢  ­  ° §¤¥«¿­¨¿²  { ±  · ±²¨·­® ­ °¥¤¥­¨. �® ²º© ª ²® ±º¹¥±²¢³¢ ² max, min ²¥
±  ¨ °¥¸¥²ª¨. � · ±²­®±²,

max(A�;A
) = �(A�;A
) = Amax(�;
):

� §¤¥«¿­¥²® max(�; 
) ±¥ ±º±²®¨ ®² ¢±¥¢º§¬®¦­¨ ±¥·¥­¨¿ ­  ¥«¥¬¥­²¨ ®² ¤¢¥²¥ ° §Ó
¤¥«¿­¨¿.

min(A�;A
) = A�

\A
 = Amin(�;
):

� §¤¥«¿­¥²® min(�; 
) ±¥ ±º±²®¨ ®² ±º¡¨²¨¿, ª®¨²® ¬®£ ² ¤  ±¥ ¯°¥¤±² ¢¿² ª ²® ®¡¥Ó
¤¨­¥­¨¿ ­  ¥«¥¬¥­²¨, ª ª²® ®² ¥¤­®²®, ² ª  ¨ ®² ¤°³£®²® ° §¤¥«¿­¥.

�« £®¤ °¥­¨¥ ­  ²®¢  ¤¢¥²¥ ±²°³ª²³°¨ - ­  ¡³«®¢¨  «£¥¡°¨ ¨ ° §¤¥«¿­¨¿ ±² ¢ ² ¨§®Ó
¬®°´­¨. �®§¨ ¨§®¬®°´¨§º¬ ¬®¦¥ ¤  ±¥ ° §¸¨°¨ ¨ §  �-¯®¤ «£¥¡°¨, ­® ²®¢  ¥ ¢º§¬®¦­®
± ¬® ±«¥¤ ¢º¢¥¦¤ ­¥²® ­  ´¨ª±¨° ­  ¢¥°®¿²­®±². �®£ ¢  ¢±¨·ª¨ �-¯®¤ «£¥¡°¨ ±¥ ¯®¯º«Ó
¢ ² ± ¯®¤¬­®¦¥±²¢ ²  ­  ±º¡¨²¨¿ ± ­³«¥¢  ¢¥°®¿²­®±² ¨ ±¥ ° §£«¥¦¤ ² ± ¬® ª« ±®¢¥²¥
¥ª¢¨¢ «¥­²­¨ ±º¡¨²¨¿. �®£ ²® �- «£¥¡° ²  A ¥ ¯®°®¤¥­  ®² ­¿ª ª¢® ¨§¡°®¨¬® ±¥¬¥©±²Ó
¢® ¬­®¦¥±²¢ , ª®¥²® ° §¤¥«¿ ²®·ª¨²¥ ¢º¢ ¢¥°®¿²­®±²­®²® ¯°®±²° ­±²¢® 
, ²¥®°¥¬  2.2
¬®¦¥ ¤  ±¥ ®¡®¡¹¨.

�¥®°¥¬  2.3 �º¹¥±²¢³¢  ¢§ ¨¬­® - ¥¤­®§­ ·­® ±º®²¢¥²±²¢¨¥ ¬¥¦¤³ �-¯®¤ «£¥¡°¨²¥
­  A ¨ ¨§¬¥°¨¬¨²¥ ° §¤¥«¿­¨¿ ­  
.

�¤¨­ ² ªº¢ ¯°¨¬¥° ¹¥ ¢¨¤¨¬ ¢ ²¥®°¥¬  8.2 ¯®-ªº±­® §  ±µ¥¬ ²  ­  �¥°­³«¨.



�¥ª¶¨¿ 3

�¥§ ¢¨±¨¬®±²

� ² §¨ «¥ª¶¨¿ ±¨ ¯®±² ¢¿¬¥ ±«¥¤­¨²¥ ¶¥«¨:

� ¤  ®¯°¥¤¥«¨¬ ¯®­¿²¨¥²® ­¥§ ¢¨±¨¬®±²;

� ¤  ®¯°¥¤¥«¨¬ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ ­  ¢¥°®¿²­®±²­¨ ¯°®±²° ­±²¢ ;

� ¤  ¤ ¤¥¬ ¯°¨¬¥°¨ ¨ ª®­²° ¯°¨¬¥°¨.

�¥§ ¢¨±¨¬®±²²  ¥ ­ ©-´³­¤ ¬¥­² «­®²® ¯®­¿²¨¥ ­  ²¥®°¨¿²  ­  ¢¥°®¿²­®±²¨²¥. � Ó
ª ° ·¥, ª ª²® ¹¥ ¢¨¤¨¬ ­ ² ²ºª, ²¿ ¥ ­¿ª ªº¢ ¥ª¢¨¢ «¥­² ­  ¤¥ª °²®¢®²® ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥
­  ¬­®¦¥±²¢ , ¨«¨ ­  ¯° ¢®²® ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ ­   «£¥¡°¨, ².¥. ¢ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨ ±¬¨±º« ¥¤Ó
¢  «¨ ¯°¨¢­ ±¿ ­¥¹® ­®¢®, ­¥§ ¢¨±¨¬®±²²  ¢ ¤¥©±²¢¨²¥«­®±² ¥ ®±­®¢ ²  ­  ² §¨ ²¥®°¨¿.
�®¢  ¥ ¯®­¿²¨¥²®, ª®¥²® ¯° ¢¨ ²¥®°¨¿²  ­¥§ ¬¥­¨¬ , ª®£ ²® ¨¬  ­³¦¤  ®² ¬ ²¥¬ ²¨Ó
·¥±ª® ¬®¤¥«¨° ­¥ ­  ¿¢«¥­¨¿ ± ­¥¯°¥¤±ª §³¥¬ ¨§µ®¤.

�¥§ ¢¨±¨¬®±²² , ª ²® ±²°®£® ¯®­¿²¨¥ ®² ¬ ²¥¬ ²¨ª ² , ±¥ ®ª §¢  ­¥¨¬®¢¥°­® ¡«¨§ª 
¤® ­®°¬ «­¨²¥, ¥§¨ª®¢¨ ¨«¨ ·®¢¥¸ª¨ ¯°¥¤±² ¢¨ §  ±º¹®²® { ª®£  ¥¤­® ±º¡¨²¨¥ ®ª §¢ 
(¨«¨ ­¥ ) ­¿ª ª¢® ¢«¨¿­¨¥ ¢º°µ³ ¢º§¬®¦­®±²²  ¤°³£® ±º¡¨²¨¥ ¤  ­ ±²º¯¨.

� ²® ¢±¿ª® ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª® ¯®­¿²¨¥ ­¥§ ¢¨±¨¬®±²²  ¨¬  ¨ °¥¤¨¶  ­¥¤®±² ²º¶¨. �±Ó
­®¢­¨¿² ¥, ­ ¢¿°­®, ±²°¨ª²­®±²²  | ¨§¨±ª¢ ­¨¿²  ±  ²®«ª®¢  ±²°®£¨, ·¥ ±² ¢ ² ­¥¯°®Ó
¢¥°¿¥¬¨. � ¤°³£¨ ¤³¬¨, ª®£ ²® ­¨¥ ª §¢ ¬¥,·¥ ¤¢¥ ¢¥«¨·¨­¨ ¨«¨ ±º¡¨²¨¿ ±  ­¥§ ¢¨±¨¬¨,
­¨¥ ¢« £ ¬¥ ¢ ²®¢  ²¢º°¤¥­¨¥ ¬­®£® ¯®¢¥·¥ ¢¿° , ®² ª®«ª®²® ¡¨µ¬¥ ¬®£«¨ (±º± ±°¥¤±²Ó
¢ ²  ­  ¬ ²¥¬ ²¨ª ² ) ¤  ¯°®¢¥°¨¬.

3.1 �¥§ ¢¨±¨¬®±² ­  ±º¡¨²¨¿

�¥£¨±²° ¶¨¿²  ­  ­ ±²º¯¢ ­¥ ­  ¤ ¤¥­® ±«³· ©­® ±º¡¨²¨¥ ¯°®¬¥­¿ ±º±²®¿­¨¥²® ­  ¢¥Ó
°®¿²­®±²­®²® ¯°®±²° ­±²¢® { ¢¥·¥ ¥ ­¥¢º§¬®¦­® ­ ±²º¯¢ ­¥²® ­  ¥«¥¬¥­² °­¨ ±º¡¨²¨¿
¨§¢º­ (­¥ ¢«¥· ¹¨) ²®¢  ±º¡¨²¨¥. � §¨ ±¨²³ ¶¨¿ ¥ ®²° §¥­  ¢ ¨§¬¥­¥­¨¥²® ­  ¢¥°®¿²Ó
­®±²²  ­  ¤°³£¨²¥ ±º¡¨²¨¿ { ³±«®¢­ ²  ¨¬ ¢¥°®¿²­®±² ­¥ ¢¨­ £¨ ¥ ±º¹ ²  ª ²® ¡¥§³±Ó
«®¢­ ² .

� ­¿ª®¨, °¥¤ª¨ ±«³· ¨, ®¡ ·¥ ­ ±²º¯¢ ­¥²® ­  ­¿ª®¨ ±º¡¨²¨¿ ­¥ ®ª §¢  ² ª®¢  ¢«¨Ó
¿­¨¥ ¢º°µ³ ¸ ­±®¢¥²¥ ­  ¤°³£¨ ±º¡¨²¨¿.

18
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�³ª ¹¥ ¤ ¤¥¬ ´®°¬ «­® ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ­  ¯®­¿²¨¥²® ­¥§ ¢¨±¨¬®±². �¥ ±¥ ³¡¥¤¨¬, ·¥
¢ ² §¨ ±¨ ´®°¬³«¨°®¢ª , ²® ¨§ª«¾·¢  ­¿ª ª¢  ¯°¨·¨­­® ±«¥¤±²¢¥­­  ¢°º§ª  ¬¥¦¤³
¿¢«¥­¨¿² , ª®¨²® ­ °¨· ¬¥ ­¥§ ¢¨±¨¬¨.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 3.1 � §¢ ¬¥ ·¥ ±º¡¨²¨¿²  A;B ±  ­¥§ ¢¨±¨¬¨,  ª® P (AB) = P (A)P (B).
�¥ ¡¥«¥¦¨¬ ­¥§ ¢¨±¨¬¨²¥ ±º¡¨²¨¿ A?B.

�² ²®¢  ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¢¥¤­ £  ±«¥¤¢ , ·¥ ³±«®¢­ ²  ¢¥°®¿²­®±² ­  ¢±¿ª® ®² ¤¢¥²¥
±º¡¨²¨¿ ¥ ° ¢­  ­  ­¥£®¢ ²  ¡¥§³±«®¢­  ¢¥°®¿²­®±². � ¤°³£¨ ¤³¬¨, ¢¥°®¿²­®±²²  ¤ 
­ ±²º¯¨ ±º¡¨²¨¥²® A ­¥ § ¢¨±¨ ®² ²®¢ , ¤ «¨ ¥ ­ ±²º¯¨«® ¨«¨ ­¥, ±º¡¨²¨¥²® B.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 3.2 � §¢ ¬¥, ·¥ ° §¤¥«¿­¨¿²  
 ¨ � ±  ­¥§ ¢¨±¨¬¨,  ª® 8A 2 
 ¨ 8B 2 �
¨¬ ¬¥ A?B. �¥ ¡¥«¥¦¨¬ ­¥§ ¢¨±¨¬¨²¥ ° §¤¥«¿­¨¿ 
?�.

3.2 �¥§ ¢¨±¨¬®±² ¢ ±º¢ª³¯­®±²

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 3.3 � §¢ ¬¥ ·¥ ±º¡¨²¨¿²  fAk; k = 1; 2; : : : ; ng ±  ­¥§ ¢¨±¨¬¨ ¢ ±º¢Ó
ª³¯­®±²,  ª® ¢¥°®¿²­®±²²  ­  ¢±¿ª® ®² ²¿µ ­¥ § ¢¨±¨ ®² ²®¢  ¤ «¨ ±¥ ¥ ±«³·¨« 
­¿ª®¿ ª®¬¡¨­ ¶¨¿ ®² ®±² ­ «¨²¥ ±º¡¨²¨¿.

�² ²®¢  ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ±«¥¤¢  ±¨«­® ³¯°®±²¿¢ ­¥ ­  ´®°¬³« ²  §  ³¬­®¦¥­¨¥ (2.2),
ª®£ ²® ±º¡¨²¨¿²  ±  ­¥§ ¢¨±¨¬¨ ¢ ±º¢ª³¯­®±²:

P (A1A2 : : :An) = P (A1)P (A2) : : :P (An) (3.1)

�°¨¬¥° 3.1 �  ° §£«¥¤ ¬¥ ±«¥¤­®²® ¢¥°®¿²­®±²­®²® ¯°®±²° ­±²¢® ±º±²®¿¹® ±¥
®² 4 ° ¢­®¢¥°®¿²­¨ ¥«¥¬¥­² °­¨ ±º¡¨²¨¿: f!i; i = 1; 2; 3; 4g. �®£ ¢  ±º¡¨²¨¿²  A =
f!1; !2g; B = f!1; !3g; C = f!1; !4g ±  ­¥§ ¢¨±¨¬¨ ¤¢¥ ¯® ¤¢¥, ­® ­¥ ±  ­¥§ ¢¨±¨¬¨ ¢
±º¢ª³¯­®±².

� ¨±²¨­ , P (A) = P (B) = P (C) = 1
2 , P (AB) = P (BC) = P (AC) = 1

4, ­® P (ABC) =
P (f!1g) = 1

4 6= 1
8 .

3.3 �°®¨§¢¥¤¥­¨¥ ­  ¢¥°®¿²­®±²­¨ ¯°®±²° ­±²¢ 

�¥ª  ±  § ¤ ¤¥­¨ ¤¢¥ ¢¥°®¿²­®±²­¨ ¯°®±²° ­±²¢ : (
1;A1;P 2) ¨ (
2;A2;P 2). �  ®¡° Ó
§³¢ ¬¥ ¤¥ª °²®¢®²® ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ 
 ­  ¤¢¥²¥ ¬­®¦¥±²¢  
1 ¨ 
2:

 = 
1 � 
2 = f(!1; !2); !1 2 
1; !2 2 
2g.
�¥ª  ° §£«¥¤ ¬¥ 
 ¢ ­¥£® ¬­®¦¥±²¢®²® ®² ¢±¨·ª¨ \¯° ¢®º£º«­¨¶¨\ � = fA1�A2; A1 2
A1; A2 2 A2g. �¥°®¿²­®±²²  ¢º°µ³ \¯° ¢®º£º«­¨¶¨²¥\ ±¥ ®¯°¥¤¥«¿ ¯°®±²®:P (A1�A2) =
P 1(A1) �P 2(A2). �­®¦¥±²¢®²® � ®·¥¢¨¤­® ­¥ ¥ ¡³«®¢   «£¥¡° .

�¥®°¥¬  3.1 �­®¦¥±²¢®²® F ®² ª° ©­¨ ±³¬¨ ­  ­¥¯°¥±¨· ¹¨ ±¥ \¯° ¢®º£º«­¨¶¨\
¥ ¡³«®¢   «£¥¡° .
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�®ª § ²¥«±²¢®: �°¿¡¢  ¤  ¯°®¢¥°¨¬  ª±¨®¬¨²¥. � ¤®ª § ²¥«±²¢®²® §  ª° ²ª®±² ¹¥
¨§¯®«§³¢ ¬¥ ®§­ ·¥­¨¥²® C (¯®­¿ª®£  ± ¨­¤¥ª±¨) §  ®§­ · ¢ ­¥ ­  ¯° ¢®º£º«­¨¶¨.
1. �ª±¨®¬ ²  
 2 F ¥ ®·¥¢¨¤­® ¨§¯º«­¥­ : ; = ;1�;2 = 
1�;2 = ;1�
2;
 = 
1�
2:;
2. �ª® A;B 2 F ,²® A \ B 2 F . �®¢  ±«¥¤¢  ­¥¯®±°¥¤±²¢¥­® ®² ®¯°¥¤¥«¥­¨¥²® ­  ¤¥ª °Ó
²®¢® ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥:

A1 �A2

\
B1 �B2 = A1

\
B1 �A2

\
B2 = C 2 F : (3.2)

�² (3.2) ±«¥¤¢ :

(
X
i

Ai �Bi)
\
(
X
j

Aj �Bj) = (
X
i

C i
1)
\
(
X
j

Cj
2) =

X
i;j

C i
1 \ Cj

2; (3.3)

ª®¥²® ¨§° §¿¢  ±¥·¥­¨¥²® ­  ¤¢  ¯°®¨§¢®«­¨ ¥«¥¬¥­²  ®² F . �®¢  ¤®ª § ²¥«±²¢® ²°¨Ó
¢¨ «­® ±¥ ° §¸¨°¿¢  §  ª° ¥­ ¡°®© ¥«¥¬¥­²¨ ­  F .
3. �ª® A 2 F ,²® �A 2 F ; �®¯º«­¥­¨¥²® ­  ¥¤¨­ ¯° ¢®º£º«­¨ª ±¥ ¯®«³· ¢  ¯°®±²® ª ²®
±³¬  ­  ²°¨ ­¥¯°¥±¨· ¹¨ ±¥ ¯° ¢®º£º«­¨ª :

A�B = �A�B +A� �B + �A� �B = C1 + C2 + C3: (3.4)

�®°¬³«¨ (3.3) ¨ (3.4) ¨ § ª®­¨²¥ ­  �¥ �®°£ ­ ¤ ¢ ² ¢º§¬®¦­®±² ¤  ¨§° §¨¬ «¥±­® ¨
¤®¯º«­¥­¨¥²® ­  ¯°®¨§¢®«¥­ ¥«¥¬¥­² ®² F :

X
i

Ai �Bi =
\
i

Ai �Bi =
\
i

(C i
1 + C i

2 + C i
3): (3.5)

Q.E.D.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥²® ­  P ±¥ ° §¸¨°¿¢  ¯°®±²® ®² � ¢º°µ³ F :

P (
nX
i=1

Ai
1 �Ai

2) =
nX
i=1

P (Ai
1 �Ai

2):

�§­ · ¢ ¬¥ �- «£¥¡° ²  ¯®°®¤¥­  ®² ¯° ¢®º£º«­¨¶¨²¥ A = �(�) � F . �¥°®¿²­®±²Ó
²  P ­  F ±¥ ®ª §¢  ­¥¯°¥ªº±­ ²  ¢ ; ¨ ¬®¦¥¬ ¤  ¨§¯®«§³¢ ¬¥ ²¥®°¥¬ ²  1.1 (­ 
� ° ²¥®¤®°¨), ª®¿²® ­¨ ¤ ¢  ±º¹¥±²¢³¢ ­¥ ¨ ¥¤¨­±²¢¥­®±² ­  ¢¥°®¿²­®±²²  P ¢º°µ³
A. � ª  ¯®«³·¥­®²® ¢¥°®¿²­®±²­® ¯°®±²° ­±²¢® ­ °¨· ¬¥ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¨ ¡¥«¥¦¨¬ ±:
(
1;A1;P 1) � (
2;A2;P 2).

�¥¬  3.1 �ª® C =
P1

i=1Ci; C;Ci 2 �, ²® P (C) =
P1

i=1(Ci).

�®ª § ²¥«±²¢®: �  ®²¡¥«¥¦¨¬, ·¥  ª® ¥¤¨­ ¯° ¢®º£º«­¨ª A = A1 �A2 ±¥ ° §¤¥«¨ ­ 
±³¬  (®² ­¥¯°¥±¨· ¹¨ ±¥ ¯° ¢®º£º«­¨¶¨) A = B + C, ²® ²®¢  ¬®¦¥ ¤  ±² ­¥ ± ¬® ¯®
¤¢  ­ ·¨­  { ·°¥§ ° §¤¥«¿­¥ ­  A1 ¨«¨ A2. �º¢ ¢±¥ª¨ ®² ¤¢ ²  ±«³· ¿ ¨¬ ¬¥: P (A) =
P (B) + P (C). �® ¨­¤³ª¶¨¿ ²®¢  ±¢®©±²¢® ±¥ ¯°¥µ¢º°«¿ ¨ ¢º°µ³ ¡¥§ª° ©­® ° §¤¥«¿­¥
­  ¯° ¢®º£º«­¨¶¨. �  £® ­ °¥·¥¬ · ±²¨·­  �- ¤¨²¨¢­®±². Q.E.D.

�¥®°¥¬  3.2 �¥°®¿²­®±²²  P ®¯°¥¤¥«¥­  ¢º°µ³ ¡³«®¢ ²   «£¥¡°  F ¥ ­¥¯°¥ªº±­ Ó
²  ¢ ­³« ² .



3.4. ������������� �� �-������� 21

�®ª § ²¥«±²¢®: �  ° §£«¥¤ ¬¥ ­ ¬ «¿¢ ¹  °¥¤¨¶  ®² ¥«¥¬¥­²¨ Bn 2 �, ² ª ¢ , ·¥T
Bn = ;. �  ®§­ ·¨¬ ± An = Bn n Bn+1. �º£« ±­® ²¥®°¥¬  3.1 ¨¬ ¬¥ An 2 F . � 

®²¡¥«¥¦¨¬, ·¥ ¯®° ¤¨ ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¥²® ¨¬ ¬¥ B1 =
P1

n=1An. �º© ª ²® ¬­®¦¥±²¢ ² 
An ±  ­¥¯°¥±¨· ¹¨ ±¥, §  8n ¥ ¨§¯º«­¥­® ° ¢¥­±²¢®²®:

P (B1) = P (A1) +P (A2) + : : :+P (An) +P (Bn+1):

�º© ª ²® B1, An; n = 1; 2; ::: ±  ª° ©­¨ ±³¬¨ ®² \¯° ¢®º£º«­¨¶¨\, ®±² ­  ¤  ¯°¥­ °¥¤¨¬
¥«¥¬¥­²¨²¥ ¨¬ ² ª , ·¥ ¤  ¯®«³·¨¬ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«­¨ ° §¤¥«¿­¨¿ ­  ¥«¥¬¥­²¨²¥ ­  B1.
�®£ ¢  ¬®¦¥¬ ¤  ±¥ ¢º§¯®«§³¢ ¬¥ ®² ®²¡¥«¿§ ­²  · ±²¨·­  �- ¤¨²¨¢­®±² ­  P . Q.E.D.

3.4 �¥§ ¢¨±¨¬®±² ­  �- «£¥¡°¨ ¨ ° §¤¥«¿­¨¿

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 3.4 � §¢ ¬¥, ·¥ ¤ ¤¥­¨ �- «£¥¡°¨ fAi; i = 1; :::; ng ±  ­¥§ ¢¨±¨¬¨ ¤¢¥
¯® ¤¢¥ (¢ ±º¢ª³¯­®±²),  ª® ±º¡¨²¨¿²  ®² ¢±¥ª¨ ­ ¡®° fAi; Ai 2 Ai; i = 1; :::; ng ± 
­¥§ ¢¨±¨¬¨ ¤¢¥ ¯® ¤¢¥ (¢ ±º¢ª³¯­®±²).

� ¯°®±²° ­±²¢®²® ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥, ¯®±²°®¥­® ¢ ¯°¥¤­ ²  ±¥ª¶¨¿ (
1;A1;P 1)�(
2;A2;P 2)
¨¬  ¤¢¥ ­¥§ ¢¨±¨¬¨ �-¯®¤ «£¥¡°¨:

� A1 = fA1 � 
2; A1 2 A1g;
� A2 = f
1 �A2; A2 2 A2g.

�°¨¬¥° 3.2 �¢º°«¿­¥ ­  ¤¢  § ° . � ¯°¨¬¥° 3.2 ¢¥°®¿²­®±²­®²® ¯°®±²° ­±²¢® ¥
¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ ­  ¤¢¥ ¯°®±²° ­±²¢ :

� °¥§³«² ² ®² ¯º°¢¨ § ° 
1 = f1; 2; :::; 6g;
� °¥§³«² ² ®² ¢²®°¨ § ° 
2 = f1; 2; :::; 6g;

�°¨¬¥° 3.3 �¥ª  ±¥£  ° §£«¥¤ ¬¥ ®²­®¢® ¯°¨¬¥° 2.4. �¥ª  ¢±¨·ª¨ ¯®«¥²  ­  ¸ µÓ
¬ ²­ ²  ¤º±ª  ±  ° ¢­®¢¥°®¿²­¨.

�¥£  ¥ «¥±­® ¤  ±¥ ¢¨¤¨, ·¥ ²°¨²¥ ° §¤¥«¿­¨¿: 
1 - ­  ª®«®­¨, 
2 -­  °¥¤®¢¥,
3 -­  ¤¢ 
¶¢¿²  - ¡¥«¨ ¨ ·¥°­¨ ±  ­¥§ ¢¨±¨¬¨ ¤¢¥ ¯® ¤¢¥, ­® ­¥ ±  ­¥§ ¢¨±¨¬¨ ¢ ±º¢ª³¯­®±².

�°¨¬¥° 3.4 � § ¤ · ²  ­  �¾´®­ (¯°¨¬¥° 1.3) ¢¥°®¿²­®±²­®²® ¯°®±²° ­±²¢® ±ºÓ
¹® ±¥ ®ª §¢  ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ ­  ¤¢¥ ¯°®±²° ­±²¢ :


1 = f0 � � � �=2g ¨ 
2 = f0 � x � a=2g:
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�«³· ©­¨ ¢¥«¨·¨­¨

� ² §¨ «¥ª¶¨¿ ±¨ ¯®±² ¢¿¬¥ ±«¥¤­¨²¥ ¶¥«¨:

� ¤  ®¯°¥¤¥«¨¬ ±«³· ©­  ¢¥«¨·¨­  (±«.¢.);

� ¤  ®¯°¥¤¥«¨¬ ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ ­  ±«.¢.;

� ¤  ¤ ¤¥¬ ¯°¨¬¥°¨ §  ±«.¢..

�«³· ©­¨²¥ ±º¡¨²¨¿ ¯°¥¤±² ¢«¿¢ ² ­ ©-¯°®±²¨¿ ¯°¨¬¥° §  ¬®¤¥« ­  ­ ¡«¾¤¥­¨¥ ±º±
±«³· ¥­ (­¥®¯°¥¤¥«¥­ ®²­ ¯°¥¤) ¨§µ®¤. �¥±²® ±¥ ­ « £  ¤  ­  ¯° ª²¨ª  ­ ¡«¾¤¥­¨¿² 
¤  ¡º¤ ² ¢±º¹­®±² ¨§¬¥°¢ ­¨¿ { °¥§³«² ²º² ®² ¥ª±¯¥°¨¬¥­²  ¤  ±¥ § ¯¨±¢  ± ·¨±«®.
�®¤¥« ­  ² ª¨¢  ¥ª±¯¥°¨¬¥­²¨ ±  ±«³· ©­¨²¥ ¢¥«¨·¨­¨.

4.1 �°®±²¨ ±«³· ©­¨ ¢¥«¨·¨­¨

�«.¢. ±  ·¨±«®¢¨ ´³­ª¶¨¨ ®¯°¥¤¥«¥­¨ ¢º°µ³ ¬­®¦¥±²¢®²® ®² ¥«¥¬¥­² °­¨ ±º¡¨²¨¿ 
,
­® ²¿µ­®²® ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ±¨«­® § ¢¨±¨ ®² ²®¢  ª®¨ ±  ±«³· ©­¨²¥ ±º¡¨²¨¿ ¢ 
.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 4.1 �¥ª  ¥ § ¤ ¤¥­  ¯º«­ ²  £°³¯  ±º¡¨²¨¿
(H1;H2; : : : ;Hn). �¥ ª §¢ ¬¥, ·¥ ¥ ®¯°¥¤¥«¥­  ¯°®±²  ±«.¢.,  ª® �(!) = xi;8! 2 Hi; i =
1; 2; : : : ; n:

�°¨¬¥° 4.1 �¥ª  ° §£«¥¤ ¬¥ ¢¥°®¿²­®±²­®²® ¯°®±²° ­±²¢® ¯°¨¬¥° 3.2: '�¢º°«¿­¥
­  ¤¢  § ° .' �® ±¥ ±º±²®¨ ®² 36 ° ¢­®¢¥°®¿²­¨ ¥«¥¬¥­² °­¨ ±º¡¨²¨¿. �  £¨ ®§­ ·¨¬
± wi;j; i; j = 1; 2; : : : ; 6). �  ®¯°¥¤¥«¨¬ ­  ²®¢  ¢¥°®¿²­®±²­® ¯°®±²° ­±²¢® 2 ±«.¢.
�(wi;j) = i; �(wi;j) = j).

� ¬¥°¥²¥ ¯º«­¨²¥ £°³¯¨ ­  ¤¢¥²¥ ±«.¢.

�¥®°¥¬  4.1 �¨­¥©­  ª®¬¡¨­ ¶¨¿, ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥, ¬¨­¨¬³¬, ¬ ª±¨¬³¬ ¨ ´³­ª¶¨¿ ­ 
¯°®±²¨ ±«.¢. ¥ ¯°®±²  ±«.¢.

22
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�®ª § ²¥«±²¢®: �¥ª  ¯º«­ ²  £°³¯  ±º¡¨²¨¿ (H1;H2; : : : ;Hn) ±º®²¢¥²±²¢³¢  ­  ±«.¢.
�, ¯º«­ ²  £°³¯  ±º¡¨²¨¿ (G1; G2; : : : ; Gm) ­  ±«.¢. �,   ²¥µ­¨²¥ ±²®©­®±²¨ ±  ±º®²¢¥²­®
fx1; x2; : : : xng ¨. fy1; y2; : : : ymg.

�º°¢® ¹¥ ¤®ª ¦¥¬, ·¥ ±º¡¨²¨¿²  fHiGj , i = 1; 2; : : : ; n, j = 1; 2; : : : ;mg ®¡° §³¢ ²
¯º«­  £°³¯ .

HiGj

\
HkGl = HiHk

\
GjGl = ;; ª®£ ²® i 6= k ¨«¨ j 6= l:

nX
i=1

mX
j=1

Hi

\
Gj =

nX
i=1

Hi

\ mX
j=1

Gj =
nX
i=1

Hi
 =
nX
i=1

Hi = 
:

�®£ ¢  ±«.¢. ��+��, ��, min(�; �), max(�; �) ¹¥ ¯°¨¥¬ ² ±²®©­®±²¨, ±º®²¢¥²­®, �xi+
�yj, xiyj, min(xi; yj), max(xi; yj) §  ¢±¿ª® ¥«¥¬¥­² °­® ±º¡¨²¨¥ ®² ±º¡¨²¨¥²® HiGj ®²
¯º«­ ²  £°³¯  ®² ±º¡¨²¨¿. �³­ª¶¨¿²  f(�; �), ±º®²¢¥²­®, ¹¥ ¯°¨¥¬  ±²®©­®±²¨ f(xi; yi)
¢º°µ³ ±º¹®²® ±º¡¨²¨¥. Q.E.D.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 4.2 � §¢ ¬¥, ·¥ ¯°®±²¨²¥ � ¨ � ±  ­¥§ ¢¨±¨¬¨,  ª® ¥ ­¥§ ¢¨±¨¬® ¢±¿ª®
®² ±º¡¨²¨¿²  ­  ¥¤­ ²  ¯º«­  £°³¯  ± ¢±¿ª® ®² ±º¡¨²¨¿²  ­  ¤°³£ ²  ¯º«­  £°³¯ .
�¥«¥¦¨¬ ²®¢  ± �?�.

�®ª ¦¥²¥, ·¥ ¢ ¯°¨¬¥° 3.2 �?�.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 4.3 �¥ ª §¢ ¬¥, ·¥ ´³­ª¶¨¿²  �(:), ®¯°¥¤¥«¥­  ­  
 ± ±²®©­®±²¨ ¢ R,
¥ ±«.¢.,  ª® Lx(�) = f! : �(!) < xg 2 A;8x 2 R1.

�² ²®¢  ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¢ · ±²­®±² ±«¥¤¢ , ·¥ ¬­®¦¥±²¢ ²  La;b(�) = f! : a � �(!) < bg 2
A;8a; b 2 R1. � ¨±²¨­ , La;b(�) = La(xi) \ Lb(�).

�¥®°¥¬  4.2 �±¿ª  ±«.¢. ¬®¦¥ ¤  ±¥ ¯°¥¤±² ¢¨ ª ²® £° ­¨¶  ­  °¥¤¨¶  ®² ¯°®±²¨
±«.¢.

�®ª § ²¥«±²¢®:�¥ª  � ¥ ®£° ­¨·¥­  ±«.¢., ².¥. ± ¬­®¦¥±²¢® ®² ±²®©­®±²¨:�C � �(!) <
C. �  ¢±¿ª® n ¬®¦¥¬ ¤  ®¯°¥¤¥«¨¬ ª° ©­® ° §¤¥«¿­¥ ­  ¯°®±²° ­±²¢®²®: Hi = fai�1 �
�(!) < aig, ªº¤¥²® ·¨±« ²  ai = �C + i � 2C

n
. �¥±­® ±¥ ¯°®¢¥°¿¢ , ·¥ ¬­®¦¥±²¢ ²  Hi

®¡° §³¢ ² ° §¤¥«¿­¥: Hi 2 A, Hi \ Hj = ;, [Hi = 
. �  ®¯°¥¤¥«¨¬ ¯°®±² ²  ±«.¢.
�n(!) = ai; ! 2 Hi. �®£ ¢  j�(!) � �n(!)j � 2C

n
. �­ ·¨ �(!) = lim�n(!).

�¥£  ¹¥ ¯®ª ¦¥¬, ·¥ ¢±¿ª  ±«.¢. ¬®¦¥ ¤  ±¥ ¯°¥¤±² ¢¨ ª ²® £° ­¨¶  ­  °¥¤¨¶  ®²
®£° ­¨·¥­¨ ±«.¢. �n. �  ®§­ ·¨¬

�n(!) =

(
�(!); L�n;n = f! : �n � �(!) < ng
0; f�(!) < �ng [ fn � �(!)g

�º© ª ²® [nL�n;n = 
, §  ¢±¿ª® ! 2 
 ±º¹¥±²¢³¢  N ² ª®¢ , ·¥ �n(!) = �(!) ¯°¨ n > N .
�­ ·¨ �(!) = lim�n(!). Q.E.D.

�¥®°¥¬  4.3 �¨­¥©­  ª®¬¡¨­ ¶¨¿, ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¨ ¨§¬¥°¨¬  ´³­ª¶¨¿ ­  ±«.¢. ¥ ±«.¢.

�®ª § ²¥«±²¢®²® ­  ² §¨ ²¥®°¥¬  ¨§¨±ª¢  ¨§¢¥±²­  ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª  ¯®¤£®²®¢ª  ¨ ¹¥
¡º¤¥ ¤ ¤¥­® ¢ ¯®±«¥¤­ ²  ±¥ª¶¨¿.
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4.2 �³­ª¶¨¿ ­  ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¨ ¯«º²­®±²

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 4.4 �¥ ­ °¨· ¬¥ ´³­ª¶¨¿ ­  ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ ­  ±«.¢. � ´³­ª¶¨¿²  F (x) =
P (w : �(w) < x).

�³­ª¶¨¿²  F (x) ¥ ¬®­®²®­­® ­¥­ ¬ «¿¢ ¹  ¨ ­¥¯°¥ªº±­ ²  ®² «¿¢®. �±¢¥­ ²®¢  F (�1) =
0; F (1) = 1. � ²¥°¬¨­¨ ­  ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥²® ±¨ ±«.¢. ±¥ ª« ±¨´¨¶¨° ² «¥±­®.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 4.5 �«³· ©­ ²  ¢¥«¨·¨­ , ª®¿²® ¯°¨¥¬  ±²®©­®±²¨ x1; x2; x3; : : : ± ¢¥Ó
°®¿²­®±²¨ ±º®²¢¥²­® p1; p2; p3; : : : ±¥ ­ °¨·  ¤¨±ª°¥²­ .

�±²¥±²¢¥­®
P
pi = 1 ¨ pi � 0. �®£ ¢  ´³­ª¶¨¿²  ­  ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¨¬  ± ¬® ±ª®ª®¢¥

¢ ²®·ª¨²¥ xi, ­ ¢±¿ªº¤¥ ¤°³£ ¤¥ ¥ ª®­±² ­² . � ²®·ª ²  xi ±ª®ªº² �̈ ¥ ° ¢¥­ ²®·­® ­ 
·¨±«®²® pi.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 4.6 �ª® ±«.¢. ¥ ² ª ¢ , ·¥ F (x) ¥ ­¥¯°¥ªº±­ ²  ¨ §  ¯®·²¨ ¢±¿ª® x ±ºÓ
¹¥±²¢³¢  ¯°®¨§¢®¤­  ­  ´³­ª¶¨¿²  ­  ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ f(x) = F 0(x), ²® ¹¥ ¿ ­ °¨· ¬¥
­¥¯°¥ªº±­ ²  ±«.¢. �°®¨§¢®¤­ ²  f(x) ­ °¨· ¬¥ ¯«º²­®±².

�±²¥±²¢¥­® ¥, ·¥ §  ¤  ¡º¤¥ ¥¤­  ´³­ª¶¨¿ ¯«º²­®±² ­  ±«³· ©­  ¢¥«¨·¨­ , ²¿ ²°¿¡¢ 
¤  ®²£®¢ °¿ ­  ¤¢¥ ¨§¨±ª¢ ­¨¿:

� ­¥®²°¨¶ ²¥«­®±² f(x) � 0 ¨

� ­®°¬¨° ­®±² -
R1
�1 f(x)dx = 1:

�³­ª¶¨¿²  ­  ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ ­  ­¥¯°¥ªº±­ ²  ±«.¢. ±¥ ¯°¥¤±² ¢¿ ª ²® ¨­²¥£° « ®² ¯«º²Ó
­®±²² :

F (x) =
Z x

�1
f(y)dy;

¨ ¥±²¥±²¢¥­® ¥ ­¥¯°¥ªº±­ ²  ´³­ª¶¨¿, ².¥. ­¿¬  ­¨ª ª¢¨ ±ª®ª®¢¥.

4.3 �� §¯°¥¤¥«¥­¨¿ ­  ±«.¢ ¨ ¢¥ª²®°¨

�  ®§­ ·¨¬ ± 2B ¬­®¦¥±²¢®²® ®² ¢±¨·ª¨ ¯®¤¬­®¦¥±²¢  ­  ¬­®¦¥±²¢®²® B.

�¥®°¥¬  4.4 �ª® f(�) : A �! B, ²® ±º®²¢¥²±²¢¨¥²® \¯º«¥­ ¯° ®¡° §\ f�1(�) :
2B �! 2A ¯°¥µ¢º°«¿ ¢±¿ª  �- «£¥¡°  ­  B ¢ �- «£¥¡°  ­  A.

�®ª § ²¥«±²¢®: � ¬® ¯°®¢¥°¿¢ ¬¥  ª±¨®¬¨²¥ ­  �- «£¥¡° .Q.E.D.

� ¯®¬­¿¬¥, ·¥ �- «£¥¡° ²  ­  �®°¥«®¢¨²¥ ¬­®¦¥±²¢  ¢ Rn ¥ ¬¨­¨¬ «­ ²  �- «£¥¡° ,
±º¤º°¦ ¹  ¢±¨·ª¨ ª° ©­¨ ¨­²¥°¢ «¨: \ifai � xi < bi); i = 1; 2; : : : ; n. �¥ª  ¿ ®§­ ·¨¬ ±
B. �«¥¬¥­²¨²¥ �̈ ¹¥ ­ °¨· ¬¥ ¡®°¥«®¢¨ ¬­®¦¥±²¢ .

�¥ª  � ¥ ±«.¢. �®£ ¢  ®·¥¢¨¤­® ¢±¨·ª¨ ¬­®¦¥±²¢  ®² ¥«¥¬¥­² °­¨ ±º¡¨²¨¿ ®² ¢¨¤ :
��1(A) = fw : �(w) 2 Ag, ªº¤¥²® A ¥ ¨­²¥°¢ «  (x; y) ®² °¥ «­ ²  ¯° ¢  ¹¥ ±  ±º¡¨²¨¿.
�°®¨§¢®«¥­ ­ ¡®° ®² ±«.¢. ¬®¦¥ ¤  ±¥ ° §£«¥¦¤  ª ²® ¢¥ª²®°­  ±«.¢.
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�¥®°¥¬  4.5 �ª® � ¥ ±«.¢., ²® ±º®²¢¥²±²¢¨¥²® \¯º«¥­ ¯° ®¡° §\ ��1(:) ¯°¥µ¢º°«¿
B ¢ �-¯®¤ «£¥¡°  A� � A, §  ¥«¥¬¥­²¨²¥ ­  ª®¿²® ¥ ®¯°¥¤¥«¥­  ¢¥°®¿²­®±²²  P .

�®ª § ²¥«±²¢®: �«¥¤±²¢¨¥ ®² ²¥®°¥¬  4.4.Q.E.D.

�¥®°¥¬  4.6 �ª® ®¯°¥¤¥«¨¬ ¢¥°®¿²­®±² ¢º°µ³ B ¯® ´®°¬³« ²  Q(B) = P (��1(B)),
²® ²°®©ª ²  (R1;B; Q) ±² ¢  ¢¥°®¿²­®±²­® ¯°®±²° ­±²¢®.

�®ª § ²¥«±²¢®: �  ¤  ¤®ª ¦¥¬, ·¥ ²°®©ª ²  (R1;B; Q) ±² ¢  ¢¥°®¿²­®±²­® ¯°®±²° ­Ó
±²¢® ¥ ¤®±² ²º·­® ¤  ¯°®¢¥°¨¬  ª±¨®¬¨²¥ §  ¢¥°®¿²­®±². Q.E.D.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 4.7 �³­ª¶¨¿²  f(�) : Rn �! Rm ±¥ ­ °¨·  ¡®°¥«®¢ ,  ª® ¯º«­¨¿²
¯° ®¡° § ­  �®°¥«®¢® ¬­®¦¥±²¢® ¥ �®°¥«®¢® ¬­®¦¥±²¢®.

�®° ¤¨ ²¥®°¥¬  4.4 ¯°®¢¥°ª ²  §  ²®¢  ¤ «¨ ¥¤­  ´³­ª¶¨¿ ¥ ¡®°¥«®¢  ¥ ²°¨¢¨ «­  {
¤®±² ²º·­® ¥ ¤  ¯°®¢¥°¨¬ ¤ «¨ ¯º«­¨¿² ¯° ®¡° § ­  ¨­²¥°¢ « ¥ �®°¥«®¢® ¬­®¦¥±²¢®.

�¥®°¥¬  4.7 �®°¥«®¢  ´³­ª¶¨¿ ®² (¢¥ª²®°­ ) ±«.¢. ¥ (¢¥ª²®°­ ) ±«.¢.

�®ª § ²¥«±²¢®: �®±² ²º·­® ¥ ¤  ° §£«¥¤ ¬¥ ±º®²¢¥²±²¢¨¥²® x = f(�(!)). �º«­¨¿²
¬³ ¯° ®¡° § ¬®¦¥ ¤  ±¥ § ¯¨¸¥ ª ²® ª®¬¯®§¨¶¨¿²  ��1(f�1(:)). Q.E.D.

�®ª § ²¥«±²¢®: (�¥®°¥¬  4.3)
� ª  §  ¤  ¿ ¤®ª ¦¥¬ ¥ ¤®±² ²º·­® ¤  ¯°®¢¥°¨¬, ·¥ ´³­ª¶¨¨²¥ x + y; xy ±  ¡®°¥«®¢¨.
�  ° §£«¥¤ ¬¥, ­ ¯°¨¬¥°, x + y ¨ ¬­®¦¥±²¢®²®: A = fx+ y < cg � R2. �  ° §£«¥¤ ¬¥
¨§¡°®¨¬®²® ®¡¥¤¨­¥­¨¥ ­  ¤¢³¬¥°­¨ ¨­²¥°¢ «¨:

B = [i(fx : x < xig \ fy : y < yig): (4.1)

�³ª ± (xi; yi) ±¬¥ ®§­ ·¨«¨ ¢±¨·ª¨ ¤¢®©ª¨ ° ¶¨®­ «­¨ ·¨±«  ² ª¨¢ , ·¥ xi + yi < c.
�·¥¢¨¤­® A � B. �¡° ²­®, §  ¢±¿ª  ¤¢®©ª  (x; y) : x + y < c ¨­²¥°¢ «º² (x; c � y) ¥
­¥¯° §¥­ ¨ ¢ ­¥£® ±º¹¥±²¢³¢  ° ¶¨®­ «­® ·¨±«® { ¤  £® ®§­ ·¨¬ ± a. �¬ ¬¥ a+ y < c.
�¥£  ¨­²¥°¢ «º² (y; c � a) ¥ ­¥¯° §¥­ ¨ ¢ ­¥£® ±º¹¥±²¢³¢  ° ¶¨®­ «­® ·¨±«® { ¤  £®
®§­ ·¨¬ ± b. �°¨ ²®¢  ±  ¨§¯º«­¥­¨ ¨ ²°¨²¥ ­¥° ¢¥­±²¢  a+ b < c, x < a, y < b. Q.E.D.

�¥®°¥¬  4.8 �º¹¥±²¢³¢  ¢§ ¨¬­® ¥¤­®§­ ·­® ±º®²¢¥²±²¢¨¥ ¬¥¦¤³ ´³­ª¶¨¨²¥ ­ 
° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¨ ¢º§¬®¦­¨²¥ ¢¥°®¿²­®±²¨, ®¯°¥¤¥«¥­¨ ­  B ¢ R1.

�®ª § ²¥«±²¢®: �«¥¤¢  ®² ²®¢ , ·¥ ¢±¿ª  ¢¥°®¿²­®±² ±¥ ®¯°¥¤¥«¿ ®² ±¢®¨²¥ ±²®©­®±²¨
¢º°µ³ ¯®° ¦¤ ¹¨²¥ ¡®°¥«®¢ ²   «£¥¡°  ¨­²¥°¢ «¨.Q.E.D.
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�¨±«®¢¨ µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨ ­  ±«.¢.

� ¬¨­ « ²  «¥ª¶¨¿ ±¥ § ¯®§­ µ¬¥ ± ° §¯°¥¤¥«¥­¨¿²  ­  ±«.¢. �¥£  ¹¥ ° §£«¥¤ ¬¥ ­¿ª®¨
·¨±«®¢¨ µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨, ª®¨²® ±¥ ¯°¥±¬¿² ² ± ¬® ¯® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥²®. �º°¢® ¹¥ ®¯°¥Ó
¤¥«¨¬ ­ © - ¯®¯³«¿°­ ²  ·¨±«®¢  µ ° ª²¥°¨±²¨ª  ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®²® ®· ª¢ ­¥ (¬.®.). ¨
¹¥ ¨§¢¥¤¥¬ ®±­®¢­¨²¥ ¬³ ±¢®©±²¢ .

5.1 � ²¥¬ ²¨·¥±ª® ®· ª¢ ­¥.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 5.1 � ²¥¬ ²¨·¥±ª® ®· ª¢ ­¥ ­  ¯°®±² ²  ±«.¢. � ¯°¨¥¬ ¹  ±²®©­®±Ó
²¨ x1; x2; : : : ; xn ¢º°µ³ ±º¡¨²¨¿²  ®² ¯º«­ ²  £°³¯  ®¯°¥¤¥«¿¬¥ ª ²®

Pn
k=1 xkP (Hk).

�² ²®¢  ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ±¥ ¢¨¦¤  ¢¥¤­ £ , ·¥ ·¨±«®²® E � § ¢¨±¨ ± ¬® ®² ±²®©­®±²¨²¥ ­  �
¨ ¢¥°®¿²­®±²¨²¥, ± ª®¨²® ²¥ ±¥ ¯°¨¥¬ ²,   ­¥ § ¢¨±¨ ®² ²®¢  §  ª®¨ ²®·­® ¥«¥¬¥­² °­¨
±º¡¨²¨¿ ¨ ª ª¢  ¯º«­  £°³¯  ²®¢  ±² ¢ . �.¥. ²® ­¥ § ¢¨±¨ ®² ²®¢  ¢ ª ª¢® ¢¥°®¿²­®±²­®
¯°®±²° ­±²¢® ¥ °¥ «¨§¨° ­  ±«.¢. � ¨±²¨­ , ²º© ª ²® ¯°®±² ²  ±«.¢. ¥ ¤¨±ª°¥²­ , ²®
¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®²® © ®· ª¢ ­¥ ±¥ ¯°¥±¬¿²  ª ²® ±³¬ ² : E � =

P
i xipi(pi = P (Hi)):

�¥®°¥¬  5.1 �  ¯°®±²¨ ±«.¢. ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®²® ®· ª¢ ­¥ ¯°¨²¥¦ ¢  ±«¥¤­¨²¥ ±¢®©±Ó
²¢ :

1. ¬®­®²®­­®±² - �ª® � < �, ²® E � < E �;

2. «¨­¥©­®±² - E (�� + ��) = �E � + �E �;

3. ¬³«²¨¯«¨ª ²¨¢­®±² - �ª® �?�, ²® E �� = E �E �;

�®ª § ²¥«±²¢®: �¥ ¨§¯®«§³¢ ¬¥ ®§­ ·¥­¨¿²  ­  ²¥®°¥¬  4.1. Q.E.D.

�¥§¨ ±¢®©±²¢  ­  ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®²® ®· ª¢ ­¥ ¨ ®±®¡¥­­® ­¥£®¢ ²  ¬®­®²®­­®±² ¯®§¢®Ó
«¿¢ ² ²® «¥±­® ¤  ±¥ ° §¯°®±²° ­¨ §  ¯°®¨§¢®«­¨ ­¥®²°¨¶ ²¥«­¨ ±«.¢. �®¦¥ ®¡ ·¥ ¤ 
±¥ ®ª ¦¥, ·¥ ²® ¥ ¡¥§ª° ©­®.

� ²¥¬ ²¨·¥±ª®²® ®· ª¢ ­¥ ­  ­¥¯°¥ªº±­ ² ²  ±«.¢. � ±¥ ¯°¥±¬¿²  ª ²® ¨­²¥£° « :
E � =

R
xf(x)dx,   ²®¢  ­  ¤¨±ª°¥²­  ª ²® ±³¬ ²  E � =

P
i xipi, ª®£ ²® ²®¢  ¥ ¢º§¬®¦­®.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 5.2 �®¬¥­² ®² °¥¤ k ­  ±«.¢.� ­ °¨· ¬¥ ±«¥¤­ ²  ·¨±«®¢  ¢¥«¨·¨­ 
(ª®£ ²® ±º¹¥±²¢³¢ ): ®¡¨ª­®¢¥­ - E �k ,  ¡±®«¾²¥­ - E j�jk, ¶¥­²° «¥­ - E (� �E �)k.

26
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5.2 �¨±«®¢¨ µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨.

5.2.1 �®ª ¶¨¿

�.®. ¥ ­ © - ¢ ¦­ ²  µ ° ª²¥°¨±²¨ª  §  ¯®«®¦¥­¨¥²® ­  ±²®©­®±²¨²¥ ­  ±«.¢. ¢º°µ³
·¨±«®¢ ²  ®±. �  ±º¦ «¥­¨¥, ª ª²® ¢¨¤¿µ¬¥, ²¿ ¥ ®¯°¥¤¥«¥­  ­¥ §  ¢±¨·ª¨ ±«.¢..

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 5.3 �¥¤¨ ­  ±¥ ®¯°¥¤¥«¿ ª ²® °¥¸¥­¨¥ ­  ³° ¢­¥­¨¥²®: F (�) = 1
2
:

�¿ ®¯¨±¢  ¯®«®¦¥­¨¥²® ­  ±°¥¤ ²  ­  ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥²® ¢º°µ³ ·¨±«®¢ ²  ®±. �®£ ²®
°¥¸¥­¨¥²® ­¥ ¥ ¥¤¨­±²¢¥­®, ±¥ ¢§¨¬  ±°¥¤ ²  ­  ¨­²¥°¢ «  ®² °¥¸¥­¨¿. � ¬­®£® ±«³· ¨
±¥ ¨§¯®«§³¢  ¨ ¯®«®¦¥­¨¥²® ­  ¤°³£¨ µ ° ª²¥°­¨ ²®·ª¨ ®² ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥²®.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 5.4 �¢ ­²¨« ± ­¨¢® � ­  ¤ ¤¥­® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ F ±¥ ®¯°¥¤¥«¿ ª ²®
°¥¸¥­¨¥ ­  ³° ¢­¥­¨¥²®:

F (q�) = �:

� ±² ²¨±²¨ª ²  ª¢ ­²¨«¨²¥ ­  ¢¥°®¿²­®±²¨ ª° ²­¨ ­  1/4 ±¥ ­ °¨· ² ª¢ °²¨«¨, ²¥§¨ -
­  1/10 - ¤¥¶¨«¨,   ­  1/100 - ¯°®¶¥­²¨«¨. � ª  � = q1=2 ¥ ¢²®°¨ ª¢ °²¨«, ¯¥²¨ ¤¥¶¨«,
¯¥²¤¥±¥²¨ ¯°®¶¥­²¨«.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 5.5 �®¤  ±¥ ®¯°¥¤¥«¿ ª ²® ­ © - ¢¥°®¿²­®²® ·¨±«® §  ¤¨±ª°¥²­¨ ±«.¢.,
  §  ­¥¯°¥ªº±­ ²¨ |ª ²® ª®®°¤¨­ ² ²  ­  ¬ ª±¨¬³¬  ­  ¯«º²­®±²² .

�±²¥²¢¥­®, ° §¯°¥¤¥«¥­¨¿²  ¬®£ ² ¨ ¤  ­¥ ¯°¨²¥¦ ¢ ² ¥¤¨­±²¢¥­  ¬®¤ . �  ±¨¬¥²°¨·­¨
° §¯°¥¤¥«¥­¨¿, ®·¥¢¨¤­® ²°¨²¥ µ ° ª²¥°±²¨ª¨: ¬®¤  ( ª® ¨¬  ² ª ¢ ), ¬¥¤¨ ­  ¨ ¬.®.
±º¢¯ ¤ ².

5.2.2 � ¹ ¡

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 5.6 �¨±¯¥°±¨¿ ­  ±«.¢. � ±¥ ®¯°¥¤¥«¿ ª ²® ·¨±«®²® D � = E (� �E �)2.
�¨±¯¥°±¨¿²  ¬®¦¥ ¤  ±¥ ®ª ¦¥ ¨ ¡¥§ª° ©­ .

�¨±¯¥°±¨¿²  ¥ ­ © - ¢ ¦­ ²  µ ° ª²¥°¨±²¨ª  ­  ° §±¥©¢ ­¥ ­  ±²®©­®±²¨²¥ ­  ±«.¢. � 
¤¨±ª°¥²­¨ ¨ ­¥¯°¥ªº±­ ²¨ ° §¯°¥¤¥«¥­¨¿ ²¿ ±¥ ¯°¥±¬¿²  ¯® ´®°¬³«¨²¥:

D � =
Z
(x�E �)2f(x)dx; D � =

X
i

(xi �E �)2pi: (5.1)

� ª²¨·¥±ª¨ ¢¬¥±²® ¤¨±¯¥°±¨¿² , ª ª²® ¢ ·¨±«®¢¨²¥, ² ª  ¨ ¢  ­ «¨²¨·­¨²¥ ±¬¥²ª¨, ±¥
¨§¯®«§³¢  ±² ­¤ °²­® ®²ª«®­¥­¨¥. �®¢  ¥:

�(�) = (D �)1=2 = (E (� �E �)2)1=2: (5.2)

� §¨ µ ° ª²¥°¨±²¨ª  ±¥ ¬¥°¨ ¢ ±º¹¨²¥ ´¨§¨·¥±ª¨ ¥¤¨­¨¶¨, ª ²® � ¨ ¬®¦¥ ¤  ¡º¤¥
±º®²¢¥²­® ¨­²¥°¯°¥²¨° ­ .
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�¨£³°  5.1: � §«¨·­¨ ¤¨±¯¥°±¨¨

�³ª ±  ¯®ª § ­¨ ¯«º²­®±²¨ ®² ­®°¬ «­®²® ±¥¬¥©±²¢® ± ° §«¨·­¨ ±² ­¤ °²­¨ ®²ª«®Ó
­¥­¨¿. �®«ª®²® ¯® - ¬ «ª  ¥ ¤¨±¯¥°±¨¿²  ¨«¨ ±² ­¤ °²­®²® ®²ª«®­¥­¨¥, ²®«ª®¢  ¯® -
±£º±²¥­¨ ±  ±²®©­®±²¨²¥ ¨ ¯® - ¢¥°®¿²­¨ ±  ²¥ ¢ ¶¥­²º°  ­  ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥²®. �  ²®¢ ,
ª®£ ²® ¨±ª ¬¥ ¤  ±¥ ®²º°¢¥¬ ®² ° §¬¥°­®±²² , ­ ¯°¨¬¥° §  ¤  ±° ¢­¨¬ ° §¯°¥¤¥«¥­¨¿² 
­  ¤¢¥ ° §«¨·­¨ ±«.¢., ¯°¨« £ ¬¥ ².­. ¶¥­²°¨° ­¥ ¨ ­®°¬¨° ­¥. �¬¥±²® ¢¥«¨·¨­ ²  �
° §£«¥¦¤ ¬¥ ¶¥­²°¨° ­ ²  ¨ ­®°¬¨° ­  ¢¥«¨·¨­ 

~� =
� �E �
�(�)

: (5.3)

�®£ ²® ¤¨±¯¥°±¨¿²  ¥ ¡¥§ª° ©­  §  \®¯°¥¤¥«¿­¥\ ­  ¬ ¹ ¡  ±¥ ¨§¯®«§³¢  ².­. ¨­²¥°Ó
ª¢ °²¨«¥­ ° §¬ µ.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 5.7 � °¨· ¬¥ ¨­²¥°ª¢ °²¨«¥­ ° §¬ µ r ° §«¨ª ²  ¬¥¦¤³ ²°¥²¨¿ ¨
¯º°¢¨¿ ª¢ °²¨«¨: r = q3=4 � q1=4.

5.2.3 �®°¬ 

�«¥¤­¨²¥ ¤¢¥ µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨ ­  ° §¯°¥¤¥«¥­¨¿²  ­¥ § ¢¨±¿² ®² ¬¥°­¨²¥ ¥¤¨­¨¶¨, ±
ª®¨²® ±  ®²·¨² ­¨ ±º®²¢¥²­¨²¥ ±«.¢., ª ª²® ¨ ®² ³±«®¢­¨²¥ ­ · «  ­  ±ª «¨²¥. � ¤°³£¨
¤³¬¨, ²¥ ±  ¡¥§° §¬¥°­¨. �¥ ®²° §¿¢ ² ° §«¨·¨¿²  ¢º¢ ´®°¬ ²  ­  ° §¯°¥¤¥«¥­¨¿² ,
­® ­¥ § ¢¨±¿² ®² ¬ ¹ ¡  ¨ «®ª ¶¨¿² .

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 5.8 �¥ ­ °¨· ¬¥  ±¨¬¥²°¨¿ ­  � ·¨±«®²® (ª®£ ²® ±º¸¥±²¢³¢ ):

Ass(�) =
E (� �E �)3

�3(�)
= E ~�3: (5.4)

�  ² §¨ ´¨£³°  ¥ ¤ ¤¥­® ±° ¢­¥­¨¥ ­  ¯®«®¦¨²¥«­®  ±¨¬¥²°¨·­  ¯«º²­®±² ± ¯«º²Ó
­®±²²  ­  ±² ­¤ °²­¨¿ ­®°¬ «¥­ § ª®­, ª®¿²® ¥ ±¨¬¥²°¨·­  ¨ ¨¬   ±¨¬¥²°¨¿ 0. �®«®¦¨Ó
²¥«­ ²   ±¨¬¥²°¨¿ ±¥ µ ° ª²¥°¨§¨°  ± \¯® - ²¥¦ª \ ¤¿±­  ®¯ ¸ª  ­  ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥²®.

�°¨  ±¨¬¥²°¨·­¨²¥ ° §¯°¥¤¥«¥­¨¿ ±¥ ¯°®¬¥­¿² ®¡¨ª­®¢¥­® ¨ ¢§ ¨¬­¨²¥ ¯®«®¦¥­¨¿
­  ¬®¤ ² , ¬¥¤¨ ­ ²  ¨ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®²® ®· ª¢ ­¥. �  ° §¯°¥¤¥«­¨¿ ± ¯®«®¦¨²¥«­ 
 ±¨¬¥²°¨¿ ²¥ ±¥ ­ °¥¦¤ ² ¢ ¯®±®·¥­¨¿ °¥¤,   §  ²¥§¨ ± ®²°¨¶ ²¥«­  | ¢ ®¡° ²­¨¿. �®¢ 
¯° ¢¨«®, ° §¡¨°  ±¥, ¥ ¢¥°­® ± ¬® §  ³­¨¬®¤ «­¨ ° §¯°¥¤¥«¥­¨¿ ± ¯°®±²   ­ «¨²¨·­ 
´®°¬  ­  ¯«º²­®±²² . �¨¦²¥ ±º¹® ±¥¬¥©±²¢®²® ­  �¥²  - ° §¯°¥¤¥«¥­¨¿²  11.3.
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Ex = 0Ex > 0

�¨£³°  5.3: �®«®¦¨²¥«¥­ ¥ª±¶¥±

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 5.9 �¥ ­ °¨· ¬¥ ¥ª±¶¥± ­  � ·¨±«®²® (ª®£ ²® ±º¸¥±²¢³¢ ):

Ex(�) =
E (� �E �)4

�4(�)
� 3 = E ~�4 � 3: (5.5)

�³ª ¥ ¯°¥¤±² ¢¥­® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ ± ¯®«®¦¨²¥«¥­ ¥ª±¶¥±±. �® ¨¬  ¯® - ¤º«£¨ ¨ ²¥¦Ó
ª¨ ®¯ ¸ª¨ ®² ­®°¬ «­®²® (± ¥ª±¶¥±± 0). � §¯°¥¤¥«¥­¨¿²  ± ®²°¨¶ ²¥«¥­ ¥ª±¶¥±± ¬®¦¥
¨§®¡¹® ¤  ­¿¬ ² ®¯ ¸ª¨ | ­ ¯°¨¬¥°, ² ª®¢  ¥ ° ¢­®¬¥°­®²® ¢ ª° ¥­ ¨­²¥°¢ «. �§®¡Ó
¹® ª § ­®, ¤¢ ²  ¯ ° ¬¥²º°   ±¨¬¥²°¨¿ ¨ ¥ª±¶¥± ¤ ¢ ² ¤®±² ²º·­® ¯º«­  ª °²¨­  § 
´®°¬ ²  ­  ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥²®, ª®£ ²® ²® ¥ ³­¨¬®¤ «­® ¨ £« ¤ª®. �±º¹­®±² ² ª¨¢  ° §Ó
¯°¥¤¥«¥­¨¿ ®¡¨ª­®¢¥­® ¯°¨­ ¤«¥¦ ² ­  ±¥¬¥©±²¢®, ®¯¨±¢ ­® ± ­¿ª®«ª® ¯ ° ¬¥²º° .

5.3 �¥° ¢¥­±²¢ 

�¥ § ¯®·­¥¬ ± ­¿ª®¨ ¯°®±²¨ ±¢®©±²¢  ­  ¤¨±¯¥°±¨¿² . �·¥¢¨¤­¨ ±  ±«¥¤­¨²¥ © ±¢®©±²¢ :

D � � 0; (5.6)

�ª® D � = 0; ²® � = const ± ¢¥°®¿²­®±² 1; (5.7)

D � = E �2 � (E �)2; (5.8)

D�� = �2
D �:
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5.3.1 �¥° ¢¥­±²¢  §  ¬®¬¥­²¨²¥

�² ³° ¢­¥­¨¿²  (5.6) ¨ (5.8) ¢¥¤­ £  ±«¥¤¢  ±«¥¤­®²® ­¥° ¢¥­±²¢® §  ¬®¬¥­²¨²¥:

(E �)2 � E �2; (5.9)

ª®¥²® ¥ · ±²¥­ ±«³· © ­  ¯® - ®¡¹®²®:

(E j�jr)1=r � (E j�jk)1=k; ¯°¨ ¢±¨·ª¨ r < k: (5.10)

�² ²®¢  ­¥° ¢¥­±²¢® ±«¥¤¢ , ·¥  ª® ±º¹¥±²¢³¢  (².¥. ¥ ª° ¥­) ¬®¬¥­²º² ®² °¥¤ k ­ 
¥¤­  ±«.¢., ²® ±º¹¥±²¢³¢ ² ¬®¬¥­²¨²¥ ®² ¢±¥ª¨ °¥¤ r < k.

5.3.2 �¥° ¢¥­±²¢® ­  �¥¡¨¸®¢

�«¥¤­®²® §­ ¬¥­¨²® ­¥° ¢¥­±²¢® ±¥ ¨§¯®«§³¢  ¬­®£® ·¥±²®. �  ¢±¨·ª¨ r > 0 ¨ � > 0 ¥ ¢
±¨«  ­¥° ¢¥­±²¢®²®:

P (j�j > �) <
E j�jr
�r

(5.11)

�®ª § ²¥«±²¢®:

E j�jr = E j�jrI�>� +E j�jrI��� � �rE I�>� = �rP (j�j > �):Q.E.D.

5.4 ��¨­¥©­¨ ¯°®±²° ­±²¢  ±«.¢.

�.®. ¬®¦¥, ° §¡¨°  ±¥, ¤  ±¥ ®¯°¥¤¥«¨ ¨  ¡±²° ª²­®. �±¿ª  ­¥®²°¨¶ ²¥«­  ±«.¢. �+ ¬®¦¥
¤  ±¥ ¯°¥¤±² ¢¨ ª ²® £° ­¨¶  ­  ¬®­®²®­­® ­ ° ±²¢ ¹  °¥¤¨¶  ®² ¯°®±²¨ ±«.¢. �+ =
limn �n =" �n: �«¥¤®¢ ²¥«­®, ¢¨­ £¨ ±º¹¥±²¢³¢  £° ­¨¶ ²  E � = limE �n, ¢º§¬®¦­®
° ¢­  ­  1. �±¿ª  ±«.¢. � ¬®¦¥ ¤  ±¥ ¯°¥¤±² ¢¨ ª ²® ±³¬  � = �+ + ��. � ª ,  ª® ¨
¤¢¥²¥ ¬.®. ±  ª° ©­¨, ¬®¦¥¬ ±¯®ª®©­® ¤  ®¯°¥¤¥«¨¬ E � = E �+ +E ��.

�« ±®¢¥²¥ ¥ª¢¨¢ «¥­²­¨ ± ¢¥°®¿²­®±² 1 ±«.¢. (ª.¥.±«.¢.), § ¤ ¤¥­¨ ­  ¤ ¤¥­® ´¨ª±¨Ó
° ­® ¢¥°®¿²­®±²­® ¯°®±²° ­±²¢® (
;A;P ) ®¡° §³¢ ² «¨­¥©­® ¯°®±²° ­±²¢®. �¥ª  £®
®§­ ·¨¬ ± M = M(
;A;P ). �  ° §£«¥¤ ¬¥ ¯®¤¬­®¦¥±²¢ ²  Lr � M; (1 � r � 1) ®²
±«.¢. ± ª° ¥­ r-²¨  ¡±®«¾²¥­ ¬®¬¥­². �º© ª ²® ¢ ²¿µ ° ¡®²¨ ±º¹®²® ®²­®¸¥­¨¥ ­  ¥ªÓ
¢¨¢ «¥­²­®±², ª.¥.±«.¢. ®² ±º®²¢¥²­¨²¥ ¬­®¦¥±²¢  ®¡° §³¢ ² ¯º«­¨ «¨­¥©­¨ ­®°¬¨° ­¨
¯°®±²° ­±²¢ ,  ª® §  ­®°¬  ¢º¢ ¢±¿ª® ®² ²¿µ ±«³¦¨: jj�jjr = (E j�jr)1=r. �°¨ ²®¢  ¥ ®²
­¥° ¢¥­±²¢®²® (5.10) ±«¥¤¢  ¢ª«¾·¢ ­¥²®:

L
1 � Lr � Lp � L1 �M; 1 < p < r <1:

�±®¡¥­ ¨­²¥°¥± ¯°¥¤±² ¢«¿¢  ¯°®±²° ­±²¢®²® L2 ®² ±«.¢. ± ª° ©­  ¤¨±¯¥°±¨¿. �® ¥
µ¨«¡¥°²®¢® ¨ ±ª « °­®²® ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¢ ­¥£® ¥ (�; �) = E ��. � ª  ¶¥­²°¨° ­¨²¥ ±«.¢.,
 ª® ±  ­¥§ ¢¨±¨¬¨, ±  ®°²®£®­ «­¨ ¢ L2. �¡° ²­®²® ²¢º°¤¥­¨¥ ­¥ ¢¨­ £¨ ¥ ¢¥°­®.

�¥ª  F � A ¨ ° §¤¥«¿­¥²®, ª®¥²® © ±º®²¢¥²±²¢³¢  
. �  ° §£«¥¤ ¬¥ ¯®¤¬­®¦¥±²¢®²®
­  L2 ®² ±«.¢., ² ª¨¢ , ·¥ A� � F . �¥ ®·¥¢¨¤­® ®¡° §³¢ ² «¨­¥©­® ¯®¤¯°®±²° ­±²¢®
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­  L2. �°®¥ª²®°º² ¢º°µ³ ²®¢  ¯®¤¯°®±²° ­±²¢® ¤  ®§­ ·¨¬ ± E 
. �¥ £® ­ °¨· ¬¥
³±«®¢­® ¬.®. ¯°¨ ³±«®¢¨¥ ° §¤¥«¿­¥²® 
, ¨«¨ �- «£¥¡° ² , ª®¿²® ¬³ ±º®²¢¥²±²¢³¢ . �
· ±²­®±²,  ª® ®§­ ·¨¬ ± � ° §¤¥«¿­¥²®, ª®¥²® ±º®²¢¥²±²¢³¢  ­ A ¨ � = f;;
g, ²®E � = I,
E � = E . �±«®¢­®²® ¬.®. ­  ¢±¿ª  ±«.¢. � ¯°¨ ³±«®¢¨¥ ª° ©­®²® ° §¤¥«¿­¥ 
 ¥ ¯°®±²  ±«.¢.
± ª®­±² ­²­¨ ±²®©­®±²¨ ¢º°µ³ ¥«¥¬¥­²¨²¥ ¬³. �±«®¢­¨²¥ ¬.®. ³¤®¢«¥²¢®°¿¢ ² ¢±¨·ª¨
±¢®©±²¢  ­  ®°²®£®­ «­¨²¥ ¯°®¥ª²®°¨ ¢ µ¨«¡¥°²®¢® ¯°®±²° ­±²¢®. �ª® 
?�, ²® E 
 ¨
E � ª®¬³²¨° ².



�¥ª¶¨¿ 6

�¨±ª°¥²­¨ ° §¯°¥¤¥«¥­¨¿

� ² §¨ «¥ª¶¨¿ ±¨ ¯®±² ¢¿¬¥ §  ¶¥« ¤  ®¡®¡¹¨¬ ¨ ° §¸¨°¨¬ ¯®­¿²¨¿²  ±¨ § :

� ¶¥«®·¨±«¥­  ±«.¢. ¨ ­¥©­®²® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥;

� ¤  ¢º¢¥¤¥¬ ­¿ª®¨ ­ ©-±°¥¹ ­¨ ° §¯°¥¤¥«¥­¨¿;

� ¹¥ ¯®ª ¦¥¬ ª ª ±¥ ¨§¯®«§³¢ ² ­¿ª®¨ ®² ±°¥¤±²¢ ²  ­   ­ «¨§  §  ®¡«¥ª· ¢ ­¥
­  ¯°¥±¬¿² ­¨¿²  ­  ° §¯°¥¤¥«¥­¨¿²  ¨ ²¥µ­¨²¥ ª®«¨·¥±²¢¥­¨ µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨ -
¬®¬¥­²¨²¥.

� ¤  ¤ ¤¥¬ ¯°¥¤±² ¢  §  ¢°º§ª ²  ¬¥¦¤³ ­¿ª®¨ ¢¥·¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨ ¤¨±ª°¥²­¨ ° §¯°¥Ó
¤¥«¥­¨¿;

6.1 �®° ¦¤ ¹¨ ´³­ª¶¨¨

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 6.1 �«.¢. ¯°¨¥¬ ¹  §  ±²®©­®±²¨ ­ ²³° «­¨²¥ ·¨±«  ­ °¨· ¬¥ ¶¥«®Ó
·¨±«¥­ .

�¥«®·¨±«¥­¨²¥ ±«.¢. ±  ®±®¡¥­® ³¤®¡­¨ §  ¬®¤¥«¨° ­¥ ­  °¥ «­¨ ¿¢«¥­¨¿ ª ²® ¡°®©
³±¯¥µ¨ ¨«¨ ¤°³£¨ ¡°®©ª¨. �  ¯°¥±¬¿² ­¥ ­  ¬®¬¥­²¨²¥ ­  ¶¥«®·¨±«¥­¨ ±«.¢. ±«³¦ ²
±«¥¤­¨²¥ ´³­ª¶¨¨.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 6.2 �®° ¦¤ ¹ ²  ´³­ª¶¨¿ ­  ¶¥«®·¨±«¥­  ±«.¢. � ±¥ § ¤ ¢  ± ´®°¬³Ó
« ² :

p(s) = E s� (6.1)

�®° ¦¤ ¹ ²  ´³­ª¶¨¿ ¥ ³¤®¡­  § ¹®²® ±º¹¥±²¢³¢  ¢¨­ £¨ (¯°¨ ¤®±² ²º·­® ¬ «ª® s,
­ ¯°¨¬¥°, ª®£ ²® s � 1) ¨ ¥ ¤¨´¥°¥­¶¨°³¥¬  ¯°¨ 0 � s < 1. �¿ ¯°¨²¥¦ ¢  ®¹¥ ±«¥¤­¨²¥
±¢®©±²¢ :

� p(1) = 1;

� p(0) = P (� = 0);

32
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�¨£³°  6.1: �¨­®¬­® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥.

� p0(1) = E �, ª®£ ²® ±º¹¥±²¢³¢ ;

� p00(1) = E �(� � 1) = E �2 �E �, ª®£ ²® ±º¹¥±²¢³¢ .
� �®£ ²® �?�, p�+�(s) = p�(s)p�(s).

�¥®°¥¬  6.1 �¥¦¤³ ° §¯°¥¤¥«¥­¨¿² ­  ¶¥«®·¨±«¥­¨ ±«.¢. ¨ ¯®° ¦¤ ¹¥²¥ ´³­ª¶¨¨
±º¹¥±²¢³¢  ¢§ ¨¬­® ¥¤­®§­ ·­® ±º®²¢¥²±²¢¨¥.

�®ª § ²¥«±²¢®: �«¥¤¢  ®² ´®°¬³« ² : p(n)(0) = n!pn: Q.E.D.

6.1.1 �¨­®¬­® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 6.3 �¥¤¨¶  ®² ­¥§ ¢¨±¨¬¨ ¥¤­ ª¢® ° §¯°¥¤¥«¥­¨ ±«³· ©­¨ ¢¥«¨·¨­¨
f�i, i = 1; 2; :::g, ¢±¿ª  ®² ª®¨²® ¯°¨¥¬  ¤¢¥ ±²®©­®±²¨: 1 ¨ 0 ± ¢¥°®¿²­®±²¨ (±ºÓ
®²¢¥²­®) p ¨ q = 1� p, ­ °¨· ¬¥ ±µ¥¬  ­  �¥°­³«¨.

�  ° §£«¥¤ ¬¥ ±³¬ ²  �n ­  n ±«.¢. ®² ±µ¥¬ ²  ­  �¥°­³«¨. �®¢  ¥ ¶¥«®·¨±«¥­  ±«³Ó
· ©­  ¢¥«¨·¨­ , ¯°¨¥¬ ¹  ±²®©­®±²¨ ®² 0 ¤® n. �¨¥ ¿ ¨­²¥°¯°¥²¨° ¬¥ ª ²® �°®© ³±¯¥µ¨
®² n ®¯¨²  ± ¯®±²®¿­­  ¢¥°®¿²­®±² p §  ³±¯¥µ ¢º¢ ¢±¥ª¨ ®¯¨². � §¯°¥¤¥«¥­¨¥²® ­ 
² §¨ ±«.¢. ­ °¨· ¬¥ ¡¨­®¬­®. �¥°®¿²­®±²²  ² §¨ ±«.¢. ¤  ¯°¨¥¬¥ ±²®¨­®±² k ­ °¨· ¬¥
¡¨­®¬­  ¨ ®§­ · ¢ ¬¥ ± b(n; k; p).

�¥®°¥¬  6.2 �¨­®¬­¨²¥ ¢¥°®¿²­®±²¨ ±¥ ¯°¥±¬¿² ² ¯® ´®°¬³« ² :

b(n; k; p) =

 
n

k

!
pkqn�k (6.2)

�®ª § ²¥«±²¢®: �º°¢® ¤  ¯°¥±¬¥²­¥¬ ¢¥°®¿²­®±²²  ­  ±º¡¨²¨¥²®

W�1;�2;:::;�n =
n\
i=1

f�i = �ig;

ªº¤¥²® �j 2 f0; 1g; j = 1; 2; : : : ; n. �º© ª ²® ±«.¢. ±  ­¥§ ¢¨±¨¬¨ ¨ P (� = 1) = p,
¯®«³· ¢ ¬¥

P (W�1 ;�2;:::;�n) = p
Pn

i=1
�iqn�

Pn

i=1
�i (6.3)
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�ª® ®§­ ·¨¬ �n =
Pn

i=1 �i ¨ k =
Pn

i=1 �i, ¹¥ ¯®«³·¨¬

P (�n = k) =
X

�1+�2+:::+�n=k

pkqn�k = pkqn�k
X

�1+�2+:::+�n=k

1:

�® ®² ²³ª ±«¥¤¢  ²º°±¥­ ²  ´®°¬³« . Q.E.D.

�®° ¦¤ ¹ ²  ´³­ª¶¨¿ ­  ¡¨­®¬­®²® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ ±¥ ¯°¥±¬¿²  «¥±­®, § ¹®²® ¡¨Ó
­®¬­ ²  ±«.¢. � ¥ ±³¬  ­  ¥¤­ ª¢® ° §¯°¥¤¥«¥­¨ ­¥§ ¢¨±¨¬¨ ±«.¢.

E s� = E
nY
i=1

s�i = (E s�1)n = (ps+ q)n:

6.1.2 �¥®¬¥²°¨·­® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥

�¥ª  ° §£«¥¤ ¬¥ ¢ ±¨²³ ¶¨¿²  ­  ­¥§ ¢¨±¨¬¨ ®¯¨²¨ (±µ¥¬  ­  �¥°­³«¨) ±«.¢. � | ¡°®©
³±¯¥¸­¨ ®¯¨²¨ ¤® ¯º°¢¨ ­¥³±¯¥µ.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 6.4 � §¢ ¬¥, ·¥ ¶¥«®·¨±«¥­ ²  ±«.¢. � ¨¬  £¥®¬¥²°¨·­® ° §¯°¥¤¥«¥-
­¨¥,  ª®:

P (� = m) = pmq; m = 0; 1; 2; : : : : (6.4)

� ²¥¬ ²¨·¥±ª®²® ®· ª¢ ­¥ ¨ ¤¨±¯¥°±¨¿²  ­  ²®¢  ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ ±¥ ¯°¥±¬¿² ² «¥±­®:

E � = q
1X
k=0

kpk = qp
1X
k=0

kpk�1 = qp
d

dp
(

1

1� p
) =

p

q
;

D � = E �(� � 1) +E � � (E �)2 = q
1X
k=0

k(k � 1)pk +
p

q
� (

p

q
)2 =

qp2
d2

dp2
(

1

1 � p
) +

p

q
� (

p

q
)2 = (

p

q
)2 +

p

q
:

6.1.3 �¨¯¥°£¥®¬¥²°¨·­® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥

�  ° §£«¥¤ ¬¥ ¥¤­  § ¤ ·  ®² ±² ²¨±²¨·¥±ª¨¿ ª ·¥±²¢¥­ ª®­²°®«. �¥ª  ¥ ¤ ¤¥­  ¯ °Ó
²¨¤  ±º¤º°¦ ¹  N ¨§¤¥«¨¿, ®² ª®¨²® M ±  ¤¥´¥ª²­¨. �° ¢¨¬ ±«³· ©­  ¨§¢ ¤ª  ®²
n < N ¨§¤¥«¨¿. �¨²  ±¥ ª ª¢  ¥ ¢¥°®¿²­®±²²  ²®·­® m ®² ²¿µ ¤  ±  ¤¥´¥ª²­¨.

�ª §¢  ±¥, ·¥ ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥²® ­  ±«.¢. ¡°®© ¤¥´¥ª²­¨ ¥ ±«¥¤­®²®:

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 6.5 � §¢ ¬¥, ·¥ ¶¥«®·¨±«¥­ ²  ±«.¢. � ¨¬  µ¨¯¥°£¥®¬¥²°¨·­® ° §¯°¥-
¤¥«¥­¨¥,  ª®:

P (� = m) =

�
M
m

��
N�M
n�m

�
�
N
n

� ; m = 0; 1; : : : ; n: (6.5)

� §¨ ´®°¬³«  ±¥ ¨§¢¥¦¤  «¥±­®. �°®¿² ­  ¢±¨·ª¨ ¢º§¬®¦­¨ ¨§¢ ¤ª¨ ¡¥§ ¢°º¹ ­¥ ®·¥Ó
¢¨¤­® ¥

�
N
n

�
(±¬¿² ¬¥ £¨ §  ° ¢­®¢¥°®¿²­¨). \�« £®¯°¨¿²­¨²¥\, ²¥§¨ ª®¨²® ±º¤º°¦ ²
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²®·­® m ¤¥´¥ª²­¨ ¤¥² ©« , ¬®£ ² ¤  ±¥ ¯®«³· ² ·°¥§ ª®¬¡¨­¨° ­¥ ­  ¨§¢ ¤ª  ®² M ­ 
m ¤¥´¥ª²­¨ ¨ ¨§¢ ¤ª  ®² NM ­  n�m ¨§¯° ¢­¨. � ª  ²®§¨ ¡°®© ±² ¢ 

�
M
m

��
N�M
n�m

�
.

� ²¥¬ ²¨·¥±ª®²® ®· ª¢ ­¥ ¨ ¤¨±¯¥°±¨¿²  ­  ²®¢  ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ ±º¹® ±¥ ¯°¥±¬¿² ²
«¥±­®:

E � = np; p =
M

N
;

D � = npq
N � 1

N � n
:

�² ²¥§¨ ´®°¬³«¨ ±¥ ¢¨¦¤ , ·¥ ²®¢  ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ ª«®­¨ ªº¬ ¡¨­®¬­®²® ¯°¨ £®«¿¬ ¡°®©
N ­  ¤¥² ©«¨²¥ ¢ ¯ °²¨¤ ² .

6.1.4 � §¯°¥¤¥«¥­¨¥ ­  �® ±®­

�® ±®­®¢®²® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ ±¥ ®¯°¥¤¥«¿ «¥±­® ª®²® £° ­¨¶  ­  ¡¨­®¬­¨ ° §¯°¥¤¥«¥­¨¿,
ª®£ ²® n ! 1 ² ª  ·¥ np ! � > 0. �«.¢. ¬®¦¥ ¤  ¯°¨¥¬  ¢±¿ª ª¢¨ ¶¥«®·¨±«¥­¨
±²®©­®±²¨:

P (� = k) = e��
�k

k!
: (6.6)

�® ¥ ®±®¡¥­® ¯®¤µ®¤¿¹® §  ¬®¤¥«¨° ­¥ ­  ¡°®¿ ­  ±«³· ©­¨ °¥¤ª¨ ±º¡¨²¨¿ { ¡°®© · ±Ó
²¨¶¨ ­  ¥¤¨­¨¶  ®¡¥¬, ¡°®© ° ¤¨® ª²¨¢­¨ ° §¯ ¤ ­¨¿ §  ¥¤¨­¨¶  ¢°¥¬¥ ¨ ².­. �°¥¤­®²®
¨ ¤¨±¯¥°±¨¿²  ¬³ ±º¢¯ ¤ ²: E � = D � = �. �®¢  ­ ©-«¥±­® ±¥ ¢¨¦¤  ®² ¯®° ¦¤ ¹ ² 
´³­ª¶¨¿ ­  ¯® ±®­®¢®²® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥, ª®¿²® ±¥ ¯°¥±¬¿²  ¤¨°¥ª²­®:

E s� = e��
1X
k=1

(�s)k

k!
= e�(s�1):

6.2 �«¨§®±²¨ ¬¥¦¤³ ¤¨±ª°¥²­¨ ° §¯°¥¤¥­¨¿

�¯°®ª±¨¬ ¶¨¨²¥ ¨£° ¿² ±º¹¥±²¢¥­  °®«¿ ¢ ²¥®°¨¿ ­  ¢¥°®¿²­®±²¨²¥. �­®£® ®² ¯®«³·¥Ó
­¨²¥ ´®°¬³«¨ ±  ²¥¦ª¨ §  ¯°¥±¬¿² ­¥ ¨ ±¥ ­ « £  ¤¥ ¤  ¡º¤ ² § ¬¥±²¢ ­¨ ± ¯°¨¡«¨¦¥­¨.

6.2.1 �® ±®­®¢® ¨ ¡¨­®¬­®

�³ª ¹¥ ° §£«¥¤ ¬¥ ¥¤­® ¬­®£® ¯®«¥§­® ¨ ±² °® ¯°¨¡«¨¦¥­¨¥ ­  ¡¨­®¬­ ²  ¢¥°®¿²­®±²
¯°¨ ¬ «ª¨ k.

�¥®°¥¬  6.3 (�¥®°¥¬  ­  �® ±®­) �ª® ¢ ±µ¥¬ ²  ­  �¥°­³«¨ npn ! �, ²®

b(n; k; pn) �! �k

k!
e��:

�®ª § ²¥«±²¢®: �  ®§­ ·¨¬ � = np. �®¦¥¬ ¤  § ¯¨¸¥¬ ¡¨­®¬­ ²  ¢¥°®¿²­®±² ¢º¢
´®°¬ ² :

b(n; k; p) =
n(n� 1) : : : (n� k + 1)

k!
pk(1 � p)n�k =

�k

k!
e���(k; n; �);
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ªº¤¥²®

�(k; n; �) =
k�1Y
i=0

(1 +
i

n
) (1 +

�

n
)k e�(1� �

n
)n: (6.7)

�±¥ª¨ ®² ²°¨²¥ ±º¬­®¦¨²¥«¿ ­  ¤¿±­ ²  ±²° ­  ª«®­¨ ªº¬ 1 ¯°¨ ´¨ª±¨° ­® k ¨
npn ! �. Q.E.D.

�¹¥ ¯®-«¥±­® ±¥ ¤®ª §¢  ² §¨ ²¥®°¥¬  ± ¯®¬®¸²  ­  ¯®° ¦¤ ¹¨ ´³­ª¶¨¨. � ¨±²¨­ ,
¤®±² ²º·­® ¥ ¤  ¯®ª ¦¥¬, ·¥

(ps+ q)n = (1 +
(s� 1)�

n
)n ! e�(s�1):

�º§­¨ª¢  ¢º¯°®±º² ª®«ª® ²®·­® ¥ ¯°¨¡«¨¦¥­¨¥²® ­  �® ±®­. �¥ ¯°¨¢¥¤¥¬ ¥¤­® ¯°®±Ó
²® ³²®·­¥­¨¥ ¢§¥²® ®² [�®°®¢ª®¢ (1972)].

�¥®°¥¬  6.4 (�²®·­¥­¨¥) �¥ª  k � 1 + n=4 ¨ p < 1=4. �®£ ¢ 

k

n
�+

7k(1 � k)� 8�2

12n
� ln �(k; n; �) � k

n
� +

k(1� k)

n
(6.8)

�®ª § ²¥«±²¢®: �  «®£ °¨²¬³¢ ¬¥ ¨§° §  ¢ (6.7)

ln�(k; n; �) = (
kX

i=0

ln(1� i

n
) + ((n� k)ln(1� �

n
) + �): (6.9)

�  ±¥ ¢º§¯®«§³¢ ¬¥ ®² ­¥° ¢¥­±²¢ ²  §  ln(1� x) ¯°¨ 0 � x � 1=4:

�7x

6
� �x(1 + x

2(1� x)
) � ln(1� x) � �x;

ln(1� x)� x � � x2

2(1� x)
� �2x2

3
:

�¥£  «¥±­® ¯®«³· ¢ ¬¥:

ln�(k; n; �) � �
k�1X
i=1

i

n
� (n � k)p + np =

k

n
� +

k(1� k)

n

ln�(k; n; �) � �7

6

k�1X
i=1

i

n
+ kp � n

2p2

3
=

k

n
�+

7k(1 � k)� 8�2

12n
:

Q.E.D.

�«¥¤®¢ ²¥«­®, ®²­®±¨²¥«­ ²  £°¥¸ª  ¯°¨ ¨§¯®«§³¢ ­¥²® ­  ´®°¬³« ²  ­  �® ±®­ § 
¯°¨¡«¨¦¥­¨¥ ­  ¡¨­®¬­ ²  ¢¥°®¿²­®±² ­¥ ¯°¥¢º§µ®¦¤ 

k

n
� +

k(1� k)

n
:

�² ±º¹¨²¥ ° §±º¦¤¥­¨¿ ±«¥¤¢ , ·¥ ¯°¨ ­¥®¡µ®¤¨¬®±² ¬®¦¥ ¤  ¡º¤¥ ¯®«³·¥­® ¨ ¯®-¤®¡°®
¯°¨¡«¨¦¥­¨¥ ¯® ´®°¬³« ² :

b(n; k; p) �= �k

k!
e��+

k
n
�+ k(1�k)

n (6.10)
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6.2.2 �¨¯¥°£¥®¬¥²°¨·­® ¨ ¡¨­®¬­®

�¥·¥ ¢¨¤¿µ¬¥, ·¥ ¬®¬¥­²¨²¥ (¬.®. ¨ ¤¨±¯¥°±¨¿² ) ­  µ¨¯¥°£¥®¬¥²°¨·­®²® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥
 ¯°®ª±¨¬¨° ² ¯°¨ N !1 ²¥§¨ ­  ¡¨­®¬­®²® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥. �³ª ¹¥ ¯®ª ¦¥¬, ·¥ ²®¢ 
¥ ¢¥°­® ¨ §  ¢¥°®¿²­®±²¨²¥.

�¥®°¥¬  6.5 �¥ª  N !1 ¨ M = pN . �®£ ¢ 

�
M
n

��
N�M
M�m

�
�
N
n

� �! b(n;m; p) (6.11)

�®ª § ²¥«±²¢®: �  ¯°¥£°³¯¨° ¬¥ «¿¢ ²  · ±²:

�
M
m

��
N�M
n�m

�
�
N
n

� =

 
n

m

! z }| {
M

N

M � 1

N � 1
: : :

M �m+ 1

N �m+ 1

N �M

N �m

N �M

N �m� 1
: : :

N �M � n+m+ 1

N � n| {z }
�!

 
n

m

!
pm(1 � p)n�m:

Q.E.D.

6.2.3 � �«³· ©­  ±³¬  ±«.¢.

�¥ª  ° §£«¥¤ ¬¥ °¥¤¨¶ ²  ®² ¶¥«®·¨±«¥­¨ ­¥§ ¢¨±¨¬¨ ¥¤­ ª¢® ° §¯°¥¤¥«¥­¨ ±«.¢. f�i; i =
1; 2; : : :g. �¥ª  ®±¢¥­ ²®¢  ­¨ ¥ § ¤ ¤¥­  ­¥§ ¢¨±¨¬ ²  ®² ²¿µ ±«.¢. �. �¥ª  ° §£«¥¤ ¬¥
±«³· ©­ ²  ¢¥«¨·¨­  � ±«³· ©­  ±³¬  ®² ±«³· ©­¨ ±º¡¨° ¥¬¨:

� =
�X
i=0

�i

¨ ±¥ § ¯¨² ¬¥ ª ª¢® ¥ ­¥©­®²® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¨ ¤°³£¨ ·¨±«®¢¨ µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨. � §¨
§ ¤ ·  ±¥ °¥¸ ¢  ¨§ª«¾·¨²¥«­® ¥«¥£ ­²­® ±  ¯ ° ²  ­  ¯®° ¦¤ ¹¨²¥ ´³­ª¶¨¨.

�¥®°¥¬  6.6 �¥ª  ±«.¢. f�i; i = 1; 2; : : :g ±  ­¥§ ¢¨±¨¬¨ ± ¯®° ¦¤ ¹  ´³­ª¶¨¿ p(s).
�¥ª  ®±¢¥­ ²®¢  ­¥§ ¢¨±¨¬ ²  ®² ²¿µ ±«.¢. � ¨¬  ¯®° ¦¤ ¹  ´³­ª¶¨¿ q(s). �®£ ¢ 
¯®° ¦¤ ¹ ²  ´³­ª¶¨¿ ­  � ¥ ° ¢­  ­  p�(s) = q(p(s)).

�®ª § ²¥«±²¢®: � ¨±²¨­ , ¤  ¯°¨«®¦¨¬ ´®°¬³« ²  §  ¯º«­ ²  ¢¥°®¿²­®±² ¨ ³±«®¢Ó
­®²® ¬.®.:

p�(s) = E s
P�

i=0
�i =

1X
k=0

P (� = k)E (s
Pk

i=0
�ij� = i)) =

1X
k=0

P (� = k)E (s
Pk

i=0
�i)) =

1X
k=0

P (� = k)p(s)k = q(p(s)):

Q.E.D.
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�®°¬ «­® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥

� ² §¨ «¥ª¶¨¿ ±¨ ¯®±² ¢¿¬¥ ±«¥¤­¨²¥ ¶¥«¨:

� ¤  ®¯°¥¤¥«¨¬ §­ ¬¥­¨²®²® ­®°¬ «­® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥;

� ¤  ¯®ª ¦¥¬ ¢°º§ª ²  ¬¥¦¤³ ­¥¯°¥ªº±­ ²¨ ¨ ¤¨±ª°¥²­¨ ° §¯°¥¤¥«¥­¨¿;

� ­  ¯°¨¬¥°  ­  ­ ©-¯°®±² ²  ±² ²¨±²¨·¥±ª  § ¤ ·  ¤  ¨«¾±²°¨° ¬¥ ­ ·¨­ , ¯®
ª®©²® ±¥ ±²°®¿² ±² ²¨±²¨·¥±ª¨²¥ ° §±º¦¤¥­¨¿.

7.1 �®°¬ «­® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 7.1 � §¢ ¬¥, ·¥ ±«.¢. ± ­¥¯°¥ªº±­ ²® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¥ ­®°¬ «­® ° §¯Ó
°¥¤¥«¥­  N(�; �),  ª® ­¥©­ ²  ¯«º²­®±² ¨¬  ¢¨¤ :

f(x; �; �) =
1

(2�)1=2�
e
�(x��)2

2�2 : (7.1)

� ²¥¬ ²¨·¥±ª®²® ®· ª¢ ­¥ ­  ²®¢  ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¥ �,   ¤¨±¯¥°±¨¿²  ¬³ ¥ �2. �² ­Ó
¤ °²­® ­®°¬ «­® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ ±¥ ­ °¨·  ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥²® N(0; 1), ­¥£®¢ ²  ¯«º²­®±²
®§­ · ¢ ¬¥ ± �(x).

6

-�
-3 -2 -1 1 2 3

.05

.1

.15

�¨£³°  7.1: �² ­¤ °²­® ­®°¬ «­®

38
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�¨£³°  7.2: �®°¬ «­   ¯°®ª±¨¬ ¶¨¿ ­  ¡¨­®¬­®

�®°¬ «­®²® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¨¬  £®«¿¬® §­ ·¥­¨¥ ¢ ²¥®°¨¿ ­  ¢¥°®¿²­®±²¨²¥ ¨ ¬ Ó
²¥¬ ²¨·¥±ª ²  ±² ²¨±²¨ª , ª®¥²® ±¥ ¤º«¦¨ ­  ²¢º°¤¥­¨¥²®, ¨§¢¥±²­® ª ²® �¥­²° «­ 
�° ­¨·­  �¥®°¥¬ . �® £« ±¨, ·¥ ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥²® ­  ±³¬  ®² £®«¿¬ ¡°®© ­¥§ ¢¨±¨¬¨,
¥¤­ ª¢® ° §¯°¥¤¥«¥­¨ ±«³· ©­¨ ¢¥«¨·¨­¨ ª«®­¨ ªº¬ ­®°¬ «­® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥.

7.2 �¥®°¥¬¨ ­  �³ ¢º°-� ¯« ±

�³ª ¹¥ ±¥ ®¯¨² ¬¥ ¤  ¯®ª ¦¥¬ ª ª ¥ ¢º§­¨ª­ «  ´®°¬³« ²  §  ¯«º²­®±²²  ­  ­®°¬ «Ó
­®²® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥.

7.2.1 �®ª «­  ²¥®°¥¬ 

�¥ª  ³±²°¥¬¨¬ ªº¬ ¡¥§ª° ©­®±² ¡°®¿² ­  ®¯¨²¨²¥ ¢ ±µ¥¬ ²  ­  �¥°­³«¨. �  ®§­ ·¨¬

x =
k � np

(npq)1=2

¨ ¯®¨±ª ¬¥ ²®¢  ·¨±«® ¤  ®±² ­¥ \¯®·²¨ ¯®±²®¿­­®\ ¯°¨ n!1. �¬¨±º«º² ­  ²®¢ 
·¨±«® ¥ ¿±¥­ - ²®¢  ¥ ¶¥­²°¨° ­ ²  ¨ ­®°¬¨° ­  ±²®©­®±² ­  ±«.¢. ¡°®© ­  ³±¯¥µ¨.
�±­® ¥, ·¥ ²®£ ¢  (¯°¨ ´¨ª±¨° ­  ¢¥°®¿²­®±² §  ³±¯¥µ p) ±º¹® ¨ k ! 1. �  ®§­ ·¨¬
� = (npq)1=2:

�¥®°¥¬  7.1 (�®ª «­  ²¥®°¥¬  ­  �³ ¢º°-� ¯« ±) �¥ª  p; x ±  ´¨ª±¨° ­¨. �¥ª  n!
1 �¥ª  ®§­ ·¨¬ �2 = npq , k = np + �x. �®£ ¢  ° ¢­®¬¥°­® ¢ ¨­²¥°¢ «  �1 < a <
x < b <1 ¥ ¨§¯º«­¥­® ±º®²­®¸¥­¨¥²®:

�b(n; kn; p) �! �(x)

�®ª § ²¥«±²¢®: �  ¯°®±²®²  ¹¥ ¨§¯³±ª ¬¥ ¨­¤¥ª±  ®² ®§­ ·¥­¨¿²  ¢ ¤®ª § ²¥«±²¢®²®.
�  «®£ °¨²¬³¢ ¬¥ ¡¨­®¬­ ²  ¢¥°®¿²­®±² ®² «¿¢ ²  ±²° ­ 

ln b(n; kn; p) = lnn!� ln kn!� ln(n� kn)! + kn ln p + (n� k) ln q: (7.2)
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�¥ ¨§¯®«§³¢ ¬¥ ¯°¥¤±² ¢¿­¥²® ­  �²¨°«¨­£ ­  lnn!:

lnn! = n ln n+
1

2
ln(2�n)� n+ �(n); (7.3)

ªº¤¥²® �(n) = O(1=n). �  ®§­ ·¨¬ mn = n � kn. �º© ª ²® mn; kn ! 1, ²® ®² (7.2 ) ¨
(7.3) ±«¥¤¢ 

ln b(n; k; p)� 1

2
ln 2�

= n lnn� k ln k �m lnm+ k ln p +m ln q +�1

2
ln
km

n
+ �n =

= �(np+ �x) ln(1 +
xq

�
)� (nq � �x) ln(1� xp

�
)� 1

2
ln
km

n
++�n; (7.4)

ªº¤¥²® �n = �(n) � �(kn) � �(mn) = O(1=n): k = np + �x ¨ m = n � k = nq � �x. �³ª
¹¥ ±¥ ®²ª«®­¨¬ ¬ «ª® ¤  ° §£«¥¤ ¬¥ ¤°®¡² :

k(1 � k)

n�2
=

(np + �x)(nq � �x)

n�2
= (1 +

(q � p)x

�
� pqx2

�2
):

� ª  «¥±­® ¹¥ ¬®¦¥¬ ¤  ¯®«³·¨¬ ¨§° § §  ²°¥²¨¿ «®£ °¨²º¬ ¢ (7.4) ·°¥§ �.

1

2
ln
mk

n
=

1

2
ln� +O(

1

�
):

�  ¯º°¢¨²¥ ¤¢  «®£ °¨²º¬  ¹¥ ¨§¯®«§³¢ ¬¥ ° §«®¦¥­¨¥²® ln(1+x) = x�x2=2+O(x3).
� ¬¥±²¢ ¬¥, ±ºª° ¹ ¢ ¬¥ ¨ ¯®«³· ¢ ¬¥ ®ª®­· ²¥«­®:

ln� + ln b(n; kn; p) =
1

2
ln 2� +

�(np + �x)(
xq

�
� x2q2

2�2
))� (nq � �x)(�xp

�
� x2p2

2�2
)) + 
n

=
1

2
ln 2� � x2

2
+ 
n:

ªº¤¥²® 
n = O(��1) = O(n�1=2). Q.E.D.

� ² §¨ ²¥®°¥¬  ¬®¦¥ ¤  ±¥ ³²®·­¨, ª ª²® ²¥®°¥¬ ²  ­  �® ±®­, ­® ²³ª ­¿¬  ¤ 
±¥ ±¯¨° ¬¥ ­  ²®¢ . �¿ ­¨ ¤ ¢  ¢º§¬®¦­®±² ¤  ¯°¥±¬¿² ¬¥ «¥±­® ª®­ª°¥²­¨ ¡¨­®¬­¨
¢¥°®¿²­®±²¨. �°¨ £®«¥¬¨ ±²®©­®±²¨ ­  n ²®¢  ±  ²¢º°¤¥ ¬ «ª¨ ·¨±« .

7.2.2 �­²¥£° «­  ²¥®°¥¬ 

�  ¤  ¬®¦¥¬ ¤  ¯°¥±¬¿² ¬¥ ±³¬¨ ®² �¨­®¬­¨ ¢¥°®¿²­®±²¨ ±¨ ±«³¦¨¬ ±º± ±«¥¤­ ² 
¨­²¥£° «­  ²¥®°¥¬  ­  �³ ¢º° - � ¯« ±.

�¥®°¥¬  7.2

P (a <
k � np

(npq)1=2
< b) =

[np+x(npq)1=2]X
k=0

b(n; k; p) �!
Z b

a
�(y)dy:
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�®ª § ²¥«±²¢®: �  ª° ¥­ ¨­²¥°¢ « (a; b) ²¿ «¥±­® ±«¥¤¢  ®² «®ª «­ ²  ²¥®°¥¬ ,  
§  ¯°®¨§¢®«¥­ ®² ¶¥­²° «­ ²  £° ­¨·­  ²¥®°¥¬  §  ¥¤­ ª¢® ° §¯°¥¤¥«¥­¨ ±º¡¨° ¥¬¨.
Q.E.D.

7.3 �®¢¥°¨²¥«¥­ ¨­²¥°¢ « §  ¢¥°®¿²­®±²

� ²®§¨ ¯ ° £° ´ ¹¥ ±¥ § ¯®§­ ¥¬ ± ¥¤¨­ ±² ²¨±²¨·¥±ª¨ ¨§¢®¤ | ²¢º°¤¥­¨¥ §  ­¥¨§¢¥±Ó
²­®²® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ ­  ±²®©­®±²¨²¥ ¢ ¨§³· ¢ ­® ¬­®¦¥±²¢® ®² ®¡¥ª²¨ ¢º§ ®±­®¢  ­ 
®£° ­¨·¥­ ²  ¨­´®°¬ ¶¨¿ ¯®«³·¥­  ®² ¥¤­  ±«³· ©­  ª° ©­  ¨§¢ ¤ª .

�¥ª  ±¨ ¯®±² ¢¨¬ §  ¶¥« ¯® n ­ ¡«¾¤ ¢ ­¨ ±²®©­®±²¨ ¤  ª ¦¥¬ ­¥¹® §  ­¥¨§¢¥±²­ ² 
¢¥°®¿²­®±² p ­  ¯®¿¢  ­  ¤ ¤¥­ ¯°¨§­ ª. �¥ª  ± k ®§­ ·¨¬ °¥§³«² ²  ®² ­ ¸¨²¥ ­ ¡Ó
«¾¤¥­¨¿ { ¡°®¿² ­  ¯®¿¢  ­  ¯°¨§­ ª  ¢ ¨§¢ ¤ª ² . �ª® ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·¥ ¨§¢ ¤ª ²  ¥
±«³· ©­  ¨ ¨§³· ¢ ­®²® ¬­®¦¥±²¢® ²®«ª®¢  £®«¿¬®, ·¥ ¤  ±¥ ¯°¥­¥¡°¥£­¥ ¢º§¬®¦­®±²² 
®² ¯®¢²®°¥­¨¥ ­  ¢¥·¥ ¨§²¥£«¥­ ®¡¥ª², ²® ¬®¦¥¬ ¤  £«¥¤ ¬¥ ­  °¥§³«² ²¨²¥ - ¯®¿¢ ²  ­ 
¯°¨§­ ª  ¢ ¯®°¥¤­¨¿ ®¡¥ª² ª ²® ­  ­¥§ ¢¨±¨¬¨ ±«.¢. �«¥¤®¢ ²¥«­® ®®¡¹¨¿ ¡°®© ¯®¿¢¨
k ¥ ¯®¤·¨­¥­ ­  ¡¨­®¬­® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥.

�¥ ¨§¯®«§³¢ ¬¥ ¨­²¥£° «­ ²  ²¥®°¥¬  ­  �³ ¢º° { � ¯« ± (²¥®°¥¬  7.2).

Z x

�x
�(y)dy = P (�x < k � np

(npq)1=2
< x) = P (jk

n
� pj < x

q
pq=n):

�®¦¥¬ ¤  ¯®¤¡¥°¥¬ ·¨±«®²® x = 1:96, ²®£ ¢  ¢¥°®¿²­®±²²  ¥ 0.95. �º© ª ²® max(pq) =
1=4, ¯®«³· ¢ ¬¥:

0:95 � P (jk
n
� pj < 1:96

2n1=2
):

� ¤°³£¨ ¤³¬¨ £®°­®²® ­¥° ¢¥­±²¢® ­¨ ª §¢ : �ª® ±²¥ ­ ¡«¾¤ ¢ «¨ ®¯°¥¤¥«¥­  ±²®©Ó
­®±² ­  k ¯°¨ ¨§¢¥±²¥­ ¡°®© ­  ¥ª±¯¥°¨¬¥­²¨²¥ n, ²® ± ¢¥°®¿²­®±² ¯®-£®«¿¬  ®² .95
¬®¦¥²¥ ¤  ²¢º°¤¨²¥, ·¥ ­¥¨§¢¥±²­ ²  ±²®©­®±² ­  ¢¥°®¿²­®±²²  ­¥ ¥ ¬­®£® ¤ «¥·¥ ®²
·¥±²®² ² . �°¨ ²®¢  £®«¥¬¨­ ²  ­  ¤®¢¥°¨²¥«­¨¿ ¨­²¥°¢ « ¥ ®² ¯®°¿¤ºª  ­ 

p
n. �¬¨Ó

±º«º² ­  ­ ¤¥¦­®±²²  ­  ¢ ¸¥²® ²¢º°¤¥­¨¥ ¥ ±«¥¤­¨¿:

�°¨ ¬­®£®ª° ²­® ¯®¢²®°¥­¨¥ ­  ¶¥«¨¿ ®¯¨² ¨ ¨§° ¡®²¢ ­¥ ­  ¢ ¸¥²® § ª«¾·¥­¨¥ ¢
95 ¯°®¶¥­²  ®² ±«³· ¨²¥ ¢¨¥ ¹¥ ±²¥ ¯° ¢¨.



�¥ª¶¨¿ 8

�µ¥¬  ­  �¥°­³«¨

� ² §¨ «¥ª¶¨¿ ±¨ ¯®±² ¢¿¬¥ ±«¥¤­¨²¥ ¶¥«¨:

� ¤  ° §£«¥¤ ¬¥ ­ © - ¯°®±²®²® ¡¥§ª° ©­® ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ ­  ¢¥°®¿²­®±²­¨ ¯°®±²° ­Ó
±²¢ ;

� ¤  ¢º¢¥¤¥¬ ¯®­¿²¨¥²® ¨§®¬®°´¨§º¬ ­  ¢¥°®¿²­®±²­¨ ¯°®±²° ­±²¢ ;

� ¤  ¯®ª ¦¥¬ ª ª ¢º§­¨ª¢  ¯®­¿²¨¥²® ¨­´®°¬ ¶¨¿;

� ­  ¯°¨¬¥°  ­  ­ © - ¯°®±² ²  ±² ²¨±²¨·¥±ª  § ¤ ·  ¤  ¨«¾±²°¨° ¬¥ ­ ·¨­ , ¯®
ª®©²® ±¥ ±²°®¿² ±² ²¨±²¨·¥±ª¨²¥ ° §±º¦¤¥­¨¿.

8.1 �µ¥¬  ­  �¥°­³«¨

� ¬¨­ « ²  «¥ª¶¨¿ ®¯°¥¤¥«¨µ¬¥ (®¯°¥¤¥«¥­¨¥ 6.3) ±µ¥¬  ­  �¥°­³«¨. �®¢  ¥ °¥¤¨¶  ®²
­¥§ ¢¨±¨¬¨ ¥¤­ ª¢® ° §¯°¥¤¥«¥­¨ ±«³· ©­¨ ¢¥«¨·¨­¨ f�i; i = 1; 2; : : :g, ¢±¿ª  ®² ª®¨²®
¯°¨¥¬  ¤¢¥ ±²®©­®±²¨: 1 ¨ 0 ± ¢¥°®¿²­®±²¨ (±º®²¢¥²­®) p ¨ q = 1 � p.

�º£« ±­® ²¥®°¥¬  1.1 ²®§¨ ­ ¡®° ®² ±«³· ©­¨ ¢¥«¨·¨­¨ ¯®° ¦¤  ¢¥°®¿²­®±²­  ¬¿°ª 
¢ ¯°®±²° ­±²¢®²® ®² ¡¥§ª° ©­¨ ¤¢®¨·­¨ °¥¤¨¶¨. �  ¨§¢º°¸¨¬ ²®¢  ¯®±²°®¥­¨¥.

�¥ª  ®§­ ·¨¬ ²®¢  ¯°®±²° ­±²¢® ± E ¨ ­¥£®¢¨²¥ ¥«¥¬¥­²¨ ± � = f�1; �2; : : :g. �  ¢±¿ª®
ª° ©­® n ­ ¡®°º² ®² ¯º°¢¨²¥ n ±«³· ©­¨ ¢¥«¨·¨­¨ ¥ ¢¥ª²®°­  ±«³· ©­  ¢¥«¨·¨­ ,
ª®¿²® ®¯°¥¤¥«¿ ¢ ®±­®¢­®²® ¢¥°®¿²­®±²­® ¯°®±²° ­±²¢® ­ ¡®° ®² ±º¡¨²¨¿:

W�1 ;�2;:::;�n = f! : f�i = �ig; i = 1; 2; :::ng = \
i=1;2;:::n

f�i = �ig:

�¯°¥¤¥«¥­ ²  ®² ²¿µ ¡³«¥¢  ¯®¤ «£¥¡°  W n ±¥ ±º±²®¨ ®² ª° ©­¨ ®¡¥¤¨­¥­¨¿ ­  ­¥¯Ó
°¥±¨· ¹¨ ±¥ ¬­®¦¥±²¢  ®² ²®§¨ ²¨¯. W n ¥ ¥±²¥±²¢¥­® ¨§®¬®°´­  ­  ¬­®¦¥±²¢®²® ®²
¢±¨·ª¨ ¯®¤¬­®¦¥±²¢  ­  ª° ©­®²® ¬­®¦¥±²¢®

En =
nY
i=1

f0; 1g:

42
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�² ¤°³£  ±²° ­  ²¥§¨ ¡³«¥¢¨  «£¥¡°¨ ±¥ ¢« £ ² ¢ ¯°®±²° ­±²¢®²® E, ª ²® ®¯°¥¤¥Ó
«¥­¨¥²® ­  ±º®²¢¥²­¨²¥ ¬­®¦¥±²¢  ±¥ ¯°®¤º«¦ ¢  ¶¨«¨­¤°¨·­® | ­¥³¯®¬¥­ ²¨²¥ ª®Ó
®°¤¨­ ²¨ ±  ±¢®¡®¤­¨ ®² ®£° ­¨·¥­¨¥. � ¬  «£¥¡°¨²¥ ®¡° §³¢ ² ­ ° ±²¢ ¹  °¥¤¨¶ .
�¿µ­®²® ®¡¥¤¨­¥­¨¥ W =

S
W n ®¡ ·¥ ­¥ ¥ �- «£¥¡° , ¬ ª ° ·¥ ®±² ¢  ¡³«¥¢   «£¥¡° .

�º°µ³ ¬­®¦¥±²¢ ²  ®² ² §¨  «£¥¡°  ¢¥°®¿²­®±²²  ±¥ ®¯°¥¤¥«¿ ¯°®±²®:

P (W�1;�2;:::;�n) = pkqn�k; k =
nX

k=1

�i: (8.1)

�¨­¨¬ «­ ²  �- «£¥¡° , ª®¿²® ±º¤º°¦  W ¹¥ ®§­ ·¨¬ ± �(W ). �®¢  ·¥ ¢¥°®¿²­®±²² 
¥ ­¥¯°¥ªº±­ ²  ¢º°µ³ W ±«¥¤¢  ®² ­¥©­®²® ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ | ¢±¿ª® ®£° ­¨·¥­¨¥ ¢º°µ³
­ ° ±²¢ ¹ ¡°®© ¨­¤¥ª±¨ ¯®° ¦¤  ­ ¬ «¿¢ ¹  ªº¬ ­³«  °¥¤¨¶  ®² ¢¥°®¿²­®±²¨. � ª 
·¥ ®² ²¥®°¥¬ ²  ­  � ° ²¥®¤®°¨ ±«¥¤¢  ±º¹¥±²¢³¢ ­¥²® ¨ ¥¤¨­±²¢¥­®±²²  ­  ¢¥°®¿²Ó
­®±²­ ²  ¬¿°ª  P ­  �(W ). � ª  ¯®«³· ¢ ¬¥ ±«¥¤­ ²  ²¥®°¥¬ :

�¥®°¥¬  8.1 �¥°®¿²­®±²­®²® ¯°®±²° ­±²¢® (E; �(W );P ) ¥ ¤®¡°¥ ®¯°¥¤¥«¥­® ¨ ª®Ó
®°¤¨­ ²¨²¥ ­  ­¥£®¢¨²¥ ¥«¥¬¥­²¨ ¬®£ ² ¤  ±¥ ° §£«¥¦¤ ² ª ²® ±µ¥¬  ­  �¥°­³«¨.

8.2 �§®¬®°´­¨ ¯°®±²° ­±²¢ 

�«¥¤¢ ¹ ²  ²¥®°¥¬  ­¥ ¥ ­¥®¡µ®¤¨¬  §  ¯®­ ² ²º¸­¨²¥ ° §£«¥¦¤ ­¨¿. �¿ ®¡ ·¥ ¤ ¢ 
¯°¥¤±² ¢  §  ¯®­¿²¨¥²® ¨§®¬®°´¨§º¬ ¢ ²¥®°¨¿²  ­  ¬¿°ª ²  ¨ ¨­²¥£° « . �¥ § ¯®·­¥¬
±º± ±«¥¤­®²® ®¯°¥¤¥«¥­¨¥:

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 8.1 �§®¡° ¦¥­¨¥²®

T : (
0;B0;P 0) �! (
00;B00;P 00)

±¥ ­ °¨·  ¨§®¬®°´¨§º¬ ­  ¢¥°®¿²­®±²­¨ ¯°®±²° ­±²¢ ,  ª®

1. T ¥ ®¯°¥¤¥«¥­® ¯.±., ².¥. ¢º°µ³ ¤®±²®¢¥°­® ±º¡¨²¨¥ ¢ 
0;

2. T ¥ ¨§¬¥°¨¬®: T�1(B 00) 2 B0 §  B 00 2 B00;
3. T § ¯ §¢  ¢¥°®¿²­®±²² : P 0(T�1(B00)) = P 00(B00) §  B00 2 B00;
4. T ¥ ®¡° ²¨¬® ¯.±. ¢ 
00.

�¥®°¥¬  8.2 �¥°®¿²­®±²­®²® ¯°®±²° ­±²¢® (E; �(W );P ) ¥ ¨§®¬®°´­® ­  ¨­²¥°¢ Ó
«  [0; 1] ± �®°¥«®¢ ²  �- «£¥¡°  ¨ «¥¡¥£®¢ ²  ¬¿°ª  ¢º°µ³ ­¥¿.

�®ª § ²¥«±²¢®: �¥ ¯®±²°®¨¬ ª®­±²°³ª²¨¢­® ±º®²¢¥²±²¢¨¥²® T�1 ¨ ¹¥ ¯°¥¤®±² ¢¨¬
­  § ¨­²¥°¥±®¢ ­¨²¥ ¤  ¯®ª ¦ ², ·¥ ²® ¥ ¨±²¨­±ª¨ ¨§®¬®°´¨§º¬. �¥ ¯®±²°®¨¬ ­  ¯®«³Ó
®²¢®°¥­¨¿ ¨­²¥°¢ « [0; 1) ¯®°¥¤¨¶  ®² ° §¤¥«¿­¨¿. �º°¢®²® ° §¤¥«¿­¥ w1 £® ¤¥«¨ ­  ¤¢ 
¯®¤¨­²¥°¢ «  [0; q) ¨ [q; 1). � §¤¥«¿­¥²® wn+1 ¤¥«¨ ¢±¨·ª¨ ¯®«³·¥­¨ ¤® ¬®¬¥­²  ¯®¤¨­Ó
²¥°¢ «¨ ­  ¯® ¤¢  { «¿¢ ¨ ¤¥±¥­ ¢ ±º¹®²® ±º®²­®¸¥­¨¥ q ªº¬ p. �°¨ ²®¢  «¥¢¨²¥ · ±²¨
±¥ ®¡¥¤¨­¥­¨ ¢ ¥¤­® ¬­®¦¥±²¢®,   ¤¥±­¨²¥ ¢ ¤°³£®. � ª  ¢±¿ª® ° §¤¥«¿­¥ ±¥ ±º±²®¨ ®²
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¤¢¥ ¬­®¦¥±²¢  - «¿¢® ¨ ¤¿±­®,   ¯°¨« £ ­¥²® ¬³ ³¤¢®¿¢  ¡°®¿ ­  ¯®«³·¥­¨²¥ ¤® ¬®¬¥­² 
¯®«³§ ²¢®°¥­¨ ¨­²¥°¢ «¨.

�±¿ª  ²®·ª  ®² [0; 1) ¯®¯ ¤  ¢ ²®·­® ¥¤­® ®² ¬­®¦¥±²¢ ²  «¿¢®²® ¨«¨ ¤¿±­®²® ­ 
° §¤¥«¿­¥²® wn (§  ¢±¿ª® n). �§­ · ¢ ¬¥ ± �n = 0, ª®£ ²® ¥ ¯®¯ ¤­ «  ¢ «¿¢®²® ¨
�n = 1 { ¢ ¤¿±­®²®. � ª  ¯®«³· ¢ ¬¥ °¥¤¨¶ ²  �, ±º®²¢¥²±²¢³¢ ¹  ­  ²®·ª ² . �  ¢±¥ª¨
¤¢¥ ° §«¨·­¨ ²®·ª¨ ®² ¨­²¥°¢ «  ±º¹¥±²¢³¢  ·¨±«® n ² ª®¢ , ·¥ ²¥ ±¥ ° §«¨· ¢ ² ¯®
¯º°¢¨²¥ ±¨ �i; i = 1; 2; : : : ; n.

Q.E.D.

�® ²®§¨ ­ ·¨­ ±² ¢ ² ¨§®¬®°´­¨ ¨ ±«.¢. § ¤ ¤¥­¨ ¢º°µ³ ¤¢¥²¥ ¯°®±²° ­±²¢ . �°¨ ²®Ó
§¨ ¨§®¬®°´¨§º¬ ®·¥¢¨¤­® ±²®©­®±²¨²¥ ¨¬ ¢º°µ³ ¯®¤¬­®¦¥±²¢  ± ¬¿°ª  0 ­¿¬ ² §­ ·¥Ó
­¨¥. � ª  ¢¬¥±²® ± ª®­ª°¥²­¨ ´³­ª¶¨¨ ­¨¥ ±¥ § ­¨¬ ¢ ¬¥ ± ª« ±®¢¥ ­  ¥ª¢¨¢ «¥­²­®±².

8.3 �®«¨·¥±²¢® ¨­´®°¬ ¶¨¿ ¨ ¥­²°®¯¨¿

�¥ª  ±¥£  ° §£«¥¤ ¬¥ ¯®­¿²¨¥²® ¨­´®°¬ ¶¨¿. �±²¥±²¢¥­® ¥, ª®£ ²® ¯°®¢¥¦¤ ¬¥ ¥¤¨­
¥ª±¯¥°¨¬¥­² ± ®²­ ¯°¥¤ ­¥¨§¢¥±²¥­ ¨§µ®¤, ¤  ¯®«³· ¢ ¬¥ ²®«ª®¢  ¯® - £®«¿¬  ¨­´®°Ó
¬ ¶¨¿ ®² ­¥£®, ª®«ª®²® ¯® - ¬ «ª  ¥ ¢¥°®¿²­®±²²  ­  °¥§³«² ²  ¨ ¯® - £®«¿¬  ­¥£®¢ ² 
­¥®¯°¥¤¥«¥­®±². �¥ª  ±¥£  ¤  ´®°¬ «¨§¨° ¬¥ ­¥®¯°¥¤¥«¥­®±²²  ­  ±«³· ©­¨²¥ ±º¡¨²¨¿.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 8.2 �¥®¯°¥¤¥«¥­®±² (¨­´®°¬ ¶¨¿ ®² ±¡º¤¢ ­¥²®) ­  ±º¡¨²¨¥²® A
­ °¨· ¬¥ ­¥®²°¨¶ ²¥«­  ´³­ª¶¨¿ � ®¯°¥¤¥«¥­  ¢º°µ³ �- «£¥¡° ²  ®² ±º¡¨²¨¿ ¢º¢
¢¥°®¿²­®±²­®²® ¯°®±²° ­±²¢® ±º± ±«¥¤­¨²¥ ±¢®©±²¢ :

1. �(
) = 0;

2. �ª® P (A) < P (B),²® �(A) > �(B);

3. �ª® A ¨ B ±  ­¥§ ¢¨±¨¬¨, ²® �(AB) = �(A) + �(B).

�°¥¤ ¬®­®²®­­¨²¥ ´³­ª¶¨¨ ®² ¢¥°®¿²­®±²² P ¥¤¨­±²¢¥­®²® °¥¸¥­¨¥ ¨§£«¥¦¤  ² ª :

�(A) =

( �b logP (A); P (A) > 0
1; P (A) = 0:

�³ª ª®­±² ­² ²  b > 0 (¨«¨ ®±­®¢ ²  ­  «®£ °¨²º¬ ) ¬®¦¥ ¤  ¡º¤¥ ¨§¡° ­  ¯°®¨§¢®«­®.
� ¥¤­® ±º± ±º¡¨²¨¥²® A ®·¥¢¨¤­® ²°¿¡¢  ¤  ±¥ ° §£«¥¦¤  ¨ ­¥£®¢®²® ®²°¨¶ ­¨¥ �A.
�­´®°¬ ¶¨¿² , ª®¿²® ¯®«³· ¢ ¬¥ ¢ ¥¤¨­ ¥ª±¯¥°¨¬¥­² ¥ ¥±²¥±²¢¥­® ±¢º°§ ­  ± ¤¢¥²¥
±º¡¨²¨¿. � ª  \®· ª¢ ­ ² \ ¨­´®°¬ ¶¨¿ ¡¨ ²°¿¡¢ «® ¤  ±¥ ¯®«³·¨ ¯® ´®°¬³« ² :

H(p) = �b(p log p+ q log q)

�  ¤  ±¥ ®²±²° ­¨ ­¥®¯°¥¤¥«¥­®±²²  ®² b ±¥ ¨§¡¨°  ±¨¬¥²°¨·­ ²  ±µ¥¬  ­  �¥°­³«¨
(p = q = 1

2) . �®£ ¢  ´³­ª¶¨¿²  H(p) ¥ ¬ ª±¨¬ «­ . �®±² ¢¿ ±¥ b ² ª®¢ , ·¥ ¥­²°®¯¨¿² 
­  ¥¤¨­ ¥ª±¯¥°¨¬¥­² ¢ ² §¨ ±µ¥¬  ¤  ±² ­¥ 1. � ª  ¨§¡° ­ ²  ¥¤¨­¨¶  ¨­´®°¬ ¶¨¿ ­®±¨
­ §¢ ­¨¥²® ¡¨².



8.4. ����������� �������� �� ������� 45

�¥ª  ±¥£  ° §£«¥¤ ¬¥ ¢±¨·ª¨²¥ ¢º§¬®¦­¨ (ª° ¥­ ¡°®©) ¨§µ®¤¨ ­  ¥¤¨­ ¥ª±¯¥°¨¬¥­²,
§ ¤ ¤¥­¨ ± ¯º«­ ²  £°³¯  ±º¡¨²¨¿ ¨«¨ ¨§¬¥°¨¬®²® ° §¤¥«¿­¥ 
 = fH1;H2; :::;Hng. �­²Ó
°®¯¨¿²  ¥ ­¥¹® ª ²® ³±°¥¤­¥­  ­¥®¯°¥¤¥«¥­®±² §  ¤ ¤¥­® ° §¤¥«¿­¥ ­  ¯°®±²° ­±²¢®²®
®² ¥«¥¬¥­² °­¨ ±º¡¨²¨¿.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 8.3 �­²°®¯¨¿ ­  ¨§¬¥°¨¬®²® ° §¤¥«¿­¥

 = fH1;H2; : : : ;Hng ­ °¨· ¬¥ ·¨±«®²®:

H(
) =
nX
i=1

�(Hi)P (Hi):

� ª  ¯®«³· ¢ ¬¥ ®ª®­· ²¥«­ ²  ´®°¬³« :

H(
) = �
nX
i=1

P (Hi) log2P (Hi):

�² ²³ª ±¥ ¢¨¦¤ , ·¥ ¬ ª±¨¬ «­  ¥­²°®¯¨¿ ±°¥¤ ¥ª±¯¥°¨¬¥­²¨²¥ ± k ¨§µ®¤  ¹¥ ¨¬ 
²®§¨ ± ° ¢­®¢¥°®¿²­¨ ¨§µ®¤¨ ¨ ²¿ ¥ ° ¢­  ­  log2 k.

�¥¦¤³ ª° ©­¨²¥ ¨§¬¥°¨¬¨ ° §¤¥«¿­¨¿ ¨ ª° ©­¨²¥ ¡³«¥¢¨ ¯®¤ «£¥¡°¨ ¢º¢ ¢¥°®¿²­®±Ó
²­®²® ¯°®±²° ­±²¢® ±º¹¥±²¢³¢  ¥±²¥±²¢¥­® ±º®²¢¥²±²¢¨¥ | ¥«¥¬¥­²¨²¥ ­  ° §¤¥«¿­¥²®
±² ¢ ²  ²®¬¨ ­  ¯®¤ «£¥¡° ² . �±®¡¥­® ¤®¡°¥ ²®¢  ±¥ ¢¨¦¤  ¢ ±µ¥¬ ²  ­  �¥°­³«¨. � 
­ ° ±²¢ ¹ ²  °¥¤¨¶  ®² ¯®¤ «£¥¡°¨ Wn ±º®²¢¥²±²¢³¢ ² ¢±¥ ¯® - ¨§¤°¥¡­¿¢ ¹¨ ° §Ó
¤¥«¿­¨¿ wn. � §¤¥«¿­¥²® wn, ­ ¯°¨¬¥°, ±¥ ±º±²®¨ ®² 2n ­¥±º¢¬¥±²¨¬¨ ±º¡¨²¨¿. �°¨
¯°¥¬¨­ ¢ ­¥ ªº¬ ±«¥¤¢ ¹®²® ° §¤¥«¿­¥ ¢±¿ª® ®² ²¥§¨ ±º¡¨²¨¿ ±¥ ° §¤¥«¿ ­  ¤¢¥ ¨ ².­.
�®¢  ±º®²¢¥²±²¢¨¥ ¬®¦¥ ¤  ±¥ ¯°®¤º«¦¨ ¨ §  ¯°®¨§¢®«­¨ ° §¤¥«¿­¨¿ ¨ �-¯®¤ «£¥¡°¨,
­® ¯°¨ ®¯°¥¤¥«¥­¨ ³±«®¢¨¿.

� ª  ¥­²°®¯¨¿²  ¬®¦¥ ¤  ±¥ ° §£«¥¦¤  ª ²® ¨§¬¥°¨²¥« ­  \¨§¤°¥¡­¿¢ ­¥²®\ ­  ¤ Ó
¤¥­® ° §¤¥«¿­¥ ¨ ± ­¥¿ ¬®£ ² ¤  ±¥ ±° ¢­¿¢ ² ¨ ° §¤¥«¿­¨¿ ± ° §«¨·¥­ ¡°®© ¥«¥¬¥­²¨.
�®-¯®¤°®¡­® ± ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª ²  ²¥®°¨¿ ­  ¨­´®°¬ ¶¨¿²  ·®¢¥ª ¬®¦¥ ¤  ±¥ § ¯®§­ ¥ ¢
[� °²¨­ (1988)].

�°¨¬¥° 8.1 �°¥±¬¥²­¥²¥ ¥­²°®¯¨¿²  ­  ±µ¥¬  ­  �¥°­³«¨ ± n ®¯¨²  ¨ ¯°®¨§¢®«­®
p ¨ ¯®ª ¦¥²¥, ·¥ ²¿ ¥ ¬ ª±¨¬ «­  ¨ ° ¢­  ­  n, ²®£ ¢  ¨ ± ¬® ²®£ ¢ , ª®£ ²® p = q.

8.4 �®¢¥°¨²¥«¥­ ¨­²¥°¢ « §  ¬¥¤¨ ­ 

� ²®§¨ ¯ ° £° ´ §  ¯º°¢¨ ¯º² ¹¥ ±¥ § ¯®§­ ¥¬ ± ¥¤¨­ ±² ²¨±²¨·¥±ª¨ ¨§¢®¤ | ²¢º°¤¥­¨¥
§  ­¥¨§¢¥±²­®²® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ ­  ±²®©­®±²¨²¥ ¢ ¨§³· ¢ ­® ¬­®¦¥±²¢® ®² ®¡¥ª²¨ ¢º§
®±­®¢  ­  ®£° ­¨·¥­ ²  ¨­´®°¬ ¶¨¿, ¯®«³·¥­  ®² ¥¤­  ±«³· ©­  ª° ©­  ¨§¢ ¤ª .

�¥ª  ­ ¯° ¢¨¬ ­¿ª®¨ ³¯°®±²¿¢ ¹¨ ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¿:

� �. �­®¦¥±²¢®²® ®² ¨§³· ¢ ­¨ ®¡¥ª²¨ (£¥­¥° «­ ²  ±º¢ª³¯­®±²) ¥ ¬­®£® £®«¿¬®
|\¯®·²¨ ¡¥§ª° ©­®\.
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� �. � §¯®« £ ¬¥ ± ¬¥µ ­¨§º¬ ¯®§¢®«¿¢ ¹ ¢±¥ª¨ ®¡¥ª² ®² £¥­¥° «­ ²  ±º¢ª³¯­®±²
¤  ¡º¤¥ ¨§¡° ­ ± ¥¤­ ªº¢ ¸ ­±. �®¦¥¬ ¤  ¯°¨« £ ¬¥ ²®§¨ ¬¥µ ­¨§º¬ ¬­®£®ª° ²­®
¨ ­¥£®¢¨²¥ ª ·¥±²¢  ®² ²®¢  ­¿¬  ¤  ±¥ ¨§¬¥­¿².

�  ±º¦ «¥­¨¥ ²¥§¨ ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¿ ¥¤¢  «¨ ±  ¤®±² ²º·­¨ §  ¥¤­  ¯º«­  ´®°¬ «¨§ ¶¨¿.
�  ²®¢  ¹¥ ³¯°®±²¨¬ ®¹¥ ­¥¹ ²  ¨ ¹¥ ¯°¥¤¯®«®¦¨¬ ¤®¯º«­¨²¥«­®, ·¥ ­ ¡«¾¤¥­¨¿² 
¬®£ ² ¤  ±¥ ° §£«¥¦¤ ² ª ²® ­ ¡®° ®² ­¥§ ¢¨±¨¬¨ ±«.¢. ± ¥¤­ ª¢  ­¥¨§¢¥±²­  ¯«º²­®±².

�¥ª  ±¨ ¯®±² ¢¨¬ §  ¶¥« ¯® n ­ ¡«¾¤ ¢ ­¨ ±²®©­®±²¨ ¤  ª ¦¥¬ ­¥¹® §  ­¥¨§¢¥±²­ ² 
¬¥¤¨ ­  � ­  ²®¢  ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥. �  ®§­ ·¨¬ ± �(1) � �(2) � � � � � �(n) ­ °¥¤¥­¨²¥ ¯®
£®«¥¬¨­  ±²®©­®±²¨ ­  ­ ¡«¾¤¥­¨¿²  (±«.¢.). � ª  ­ °¥¤¥­¨ ²¥ ±¥ ­ °¨· ² ¢ °¨ ¶¨®­¥­
°¥¤.

�¥®°¥¬  8.3 �  ¢±¿ª® i < n=2

P (�(i) � � � �(n�i+1)) = 1� 2(
1

2
)n

i�1X
k=0

 
n

k

!
(8.2)

�®ª § ²¥«±²¢®: �¬ ¬¥ ° ¢¥­±²¢ ² :

P (�(i) � � � �(n�i+1)) = 1 � P (� < �(i))� P (�(n�i+1) < �)

P (� < �(i)) = P (�(n�i+1) < �) = (1
2)

nPi�1
k=0

�
n
k

�
;

®² ª®¨²® ±«¥¤¢  ²º°±¥­ ²  ´®°¬³« . �²®°¨¿² °¥¤ ¥ ¢±º¹­®±² ¨§° §¿¢ ­¥ ­  ¢¥°®¿²­®±²Ó
²  ª ²® ±³¬  ®² �¨­®¬­¨ ¢¥°®¿²­®±²¨. � ¨±²¨­ , ¯°¨ n-²¥ ¥ª±¯¥°¨¬¥­²  ¯® - ¬ «ª® ®²
i ±  ³±¯¥¸­¨,².¥. ¯®¤ ¬¥¤¨ ­ ² . Q.E.D.

� ª  ª ²® § ¬¥±²¨¬ ¢º¢ ´®°¬³« ²  (8.2) ±²®©­®±²¨²¥ ­  ­ ¡«¾¤¥­¨¿² , ­¨¥ ¯®«³· Ó
¢ ¬¥ ¤®¢¥°¨²¥«¥­ ¨­²¥°¢ « §  ­¥¨§¢¥±²­ ²  ¬¥¤¨ ­ . �¥°®¿²­®±²²  ¢ ¤¿±­® ±¥ ­ °¨· 
­¨¢® ­  ¤®¢¥°¨¥ ¨ ¡¨ ²°¿¡¢ «® ¤  ±¥ ¨§¡¨°  ¤®±² ²º·­® ¢¨±®ª  §  ¤  ¨¬ ² µ®° ²  ­¿Ó
ª ª¢® ¤®¢¥°¨¥ ¢ ­ ¸¨²¥ ²¢º°¤¥­¨¿. � ²® ¥¤­® ° §³¬­® ­¨¢® ¢ ±² ²¨±²¨ª ²  ¥ ¯°¨¥²®
­¨¢®²® ­  ¤®¢¥°¨¥ 0.95. �°¨ £®«¥¬¨ ±²®©­®±²¨ ­  n ¥ § ²°³¤­¨²¥«­® ¯°¥±¬¿² ­¥²® ­ 
±³¬¨ ®² ¡¨­®¬­¨ ª®¥´¨¶¨¥­²¨. �®£ ¢  ±¥ ¨§¯®«§³¢  ¨­²¥£° «­ ²  ²¥®°¥¬  ­  �® ¢º° -
� ¯« ± (²¥®°¥¬  7.2). �®¢  ­¨ ¤ ¢  «¥±­  ¢º§¬®¦­®±² ¤  ­ ¬¥°¨¬ ­¥®¡µ®¤¨¬®²® i. � ª 
¯°¨ ­¨¢® ­  ¤®¢¥°¨¥ 0.95 ¯®«³· ¢ ¬¥: i = [:5(n � 1:96

p
n)] � ¯°¨¬¥°, ¯°¨ n = 100 ¯®Ó

«³· ¢ ¬¥, ·¥ ­¥¨§¢¥±²­ ²  ¬¥¤¨ ­  ± ¢¥°®¿²­®±² 0.95 ±¥ ­ ¬¨°  ¬¥¦¤³ 40 ¨ 61 ·«¥­®¢¥
­  ¢ °¨ ¶¨®­­¨¿ °¥¤.

�² ¤°³£  ±²° ­  ¯® ­ ¡«¾¤¥­¨¿²  ¬®¦¥ ¤  ±¥ ¯®±²°®¨ ¨ ®¶¥­ª  ­  ¬¥¤¨ ­ ²  ­  ° §Ó
¯°¥¤¥«¥­¨¥²®.�¥¤¨ ­  ­  ¨§¢ ¤ª  (¨§¢ ¤º·­  ¬¥¤¨ ­ ) ¥ ­ ¡«¾¤¥­¨¥²®, ª®¥²® ° §¤¥«¿
¢ °¨ ¶¨®­­¨¿ °¥¤ (­ °¥¤¥­ ²  ¨§¢ ¤ª ) ­  ¤¢¥ ° ¢­¨ · ±²¨ (ª®£ ²® ®¡¥¬º² ¥ ·¥²¥­ ±¥
¢§¨¬  ±°¥¤­®²® ­  ¤¢¥²¥ ¶¥­²° «­¨ ­ ¡«¾¤¥­¨¿). � ±«³· ¿ ­  £®«¥¬¨ ®²ª«®­¥­¨¿ ®²
­®°¬ «­®±² ¨«¨ ¯°¨ ­ «¨·¨¥ ­  ²¢º°¤¥ ®²¤ «¥·¥­¨, ±º¬­¨²¥«­¨ ­ ¡«¾¤¥­¨¿, ²®¢  ¥
¯°¥¤¯®·¨² ­  ®¶¥­ª  §  «®ª ¶¨¿.



�¥ª¶¨¿ 9

�¥¯°¥ªº±­ ²¨ ° §¯°¥¤¥«¥­¨¿

� ² §¨ «¥ª¶¨¿

� ¹¥ ¢º¢¥¤¥¬ ´®°¬ «­® ¨­²¥£° «  ­  �¥¡¥£-�²¨«²¥±;

� ¹¥ ° §£«¥¤ ¬¥ ­ ©-·¥±²® ±°¥¹ ­¨²¥ ­¥¯°¥ªº±­ ²¨ ° §¯°¥¤¥«¥­¨¿;

� ¹¥ ¢º¢¥¤¥¬ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥ ­  � ¯« ± ¨ µ ° ª²¥°¨±²¨·­¨ ´³­ª¶¨¨;

9.1 �­²¥£° « ­  �¥¡¥£-�²¨«²¥±

� ª²® ¢¨¤¿µ¬¥ ¢¥·¥ ± ¯®¬®¹²  ­  ´.°. ¬®£ ² ¤  ±¥ § ¯¨±¢ ² ¢±¨·ª¨ ±¬¥²ª¨ ± ¤¨±ª°¥²­¨
¨ ­¥¯°¥ªº±­ ²¨ ° §¯°¥¤¥«¥­¨¿. �¥£  ¹¥ ° §£«¥¤ ¬¥ ¨ ®¡¹¨¿ ±«³· ©. �±¨·ª¨ ¨­²¥£° «¨
¢ ² §¨ ±¥ª¶¨¿ ±  ¢ £° ­¨¶¨ ®² �1 ¤® 1.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 9.1 �­®¦¥±²¢®²® ®² «¨­¥©­¨ ª®¬¡¨­ ¶¨¨ ­  ´.°. ­ °¨· ¬¥ ´³­ª¶¨¨
± ®£° ­¨·¥­  ¢ °¨ ¶¨¿ (´.®.¢.).

�¥¬  9.1 �±¿ª  ´.®.¢. F (x) ±¥ ¯°¥¤±² ¢¿ ¥¤­®§­ ·­® ¢º¢ ´®°¬ ² 

F (x) = �F+(x)� �F�(x); 0 � �; �;

ªº¤¥²® F+ ¨ F� ±  ´³­ª¶¨¨ ­  ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 9.2 �¥ª  g(x) ¥ ¯°®¨§¢®«­  ­¥¯°¥ªº±­ ²  ´³­ª¶¨¿ ­  R1 ¨ F (x) ¥ ´.®.¢.
� §¢ ¬¥, ·¥ ¥ § ¤ ¤¥­ ¨­²¥£° «  ­  �¥¡¥£ - �²¨«²¥±

R
g(x)dF (x),  ª® ±  ª° ©­¨ ¨­Ó

²¥£° «¨²¥
R jg(x)jdF+(x) <1 ¨

R jg(x)jdF�(x) <1.

�¥®°¥¬  9.1 � · ±²­®±² §  ¢±¿ª  ´.°. F (x) ¨ ¢±¿ª  ®£° ­¨·¥­  ­¥¯°¥ªº±­ ²  g(x)
¥ ª° ¥­ ¨ ®¯°¥¤¥«¥­

R jg(x)jdF (x) <1. �¥±­® ±¥ ¯°®¢¥°¿¢ ² ±«¥¤­¨²¥ ²¢º°¤¥­¨¿:

1. ¢±¿ª  ´.°. (¨ ´.®.¢.) F (x) ¬®¦¥ ¤  ¨¬  ­ ©-¬­®£® ¨§¡°®¨¬ ¡°®© ²®·ª¨ ­  ¯°¥Ó
ªº±¢ ­¥;

47
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2. ¢±¿ª  ´.°. (¨ ´.®.¢.) F (x) ¢º¢ ¢±¿ª  ²®·ª  ­  ­¥¯°¥ªº±­ ²®±² x, ¬®¦¥ ¤  ±¥
¯°¥¤±² ¢¨ ª ²® £° ­¨¶  ­  °¥¤¨¶  ®² ·¨±²® ±ª®ª®®¡° §­¨ ´.°. Fn(x) ± ª° ¥­
¡°®© ±ª®ª®¢¥;

3. ¬®­®²®­­®±² (¨­²¥£° «¨²¥ ²°¿¡¢  ¤  ±º¹¥±²¢³¢ ²):

Z
g(x)dF+(x) �

Z
f(x)dF+(x); g(x) < f(x)

(9.1)

4. «¨­¥©­®±² (¨­²¥£° «¨²¥ ®²¤¿±­® ²°¿¡¢  ¤  ±º¹¥±²¢³¢ ²):

Z
(�g(x) + �f(x))dF (x) = �

Z
g(x)dF (x) + �

Z
g(x)dF (x);Z

g(x)d(�F (x) + �G(x)) = �
Z
g(x)dF (x) + �

Z
g(x)dG(x);

5. ¢°º§ª  ± ¨­²¥£° «  ­  �¨¬ ­ (±º¹¥±²¢³¢  F 0(x) ¨ ¢±¨·ª¨ ¨­²¥£° «¨ ®²¤¿±­®
±  ®¡±®«¾²­® ±µ®¤¿¹¨):

Z
g(x)dF (x) =

Z
g(x)F 0(x)dx;Z

g(x)dF (x) = g(+1)F (+1)�
Z
F (x)dg(x);

9.2 �°¥®¡° §®¢ ­¨¥ ­  � ¯« ±

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 9.3 �°¥®¡° §®¢ ­¨¥²® ­  � ¯« ± ­  ­¥®²°¨¶ ²¥«­  ±«.¢. � ±¥ § ¤ ¢ 
± ´®°¬³« ² :

L(s) = E e�s� =

1Z
0

e�sxdF (x): (9.2)

�¥®°¥¬  9.2 �°¥®¡° §®¢ ­¨¥²® ­  � ¯« ± ¯°¨²¥¦ ¢  ±«¥¤­¨²¥ ±¢®©±²¢ :

� L(0) = 1;

� L0(0) = �E �, ª®£ ²® ±º¹¥±²¢³¢ ;

� L00(0) = E �2, ª®£ ²® ±º¹¥±²¢³¢ ;

� ª®£ ²® �?�, L�+�(s) = L�(s)L�(s);

� ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥²® ±¥ ¢º§±² ­®¢¿¢  ¥¤­®§­ ·­®.

�®ª ¦¥²¥ £¨.

�°¨¬¥° 9.1 �ª±¯®­¥­¶¨ «­® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥
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�ª±¯®­¥­¶¨ «­®²® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¨¬  ¯«º²­®±²: f(x) = �e��x: �«¥¤®¢ ²¥«­®, ­¥£®¢®²®
¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥ ­  � ¯« ± ¹¥ ¡º¤¥:

L(s) = �
Z 1

0
e�(s+�)xdx =

�

s+ �
:

�¥±­® ±¥ ¯°¥±¬¿² ² ¨ ¬®¬¥­²¨²¥ ­  ²®¢  ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥:

E � =
1

�
; D � =

1

�2
:

�°¨¬¥° 9.2 � ¬ -° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ �(a; �) (¢¨¦ ´®°¬³«  (11.6) ¨ ´¨£.11.3).

� ¯®¬­¿¬¥ ¯«º²­®±²²  ­  ²®¢  ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ f(x) = �a

�(a)
xa�1e��x: �«¥¤®¢ ²¥«­®, ­¥£®Ó

¢®²® ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥ ­  � ¯« ± ¹¥ ¡º¤¥:

L(s) =
�a

�(a)

Z 1

0
xa�1e�(s+�)xdx =

�a

(s+ �)a
:

�®¬¥­²¨²¥ ­  £ ¬ -° §¯°¥¤¥«¥­¨¥²® ± :

E � =
a

�
; D � = L00(0) � L0(0)2 =

a

�2
:

9.3 � ° ª²¥°¨±²¨·­¨ ´³­ª¶¨¨

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 9.4 � ° ª²¥°¨±²¨·­ ²  ´³­ª¶¨¿ ­  ¯°®¨§¢®«­  ±«.¢. � ±¥ § ¤ ¢  ±
´®°¬³« ² :

f(t) = E eit� =

1Z
�1

eitxdF (x): (9.3)

�¥®°¥¬  9.3 � ° ª²¥°¨±²¨·­¨²¥ ´³­ª¶¨¨ ¯°¨²¥¦ ¢ ² ±«¥¤­¨²¥ ±¢®©±²¢ :

� f(0) = 1;

� ­¥¯°¥ªº±­ ²®±²;

� ¯®«®¦¨²¥«­  ®¯°¥¤¥«¥­®±²: 8ti 2 R; ai 2 C

X
ai�(aj)f(ti � tj) � 0;

� f 0(0) = iE �, ª®£ ²® ±º¹¥±²¢³¢ ;

� f 00(0) = �E �2, ª®£ ²® ±º¹¥±²¢³¢ .
� �®£ ²® �?�, f�+�(s) = f�(s)f�(s).

� ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥²® ±¥ ¢º§±² ­®¢¿¢  ¥¤­®§­ ·­® ¯® µ ° ª²¥°¨±²¨·­ ²  ±¨ ´³­ªÓ
¶¨¿.
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�º°¢¨²¥ ²°¨ ±¢®©±²¢  ±  ¤®±² ²º·­¨ §  ¥¤­  ´³­ª¶¨¿ ¤  ¡º¤¥ µ ° ª²¥°¨±²¨·­  - ²®¢ 
¥ §­ ¬¥­¨² ²  ²¥®°¥¬  ­  �®µ­¥°.

�°¨¬¥° 9.3 �®°¬ «­® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥.

� ° ª²¥°¨±²¨·­ ²  ´³­ª¶¨¿ ­  ±² ­¤ °²­®²® ­®°¬ «­® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ N(0; 1) ¨¬  ¢¨Ó
¤ : f(t) = e�t

2=2: �®ª ¦¥²¥ £®.

9.4 ��®°¬³«  §  ®¡°º¹ ­¥ ¨ ±µ®¤¨¬®±²¨

�®¦¥ ¤  ¡º¤ ² ¤®ª § ­  ¨ ´®°¬³«  §  ®¡°º¹ ­¥, ².¥. ¢º§±² ­®¢¿¢ ­¥ ­  ´³­ª¶¨¿²  ­ 
° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ (¨«¨ ¯«º²­®±²² ) ®² µ ° ª²¥°¨±²¨·­ ²  ´³­ª¶¨¿. �  ¢±¥ª¨ ¤¢¥ ²®·ª¨ ­ 
­¥¯°¥ªº±­ ²®±² x < y ­  F ¥ ¨§¯º«­¥­®

F (y)� F (x) =
1

2�
lim
�!0

Z 1

�1

eity � eitx

it
f(t)e��

2t2 (9.4)

�µ®¤¨¬®±²²  ­  ´³­ª¶¨¨²¥ ­  ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¢«¥·¥ ±µ®¤¨¬®±² ­  ±º®²¢¥²­¨²¥ µ ° ª²¥Ó
°¨±²¨·­¨ ´³­ª¶¨¨ ¨ ®¡° ²­®. �  ¯®-¯®¤°®¡­® § ¯®§­ ¢ ­¥ ±º± ±¢¨©±²¢ ²  ­  µ.´. (¢¨¦,
­ ¯°¨¬¥°, [�¡°¥²¥­®¢ (1966)])
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�­®£®¬¥°­¨ ±«.¢.

� ² §¨ «¥ª¶¨¿ ¹¥ ®¯°¥¤¥«¨¬ ¬­®£®¬¥°­¨ ´³­ª¶¨¿ ­  ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¨ ¯«º²­®±²¨. �¥
° §£«¥¤ ¬¥ ¨ ³±«®¢­¨ ° §¯°¥¤¥«¥­¨¿.

10.1 �­®£®¬¥°­¨ ´³­ª¶¨¨ ­  ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥

�­®£®¬¥°­ ²  ´³­ª¶¨¿ ­  ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ ­  ±«.¢. ~� 2 Rn ±¥ ®¯°¥¤¥«¿ ¯°®±²®:

F (~x) = F (x1; x2; : : : ; xn) = P (
n\
i=1

f�i < xig); ~x = (�1; xi2; : : : ; �n)
0: (10.1)

�¿ ¯°¨²¥¦ ¢  ±«¥¤­¨²¥ ®·¥¢¨¤­¨ ±¢®©±²¢ :

1. F (�1; x2; : : : ; xn) = 0;

2. ­®°¬¨° ­®±² - F (1;1; : : : ;1) = 1;

3. ¬®­®²®­­®±² -  ª® x01 < x002, ²® F (x01; x2; : : : ; xn) � F (x001; x2; : : : ; xn);

4.  ª® �1?�2? : : :?�n, ²® F~�(~x) =
Qn

i=1 F�(xi);

5. ¬ °£¨­ «­®²® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ ­  ±«.¢. �1 ±¥ ¢º§±² ­®¢¿¢  «¥±­®:

P (�1 < x) = F�1(x) = F (x;1; : : : ;1):

�­®£®¬¥°­ ²  ¯«º²­®±² ­  ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ ­  ±«.¢. ~x (ª®£ ²® ±º¹¥±²¢³¢ ) ±¥ ®¯°¥¤¥«¿
¯°®±²®:

f(~x) =
@nF (x1; x2; : : : ; xn)

@x1@x2 : : : @xn
(10.2)

�°¨ ²®¢  ´³­ª¶¨¿²  ­  ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ ±¥ ¢º§±² ­®¢¿¢  ®² ¯«º²­®±²² :

F (~x) =
Z
~y<~x

f(y)dy =
Z x1

�1

Z x2

�1
: : :
Z xn

�1
f(y1; y2; : : : ; yn)dy1dy2 : : : dyn:

�«º²­®±²²  ¯°¨²¥¦ ¢  ±«¥¤­¨²¥ ®·¥¢¨¤­¨ ±¢®©±²¢ :

51
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1. f(~x) � 0;

2.
R
Rn f(y)dy = 1;

3.  ª® ±«.¢. �i ±  ­¥§ ¢¨±¨¬¨ f~�(~x) =
Qn

i=1 f�(xi):

4. ¬ °£¨­ «­ ²  ¯«º²­®±² ­  ±«.¢. �1 ±¥ ¢º§±² ­®¢¿¢  «¥±­® ®² ¬­®£®¬¥°­ ²  ¯«º²Ó
­®±²:

f�1(x) =
Z 1

�1

Z 1

�1
: : :
Z 1

�1
f(x; y2; : : : ; yn)dy2; dy3 : : : dyn:

10.2 �±«®¢­¨ ° §¯°¥¤¥«¥­¨¿

�  ° §£«¥¤ ¬¥ ¯º°¢® ¤¢¥²¥ ¶¥«®·¨±«¥­¨ ±«.¢. �; �. �¿µ­®²® ±º¢¬¥±²­® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ ±¥
§ ¤ ¢  ± ² ¡«¨¶ ² : pi;j = P (� = i; � = j).

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 10.1 �¥ ­ °¨· ¬¥ ³±«®¢­® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ ­  ±«.¢. � ¯°¨ ³±«®¢¨¥ � ° §Ó
¯°¥¤¥«¥­¨¥²®:

P (� = i=� = j) =
pi;jP
k
pk;j

:

�  ° §«¨ª  ®² ¬ °£¨­ «­¨²¥, ³±«®¢­¨²¥ ° §¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¬®£ ² ¤  ±¥ ®¯°¥¤¥«¿² ± ¬® § 
\¤¥©±²¢¨²¥«­¨²¥\ ±²®©­®±²¨ ­  ±«.¢. �, ².¥. ²¥§¨ ± ­¥­³«¥¢  ¢¥°®¿²­®±².

�¥ª  ±¥£  ° §£«¥¤ ¬¥ ¤¢¥ ­¥¯°¥ªº±­ ²¨ ±«.¢. ±º± ±º¢¬¥±²­  ¯«º²­®±² f(x; y) > 0.
�³ª ±º¹® ±¥ ®ª §¢  ¢º§¬®¦­® ®¯°¥¤¥«¿­¥²® ­  ³±«®¢­¨ ° §¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¢º¢ ´®°¬ ²  ­ 
¯«º²­®±²¨:

f�(x=y) =
f(x; y)R
f(x; y)dx

=
f(x; y)

f�(y)
:

�º¢ £®°­¨²¥ ´®°¬³«¨ £° ­¨¶¨²¥ ­  ±³¬¨²¥ ¨ ¨­²¥£°¨° «¨²¥ ²°¿¡¢  ¤  ±¥ ¨§¡¨° ²
² ª , ·¥ §­ ¬¥­ ²¥«¨²¥ ¤  ±  ¯®«®¦¨²¥«­¨. �º¢ ±º®²¢¥²­¨²¥ £° ­¨¶¨ ¥ ®¯°¥¤¥«¥­® ¨
³±«®¢­®²® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥.

10.3 �­®£®¬¥°­¨ ¬®¬¥­²¨

�¤¨­±²¢¥­ ²  ° §«¨ª  ¢ ±«³· ¿, ª®£ ²® ° §£«¥¦¤ ¬¥ ¬­®£®¬¥°­  ±«³· ©­  ¢¥«¨·¨­ 
¥ ¢ £° ­¨¶¨²¥ ­  ¨­²¥£° «¨²¥ - ²®¢  ±  ®¯°¥¤¥«¥­¨ ¨­²¥£° «¨ ¯® ¶¿« ²  ®¡« ±² ­ 
±²®©­®±²¨ ­  ­¥¯°¥ªº±­ ² ²  ±«. ¢. ¨«¨ ±º®²¢¥²­¨²¥ ¬³«²¨¨­¤¥ª±­¨ ±³¬¨ §  ¤¨±ª°¥²­¨
±«.¢.

10.3.1 �®¥´¨¶¨¥­² ­  ª®°¥« ¶¨¿

�¥±²® ±¥ ¨§¯®«§³¢  ±«¥¤­®²® ­¥° ¢¥­±²¢® §  ±¬¥±¥­¨²¥ ¬®¬¥­²¨ ­  ¤¢¥ ±«.¢:

E�� �
q
E �2E �2 (10.3)
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�®ª § ²¥«±²¢®: �¬ ¬¥ ±«¥¤­®²® ­¥° ¢¥­±²¢®:

0 � E(
�

(E �2)1=2
� �

(E �2)1=2
)2 =

= 1� 2E (
�

(E �2)1=2
�

(E �2)1=2
) + 1 =

= 2(1 � E ��

(E �2E �2)1=2
);

®² ª®¥²® ²°¨¢¨ «­® ±«¥¤¢  ­¥° ¢¥­±²¢®²® (10.3). Q.E.D.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 10.2 �®¥´¨¶¨¥­² ­  ª®°¥« ¶¨¿ ­  ±«.¢. � ¨ � ± ª° ¥­ ¢²®°¨ ¬®¬¥­²
­ °¨· ¬¥ ·¨±«®²®

r(�; �) =
E (� �E �)(� �E �)

�(�)�(�)
= E ~�~�: (10.4)

�±­® ¥ ®² ²®¢  ®¯°¥¤¥«¥­¨¥, ·¥ ¯°¨ ­¥§ ¢¨±¨¬¨ ±«.¢. ª®¥´¨¶¨¥­²º² ­  ª®°¥« ¶¨¿ ¥ ­³« .
�®£ ²® ¢¬¥±²® � ¨ � ¢ ­¥° ¢¥­±²¢®²® (10.3) ¯®±² ¢¨¬ ¶¥­²°¨° ­¨²¥ ¨ ­®°¬¨° ­¨ ±«.¢.
~� ¨ ~� ¹¥ ¯®«³·¨¬, ·¥ jr(�; �)j � 1. �¿°­  ¥, ®¡ ·¥ ±«¥¤­ ²  ²¥®°¥¬ :

�¥®°¥¬  10.1 �ª® ª®¥´¨¶¨¥­²º² ­  ª®°¥« ¶¨¿ jr(�; �)j = 1, ²® ¬¥¦¤³ ±«.¢. ±º¹¥±Ó
²¢³¢  «¨­¥©­  ¢°º§ª : � = a� + b.

�®ª § ²¥«±²¢®: �¥ª  r(�; �) = 1. �  ° §£«¥¤ ¬¥ ° ¢¥­±²¢®²®:

E (~� � ~�)2 = E ~�2 � 2E ~�~� +E ~�2 = 1 � 2 + 1 = 0 (10.5)

�² ­¥£® ¨ (5.7) ±«¥¤¢ , ·¥ � = a�+b ± ¢¥°®¿²­®±² 1, ªº¤¥²® a = �(�)=�(�); b = E ��aE �.
�­ «®£¨·­® ±¥ ° §£«¥¦¤  ±«³· ¿ ± r(�; �) = �1. �®£ ¢  a = ��(�)=�(�). Q.E.D.

� ª  ª®¥´¨¶¨¥­²º² ­  ª®°¥« ¶¨¿ ¬®¦¥ ¤  ±¥ ° §£«¥¦¤  ª ²® ¬¿°ª  §  § ¢¨±¨¬®±²,
ª®¥²® ·¥±²® ±¥ ¯° ¢¨ ­  ¯° ª²¨ª .

�°¨¬¥° 10.1 � ¢¨±¨¬¨ ±«.¢. ± ­³«¥¢  ª®°¥« ¶¨¿.

�¥ª  ° §£«¥¤ ¬¥ ±«.¢. �; � ¯°¨¥¬ ¹¨ ¥¤­®¢°¥¬¥­­® ±«¥¤­¨²¥ ±²®©­®±²¨: (-1,1), (0,-1),
(1,1), ±º®²¢¥²­® ± ¢¥°®¿²­®±²¨ 0.25, 0.5, 0.25. �¥ ±  § ¢¨±¨¬¨, § ¹®²® � = 2 � �2 � 1.
�°¥±¬¥²­¥²¥ ª®¥´¨¶¨¥­²º² ¨¬ ­  ª®°¥« ¶¨¿.

10.3.2 �®¢ °¨ ¶¨®­­  ¬ ²°¨¶ 

� ¬­®£®¬¥°­¨¿ ±«³· © ¬.®. ­  ±«. ¢¥ª²®° ¥ ¢¥ª²®°:

E ~� = E

0
BB@

�1
...
�n

1
CCA =

0
BB@
E �1
...
E �n

1
CCA

�±®¡¥­ ¨­²¥°¥± ¯°¥¤±² ¢«¿¢ ² ¬®¬¥­²¨²¥ ®² ¢²®°¨ °¥¤.
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�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 10.3 �®¢ °¨ ¶¨®­­  ¬ ²°¨¶  ­  ¢¥ª²®°­ ²  ±«³· ©­  ¢¥«¨·¨­  ±¥ ­ Ó
°¨·  ¬ ²°¨¶ ² :

V (�) = E(� �E �)(� �E �)0:

V ¥ ª¢ ¤° ²­  ¨ ±¨¬¥²°¨·­  ¬ ²°¨¶ . �¨ £®­ «­¨²¥ ¥«¥¬¥­²¨ ­  ¬ ²°¨¶ ²  V ±  ¤¨±Ó
¯¥°±¨¨²¥ ­  ±º®²¢¥²­¨²¥ ±«.¢. - ª®®°¤¨­ ²¨,   ¨§¢º­¤¨ £®­ «­¨²¥ ¥«¥¬¥­²¨ | ±¥ ­ Ó
°¨· ² ª®¥´¨¶¨¥­²¨ ­  ª®¢ °¨ ¶¨¿. �ª® ± ~� ®§­ ·¨¬ ±«.¢. ±º±² ¢¥­  ®² ¶¥­²°¨° ­¨²¥ ¨
­®°¬¨° ­¨ ª®®°¤¨­ ²¨ ­  �, ²® V (~�) ±¥ ­ °¨·  ª®°¥« ¶¨®­­  ¬ ²°¨¶ . �® ¤¨ £®­ « 
²¿ ±º¤º°¦  ¥¤¨­¨¶¨,   ¨§¢º­ ¤¨ £®­ «­¨²¥ ¥«¥¬¥­²¨ ±  ª®¥´¨¶¨¥­²¨²¥ ­  ª®°¥« ¶¨¿.
�®°¥« ¶¨®­­ ²  ¬ ²°¨¶  ±º¹® ¥ ±¨¬¥²°¨·­  ¨ ­¥®²°¨¶ ²¥«­® ®¯°¥¤¥«¥­ .
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�° ­±´®°¬ ¶¨¨ ­  ±«³· ©­¨²¥

¢¥«¨·¨­¨

�¥ ¨§¢¥¤¥¬ ´®°¬³« ²  §  ¯°¥±¬¿² ­¥ ­  ¯«º²­®±²²  ¯°¨  ­ «¨²¨·­  ²° ­±´®°¬ ¶¨¿
­  ­¥¯°¥ªº±­ ²  ±«.¢. ¨ ¹¥ ¿ ¯°¨«®¦¨¬ §  °¥¤¨¶  ° §¯°¥¤¥«¥­¨¿.

11.1 �¬¿­  ­  ¯°®¬¥­«¨¢¨²¥

�¥®°¥¬  11.1 �¥ª  U : A �! B, ªº¤¥²® A;B 2 Rn ±  ®²¢®°¥­¨ ¬­®¦¥±²¢ , U ¢§ Ó
¨¬­®¥¤­®§­ ·­® ±º®²¢¥²±²¢¨¥ ¨ V = U�1. �¥ª  ´³­ª¶¨¿²  V (x) ¯°¨²¥¦ ¢  ­¥¯°¥Ó
ªº±­ ²¨ ¯°®¨§¢®¤­¨ ¢ B. �¥ª  � ¥ ±«.¢. ±º± ±²®©­®±²¨ ¢ A ¨ ²¿ ¨¬  ¯«º²­®±² f�(x)
§  x 2 A. �®£ ¢  ±«.¢. � = U(�) ¨¬  ¯«º²­®±² f�(y), ª®¿²® ±¥ § ¤ ¢  ¯® ´®°¬³« ² :

f�(x) = jJ(V )(x)jf�(V (x)) §  x 2 B; (11.1)

ªº¤¥²® ± J(V ) ¥ ¿ª®¡¨ ­º² ­  ²° ­±´®°¬ ¶¨¿²  V , ².¥. ¤¥²¥°¬¨­ ­² ²  ­  ¬ ²Ó
°¨¶ ² :













@V1
@x1

@V1
@x2

: : : @V1
@xn

@V2
@x1

@V2
@x2

: : : @V2
@xn

: : : : : : : : : : : :
@Vn
@x1

@Vn
@x2

: : : @Vn
@xn












:

� §¨ ²¥®°¥¬  ­¿¬  ¤  ¤®ª §¢ ¬¥ { ²¿ ¥ ±«¥¤±²¢¨¥ ®² ±² ­¤ °²­¨²¥ ²¥®°¥¬¨ ­   ­ «¨§ 
§  ±¬¿­  ­  ¯°®¬¥­«¨¢¨²¥ ¯®¤ §­ ª  ­  ¨­²¥£° « .

�°¨¬¥° 11.1 �­®£®¬¥°­® ­®°¬ «­® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥

�«º²­®±²²  ­  ±² ­¤ °²­®²® ­®°¬ «­® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ N(0; I) ¢ Rn ¨¬  ¢¨¤ :

�(~x) =
nY
i=1

1

(2�)1=2
e�x

2
i =2 =

1

(2�)n=2
e�jj~xjj

2=2;
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�¨£³°  11.1: �®°¬ «­® N(0; I) ¢ R2

ªº¤¥²® ~x 2 Rn.

�¥ª  ±«.¢. � 2 N(0; I). �¥ ° §£«¥¤ ¬¥ «¨­¥©­ ²  ²° ­±´®°¬ ¶¨¿ � = A� + b. �³ª
A ¥ ­¥¨§°®¤¥­  n � n ¬ ²°¨¶ ,   b 2 Rn. �®£ ¢  ¯«º²­®±²²  ­  � ¹¥ ±¥ ¨§·¨±«¨ ¯®
´®°¬³« ²  (11.1).

f�(x) = jJ(V )jf�(V (x)) =
jA�1j
(2�)n=2

e�
1
2 (x�b)

0(AA0)�1(x�b):

� ²® ®§­ ·¨¬ ¬ ²°¨¶ ²  C = AA0, ¯®«³· ¢ ¬¥ ±² ­¤ °²­¨¿ ¢¨¤ ­  ¬­®£®¬¥°­®²® ­®°Ó
¬ «­® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ N(b; C) ± ¯ ° ¬¥²°¨ E � = b ¨ cov(�) = C:

�(x; b; C) =
1

jCj1=2(2�)n=2 e
� 1
2 (x�b)

0C�1(x�b): (11.2)

�  ¯°®¢¥°¨¬ ²¥§¨ ° ¢¥­±²¢  §  ¯ ° ¬¥²°¨²¥:

E � = AE � + b = b; cov(�) = E (� � b)(� � b)0 = A(E ��0)A0 = AA0:

11.2 �®­¢®«¾¶¨¿ ­  ¯«º²­®±²¨

�¥ ¯°¨«®¦¨¬ ´®°¬³« ²  11.1 ªº¬ ±«¥¤­ ²  § ¤ · :

�¥®°¥¬  11.2 �¥ª  ±  ¤ ¤¥­¨ ¤¢¥ ­¥§ ¢¨±¨¬¨ ±«.¢. � ¨ � ± ¯®«®¦¨²¥«­¨ ¯«º²­®±²¨
­  ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥. �®£ ¢  ±  ¨§¯º«­¥­¨ ±«¥¤­¨²¥ ´®°¬³«¨:

f�+�(x) =

1Z
�1

f�(x� y)f�(y)dy (11.3)

�ª® �; � > 0;²® f���(x) =

1Z
�1

1

y
f�(x � y)f�(y)dy (11.4)

�ª® �; � > 0;²® f�=�(x) =

1Z
�1

yf�(x � y)f�(y)dy (11.5)
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�¨£³°  11.2: � ¬  ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥

�®ª § ²¥«±²¢®: �  ¤®ª ¦¥¬ ´®°¬³«  (11.3). � §£«¥¦¤ ¬¥ ¤¢³¬¥°­ ²  ±«.¢. f�; �g. �¿
¨¬  ¯«º²­®±² f(x; y) = f�(y)f�(y) § ¹®²® ¤¢¥²¥ ±«.¢. ±  ­¥§ ¢¨±¨¬¨. �¥ª  ° §£«¥¤ ¬¥
±¥£  ²° ­±´®°¬ ¶¨¨²¥:

U =

(
u = x+ y;
v = y

¨ V = U�1 =

(
x = u� v;
y = v

¨ ¯°¨«®¦¨¬ ´®°¬³«  (11.1). �º© ª ²® ¿ª®¡¨ ­º² ­  V ¥ ° ¢¥­ ­  1, ¯®«³· ¢ ¬¥ § 
¤¢³¬¥°­ ²  ¯«º²­®±² ­  U(f�; �g) ´®°¬³« ² :

f(u; v) = f�(u� v)f�(v):

�  ¤  ¯®«³·¨¬ ¯«º²­®±²²  ­  ¯º°¢ ²  ±«.¢. � + �, ²°¿¡¢  ¤  ¨­²¥£°¨° ¬¥ ¯® ¢²®° ² 
¯°®¬¥­«¨¢  y. �®°¬³«¨ (11.4) ¨ (11.5) ±¥ ¤®ª §¢ ²  ­ «®£¨·­®. Q.E.D.

11.3 � ¬  ¨ �¥²  ° §¯°¥¤¥«¥­¨¿

�³ª ¹¥ ±¥ § ¯®§­ ¥¬ ­ ª° ²ª® ± ¤¢¥ ¬­®£® ¯®¯³«¿°­¨ ±¥¬¥©±²¢  ° §¯°¥¤¥«¥­¨¿.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 11.1 � °¨· ¬¥ � ¬ -° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ �(a; �) ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ ± ¯«º²­®±²:

f(x) =
�a

�(a)
xa�1e��x; x > 0: (11.6)

�®¢  ±¥¬¥©±²¢® ¥ ¯®¯³«¿°­® ¢ ±² ²¨±²¨ª ² , § ¹®²® ¥ ²¿±­® ±¢º°§ ­® ± ­®°¬ «­®²®.
�°¨ ±²®©­®±²¨ ­  a ª° ²­¨ ­  1=2 ¥ ¨§¢¥±²­® ª ²® �¨-ª¢ ¤° ² ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¨ ®¯¨±¢ 
° §¯°¥¤¥«¥­¨¥²® ­  ±³¬  ®² ª¢ ¤° ²¨ ­  ¶¥­²°¨° ­¨ ­¥§ ¢¨±¨¬¨ ¥¤­ ª¢® ­®°¬ «­® ° §-
¯°¥¤¥«¥­¨ ±«.¢. � ° ¬¥²º°º² a, ª®©²® ®¯°¥¤¥«¿ ´®°¬ ²  ¬³, ¨¬  ±¬¨±º«  ­  ±²¥¯¥­¨ ­ 
±¢®¡®¤  - ª®«ª®²® ¯®-£®«¿¬ ¥, ²®«ª®¢  ¯®-­¥®¯°¥¤¥«¥­¨ ±  ±²®©­®±²¨²¥ ­  ±«.¢. � ¬ -° §-
¯°¥¤¥«¥­¨¥²® ¨¬  ¢¨­ £¨ ¯®«®¦¨²¥«­   ±¨¬¥²°¨¿, ­® ²¿ ª«®­¨ ªº¬ ­³«  ¯°¨ ­ ° ±²¢ ­¥
­  a. �²®°¨¿² ¯ ° ¬¥²º° � ¥ ¬ ¹ ¡¥­ { ²®© ­¥ ®ª §¢  ¢«¨¿­¨¥ ­  ¥ª±¶¥±  ¨  ±¨¬¥²°¨¿² .
�°¨ a!1 ¶¥­²°¨° ­®²® ¨ ­®°¬¨° ­® � ¬ -° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ ª«®­¨ ªº¬ ­®°¬ «­®²®.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 11.2 � °¨· ¬¥ �¥² -° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ ± ¯«º²­®±²:

f(x) =
1

B(a; b)
xa�1(1 � x)b�1; 0 < x < 1: (11.7)

�³ª ± B(a; b) ±¬¥ ®§­ ·¨«¨ ¡¥² -´³­ª¶¨¿² .
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�¨£³°  11.3: � §«¨·­¨ ¡¥²  ° §¯°¥¤¥«¥­¨¿

�  ´¨£.11.3 ±  ¯®ª § ­¨ ²°¨ ° §«¨·­¨ ¯«º²­®±²¨ ®² ±¥¬¥©±²¢®²® ­  ¡¥²  ° §¯°¥¤¥-
«¥­¨¿² . �¨¦¤  ±¥, ·¥ ²¥ ¬®£ ² ¤  ¨¬ ² ° §«¨·­  ¯® §­ ª  ±¨¬¥²°¨¿. � ­ ° ±²¢ ­¥²®
­  ¯ ° ¬¥²°¨²¥ a ¨ b, ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥²® ±¥ ¨§° ¦¤  (¤¨±¯¥°±¨¿²  ¬³ ª«®­¨ ªº¬ 0). �ª®
±ª®°®±²²  ­  ­ ° ±²¢ ­¥ ¥ ¥¤­ ª¢  ¨ ²® ¥ ¯° ¢¨«­® ­®°¬¨° ­®, ¡¥²  ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥²®
±º¹® ª«®­¨ ªº¬ ­®°¬ «­®²®.

�¥ ¯°¨«®¦¨¬ ´®°¬³« ²  (11.1) §  ¤  ®¯¨¸¥¬ ¢°º§ª ²  ¬¥¦¤³ � ¬  ¨ �¥²  ° ¯°¥Ó
¤¥«¥­¨¿² .

�¥®°¥¬  11.3 �¥ª  � 2 �(a; �) ¨ � 2 �(b; �) ±  ­¥§ ¢¨±¨¬¨ � ¬  - ° §¯°¥¤¥«¥­¨ ±«.¢.
�®£ ¢ 

1. ±«.¢. � = � + � 2 �(a+ b; �);

2. ±«.¢. � = �
�+� 2 B(a; b);

3. ±«.¢. �?�.

�®ª § ²¥«±²¢®: � §¯°¥¤¥«¥­¨¥²® ­  ¤¢³¬¥°­ ²  ±«.¢. f�; �g ¥

f(x; y) =
�a

�(a)
xa�1e��x

�b

�(b)
yb�1e��y:

�  ° §£«¥¤ ¬¥ ±¥£  ²° ­±´®°¬ ¶¨¨²¥:

U =

(
u = x+ y;
v = x

x+y

¨ V = U�1 =

(
x = uv;
y = u � (1� v)

¨ ¯°¨«®¦¨¬ ´®°¬³«  (11.1). �º© ª ²® ¿ª®¡¨ ­º² ­  V ¥ ° ¢¥­ ­  u, ¯®«³· ¢ ¬¥ § 
¤¢³¬¥°­ ²  ¯«º²­®±² ­  f�; �g ´®°¬³« ² :

f(u; v) = (
�a+b

�(a+ b)
ua+b�1e��u)(

�(a+ b)

�(a)�(b)
va�1(1 � v)b�1);

®²ªº¤¥²® ±«¥¤¢ ² ¢±¨·ª¨ ²¢º°¤¥­¨¿ ­  ²¥®°¥¬ ² . Q.E.D.
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�¨¤®¢¥ ±µ®¤¨¬®±² ­  °¥¤¨¶¨ ±«.¢.

�±º¹­®±² ¢ ¯® - £®«¿¬ ²  ±¨ · ±² ²®¢  ¥ ²¥¬  ®² ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¿  ­ «¨§. �¨¤®¢¥²¥
±µ®¤¨¬®±² ±¥ ° §¤¥«¿² ­  ¤¢¥ £®«¥¬¨ £°³¯¨. �º°¢ ²  £°³¯  ª ± ¥ ± ¬® ° §¯°¥¤¥«¥­¨Ó
¿²  ­  ±«.¢. ¨ ±«¥¤®¢ ²¥«­®, ¯®°®¤¥­¨²¥ ®² ²¿µ ¬¥°ª¨ ¡º°µ³ ¡®°¥«®¢ ²  �- «£¥¡° . �®
²° ¤¨¶¨¿ ®² ² §¨ £°³¯  ±µ®¤¨¬®±²¨ ¢ ²¥®°¨¿ ­  ¢¥°®¿²­®±²¨²¥ ±¥ ¨§³· ¢  ± ¬® ¥¤­  |
² §¨ ¯® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥.

�²®° ²  £°³¯  ±µ®¤¨¬®±²¨ ¥ ¯® - ¡®£ ²  ¨ §­ ·¨²¥«­® ¯® - ¨§¯®«§³¢ ­ . �³ª ¢«¨§ ²
¢±¨·ª¨ ±µ®¤¨¬®±²¨ ­  ±«.¢., ¨«¨ ¨§¬¥°¨¬¨ ´³­ª¶¨¨ ¢º°µ³  ¡±²° ª²­® ¯°®±²° ­±²¢® ±
¬¿°ª .

12.1 �µ®¤¨¬®±² ­  ° §¯°¥¤¥«¥­¨¿ ­  ±«.¢.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 12.1 � §¢ ¬¥, ·¥ °¥¤¨¶ ²  ®² ´³­ª¶¨¨ ­  ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ Fn ¥ ±µ®¤¿¹ 
ªº¬ ´³­ª¶¨¿²  ­  ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ F ,  ª® °¥¤¨¶ ²  ®² ·¨±«  Fn(x) ª«®­¨ ªº¬ ·¨±«®²®
F (x) §  ¢±¿ª® x, ª®¥²® ¥ ²®·ª  ­  ­¥¯°¥ªº±­ ²®±² ­  F .

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 12.2 � §¢ ¬¥, ·¥ °¥¤¨¶ ²  ®² µ ° ª²¥°¨±²¨·­¨ ´³­ª¶¨¨ fn ¥ ±µ®¤¿¹ 
ªº¬ µ ° ª²¥°¨±²¨·­ ²  ´³­ª¶¨¿ f ,  ª® °¥¤¨¶ ²  ®² ª®¬¯«¥ª±­¨ ·¨±«  fn(t) ª«®­¨
ªº¬ ·¨±«®²® f(t) §  ¢±¿ª® t.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 12.3 � §¢ ¬¥, ·¥ °¥¤¨¶ ²  ®² ´³­ª¶¨¨ ­  ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ Fn ª«®­¨ ±« Ó
¡® ªº¬ ´³­ª¶¨¿²  ­  ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ F ,  ª® §  ¢±¿ª  ®£° ­¨·¥­  ­¥¯°¥ªº±­ ²  ´³­ªÓ
¶¨¿ f ¥ ¢ ±¨«  ±µ®¤¨¬®±²² :Z 1

�1
f(x)dFn(x) �!

Z 1

�1
f(x)dF (x):

�¥®°¥¬  12.1 �¯°¥¤¥«¥­¨¿²  12.1, 12.2 ¨ 12.3 ±  ¥ª¢¨¢ «¥­²­¨.

�®ª § ²¥«±²¢®: �¥ ¤®ª ¦¥¬ ¥ª¢¨¢ «¥­²­®±²²  ­  £®°­¨²¥ ¤¥´¨­¨¶¨¨ ¢ ±«¥¤­¨¿ °¥¤:

12.1! 12.3! 12.2! 12.1

59
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�º°¢ ²  ±²°¥«ª . �¥ª  Fn(x) �! F (x) ¢º¢ ¢±¿ª  ²®·ª  ­  ­¥¯°¥ªº±­ ²®±² ­  F .
�¥ª  f(x) ¥ ®£° ­¨·¥­  ¨ ­¥¯°¥ªº±­ ²  - jf(x)j < C.
1. �º¹¥±²¢³¢  L > 0, ² ª®¢ , ·¥ F (L) � F (�L) > 1 � �=C. �®£ ¢  j Rjxj<L f(x)dF (x) �R1
�1 f(x)dF (x)j < 2� ¨ §  n > N j Rjxj<L f(x)dFn(x)� R1�1 f(x)dFn(x)j < 4�.
2. � ¨­²¥°¢ «  [�L;L] ±º¹¥±²¢³¢ ² ª° ¥­ ¡°®© k ²®·ª¨ ­  ­¥¯°¥ªº±­ ²®±² x0 = �L <
x1 < : : : < xk = L ­  F , ² ª¨¢ , ·¥ supxi�1�x�xi jf(x)�f(xi)j < �. �®£ ¢  j Rjxj<L f(x)dF (x)�Pk

i=1 f(xi)(F (xi)� F (xi�1)j < �.
3. �±² ­  ¤  ±¥ ¨§¯®«§³¢ , ·¥ supki=1 jFn(xi)� F (xi)j ! 0.

�²®° ²  ±²°¥«ª  ¥ ²°¨¢¨ «­ . �³­ª¶¨¿²  eixt ¥ ®£° ­¨·¥­  ¨ ­¥¯°¥ªº±­ ²  ¯® x
¯°¨ ¢±¿ª® ´¨ª±¨° ­® t.

�°¥² ²  ±²°¥«ª  ­¥ ¥ ²°¨¢¨ «­ . �¿ ±«¥¤¢  ®² ´®°¬³« ²  §  ®¡°º¹ ­¥ (9.4) ­ 
µ.´. Q.E.D.

12.2 �µ®¤¨¬®±²¨ ­  ±«.¢.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 12.4 � §¢ ¬¥, ·¥ °¥¤¨¶ ²  ®² ±«.¢. �n ¥ ±µ®¤¿¹  ªº¬ ±«.¢. � ¯® ° §¯°¥Ó
¤¥«¥­¨¥,  ª® Fn ª«®­¨ ªº¬ F ¢º¢ ¢±¿ª  ²®·ª  ­  ­¥¯°¥ªº±­ ²®±² ­  F . �¥ ®§­ ·¨¬
² §¨ ±µ®¤¨¬®±² ¯® ±«¥¤­¨¿ ­ ·¨­:

�n
d�! �

.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 12.5 � §¢ ¬¥, ·¥ °¥¤¨¶ ²  ®² ±«.¢. �n ¥ ±µ®¤¿¹  ªº¬ ±«.¢. � ¯® ¢¥°®Ó
¿²­®±²,  ª® §  ¢±¿ª® � > 0

P (j�n � �j > �) �! 0:

�¥ ®§­ ·¨¬ ² §¨ ±µ®¤¨¬®±² ¯® ±«¥¤­¨¿ ­ ·¨­:

�n
p�! �

.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 12.6 � §¢ ¬¥, ·¥ °¥¤¨¶ ²  ®² ±«.¢. �n ¥ ±µ®¤¿¹  ªº¬ ±«.¢. � ¢ ±°¥¤­®
®² ±²¥¯¥­ r,  ª®

E j�n � �jr �! 0:

�¥ ®§­ ·¨¬ ² §¨ ±µ®¤¨¬®±² ¯® ±«¥¤­¨¿ ­ ·¨­:

�n
r�! �

.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 12.7 � §¢ ¬¥, ·¥ °¥¤¨¶ ²  ®² ±«.¢. �n ¥ ±µ®¤¿¹  ªº¬ ±«.¢. �n ¯®·²¨
±¨£³°­® (¨«¨ ± ¢¥°®¿²­®±² 1),  ª®

P (j�n � �j �! 0) = 1:

�¥ ®§­ ·¨¬ ² §¨ ±µ®¤¨¬®±² ¯® ±«¥¤­¨¿ ­ ·¨­:

�n
¯.±.�! �

.
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¯.±. HHHj

r ��
�*

p - d

�¨£³°  12.1: �µ®¤¨¬®±²¨ ­  °¥¤¨¶¨ ±«.¢.

�¥¦¤³ ° §«¨·­¨²¥ ¢¨¤®¢¥ ±µ®¤¨¬®±² ±º¹¥±²¢³¢ ² ¥±²¥±²¢¥­¨ ¢°º§ª¨ ®²° §¥­¨ ­ 
¤®«­ ²  ¤¨ £° ¬ . �²°¥«ª¨²¥ ¯®ª §¢ ² ª®¿ ®² ±µ®¤¨¬®±²¨²¥ ¢«¥·¥ ¤°³£ .

�¥®°¥¬  12.2 �¨ £° ¬ ²  ­  ´¨£.12.1 ¥ ¢¿°­ .

�®ª § ²¥«±²¢®: �µ®¤¨¬®±² ¯.±. ¢«¥·¥ ±µ®¤¨¬®±² ¯® ¢¥°®¿²­®±². �  ®§­ ·¨¬ ± Ar
n

±º¡¨²¨¿²  Ar
n = f! : j�n � �j > 1

r
g. �®±² ²º·­® ¥ ¤  ¯®ª ¦¥¬, ·¥ §  ¢±¿ª® ¶¿«® r > 0

¨¬ ¬¥ P (Ar
n)! 0 ¯°¨ n!1. �² ¤°³£  ±²° ­  ¨¬ ¬¥ ¯°¥¤±² ¢¿­¥²®:

f! : �n ! �g =
1\
r=1

1[
n=1

1\
m=n

�Ar
m:

�º© ª ²® ¢¥°®¿²­®±²²  ­  ²®¢  ±º¡¨²¨¥ ¥ 1, ²® ­¥£®¢®²® ¤®¯º«­¥­¨¥ ¹¥ ¨¬  ­³«¥¢ 
¢¥°®¿²­®±².

0 = P (
1[
r=1

1\
n=1

1[
m=n

Ar
m) = P (

1\
n=1

1[
m=n

Ar
m) = P (

1\
n=1

Br
n):

�® ±º¡¨²¨¿²  Br
n =

S1
m=nA

r
m ®¡° §³¢ ² ­ ¬ «¿¢ ¹  °¥¤¨¶ . �®£ ¢  ®²  ª±¨®¬ ²  § 

­¥¯°¥ªº±­ ²®±² ±«¥¤¢ , ·¥ P (Br
n)! 0 ¨ ±«¥¤®¢ ²¥«­® P (Ar

n)! 0.

�µ®¤¨¬®±² ¢ ±°¥¤­® r ¢«¥·¥ ±µ®¤¨¬®±² ¯® ¢¥°®¿²­®±². �®¢  ²¢º°¤¥­¨¥ ±«¥¤¢  ¤¨Ó
°¥ª²­® ®² ­¥° ¢¥­±²¢®²® ­  �¥¡¨¸®¢:

P (j�n � �jr > �) � E j�n � �jr
�r

:

�µ®¤¨¬®±² ¯® ¢¥°®¿²­®±² ¢«¥·¥ ±µ®¤¨¬®±² ¯® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥. �  ®§­ ·¨¬ ± An =
f�n � � < � < �n + �g. �°¨ ²®¢  P (An)! 1. �³­ª¶¨¿²  ­  ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ ­  �n ¬®¦¥ ¤ 
±¥ § ¯¨¸¥ ¯® ´®°¬³« ²  §  ¯º«­ ²  ¢¥°®¿²­®±² ¢ ¢¨¤ :

Fn(x) = P (�n < x) = P (An)P (�n < xjAn) +P ( �An)P (�n < xj �An):

�¥ ®¶¥­¨¬ ®²£®°¥ ¨ ®²¤®«³ Fn(x):

Fn(x) � P (f�n < xgTAn) +P ( �An)

= P (f�n < xgTf� � � < �ngTf�n < � + �g) +P ( �An)

� P (f� < x+ �gTf� � � < �ngTf�n < � + �g) +P ( �An)

� P (f� < x+ �g) +P ( �An):
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�°¨ ¯°¥¬¨­ ¢ ­¥²® 2-¨¿ ªº¬ 3-¨¿ °¥¤ ¨§¯®«§³¢ ¬¥ ±º®²­®¸¥­¨¥²®:

f�n < xg\f� � � < �ng � f� < x+ �g\f� � � < �ng:
�² ¤®ª § ­®²® ­¥° ¢¥­±²¢® ±«¥¤¢ , ·¥ lim supFn(x) � F (x+ �).

�  ° §£«¥¤ ¬¥ ±¥£  ®¡° ²­®²® ­¥° ¢¥­±²¢®.

Fn(x) � P (f�n < xgTAn)

= P (f�n < xgTf� � � < �ngTf�n < � + �g)
� P (f� < x� �gTf� � � < �ngTf�n < � + �g) = P (B

T
An):

�¥£  ¨§¯®«§³¢ µ¬¥ ®¡° ²­®²® ¢ª«¾·¢ ­¥:

f� < x� �g\f�n < � + �g � f�n < xg\f�n < � + �g:
�º© ª ²® P (An)! 1, ²® P (B

T
An)! P (B). �² ²³ª ±«¥¤¢ , ·¥

lim infFn(x) � F (x� �). �º© ª ²® ¨ ¤¢¥²¥ ­¥° ¢¥­±²¢  ±  ¨§¯º«­¥­¨ §  ¢±¿ª® �, ®² ²¿µ
±«¥¤¢  ° ¢¥­±²¢®²® limFn(x) = F (x) §  ¢±¿ª  ²®·ª  ­  ­¥¯°¥ªº±­ ²®±² ­  F (x). Q.E.D.

12.3 �®­²° ¯°¨¬¥°¨

�°¨¬¥° 12.1 �µ®¤¨¬®±² ¯® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ ­¥ ¢«¥·¥ ±µ®¤¨¬®±² ¯® ¢¥°®¿²­®±².

�  ° §£«¥¤ ¬¥ ±«.¢. � ¯°¨¥¬ ¹  ±²®©­®±²¨²¥ 1 ¨ -1 ± ° ¢­¨ ¢¥°®¿²­®±²¨ ¨ °¥¤¨¶ ²:
�n = (�1)n�. �±¨·ª¨ ° §¯°¥¤¥«¥­¨¿ ±  ¥¤­ ª¢¨, ­® P (j�n � �j > �) ­¥ ª«®­¨ ªº¬ 0.

�¬  ¨ ¥¤­® ¨§ª«¾·¥­¨¥, ª®£ ²® ±µ®¤¨¬®±²²  ¯® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¢«¥·¥ ±µ®¤¨¬®±² ¯®
¢¥°®¿²­®±² | ª®£ ²® £° ­¨·­ ²  ±«.¢. ¥ ª®­±² ­² . �®ª ¦¥²¥ £®.

�°¨¬¥° 12.2 �µ®¤¨¬®±² ¯® ¢¥°®¿²­®±² ­¥ ¢«¥·¥ ±µ®¤¨¬®±² ¯.±.

�¥ ª®­±²°³¨° ¬¥ °¥¤¨¶ ²  ®² ¯®±«¥¤®¢ ²¥«­¨ £°³¯¨ ±«.¢. n-² ²  £°³¯  ¹¥ ±¥ ±º±²®¨ ®²
2n ±«.¢. �  ±¨ ¯°¥¤±² ¢¨¬, ·¥ ¢¥°®¿²­®±²­®²® ¯°®±²° ­±²¢® ¥ ¨­²¥°¢ «  [0; 1) ± ¬¿°ª 
­  �¥¡¥£. �  ¤  ª®­±²°³¨° ¬¥ n-² ²  £°³¯  ¹¥ £® ° §¤¥«¨¬ ­  2n ° ¢­¨ ¯®¤¨­²¥°¢ « 
(§ ²¢®°¥­¨ ®² «¿¢®). �«.¢. ®² £°³¯ ²  ¯°¨¥¬ ² ±²®©­®±²¨ 1 §  ²®·­® ¥¤¨­ ¯®¤¨­²¥°¢ «
¨ ­³«  ­ ¢±¿ªº¤¥ ¤°³£ ¤¥. � ª  P (j�nj > �) ! 0 ¨ °¥¤¨¶ ²  ª«®­¨ ¯® ¢¥°®¿²­®±² ªº¬
ª®­±² ­² ²  0. �  ¢±¿ª® ª®­ª°¥²­® !, ®¡ ·¥, ±º¹¥±²¢³¢ ² ¡¥§¡°®©­® ¬­®£® ·«¥­®¢¥ ­ 
°¥¤¨¶ ²  ±º± ±²®©­®±²¨ ¯® - £®«¥¬¨ ®² �, ².¥. ²¿ ­¥ ¥ ±µ®¤¿¹  ¯.±.

�² ¢±¿ª  °¥¤¨¶  ±µ®¤¿¹  ¯® ¢¥°®¿²­®±², ¬®¦¥ ¤  ±¥ ¨§¢«¥·¥ ¯®¤°¥¤¨¶  ±µ®¤¿¹  ¯.±.
ªº¬ ±º¹ ²  £° ­¨·­  ±«.¢. �®ª ¦¥²¥ ²®¢ .

�°¨¬¥° 12.3 �µ®¤¨¬®±² ¯® ¢¥°®¿²­®±² ­¥ ¢«¥·¥ ±µ®¤¨¬®±² ¢ ±°¥¤­® r.

�µ®¤¨¬®±²²  ­  °¥¤¨¶ ²  ¯® ¢¥°®¿²­®±² ªº¬ 0 ¢ ¯°¨¬¥° 12.2 ­¥ § ¢¨±¨ ®² ±²®©­®±²¨²¥
­  ¢¥«¨·¨­¨²¥, ª®£ ²® ±  ° §«¨·­¨ ®² 0. �­ ·¨,  ª® ³¬­®¦¨¬ ±«.¢. ®² n-² ²  £°³¯  ±
2n=r ¹¥ ¯®«³·¨¬, ·¥ E (j�njr) = 1, ª®¥²® ®§­ · ¢ , ·¥ °¥¤¨¶ ²  ­¥ ¥ ±µ®¤¿¹  ªº¬ 0 ¢
±°¥¤­®, ­® ®±² ¢  ±µ®¤¿¹  ¯® ¢¥°®¿²­®±².
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�°¨¬¥° 12.4 �µ®¤¨¬®±² ¯.±. ­¥ ¢«¥·¥ ±µ®¤¨¬®±² ¢ ±°¥¤­® r.

�®±² ²º·­® ¥ ¤  ° §£«¥¤ ¬¥ ¯®¤°¥¤¨¶  ­  °¥¤¨¶ ²  ®² ¯°¨¬¥° 12.3, ª®¿²® ¥ ±µ®¤¿¹ 
¯.±. �®¢  ¬®£ ² ¤  ¡º¤ ², ­ ¯°¨¬¥°, ¯®±«¥¤­¨²¥ (­ © - ¤¥±­¨) ±«.¢. ®² ¢±¿ª  £°³¯ . �³ª,
ª ª²® ¨ ¢ ¯°¥¤­¨¿ ¯°¨¬¥°, ±µ®¤¨¬®±²²  ¯.±. ­¥ § ¢¨±¨ ®² ±²®©­®±²¨²¥ ¨¬. �µ®¤¨¬®±²² 
¢ ±°¥¤­®, ®¡ ·¥ ¥ ­ °³¸¥­ .

�®£ ²® ¥¤­  °¥¤¨¶  ±«.¢. ¥ ®£° ­¨·¥­  ¨ ±µ®¤¿¸  ¯.±., ²® ²¿ ¥ ±µ®¤¿¸  ¨ ¢ ±°¥¤­®.
�®ª ¦¥²¥ £®.

�°¨¬¥° 12.5 �µ®¤¨¬®±² ¢ ±°¥¤­® r ­¥ ¢«¥·¥ ±µ®¤¨¬®±² ¯.±.

�¥¤¨¶ ²  ®² ¯°¨¬¥° 12.2 ¨¬  ² ª®¢  ¯®¢¥¤¥­¨¥. �°®¢¥°¥²¥ £®.
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� ª®­¨ §  £®«¥¬¨²¥ ·¨±« 

�§«®¦¥­¨¥²® ­  ² §¨ «¥ª¶¨¿ ±«¥¤¢  ±² ­¤ °²­¨²¥ ³·¥¡­¨¶¨ ¯® ²¥®°¨¿ ­  ¢¥°®¿²­®±²¨²¥
§  ¬ ²¥¬ ²¨¶¨. �¥«¨²¥ ± 

� ¤  ±¥ ¤®ª ¦¥ ­ ©-¯°®±² ²  ´®°¬  ­  ±« ¡¨¿ § ª®­ §  £®«¥¬¨²¥ ·¨±« ;

� ¤  ±¥ ®¯¨¸ ² ­¿ª®¨ ®±­®¢­¨ ±¢®¨±²¢  ­  °¥¤¨¶¨ ®² ­¥§ ¢¨±¨¬¨ ±«.¢.;

� ¤  ±¥ ¨§¢¥¤ ² ­¥®¡µ®¤¨¬¨ ¨ ¤®±² ²º·­¨ ³±«®¢¨¿ §  ±¨«­¨¿ § ª®­ ­  £®«¥¬¨²¥ ·¨±« .

13.1 �« ¡ § ª®­ §  £®«¥¬¨²¥ ·¨±« 

�¥ª  ¥ ¤ ¤¥­  °¥¤¨¶  ®² ­¥§ ¢¨±¨¬¨ ±«.¢.�1; �2; : : :. �  ®§­ ·¨¬ ± Sn =
Pn

i=1 �i °¥¤¨¶ ² 
®² ¯ °¶¨ «­¨ ±³¬¨. �¨²  ±¥ ¯°¨ ª ª¢¨ ³±«®¢¨¿ °¥¤¨¶ ²  �n = 1

n
(Sn �ESn) ª«®­¨ ªº¬

0. � ²®§¨ ¯ ° £° ´ ¹¥ ° §£«¥¤ ¬¥ ­ ©-±« ¡ ²  ¢º§¬®¦­  ±µ®¤¨¬®±² | ¯® ¢¥°®¿²­®±².

P (
1

n
jSn �ESnj > �)! 0 ¯°¨ n!1: (13.1)

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 13.1 �®£ ²® ±º®²­®¸¥­¨¥²® 13.1 ¥ ¨§¯º«­¥­® §  ¤ ¤¥­  °¥¤¨¶  ±«.¢.
�1; �2; : : :, ª §¢ ¬¥ ·¥ §  ² §¨ °¥¤¨¶  ¥ ¢ ±¨«  ±« ¡ § ª®­ §  £®«¥¬¨²¥ ·¨±«  ����.

�¥®°¥¬  13.1 (� °ª®¢) �¥ª  �1; �2; : : : ¥ °¥¤¨¶  ®² ±«.¢. �ª®

1

n2
D

nX
i=1

�i ! 0 ¯°¨ n!1: (13.2)

�®£ ¢  §  ² §¨ °¥¤¨¶  ¥ ¢ ±¨«  ����.

�®ª § ²¥«±²¢®: �¥®°¥¬ ²  ¥ ¤¨°¥ª²­® ±«¥¤±²¢¨¥ ®² ­¥° ¢¥­±²¢®²® ­  �¥¡¨¸¥¢ (­¥Ó
° ¢¥­±²¢® (5.11)). � ¨±²¨­  ¨¬ ¬¥:

P (
1

n
(Sn �ESn) > �) <

DSn
�2n2

:Q.E.D.

64
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�¥®°¥¬  13.2 (�¨­·¨­) �¥ª  �1; �2; : : : ¥ °¥¤¨¶  ®² ­¥§ ¢¨±¨¬¨ ¨ ¥¤­ ª¢® ° §¯°¥¤¥«¥Ó
­¨ ±«.¢. ± ª° ©­® ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª® ®· ª¢ ­¥ a = E�1. �®£ ¢  §  ² §¨ °¥¤¨¶  ¥ ¢ ±¨« 
����.

�®ª § ²¥«±²¢®: �  ®§­ ·¨¬ ± a = E �1. �±­® ¥, ·¥ ¬®¦¥¬ ¤  ° §£«¥¦¤ ¬¥ ¶¥­²°¨° ­¨
±«.¢. a = 0. �¥ª  ®§­ ·¨¬ ± f(t) = E eit�1 µ.´. ­  ±«.¢. �i. �¬ ¬¥

E eit�k = (1� o(
t

k
))k ! 1:

�§¯®«§³¢ µ¬¥ ° §¢¨²¨¥²® ­  �¥©«®° ­  f(t) ®ª®«® 0 | ¯º°¢ ²  ¯°®¨§¢®¤­  ±º¹¥±²¢³¢ 
¨ ¥ 0. �.´. f(t) = 1 ±º®²¢¥²±²¢³¢  ­  ª®­±² ­² ²  0. Q.E.D.

13.2 �¥¤¨¶¨ ­¥§ ¢¨±¨¬¨ ±«.¢.

�¥¬  13.1 �¥ª  ¥ ¤ ¤¥­  °¥¤¨¶ ²  ®² ±º¡¨²¨¿ An. �ª® ¥ ±µ®¤¿¹ °¥¤ 

1X
i=1

P(An) <1; (13.3)

²®
P (lim sup

n!1
An) = 0: (13.4)

�®ª § ²¥«±²¢®: �  ®§­ ·¨¬ ± Bn =
S
k�nAn. �®£ ¢  ¥ ®·¥¢¨¤­® ­¥° ¢¥­±²¢®²®:

P (Bn) � P (
1[
k=n

Ak) �
1X
k=n

P (Ak)! 0:

�±«®¢¨¥²® (13.4) ¥ ¥ª¢¨¢ «¥­²­® ­  ³±«®¢¨¥²® limnP (Bn) = 0. Q.E.D.

�¥¬  13.2 �¥¬  ­  �®°¥«-� ­²¥«¨. �¥ª  ¥ ¤ ¤¥­  °¥¤¨¶ ²  ®² ­¥§ ¢¨±¨¬¨ ±º¡¨²¨¿
An. �ª® ¥ ¨§¯º«­¥­® (13.4), ²® ¥ ¢ ±¨«  (13.3) ¨ ®¡° ²­®.

�®ª § ²¥«±²¢®: �±«®¢¨¥²® (13.4)

1 �P (Bn) = P ( �Bn) = P (
1\
k=n

�Ak) =
1Y
k=n

(1�P (Ak))! 1:

�µ®¤¨¬®±²²  ­  ¡¥§ª° ©­®²® ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¥ ¥ª¢¨¢ «¥­²­  ­  ²º°±¥­ ²  ±µ®¤¨¬®±². � Ó
ª  §  ­¥§ ¢¨±¨¬¨ ±«.¢. ³±«®¢¨¿²  (13.3) ¨ (13.4) ±² ¢ ² ¥ª¢¨¢ «¥­²­¨. Q.E.D.

13.3 �¥° ¢¥­±²¢® ­  �®«¬®£®°®¢

�¥®°¥¬  13.3 (�®«¬®£®°®¢) �¥ª  �1; �2; : : : ¥ °¥¤¨¶  ®² ¶¥­²°¨° ­¨ (E �n = 0) ­¥§ Ó
¢¨±¨¬¨ ±«.¢. �®£ ¢  ¥ ¢ ±¨«  ±«¥¤­®²® ­¥° ¢¥­±²¢®:

P ( sup
1�k�n

jSkj > �) � DSn
�2

(13.5)
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�®ª § ²¥«±²¢®: �  ° §£«¥¤ ¬¥ ¯º«­ ²  £°³¯  ±º¡¨²¨¿:

H0 = f sup
1�k�n

jSkj � �:g; Hj = fj = ¯º°¢®²® k � n : jSkj > �g:

�  ² §¨ £°³¯  ¥ «¥±­® ¤  ­ ¯¨¸¥¬ ¢¥°¨£ ²  ­¥° ¢¥­±²¢ :

ES2
n �

nX
j=1

E (S2
nIHj) =

nX
j=1

E (S2
j + 2Sj

nX
k=j+1

�i + (
nX

k=j+1

�k)
2)IHj =

nX
j=1

E (S2
j IHj) + 2

nX
j=1

E (SjIHj

nX
k=j+1

�i) +
nX

j=1

E ((
nX

k=j+1

�k)
2IHj) �

�2
nX

j=1

P (Hj) = �2P ( sup
1�k�n

jSkj > �): (13.6)

�³ª ¨§¯®«§³¢ ¬¥, ·¥ ±º¡¨²¨¥²® Hj ±¥ ®¯°¥¤¥«¿ ¨§¶¿«® ®² ±²®©­®±²¨²¥ ­  ¯º°¢¨²¥ j ±«.¢.
¨, ±«¥¤®¢ ²¥«­®, ­¥£®¢¨¿² ¨­¤¨ª ²®° IHj ¥ ±«.¢. ­¥§ ¢¨±¨¬  ®² ±«.¢. �j+1; �j+2; : : : ; �n.
� ª  ¢²®°¨¿² ·«¥­ ­  ¯®«³·¥­ ²  ±³¬  ¥ ° ¢¥­ ­  0. Q.E.D.

13.4 �¨«¥­ § ª®­ §  £®«¥¬¨²¥ ·¨±« 

�¥ª  ° §£«¥¤ ¬¥ ±µ®¤¨¬®±²² :

P (sup
n�k

1

k
(Sk �ESk) > �)! 0 ¯°¨ n!1: (13.7)

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 13.2 �®£ ²® ±º®²­®¸¥­¨¥²® 13.7 ¥ ¨§¯º«­¥­® §  ¤ ¤¥­  °¥¤¨¶  �1; �2; : : :,
ª §¢ ¬¥ ·¥ §  ² §¨ °¥¤¨¶  ¥ ¢ ±¨«  ³±¨«¥­ § ª®­ §  £®«¥¬¨²¥ ·¨±«  (����).

�±­® ¥, ·¥ ¯°¨ ¯°®¢¥°ª  ­  ±µ®¤¨¬®±²²  (13.7) ¥ ¤®±² ²º·­® ¤  ±¥ ° §£«¥¦¤ ² ¶¥­²Ó
°¨° ­¨ ¢¥«¨·¨­¨. �®£ ¢  ²¿ ¬®¦¥ ¤  ±¥ § ¯¨¸¥ ¢º¢ ´®°¬ ² :

P (sup
k>n

jSk
k
j > �) �! 0; ¯°¨ n!1 §  ¢±¿ª® � > 0: (13.8)

�¥®°¥¬  13.4 (�®«¬®£®°®¢) ���� ¥ ¢ ±¨«  §  °¥¤¨¶  ®² ­¥¥¤­ ª¢® ° §¯°¥¤¥«¥­¨ ­¥Ó
§ ¢¨±¨¬¨ ±«.¢., §  ª®¿²® ¥ ±µ®¤¿¹ °¥¤ :

1X
n=1

D �n
n2

<1

�®ª § ²¥«±²¢®: �¥®°¥¬ ²  ¥ ¤¨°¥ª²­® ±«¥¤±²¢¨¥ ®² ­¥° ¢¥­±²¢®²® ­  �®«¬®£®°®¢
(13.5). �¥ª  ° §£«¥¤ ¬¥ ±º¡¨²¨¿² :

Aj = f max
2j�1�k<2j

jSk
k
j > �g; j = 1; 2; : : : :
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�®£ ¢  13.8 ¥ ¥ª¢¨¢ «¥­²­® ­  ³±«®¢¨¥²®: P (
S1
j=mAj) �! 0 ¯°¨ m ! 1, ª®¥²® ¥ ¨§Ó

¯º«­¥­®  ª® ¥ ±µ®¤¿¹ °¥¤º²
P
P (Aj) < 1. �®¢  ±¥ ¯°®¢¥°¿¢  ±º± ±«¥¤­ ²  ¢¥°¨£ 

­¥° ¢¥­±²¢  (¢²®°¨¿² °¥¤ ±«¥¤¢  ®² ­¥° ¢¥­±²¢®²® (13.5) ­  �®«¬®£®°®¢):

P (Aj) � P ( max
2j�1�k<2j

jSkj > �2j�1) � P (max
k<2j

jSkj > �2j�1) �
1

�222(j�1)
X
k<2j

D �k =
4

�222j
X
k<2j

D �k:

�®£ ¢  ¯®«³· ¢ ¬¥

1X
j=1

P (Aj) �
1X
j=1

4

�222j
X
k<2j

D �k =

4

�2

1X
k=1

D �k
X

j>log2 k

2�2j � 16

3�2

1X
k=1

D �k
k2

:Q.E.D.

�¥®°¥¬  13.5 (�®«¬®£®°®¢) �¥ª  �1; �2; : : : ¥ °¥¤¨¶  ®² ¥¤­ ª¢® ° §¯°¥¤¥«¥­¨ ¨ ­¥Ó
§ ¢¨±¨¬¨ ±«.¢. �®£ ¢  §  ² §¨ °¥¤¨¶  ¥ ¢ ±¨«  ����,  ª® ¨ ± ¬®  ª® ¥ ®£° ­¨·¥­
¯º°¢¨¿²  ¡±®«¾²¥­ ¬®¬¥­² E j�1j <1.

�®ª § ²¥«±²¢®: �®ª § ²¥«±²¢®²® ¹¥ ¯°®¢¥¤¥¬ ¢ ²°¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«­¨ ±²º¯ª¨:

1. �¥ ° §£«¥¤ ¬¥ °¥¤¨¶  ®² ¯®¤µ®¤¿¹® ³°¿§ ­¨ ±«.¢., §  ª®¨²® ¥ ¨§¯º«­¥­  ²¥®°¥¬ 
13.4.

2. �¥ ¯®ª ¦¥¬, ·¥ §  ¤¢¥²¥ °¥¤¨¶¨ ¥ ¨§¯º«­¥­ ¥¤­®¢°¥¬¥­­® ����.

3. � ª° ¿ ¹¥ ¯®ª ¦¥¬ ¨ ­¥®¡µ®¤¨¬®±²²  ­  ³±«®¢¨¥²® §  ª° ¥­ ¯º°¢¨ ¬®¬¥­².

1. �¥ª  ° §£«¥¤ ¬¥ ³°¿§ ­¨²¥ ¢¥«¨·¨­¨:

��n =

(
�n �n < n
0; �n � n

�  ¯®ª ¦¥¬ ±¥£ , ·¥ §  °¥¤¨¶ ²  ��n ±  ¨§¯º«­¥­¨ ³±«®¢¨¿²  ­  ²¥®°¥¬  13.4. �®¢  ¥
±«¥¤±²¢¨¥ ®² ±«¥¤­ ²  «¥¬ :

�¥¬  13.3 E j�j <1 ²®£ ¢  ¨ ± ¬® ²®£ ¢ , ª®£ ²®
P
P (j�j > n) <1.

�®ª § ²¥«±²¢®: �  ®§­ ·¨¬ ± Hn = f! : n� 1 � j�j < ng.

E j�j = E j�j(
1X
i=1

IHi) =
1X
i=1

E j�jIHi �
1X
i=1

iP (Hi) =

1X
i=1

P (Hi)
iX

k=1

1 =
1X
k=1

1X
i=k

P (Hi) =
1X
k=1

P (j�j > k):

E j�j =
1X
i=1

E j�jIHi �
1X
i=1

(i� 1)P (Hi) =
1X
k=1

P (j�j > k)� 1:Q.E.D.
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�¥£  ¤  ¯®ª ¦¥¬ ³±«®¢¨¿²  ­  ²¥®°¥¬  13.4.

NX
n=1

D ��n
n2

�
NX
n=1

E j�j2(Pn
i=1 IHi)

n2
= E j�j2

NX
i=1

IHi

NX
n=i

1

n2
�

E j�j2
NX
i=1

IHi(
1

i
+

1

i2
) � E j�j + 1:

2. �ª® ®§­ ·¨¬ ± An = f�n 6= ��ng, ²® ¯® «¥¬ ²  ­  �®°¥« - � ­²¥«¨ ¨¬ ¬¥, ·¥
lim supAn = 0, § ¹®²® X

P (An) =
X
P (j�j > n) <1:

�«¥¤®¢ ²¥«­®, ¤¢¥²¥ °¥¤¨¶¨ 1
n

Pn
i=1 �n ¨

1
n

Pn
i=1 �

�
n ±  ±µ®¤¿¹¨ ¥¤­®¢°¥¬¥­­® ¨ ªº¬ ¥¤­ 

¨ ±º¹  £° ­¨¶  (±º¡¨²¨¿²  An ±¥ ±«³·¢ ² ± ¬® §  ª° ¥­ ¡°®© ¨­¤¥ª±¨). �±² ¢  ¤ 
­ ¬¥°¨¬ £° ­¨¶ ²  ­  °¥¤¨¶ ² 

lim
n

1

n

nX
i=1

E ��n = limE ��n = limE �I �An = E �;

§ ¹®²® P (An)! 0.

3. �¥®¡µ®¤¨¬®±²²  ±«¥¤¢  «¥±­® ®² ±º®²­®¸¥­¨¥²®:

1

n
�n =

1

n
Sn � n � 1

n

1

n� 1
Sn�1 ! 0

¨ «¥¬ ²  13.2 ­  �®°¥« - � ­²¥«¨:

P (limn
1
n
�n = 0) = 1, ±«¥¤®¢ ²¥«­®,P (lim supnf 1

n
j�nj > �g) = 0, ±«¥¤®¢ ²¥«­®,

P
P (j�j >

n�) =
P
P (j�nj=� > n) <1 ±«¥¤®¢ ²¥«­®, ¯® «¥¬¬  13.3, E j�j <1.

Q.E.D.
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�¥­²° «­  £° ­¨·­  ²¥®°¥¬ 

�§«®¦¥­¨¥²® ­  ² §¨ «¥ª¶¨¿ ±«¥¤¢  ±² ­¤ °²­¨²¥ ³·¥¡­¨¶¨ ¯® ²¥®°¨¿ ­  ¢¥°®¿²­®±²¨²¥
§  ¬ ²¥¬ ²¨¶¨. �°¥¤¬¥² ­  ¶¥­²° «­ ²  £° ­¨·­  ²¥®°¥¬  (���) ¥ ±«¥¤­ ²  § ¤ · .
�¥ª  ¥ ¤ ¤¥­  °¥¤¨¶  ®² ±«.¢. �1; �2; : : :. �  ®§­ ·¨¬ ± Sn =

Pn
i=1 �i °¥¤¨¶ ²  ®² ¯ °Ó

¶¨ «­¨ ±³¬¨. �¨²  ±¥ ¯°¨ ª ª¢¨ ³±«®¢¨¿ ±º®²¢¥²­® ­®°¬¨° ­  ² §¨ °¥¤¨¶  ª«®­¨ ¯®
° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ ªº¬ £ ³±®¢  ±«.¢.:

P(
Sn � ESn
(DSn)1=2

< x)! �(x) ¯°¨ n!1: (14.1)

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 14.1 �®£ ²® ±º®²­®¸¥­¨¥²® 14.1 ¥ ¨§¯º«­¥­® §  ¤ ¤¥­  °¥¤¨¶  ±«.¢.
�1; �2; : : :, ª §¢ ¬¥ ·¥ §  ² §¨ °¥¤¨¶  ¥ ¢ ±¨«  ���.

� ª  ®±­®¢­ ²  § ¤ ·  ­  ¢±¨·ª¨ ° §° ¡®²ª¨ ¢ ² §¨ ®¡« ±² ¥ ¤  ±¥ ³±² ­®¢¿² ª ª²®
­¥®¡µ®¤¨¬¨²¥ ³±«®¢¨¿ §  ¨§¯º«­¥­¨¥ ­  ���, ² ª  ¨ ±ª®°®±²² , ± ª®¿²® ±¥ ¤®±²¨£ 
£° ­¨·­®²® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥.

� ² §¨ «¥ª¶¨¿ ¹¥ ° §£«¥¦¤ ¬¥ ± ¬® °¥¤¨¶¨ ®² ­¥§ ¢¨±¨¬¨ ±«.¢.

14.1 �¤­ ª¢® ° §¯°¥¤¥«¥­¨ ±º¡¨° ¥¬¨

�¥®°¥¬  14.1 �¥ª  �1; �2; : : : ¥ °¥¤¨¶  ®² ¥¤­ ª¢® ° §¯°¥¤¥«¥­¨ ­¥§ ¢¨±¨¬¨ ±«.¢. ±
ª° ©­  ¤¨±¯¥°±¨¿ �2. �®£ ¢  §  ² §¨ °¥¤¨¶  ¥ ¢ ±¨«  ���.

�®ª § ²¥«±²¢®: �  ®§­ ·¨¬ ± a = E �1. �  ° §£«¥¤ ¬¥ °¥¤¨¶ ²  ®² ¶¥­²°¨° ­¨ ¨
­®°¬¨° ­¨ ±«.¢. �n = (�n�a)=� ¨ ®§­ ·¨¬ ± f(t) = E eit� µ ° ª²¥°¨±²¨·­ ²  ¨¬ ´³­ª¶¨¿.
�º© ª ²® E � = 0 ¨ D� = 1, ²® f(t) ¯°¨²¥¦ ¢  ¯º°¢  ¨ ¢²®°  ¯°®¨§¢®¤­¨ ¢ ².0 ¨ ¬®¦¥
¤  ±¥ ° §¢¨¥ ¢ °¥¤ ­  �¥©«®° ®ª®«® ² §¨ ²®·ª : f(t) = 1� t2

2 +O(t3).

�¥£  ¤  ¯°¥¯¨¸¥¬ ¢¥°®¿²­®±²²  ¢ ³±«®¢¨¥ (14.1):

P(
Sn � ESn
(DSn)1=2

< x) = P(
1

n1=2

nX
i=1

�i < x)

69
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�  ° §£«¥¤ ¬¥ ±¥£  µ ° ª²¥°¨±²¨·­ ²  ´³­ª¶¨¿ ­  ±«.¢. sn = 1
n1=2

Pn
i=1 �i:

E eitsn = (E eitn
�1=2�1)n = (f(tn�1=2))n = (1� t2

2n
+O(

t3

n
3
2

))n ! e�
t2

2 :Q.E.D.

14.2 �±«®¢¨¥ ­  �¨­¤¥¡¥°£

�³ª ¹¥ ° §£«¥¤ ¬¥ ®¡¹¨¿ ±«³· © ­  ­¥§ ¢¨±¨¬¨ ±«³· ©­¨ ¢¥«¨·¨­¨ ± ¯°®¨§¢®«­¨ ° §¯Ó
°¥¤¥«¥­¨¿. �¥ ¢º¢¥¤¥¬ ±«¥¤­¨²¥ ®§­ ·¥­¨¿. Fk(x) = P(�k < x); ak = E �k; �2k = D�k; s

2
n =Pn

k=1 �
2
k:

�®¢ , ª®¥²® ¯º°¢® ¥ § ¡¥«¿§ ­®, ¥ ±«¥¤­®²® ­¥®¡µ®¤¨¬® ³±«®¢¨¥ §  ¯°¥­¥¡°¥¦¨¬®±²:

Mn = max
1�k�n

�2k
s2n
�! 0; ¯°¨ n!1: (14.2)

� ±«³· ¿ ± ¥¤­ ª¢® ° §¯°¥¤¥«¥­¨ ±«.¢. ³±«®¢¨¥²® §  ¯°¥­¥¡°¥¦¨¬®±² ¥ ¥±²¥±²¢¥­® ¨§Ó
¯º«­¥­®: Mn = 1=n.

�«¥¤­®²® ³±«®¢¨¥ ­®±¨ ¨¬¥²® ­  �¨­¤¥¡¥°£. �  ¢±¿ª® � > 0

Ln(�) =
1

s2n

nX
k=1

Z
jx�akj>�sn

(x� ak)
2dFk(x)! 0 ¯°¨ n!1; (14.3)

�¥®°¥¬  14.2 (�¨­¤¥¡¥°£ { �¥«¥°) �¥ª  �1; �2; : : : ¥ °¥¤¨¶  ®² ­¥§ ¢¨±¨¬¨ ±«.¢. ± ª° ©Ó
­¨ ¤¨±¯¥°±¨¨, §  ª®¨²® ¥ ¨§¯º«­¥­® ³±«®¢¨¥²® §  ¯°¥­¥¡°¥¦¨¬®±² (14.2). �®£ ¢ , § 
¤  ¥ ¢ ±¨«  ��� (14.1) ­¥®¡µ®¤¨¬® ¨ ¤®±² ²º·­® ¥ ³±«®¢¨¥²® ­  �¨­¤¥¡¥°£ (14.3).

�®ª § ²¥«±²¢®: �  ®§­ ·¨¬ ± Fnk(x) = P (�k �ak < xsn) = Fk(ak+xsn). �®£ ¢  ¬®¦¥¬
¤  § ¯¨¸¥¬ ¤¢¥²¥ ³±«®¢¨¿ (14.2) ¨ (14.3) ¯® - «¥±­®:

Mn = max
1�k�n

�2k
s2n

= max
1�k�n

1R
�1

(x�ak
sn

)2dFk(x) = max
1�k�n

Z 1

�1
x2dFnk(x)

Ln(�) =
nP

k=1

R
jx�akj>�sn

(x�ak)
2

s2n
dFk(x) =

nX
k=1

Z
jxj>�

x2dFnk(x)

�«³· ©­¨²¥ ¢¥«¨·¨­¨ �nk = (�k�ak)=sn ±  ± ´³­ª¶¨¨ ­  ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ Fnk. �  ®§­ ·¨¬
²¥µ­¨²¥ µ ° ª²¥°¨±²¨·­¨ ´³­ª¶¨¨ ± fnk. �®£ ¢  ²¢º°¤¥­¨¥²® ­  ��� (14.1) ¬®¦¥ ¤  ±¥
§ ¯¨¸¥ ¯® ±«¥¤­¨¿ ­ ·¨­:

nY
k=1

fnk(t)! e�
t2

2 ¨«¨
nX

k=1

lnfnk(t)!�t2

2
: (14.4)

�®ª § ²¥«±²¢®²® ¹¥ ¯°®¢¥¤¥¬ ¢ ­¿ª®«ª® ±²º¯ª¨. �°¨ ²®¢  ¯º°¢¨²¥ ²°¨ ±²º¯ª¨ ¨¬ ²
®²­®¸¥­¨¥ ª ª²® ªº¬ ­¥®¡µ®¤¨¬®±²² , ² ª  ¨ ªº¬ ¤®±² ²º·­®±²² .

�. �º°¢® ¹¥ ¯®ª ¦¥¬,·¥ ³±«®¢¨¥²® §  ¯°¥­¥¡°¥¦¨¬®±² (14.2) ±«¥¤¢  ®² ³±«®¢¨¥²®
­  �¨­¤¥¡¥°£ (14.3). �®¢  ²¢º°¤¥­¨¥ ¢±º¹­®±² ­¥ ¥ ­¥®¡µ®¤¨¬® §  ¤®ª § ²¥«±²¢®²® ­ 
²¥®°¥¬ ² , ­® ¥ ¯®³·¨²¥«­®.

Mn = max
1�k�n

(
Z
jxj��

x2dFnk(x) +
Z
�<jxj

x2dFnk(x)) � �2 + Ln(�):
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�º© ª ²® � ¥ ¯°®¨§¢®«­® ®² ²³ª ±«¥¤¢  ³±«®¢¨¥²® §  ¯°¥­¥¡°¥¦¨¬®±².

�. �² ³±«®¢¨¥²® §  ¯°¥­¥¡°¥¦¨¬®±² (14.2) ±«¥¤¢ ² ±«¥¤­¨²¥ ²¢º°¤¥­¨¿:

Hn(t) = max
1�k�n

jfnk(t)� 1j ! 0 (14.5)

nX
k=1

jfnk(t)� 1j � t2=2: (14.6)

�®±² ²º·­® ¥ ¤  ±¥ ¨§¯®«§³¢  ±«¥¤­®²® ­¥° ¢¥­±²¢®:

jfnk(t)� 1j = j
1Z

�1

(eitx � 1� itx)dFnk(x)j � t2

2

1Z
�1

x2dFnk(x) =
t2

2

�2k
s2n
:

�. �¥ ¤®ª ¦¥¬ ¯ ª ª ²® ±«¥¤±²¢¨¥ ®² ¯°¥­¥¡°¥¦¨¬®±²²  (14.2) ±«¥¤­®²® ²¢º°¤¥­¨¥:

Rn(t) =
nX

k=1

(lnfnk(t)� (fnk(t)� 1))! 0: (14.7)

�º© ª ²® ¥ ¨§¯º«­¥­® (14.5) ¬®¦¥¬ ¤  ¨§¡¥°¥¬ ² ª®¢  £®«¿¬® n, ·¥ jfnk(t) � 1j < 1=2.
�®£ ¢  ¨¬ ¬¥:

lnfnk(t) = ln(1 + (fnk(t)� 1)) = (fnk(t)� 1) +
1X
j=2

(fnk(t)� 1)j(�1)j=j

.

jlnfnk(t)� (fnk(t)� 1)j � (fnk(t)� 1)2
1X
j=0

1

(j + 2)2j
� 1

2
(fnk(t)� 1)2

� ²® ±³¬¨° ¬¥ ²¥§¨ ­¥° ¢¥­±²¢  ¨ ¨§¯®«§³¢ ¬¥ (14.6) ¯®«³· ¢ ¬¥:

Rn(t) � 1

2

nX
k=1

(fnk(t)� 1))2 � 1

2
Hn(t)

nX
k=1

jfnk(t)� 1j � Hn(t)
t2

4
! 0:

�®±² ²º·­®±² (�¨­¤¥¡¥°£) � ª° ¿ ®¶¥­¿¢ ¬¥ ¨§° § :

jIn(t)j = jt2=2 +
nX

k=1

(fnk(t)� 1)j

= j
nX

k=1

1Z
�1

(eitx � 1 � itx+
t2x2

2
)dFnk(x)j �

� jtj3�
6

nX
k=1

Z
jxj��

jxj2dFnk(x) + jtj2
nX

k=1

Z
�<jxj

jxj2dFnk(x)

� jtj3�
6

+ jtj2Ln(�)

� ²®¢  ¤®ª § ²¥«±²¢®²® ­  ¤®±² ²º·­®±²²  ¥ § ¢º°¸¥­®.

�¥®¡µ®¤¨¬®±² (�¥«¥°) �º© ª ²® ¯® ³±«®¢¨¥ ¯°¥­¥¡°¥¦¨¬®±²²  (14.2) ¥ ¨§¯º«­¥­ ,
²® ¢ ±¨«  ±  (14.5) ¨ (14.6). �®¦¥¬ ¤  ¯°¥¤¯®« £ ¬¥, ·¥ In(t)! 0 §  ¢±¿ª® t. �¶¥­¿¢ ¬¥
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®²¤®«³:

Re(In(t)) =
nX

k=1

1Z
�1

(cos(tx)� 1 +
t2x2

2
)dFnk(x) �

nX
k=1

(�
Z

jxj��

(tx)2

2
dFnk(x) +

Z
�<jxj

(�2)dFnk(x) +

1Z
�1

(tx)2

2
dFnk(x)) =

nX
k=1

(
Z

�<jxj

(tx)2

2
dFnk(x)� 2

Z
�<jxj

dFnk(x)) �

t2

2
Ln(�)�

nX
k=1

�2k
�2s2n

� ¯®±«¥¤­¨¿ °¥¤ ¨§¯®«§³¢§µ¬¥ ­¥° ¢¥­±²¢®²® ­  �¥¡¨¸®¢. � ²® ¯°¥µ¢º°«¨¬ ¯®±«¥¤Ó
­¨¿ ·«¥­ ¨ ³¬­®¦¨¬ ­  2=t2 ¯®«³· ¢ ¬¥ ­¥° ¢¥­±²¢®²®:

2

t2
(
2

�2
+ In(t)) � Ln(�):

�º© ª ²® ¤¿±­ ²  ±²° ­  ­¥ § ¢¨±¨ ®² t, ²®¢  ¥ ¤®±² ²º·­® ¤  ²¢º°¤¨¬, ·¥ ²¿ ª«®­¨
ªº¬ ­³« . Q.E.D.

� ¡¥«¥¦ª  � ¤®ª § ²¥«±²¢®²® ¨§¯®«§³¢ µ¬¥ ±«¥¤­¨²¥ ­¥° ¢¥­±²¢ :

1� cos(�) � �2=2; jeit � 1� itj � t2

2
;

jeit � 1 � it+ t2=2j � t3

6
; jeit � 1 � it+ t2=2j � t2;

ª ª²® ¨ ­¥° ¢¥­±²¢®²® ­  �¥¡¨¸®¢.

�®ª § ²¥«±²¢®: �°¥¤¯®« £ ¬¥ t °¥ «­®.

jeit � 1j = ji
Z t

0
eizdzj �

Z t

0
jeizjdz = jtj

jeit � 1� itj = ji
Z t

0
(eiz � 1)dzj �

Z t

0
jzjdz = jtj2=2

�­ «®£¨·­® ¯®«³· ¢ ¬¥:
jeit � 1� it+ t2=2j � jtj3=3!

jeit � 1� it+ t2=2j � t2=2 + t2=2 = t2:Q.E.D.

14.3 �«¥¤±²¢¨¿

�¥®°¥¬  14.3 (�¥®°¥¬  ­  �¿¯³­®¢) �¥ª  �1; �2; : : : ¥ °¥¤¨¶  ®² ­¥§ ¢¨±¨¬¨ ±«.¢. ±
ª° ©­¨ ¬®¬¥­²¨ ®² °¥¤ 2 + �; � > 0. �ª® ¥ ¨§¯º«­¥­® ³±«®¢¨¥²® ­  �¿¯³­®¢:

�n(r) =
1

s2+�n

nX
k=1

Z 1

�1
(x� ak)

2+�dFk(x) =
Z 1

�1
jxj2+�dFnk ! 0 ¯°¨ n!1; (14.8)

²® ¥ ¢ ±¨«  ���, ².¥. ³±«®¢¨¥ (14.1).
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�®ª § ²¥«±²¢®: �®ª § ²¥«±²¢®²® ±«¥¤¢  ¢¥¤­ £  ®² ­¥° ¢¥­±²¢®²®:

Ln(�) =
nX

k=1

Z
jxj>�

x2dFnk � 1

��

nX
k=1

Z
jxj>�

jxj2+�dFnk � 1

��
�n(r):Q.E.D.



�¥ª¶¨¿ 15

�°®¶¥±¨ ± ­¥§ ¢¨±¨¬¨ ­ ° ±²¢ ­¨¿

�¥ª  ° §£«¥¤ ¬¥ ±¥¬¥©±²¢®²® ®² ±«³· ©­¨ ¢¥«¨¨·¨­¨ f�� ; � � 0g: �  ­ ± ¯ ° ¬¥²º°º²
� ¹¥ ¨¬  °®«¿²  ­  ¢°¥¬¥ ¨ § ²®¢  ² ª¨¢  ±¥¬¥©±²¢  ¹¥ ­ °¨· ¬¥ ±«³· ¥­ ¯°®¶¥±.
�°®¶¥±¨²¥ ± ¤¨±ª°¥²­® ¢°¥¬¥ ¢±º¹­®±² ¯°¥¤±² ¢«¿¢ ² °¥¤¨¶¨ ±«³· ©­¨ ¢¥«¨·¨­¨. �¥Ó
®°¨¿ ­  ±«³· ©­¨²¥ ¯°®¶¥±¨ ¯°¥¤±² ¢«¿¢  ±¯¥¶¨ «¥­ ° §¤¥« ¢ ²¥®°¨¿ ­  ¢¥°®¿²­®±²¨²¥
± £®«¿¬® §­ ·¥­¨¥ (¢¨¦. [�¨µ¬ ­, �ª®°®µ®¤ (1977)]).

�  ¢±¿ª® � ¥ ®¯°¥¤¥«¥­  ´³­ª¶¨¿²  ­  ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ F (x; � ) = P (�� < x) ¨ ¬®¬¥­Ó
²¨²¥ ­  ¯°®¶¥±  (ª®£ ²® ²¥ ±º¹¥±²¢³¢ ²) m(� ) = E �� ; �

2(� ) = E (�� � m(� ))2 ¨ ².­.
�¥ ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·¥ ±«.¢. �0 = 0 ¨ ±¥¬¥©±²¢®²® F (x; � ) ¥ ­¥¯°¥ªº±­ ²® ¢ ­³« ² , ².¥.
F (x;+0) = F (x; 0). �¥ª  ®§­ ·¨¬ ± ��1;�2 = ��2 � ��1 ­ ° ±²¢ ­¨¿²  ­  ¯°®¶¥± .

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 15.1 �°¨ ²¥§¨ ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¿ ¹¥ ª §¢ ¬¥ ·¥ ¯°®¶¥±º² ¥ ± ­¥§ ¢¨±¨¬¨
­ ° ±²¢ ­¨¿,  ª® ±«.¢. ��1;�2 ¨ ��2 ±  ­¥§ ¢¨±¨¬¨ §  ¢±¨·ª¨ �1; �2.

�®¢  ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ­¥ ¥ ­ ©-²®·­®²®, ­® §  ­ ¸¨²¥ ¶¥«¨ ¥ ­ ¯º«­® ¤®±² ²º·­®. �±º¹­®±²
¡¨ ²°¿¡¢ «® ¤  ¯®¨±ª ¬¥ ­¥§ ¢¨±¨¬®±² ¢ ±º¢ª³¯­®±² ­  ¢±¥ª¨ ª° ¥­ ¡°®© ­ ° ±²¢ ­¨¿.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 15.2 �°®¶¥± ± ­¥§ ¢¨±¨¬¨ ­ ° ±²¢ ­¨¿ ¹¥ ­ °¨· ¬¥ ¥¤­®°®¤¥­ (¥.¯.­.­.),
 ª® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥²® ­  ±«.¢. ��1;�2 § ¢¨±¨ ± ¬® ®² ° §«¨ª ²  ­  ¤¢ ²  ¯ ° ¬¥²º° 
�2 � �1.

�² ²®¢  ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¥ ¿±­®, ·¥ §  ¥.¯.­.­. ±«.¢. ��1;�2 ¨ ��2��1 ¨¬ ² ¥¤­ ª¢® ° §¯Ó
°¥¤¥«¥­¨¥. �º¹® ² ª  ®² ²³ª ±«¥¤¢ , ·¥ ¬®¬¥­²¨²¥ ­  ¯°®¶¥±  (ª®£ ²® ±º¹¥±²¢³¢ ²)
³¤®¢«¥²¢®°¿¢ ² ±º®²­®¸¥­¨¿² : m(�1+ �2) = m(�1)+m(�2), �

2(�1+ �2) = �2(�1)+�2(�2).

15.1 � ° ª²¥°¨±²¨·­  ´³­ª¶¨¿

�¥ª  ° §£«¥¤ ¬¥ ±¥£  ±¥¬¥©±²¢®²® ®² µ ° ª²¥°¨±²¨·­¨ ´³­ª¶¨¨ ®¯°¥¤¥«¥­¨ ®² ¥¤­®°®Ó
¤¥­ ¯°®¶¥± ± ­¥§ ¢¨±¨¬¨ ­ ° ±²¢ ­¨¿.

f(t; � ) = Eeit�� =
Z 1

�1
eitxdF (x; � ) (15.1)

�º°¢® ¹¥ ¤®ª ¦¥¬ ¥¤­  ¯°®±²  «¥¬ .

74
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�¥¬  15.1 �ª® ª®¬¯«¥ª±­ ²  ´³­ª¶¨¿ ®² °¥ «¥­  °£³¬¥­² ³¤®¢«¥²¢®°¿¢  ³±«®¢¨¿Ó
² : �(0) = 1, ­¥¯°¥ªº±­ ²®±² ¢ ­³« ²  ¨ ´³­ª¶¨®­ «­®²® ³° ¢­¥­¨¥: �(x1 + x2) =
�(x1)�(x2) §  ¢±¨·ª¨ °¥ «­¨ x1; x2, ²®  . �(1) 6= 0; ¡. �(x) = �(1)x.

�®ª § ²¥«±²¢®:  . �®¯³±ª ¬¥ ¯°®²¨¢­®²®. �®£ ¢  ®² ° ¢¥­±²¢®²® 0 = �(1) = �( 1
n
)n

±«¥¤¢  0 = �( 1
n
) §  ¢±¿ª® n, ª®¥²® ¯°®²¨¢®°¥·¨ ­  ­¥¯°¥ªº±­ ²®±²²  ¢ ­³« ² .

¡. �  ° ¶¨®­ «­¨ x = m=n ¨¬ ¬¥ �(x) = �(1)x. �® ®² ­¥¯°¥ªº±­ ²®±²²  ¢ ­³« ² 
±«¥¤¢  ­¥¯°¥ªº±­ ²®±² §  ¢±¿ª® x:

�(x+�x) = �(x)�(�x)! �(x):Q.E.D.

�«¥¤±²¢¨¥ �ª® °¥ «­  ´³­ª¶¨¿ ®² °¥ «¥­  °£³¬¥­² ³¤®¢«¥²¢®°¿¢  ³±«®¢¨¿² : �(0) =
0, ­¥¯°¥ªº±­ ²®±² ¢ ­³« ²  ¨ ´³­ª¶¨®­ «­®²® ³° ¢­¥­¨¥: �(x1+x2) = �(x1)+�(x2) § 
¢±¨·ª¨ °¥ «­¨ x1; x2, ²® �(x) = �(1)x.

�®ª § ²¥«±²¢®: �®±² ²º·­® ¥ ¤  ° §£«¥¤ ¬¥ ´³­ª¶¨¿²  e�(x) ¨ ¯°¨«®¦¨¬ «¥¬ ² .
Q.E.D.

�¥®°¥¬  15.1 �  ¢±¥ª¨ ¥¤­®°®¤¥­ ¯°®¶¥± ± ­¥§ ¢¨±¨¬¨ ­ ° ±²¢ ­¨¿ ¥ ¨§¯º«­¥­  ±«¥¤Ó
­ ²  ´®°¬³«  ¯°¥¤±² ¢¿­¥ ­  µ ° ª²¥°¨±²¨·­¨²¥ ¬³ ´³­ª¶¨¨:

lnf(t; � ) = � lim
��!0

1

��

Z 1

�1
(eitx � 1)dF (x;�� ) (15.2)

�®ª § ²¥«±²¢®: �¥ª  ´¨ª±¨° ¬¥ t. �®£ ¢  f(t; 0) = 1, ´³­ª¶¨¿²  f ¥ ­¥¯°¥ªº±­ ² 
¯® ¢²®°¨¿ ±¨  °£³¬¥­² ¢ ­³« ²  (®² ³±«®¢¨¥²® §  ­¥¯°¥ªº±­ ²®±² ­  ±¥¬¥©±²¢®²® ®²
´³­ª¶¨¨ ­  ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ ) ¨ ³¤®¢«¥²¢®°¿¢  ´³­ª¶¨®­ «­®²® ³° ¢­¥­¨¥. �°¨« £ ¬¥
«¥¬ ²  ¨ ¯®«³· ¢ ¬¥:

f(t; � ) = (f(t; 1))� = e�lnf(t;1)

�º© ª ²® «®£ °¨²º¬º² ¥ ¬­®£®§­ ·­  ´³­ª¶¨¿, ¯°¨ «®£ °¨²¬³¢ ­¥²® ¯®«³· ¢ ¬¥:

lnf(t; 1) = lnjf(t; 1)j+ i(argf(t; 1) + 2k�):

�® f(t; 1) 6= 0 ¨ ¬®¦¥¬ ¤  ¨§¡¥°¥¬ k ² ª , ·¥ f(0; 1) = 1 - ± ¬® ²®£ ¢  f(:; 1) ¥ µ ° ª²¥Ó
°¨±²¨·­  ´³­ª¶¨¿.

�  ° §£«¥¤ ¬¥ ±¥£  ¤¨´¥°¥­·­®²® · ±²­® (t - ´¨ª±¨° ­®):

f(t;�� )� 1

��
=

e��lnf(t;1)� 1

��
= lnf(t; 1) + 0(�� ) =

1

�
lnf(t; � ) + 0(�� ):

�³ª ´³­ª¶¨¿²  0(�� ) ª«®­¨ ªº¬ ­³« , ª®£ ²® �� ª«®­¨ ªº¬ ­³« .

�² ¤°³£  ±²° ­ , ±º¹®²® · ±²­® ¬®¦¥ ¤  ±¥ § ¯¨¸¥ ² ª 

f(t;�� )� 1

��
=

1

��

Z 1

�1
(eitx � 1)dF (x;�� ):Q.E.D.
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15.2 �® ±®­®¢ ¯°®¶¥±

�³ª ª ²® ¥¤¨­ ®² ¯°¨¬¥°¨²¥ §  ¥.¯.­.­. ¹¥ ° §£«¥¤ ¬¥ ¯°®¶¥± ± ¤¨±ª°¥²­® ¯°®±²° ­±²¢®
­  ±º±²®¿­¨¿² . �  ®§­ ·¨¬ ±º®²¢¥²­¨²¥ ¢¥°®¿²­®±²¨ ± Pk(� ) = P (�� = k); k = 0; 1; 2; :::.
�±­® ¥, ·¥ ®² ­¥¯°¥ªº±­ ²®±²²  ­  ±¥¬¥©±²¢®²® ®² ´³­ª¶¨¨ ­  ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ ±«¥¤¢ ,
·¥ Pk(� )! 0, ª®£ ²® � ! 0 §  ¢±¿ª® k 6= 0 ¨ P0(� )! 1.

�¥®°¥¬  15.2 �¥ª  ¤®¯º«­¨²¥«­® ¯®¨±ª ¬¥ ³±«®¢¨¥²® ( ³±«®¢¨¥ §  ®°¤¨­ °­®±²)

X
k�2

Pk(� ) = o(P1(� )): (15.3)

�®£ ¢ 

F (x; � ) =
X
k<x

(�� )k

k!
e��� ;

².¥. ¢±¨·ª¨ ° §¯°¥¤¥«¥­¨¿ ±  ¯® ±®­®¢¨.

�³ª o(�) ®§­ · ¢  ¯°®¨§¢®«­  ´³­ª¶¨¿ ² ª ¢ , ·¥ o(�)=�! 0, ª®£ ²® �! 0.

�®ª § ²¥«±²¢®: �±­® ¥, ·¥ P0(0) = 1, P0(�1 + �2) = P0(�1)P0(�2) ¨ P0(:) ¥ ­¥¯°¥ªº±­ ² 
¢ 0. �®£ ¢  ®² «¥¬ ²  ±«¥¤¢ , ·¥ ¬®¦¥ ¤  § ¯¨¸¥¬ P0(:) ¢º¢ ´®°¬ ²  P0(� ) = P0(1)� =
e��� . �³ª P0(1) = e��; � > 0: �®£ ¢  P1(� ) � P

k�1 Pk(� ) = 1 � e��� ! 0. �  ¤  ¨§° §¨¬
®±² ­ «¨²¥ ¢¥°®¿²­®±²¨, ¢¥·¥ ¹¥ ²°¿¡¢  ¤  ¨§¯®«§³¢ ¬¥ ³±«®¢¨¥²® §  ®°¤¨­ °­®±².
�¬ ¬¥, ·¥ §  ¢±¿ª® � ¥ ¨§¯º«­¥­® ³±«®¢¨¥²®:

P0(� ) + P1(� ) +
1X
k=2

Pk(� ) = 1:

�«¥¤®¢ ²¥«­®

P0(�� ) = e���� = 1� ��� + o(�� )

P1(��� ) = ��� + o(�� )
1X
k=2

Pk(�� ) = o(�� );

�¥£  ¨§¯®«§³¢ ¬¥ ¯°¥¤±² ¢¿­¥²® ­  µ ° ª²¥°¨±²¨·­ ²  ´³­ª¶¨¿ ­ 
¥.¯.­.­.:

lnf(t; � ) = � lim
��!0

1

��

Z 1

�1
(eitx � 1)dF (x;�� ) =

� lim
��!0

1

��
((e�it0 � 1)P0(�� ) + (e�it1 � 1)(��� + o(�� )) + o(�� )) =

= ��(e�it � 1):

�«¥¤®¢ ²¥«­® ¯®«³· ¢ ¬¥
f(t; � ) = e��(e

�it�1); (15.4)

ª®¥²® ¥ µ ° ª²¥°¨±²¨·­ ²  ´³­ª¶¨¿ ­  ¯® ±®­®¢® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥. Q.E.D.



15.3. ������� ������ 77

�°¨¬¥° 15.1 � ²¥«¥´®­­  ±² ­¶¨¿ ¯®±²º¯¢ ² ±°¥¤­® ¯® 60 ¯®¢¨ª¢ ­¨¿ §  ¥¤¨­ · ±.
� ª¢  ¥ ¢¥°®¿²­®±²²  ¤  ­¥ ¯®±²º¯¨ ­¨²® ¥¤­® ¯®¢¨ª¢ ­¥ §  30 ±¥ª.

�¥¸¥­¨¥: P (� 1
2
= 0) = e�

�
2 = e�

1
2 .

�°¨¬¥° 15.2 �®«ª® ±² ´¨¤ª¨ ²°¿¡¢  ¤  ±«®¦¨¬ ¢ ²¥±²®²®, ² ª  ·¥ ± ¢¥°®¿²­®±²
.99 ¢º¢ ¢±¿ª  ª¨´«¨·ª  ¤  ¯®¯ ¤­¥ ¯®­¥ ¥¤­  ±² ´¨¤ª .

�¥¸¥­¨¥: �  ®§­ ·¨¬ ± � ¡°®¿² ±² ´¨¤¨ ­  ¥¤¨­¨¶  ®¡¥¬ ¨ ± v ®¡¥¬  ­  ¥¤­  ª¨´«¨·ª .
�¬ ¬¥

P (�v � 1) = 1 � e��v � :99

e��v < 0:01; �v > ln100 = 4:6

�«¥¤¢  ¤  ¯°¥¤¢¨¤¨¬ ¢ ²¥±²®²® ¯® 4.6 ±² ´¨¤ª¨ ­  ª¨´«¨·ª .

15.3 �¨­¥°®¢ ¯°®¶¥±

�¥ ° §£«¥¤ ¬¥ ¢²®°¨ ¯°¨¬¥° §  ¥.¯.­.­. �®§¨ ¯º² ­  ±«³· ©­¨²¥ ¢¥«¨·¨­¨ ¹¥ ¡º¤¥
° §°¥¸¥­® ¤  ¯°¨¥¬ ² ¯°®¨§¢®«­¨ °¥ «­¨ ±²®©­®±²¨. �  ±¬¥²ª  ­  ²®¢  ¹¥ ­ «®¦¨¬
®£° ­¨·¥­¨¥ ¢º°µ³ ±º¹¥±²¢³¢ ­¥²® ¨ \¯°¥­¥¡°¥¦¨¬®±²² \ ­  ²°¥²¨¿ ¬®¬¥­²:Z 1

�1
jxj3dF (x;�� ) = o(�� ) (15.5)

�¥®°¥¬  15.3 �°¨ ³ª § ­¨²¥ ¨§¨±ª¢ ­¨¿ µ ° ª²¥°¨±²¨·­¨²¥ ´³­ª¶¨¨ ­  ¯°®¶¥± 
¨¬ ² ¯°¥¤±² ¢¿­¥²®

lnf(t; � ) = itm� � 1

2
�2t2�;

ªº¤¥²® m ¨ � > 0 ±  ¯®¤µ®¤¿¹® ¯®¤¡° ­¨ ª®­±² ­²¨.

� ª  ¢±¨·ª¨ ° §¯°¥¤¥«¥­¨¿ ­  ¯°®¶¥±  ±² ¢ ² £ ³±®¢¨. �®£ ²® m = 0 ¨ � = 1 ¯°®¶¥±º²
±¥ ­ °¨·  ±² ­¤ °²¥­ �¨­¥°®¢ ¯°®¶¥± ¨«¨ �° ³­®¢® ¤¢¨¦¥­¨¥ ± ­¥¯°¥ªº±­ ²® ¢°¥¬¥.

�®ª § ²¥«±²¢®: �  ®²¡¥«¥¦¨¬, ·¥ ±º¹¥±²¢³¢ ­¥²® ¨ ­¥¯°¥ªº±­ ²®±²²  ¢ ­³« ²  ­ 
²°¥²¨¿  ¡±®«¾²¥­ ¬®¬¥­² ¢«¥·¥ ±º¹¥±²¢³¢ ­¥²® ¨ ­¥¯°¥ªº±­ ²®±²²  ­ ¯º°¢¨¿ ¨ ¢²®°¨¿
¬®¬¥­²¨ ¢ ­³« ² .

m(� ) =
Z 1

�1
xdF (x; � ); �2(� ) =

Z 1

�1
x2dF (x;�� )�m2(� )

�  ° §£«¥¤ ¬¥ ´³­ª¶¨¿²  m(� ). �¬ ¬¥ m(0) = 0;m(�1 + �2) = m(�1) +m(�2) ¨ ­¥¯°¥Ó
ªº±­ ²®±² ¢ ­³« ² .

�² ±«¥¤±²¢¨¥²® ­  «¥¬ ²  ±«¥¤¢ , ·¥ ±º¹¥±²¢³¢  ª®­±² ­² m ² ª ¢ , ·¥ m(� ) = m� .
�º¹®²® ¥ ¢¥°­® ¨ §  ´³­ª¶¨¿²  �2(� ) = �2�:

�¥ª  ¯°¨«®¦¨¬ ±¥£  ­ ¸ ²  ²¥®°¥¬  §  ¥¤­®°®¤­¨ ¯°®¶¥±¨ ± ­¥§ ¢¨±¨¬¨ ­ ° ±²¢ Ó
­¨¿.
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lnf(t; � ) = � lim
��!0

1

��

Z 1

�1
(eitx � 1)dF (x;�� ) =

� lim
��!0

1

��
(
Z 1

�1
(eitx � 1 � itx+

t2x2

2
)dF (x;�� ) + itm�� � t2

2
(�2�� +m2�� 2))

�º°¢¨¿² ·«¥­ ­  ²®¢  ¯°¥¤±² ¢¿­¥ ª«®­¨ ªº¬ ­³«  ¯®° ¤¨ ­¥° ¢¥­±²¢®²® jeitx � 1�
itx + t2x2

2
j � jt3x3j

6
. �®±«¥¤­¨¿² ·«¥­ ¥ ª¢ ¤° ²¨·¥­ ¯® �� ¨ ±º¹® ª«®­¨ ªº¬ ­³« .

�±² ­ «¨²¥ ¤¢  ·«¥­  ±  ²º°±¥­¨²¥. Q.E.D.

15.4 �° ­¨·­  ²¥®°¥¬ 

�°£®¤¨·­® ±¢®©±²¢® ¹¥ ­ °¨· ¬¥ ¯°¥µ®¤ ¢ ­¿ª ª¢® ±º±²®¿­¨¥ ­  ±«³· ©­¨¿ ¯°®¶¥± ­¥Ó
§ ¢¨±¨¬® ®² ­ · «­®²® ±º±²®¿­¨¥. �³ª ¹¥ ¤®ª ¦¥¬ ¥¤­  ¯°®±²  ²¥®°¥¬  §  ¥¤­®°®¤­¨²¥
¯°®¶¥±¨ ± ­¥§ ¢¨±¨¬¨ ­ ° ±²¢ ­¨¿ ¨ ª° ©­  ¤¨±¯¥°±¨¿ -  ­ «®£ ­  ¶¥­²° «­ ²  £° Ó
­¨·­  ²¥®°¥¬  (¢¨¦. ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ 14.1). �  ®§­ ·¨¬ ­®°¬¨° ­¨¿ ¨ ¶¥­²°¨° ­ ±«³· ¥­
¯°®¶¥± ± �� =

���m�

��
¨ ± �(x) ´.°. ­  ±² ­¤ °²­®²® £ ³±®¢® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥.

�¥®°¥¬  15.4 �  «¨¶¥ ¥ ±µ®¤¨¬®±²² :

lim
�!1

F�(x; � ) = �(x):

�®ª § ²¥«±²¢®:

� ° ª²¥°¨±²¨·­ ²  ´³­ª¶¨¿ ­  ¬®¤¨´¨¶¨° ­¨¿ ¯°®¶¥± ¥:

lnf�(t; � ) = ln(e
i tm

��1=2 f(
t

�� 1=2
; 1)� ) = i

tm

�� 1=2
+ � lnf(

t

�� 1=2
; 1);

ªº¤¥²® m� = m� ¨ �2� = �2� . �¥ª  ±¥£  ° §¢¨¥¬ µ ° ª²¥°¨±²¨·­ ²  ´³­ª¶¨¿ lnf(t; 1)
¢ °¥¤ ­  �¥©«®° ®ª®«® ­³« ²  (lnf(0; 1))0 = f 0(0; 1) = im ¨ (lnf(0; 1))0 = f 0(0; 1) =
�(�2 +m2):

lnf(
t

�� 1=2
; 1) = im

t

�� 1=2
� (�2 +m2)

t2

�2�
+ o(

1

�
):

�±² ¢  ¤  ¨§¢º°¸¨¬ ³¬­®¦¥­¨¥²® ¨ ±ºª° ²¨¬ ¨§«¨¸­¨²¥ ·«¥­®¢¥. Q.E.D.

15.5 � ª«¾·¨²¥«­¨ ¡¥«¥¦ª¨

� ¤¢ ²  ¯°¨¬¥°  ¨§«®¦¥­¨ ¢ ¯°¥¤µ®¤­¨²¥ ±¥ª¶¨¨ ±¥ ®ª § , ·¥ ¯°¨²¥¦ ¢ ² ª° ©­¨ ¤¨±Ó
¯¥°±¨¨ ¨ ¤ ¦¥ ¬®¬¥­²¨ ®² ¯°®¨§¢®«¥­ °¥¤. �®¢  ±¥ ¤º«¦¨ ­  ­ «®¦¥­¨²¥ ®£° ­¨·¥­¨¿,
ª®¨²® ¢®¤¿² ¤® ¤¨´¥°¥­¶¨°³¥¬®±² ­  µ ° ª²¥°¨±²¨·­¨²¥ ´³­ª¶¨¨ ¯® ¯º°¢¨¿  °£³¬¥­².
�  ±º¦ «¥­¨¥ ²®¢  ­¥ ¢¨­ £¨ ¥ ² ª , ª ª²® ¯®ª §¢  ±«¥¤­¨¿² ¯°¨¬¥°: lnf(t; � ) = �� jtj
.
�°¨ 
 = 1 ² ª ¢  µ ° ª²¥°¨±²¨·­  ´³­ª¶¨¿ ±º®²¢¥²±²¢³¢  ­  ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ ­  �®Ó
¸¨, ª®¥²® ­¥ ¯°¨²¥¦ ¢  ¤ ¦¥ ¯º°¢¨ ¬®¬¥­². �°®¢¥°¥²¥, ·¥ ² ª®¢  ±¥¬¥©±²¢® µ ° ª²¥Ó
°¨±²¨·­¨ ´³­ª¶¨¨ ¬®¦¥ ¤  ¡º¤¥ ¯®«³·¥­® ·°¥§ ²¥®°¥¬ ²  ¨ ­ ¯¨¸¥²¥ ¢ ²®§¨ ±«³· ©
±º®²¢¥²­®²® ²¢º°¤¥­¨¥.
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� °ª®¢±ª¨ ¢¥°¨£¨

� °ª®¢±ª¨²¥ ¯°®¶¥±¨ ±  ®¡®¡¹¥­¨¥ ­  ¯°®¶¥±¨²¥ ± ­¥§ ¢¨±¨¬¨ ­ ° ±²¢ ­¨¿. �¥ª  ¥
§ ¤ ¤¥­ ¯°®¶¥±º² �� ; � � 0.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 16.1 �¥ ª §¢ ¬¥, ·¥ ¯°®¶¥±º² ¥ ¬ °ª®¢±ª¨,  ª® ¡º¤¥¹¥²® ¨ ¬¨­ «®²®
±  ­¥§ ¢¨±¨¬¨ ¯°¨ ´¨ª±¨° ­® ­ ±²®¿¹¥.

�º¹¨¿² ±¬¨±º« ¨¬ ² ¤³¬¨²¥: �º¤¥¹¥²® § ¢¨±¨ ± ¬® (±¥ ®¯°¥¤¥«¿ ¨§¶¿«®) ®² ¯®±«¥¤Ó
­¨¿ ­ ¡«¾¤ ¢ ­ ¬®¬¥­². � §£«¥¤ ­¨¿ ¢ ¬¨­ « ²  «¥ª¶¨¿ �® ±®­®¢ ¯°®¶¥± ¥ ®·¥¢¨¤¥­
¯°¨¬¥° §  ¬ °ª®¢±ª¨ ¯°®¶¥±. �º±²®¿­¨¥²® ­  ¯°®¶¥±  ¢ ¤ ¤¥­ ¡º¤¥¹ ¬®¬¥­² ¥ ¯°®±² 
±³¬  ­  ±º±²®¿­¨¥²® ¬³ ¢ ¬®¬¥­²  ¨ ±º®²¢¥²­ ²  ±«³· ©­  ¢¥«¨·¨­  ®¯°¥¤¥«¿¹  ­ Ó
° ±²¢ ­¥²® ¬³. � ª  ¥ ®·¥¢¨¤­® ¨ §  ¢±¨·ª¨ ¯°®¶¥±¨ ± ­¥§ ¢¨±¨¬¨ ­ ° ±²¢ ­¨¿ | ²¥
±  ¬ °ª®¢±ª¨.

�  ° §«¨ª  ®¡ ·¥ ®² ¥.¯.­.­., ¬ °ª®¢±ª¨²¥ ¯°®¶¥±¨ ¬®£ ² ¤  ¯°¨²¥¦ ¢ ² ¨ ±²®©­®±Ó
²¨, ª®¨²® ­¥ ±  ·¨±«®¢¨. � ¨±²¨­ , ±²®©­®±²¨²¥ ­  ¥.¯.­.­. ²°¿¡¢  ¤  ¯°¨­ ¤«¥¦ ² ­ 
 ¤¨²¨¢­  £°³¯  | ²®¢  ¨§¨±ª¢  ®¯°¥¤¥«¥­¨¥²® ¨¬.

�±®¡¥­®±²²  ¯°¨ ¤¥´¨­¨¶¨¿ ­  ¬ °ª®¢±ª¨ ¯°®¶¥±¨ ¨¤¢  ®² ²®¢ , ·¥ ²°¿¡¢  ¤  ±¥
° §£«¥¦¤  ¨ ¯°®¢¥°¿¢  ³±«®¢­  ­¥§ ¢¨±¨¬®±². �®£ ²® ¢¥°®¿²­®±²²  ­  ¤ ¤¥­® ´¨ª±¨Ó
° ­® ±º±²®¿­¨¥ ¥ ­³«¥¢  (ª ª²® ²®¢  ¥ ¯°¨ ¯°®¶¥±¨ ± ­¥¯°¥ªº±­ ²® ¯°®±²° ­±²¢® ­ 
±º±²®¿­¨¿² ), ² ª ¢  ¯°®¢¥°ª  ¥ ­¥²°¨¢¨ «­  | ²¿ ¨§¨±ª¢  ­ «¨·¨¥²® ­  ¬­®£®¬¥°­ 
¢¥°®¿²­®±²­  ¯«º²­®±².

16.1 � °ª®¢±ª¨ ¢¥°¨£¨

�³ª ¹¥ ±¥ ±¯°¥¬ ­  ¯°®¶¥±¨ ± ¤¨±ª°¥²­® ¢°¥¬¥ ¨ ª° ©­® ¤¨±ª°¥²­® ¯°®±²° ­±²¢® ­ 
±º±²®¿­¨¿² . � ª¨¢  ¯°®¶¥±¨ ­ °¨· ¬¥ ¬ °ª®¢±ª¨ ¢¥°¨£¨. �®¤°®¡­® ± ²¿µ ¬®¦¥ ¤  ±¥
§ ¯®§­ ¥²¥ ¢ ª­¨£¨²¥ [�¥¬¥­¨, �­¥«« (1970)] ¨ [�¨¬¨²°®¢ (1980)]. �¥ ¯°¥¤¯®«®¦¨¬,
·¥ ¬­®¦¥±²¢®²® ®² ±º±²®¿­¨¿ ­  ¢¥°¨£ ²  ±  ·¨±« ²  1; 2; :::k. �¥£  ¤¥´¨­¨¶¨¿²  § 
¬ °ª®¢®±² ¬®¦¥ ¤  ±¥ ¯°¥¯¨¸¥ ¯® - ²®·­®:

79
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�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 16.2 �¥ ª §¢ ¬¥, ·¥ ¯°®¶¥±º² ¥ ª° ©­  ¬ °ª®¢±ª  ¢¥°¨£ ,  ª® §  ¢±¨·Ó
ª¨ ¢º§¬®¦­¨ ­ ¡®°¨ i0; i1; :::; in ¨ ¢±¿ª® 0 < k < n ¥ ¨§¯º«­¥­®:

P (�0 = i0; �1 = i1; :::; �n = in; �n+1 = in+1j�k = ik) =

P (�0 = i0; �1 = i1; :::; �k�1 = ik�1j�k = ik)

P (�k+1 = ik+1; :::; �n = inj�k = ik):

�¥®°¥¬  16.1 � §¯°¥¤¥«¥­¨¿²  ­  ª° ©­  ¬ °ª®¢±ª  ¢¥°¨£  ±¥ ®¯°¥¤¥«¿² ®² ­ · «Ó
­®²® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ f�i = P (�0 = i); i = 1; 2; :::; kg ¨ ¬ ²°¨¶¨²¥ ­  ¯°¥µ®¤­¨ ¢¥°®¿²Ó
­®±²¨ fP n

i;jg = fP (�n+1 = jj�n = i); i; j = 1; 2; :::kg; n = 0; 1; :::.

�®ª § ²¥«±²¢®: �®ª § ²¥«±²¢®²® ±«¥¤¢  «¥±­® ®² ®¯°¥¤¥«¥­¨¥²® ¨ ´®°¬³« ²  §  ³¬Ó
­®¦¥­¨¥ ­  ¢¥°®¿²­®±²¨. � ¨±²¨­ , ¤  ¤®¯³±­¥¬, ·¥ ±¬¥ ¤®ª § «¨ ±«¥¤­ ²  ´®°¬³«  § 
­¿ª®¥ n (§  n = 0; 1 ²¿ ¥ ®·¥¢¨¤­ ) ¨ ¢±¨·ª¨ ¢º§¬®¦­¨ ­ ¡®°¨ i0; i1; :::; in:

P (�0 = i0; �1 = i1; :::; �n = in) = �i0P
0
i0;i1

:::P n�1
in�1;in

:

�² ®¯°¥¤¥«¥­¨¥²® ±«¥¤¢  ´®°¬³« ² :

P (�0 = i0; �1 = i1; :::; �n = in; �n+1 = in+1j�n = in) =

P (�0 = i0; �1 = i1; :::; �n = inj�n = in)P
n
in;in+1

� ²® ³¬­®¦¨¬ ² §¨ ´®°¬³«  ± ¢¥°®¿²­®±²²  P (�n = in) ¯®«³· ¢ ¬¥ ²º°±¥­ ²  °¥Ó
ª³°±¨¿. Q.E.D.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 16.3 �¥ ª §¢ ¬¥, ·¥ ¬ °ª®¢±ª ²  ¢¥°¨£  ¥ ¥¤­®°®¤­ ,  ª® ¯°¥µ®¤­¨²¥
¢¥°®¿²­®±²¨ P n

i;j ­¥ § ¢¨±¿² ®² n.

�  ®§­ ·¨¬ ¬ ²°¨¶ ²  ­  ¯°¥µ®¤­¨²¥ ¢¥°®¿²­®±²¨ ± P ¨ ¢¥ª²®°  ®² ­ · «­¨²¥ ¢¥°®Ó
¿²­®±²¨ ± �0. � ²°¨¶ ²  P ±¥ ­ °¨·  ±²®µ ±²¨·­ , § ¹®²® ±³¬ ²  ­  ¥«¥¬¥­²¨²¥ ©
¯® °¥¤®¢¥ ¥ 1. �¤­  ®² ®±­®¢­¨²¥ § ¤ ·¨ ­  ²¥®°¨¿²  ­  ¬ °ª®¢±ª¨²¥ ¢¥°¨£¨ ¥ ¨§±Ó
«¥¤¢ ­¥²® ­  £° ­¨·­®²® ¯®¢¥¤¥­¨¥ ­  P n. �  ®§­ ·¨¬ ¥«¥¬¥­²¨²¥ ­  ² §¨ ¬ ²°¨¶  ±
pni;j ; n = 2; 3; :::. �·¥¢¨¤­¨ ±  ±«¥¤­¨²¥ ³° ¢­¥­¨¿ ­  �.� °ª®¢:

pn+1i;j =
kX
l=1

pi;lp
n
l;j (16.1)

�¥£  «¥±­® ¬®¦¥¬ ¤  ¨§° §¨¬ ¨ ¢¥ª²®°  ®² ¢¥°®¿²­®±²¨ ¢ ¬®¬¥­²  n : �n = fP (�n =
i); i = 1; 2; :::; kg:

�0n = �0
0P n:
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16.2 �° ­¨·­® ¨ ±² ¶¨®­ °­® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¿

�«¥¤­ ²  ²¥®°¥¬  ±¥ ­ °¨·  ¥°£®¤¨·­  ²¥®°¥¬  ­  �.�.� °ª®¢

�¥®°¥¬  16.2 �ª® ¢±¨·ª¨ ¥«¥¬¥­²¨ ­  ±²®µ ±²¨·­ ²  ¬ ²°¨¶  ±  ±²°®£® ¯®«®¦¨Ó
²¥«­¨, ²® ±º¹¥±²¢³¢ ² ·¨±«  pj ; 0 � pj � 1;

P
j pj = 1, ² ª¨¢  ·¥ limn!1 pni;j = pj

­¥§ ¢¨±¨¬® ®² ¨­¤¥ª±  i.

�®ª § ²¥«±²¢®: �­ ¡¤¿¢ ¬¥ «¨­¥©­®²® ¯°®±²° ­±²¢® Rk ± ­®°¬ : jjxjj = Pk
i=1 jxij. �

² §¨ ­®°¬  ²® ¥ ¯º«­® | ¢±¿ª  ±µ®¤¿¹  ¯® �®¸¨ °¥¤¨¶  ¨¬  £° ­¨¶ . �  ° §£«¥¤ ¬¥
¯®¤¬­®¦¥±²¢®²® K ­  Rk ®¯°¥¤¥«¥­® ®² ³±«®¢¨¿² :

Pk
i=1 xi = 1; xi � 0; i = 1; 2; :::; k.�®

¥ ª®¬¯ ª²­® ¨ ²° ­±´®°¬ ¶¨¿²  P £® ¨§®¡° §¿¢  ¢ ±¥¡¥ ±¨. �¥ ¯®ª ¦¥¬, ·¥ P ¥ ±¢¨Ó
¢ ¹  ²° ­±´®°¬ ¶¨¿ ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«­®, ¨¬  ¥¤¨­±²¢¥­  ­¥¯®¤¢¨¦­  ²®·ª , ªº¬ ª®¿²® ±¥
±²°¥¬¿² ­¥£®¢¨²¥ ¨²¥° ¶¨¨.

�. �º°µ³ ¥«¥¬¥­²¨²¥ ­  K ° ±²®¿­¨¥²®, ¯®°®¤¥­® ®² ³ª § ­ ²  ­®°¬ , ±¥ ¯°¥±¬¿² 
¯® ±«¥¤­¨¿ ­ ·¨­:

jjx� yjj = 2
X
i2J

(xi � yi): (16.2)

�³ª ± J ±¬¥ ®§­ ·¨«¨ ¬­®¦¥±²¢®²® ®² ¨­¤¥ª±¨ ­  ¯®«®¦¨²¥«­¨ ¥«¥¬¥­²¨ ¯®¤ §­ ª 
­  ±³¬ ² . �  ®²¡¥«¥¦¨¬, ·¥ ²®¢  ¬­®¦¥±²¢® ¥ ¢¨­ £¨ ±²°®£® ¯® - ¬ «ª® ®² ¶¿«®²®
¬­®¦¥±²¢® ®² ¨­¤¥ª±¨. �ª® ­¥ ¡¥¸¥ ² ª , ¡¨ ¡¨«® ­¥¢º§¬®¦­®

Pk
i=1(xi � yi) = 0.

�. �¥ª  ®§­ ·¨¬ ± � = mini;j pi;j . �®£ ¢  ¥ ¨§¯º«­¥­® ³±«®¢¨¥²® §  ±¢¨¢ ­¥:

jjx0P � y0P jj � (1 � �)jjx� yjj: (16.3)

�®¢  ±«¥¤¢  ®² ±«¥¤­ ²  ¢¥°¨£  ­¥° ¢¥­±²¢ :

jjx0P � y0P jj = 2
P

j2J

P
i pi;j(xi � yi) =

= 2
P

i(
P

j2J pi;j)(xi � yi) �
� 2

P
i2I(

P
j2J pi;j)(xi � yi) �

� 2
P

i2I(1� �)(xi � yi) = (1 � �)jjx� yjj:

�. �¥ª  ®§­ ·¨¬ ±º± z ­¥¯®¤¢¨¦­ ²  ²®·ª  ­  P : z0P = z0. �º© ª ²® ¤¨ ¬¥²º°º² ­ 
¬­®¦¥±²¢®²® K ¥ 2 ¨¬ ¬¥:

jjz0 � x0P njj � jj(z � x)0P njj � 2(1 � �)n:

�. �®£ ¢  £° ­¨¶ ²  P1 ±º¹¥±²¢³¢ , ²¿ ¥ «¨­¥¥­ ®¯¥° ²®° ¨ ¥ ¯°®¥ª²®° ¢º°µ³ ² §¨
²®·ª  ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«­®, ¬®¦¥ ¤  ±¥ § ¯¨¸¥ ¢º¢ ´®°¬ ² : P1 = ez0: Q.E.D.

�®¬¥­² ° �² ¤®ª § ²¥«±²¢®²® ¥ ¿±­®, ·¥ £° ­¨·­®²® ±º±²®¿­¨¥ ­  ² ª ¢  ¢¥°¨£ 
¥ ¥¤¨­±²¢¥­® ¨ ±¥ ¤®±²¨£  ± ¥ª±¯®­¥­¶¨ «­  ±ª®°®±². �±­® ¥ ±º¹®, ·¥ ²¥®°¥¬ ²  ¬®¦¥
¤  ±¥ ¯°¨«®¦¨ ¨ §  ¢¥°¨£¨, ¯°¨ ª®¨²® ± ¬® ­¿ª ª¢  ±²¥¯¥­ ­  ¯°¥µ®¤­ ²  ¬ ²°¨¶ 
¯°¨²¥¦ ¢  ¯®«®¦¨²¥«­¨ ·«¥­®¢¥.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 16.4 �¥ ­ °¨· ¬¥ ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥²®
p = fpi; i = 1; 2; :::; kg ¢º°µ³ ¯°®±²° ­±²¢®²® ­  ±º±²®¿­¨¿ ­  ¥¤­®°®¤­  ª° ©­  ¬ °Ó
ª®¢±ª  ¢¥°¨£  ±² ¶¨®­ °­®,  ª® ³¤®¢«¥²¢®°¿¢  ±«¥¤­®²® ±º®²­®¸¥­¨¥:

p0P = p0: (16.4)
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�¥®°¥¬  16.3 �° ­¨·­®²® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ (ª®£ ²® ±º¹¥±²¢³¢ ) ¥ ±² ¶¨®­ °­®.

�®ª § ²¥«±²¢®: �¤®¡­® ¥ ¤  ±¥ ¨§¯®«§³¢ ²§  ¶¥«²  ².­. ³° ¢­¥­¨¿ ­  �®«¬®£®°®¢:

P n+1 = P nP: (16.5)

�¥ ±¥ ¨§¢¥¦¤ ² ²®·­® ª ª²® ¨ ³° ¢­¥­¨¿²  ­  � °ª®¢ (16.1). �¥ ¥ ²°³¤­® ¤  ±¥
¯°®¢¥°¨ §  £° ­¨·­®²® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥, ·¥ ²® ²°¿¡¢  ¤  £¨ ³¤®¢«¥²¢®°¿¢ , ².¥. ¤  ¡º¤¥
±² ¶¨®­ °­®. �  ®§­ ·¨¬ ¢¥ª²®°  e = f1; 1; :::1g0 ¨ ± p - ²®§¨ ®² £° ­¨·­¨²¥ ¢¥°®¿²Ó
­®±²¨. �®£ ¢  ®² ±º¹¥±²¢³¢ ­¥²® ­  £° ­¨·­® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¯®«³· ¢ ¬¥ P n ! ep0,  
¯°¥¬¨­ ¢ ­¥²® ¢ £° ­¨¶  ­  ³° ¢­¥­¨¿²  (16.5) ¢®¤¨ ¤® ep0 = ep0P . � ª  ±¥ ¯®«³· ¢ , ·¥
£° ­¨·­®²® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ p ¥ «¿¢ (­¥²°¨¢¨ «¥­) ±®¡±²¢¥­ ¢¥ª²®° ­  P . �®¢  ®§­ · ¢ ,
·¥  ª® ¢ ¤ ¤¥­ ¬®¬¥­² ¢¥°¨£ ²  ¨¬  ² ª®¢  ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥, ²® ¹¥ ±¥ § ¯ §¨ ­¥¨§¬¥­­®
¨ §  ¢ ¡º¤¥¹¥. Q.E.D.

16.3 �« ±¨´¨ª ¶¨¿ ­  ±º±²®¿­¨¿² 

�¥ § ¯®·­¥¬ ² §¨ ²¥¬  ± ¤¢  ²°¨¢¨ «­¨ ¯°¨¬¥° . �  ° §£«¥¤ ¬¥ ±«¥¤­¨²¥ ¬ ²°¨¶¨ ­ 
¯°¥µ®¤­¨ ¢¥°®¿²­®±²¨:

�°¨¬¥° 16.1

P1 =

 
q p
0 1

!
; P2 =

0
B@ 0 1 0

0 0 1
1 0 0

1
CA :

�°¨ ¬ ²°¨¶ ²  P1 ±¨±²¥¬ ²  ®±² ¢  § ¢¨­ £¨ ¢ ±º±²®¿­¨¥²® 2, ª®£ ²® £® ¤®±²¨£­¥.
� ª®¢  ±º±²®¿­¨¥ ±¥ ­ °¨·  ¯®£«º¹ ¹®. �®­¿ª®£  ¶¿« ª« ± ±º±²®¿­¨¿ ¬®¦¥ ¤  ¡º¤¥
¯®£«º¹ ¹ { ¢¥¤­º¦ ¤®±²¨£­ ² ¢¥·¥ ­¥ ¬®¦¥ ¤  ¡º¤¥ ­ ¯³±­ ². �®£«º¹ ¹®²® ±º±²®¿­¨¥
(¨«¨ ª« ±) ¬®¦¥ ¤  ±¥ ¤®±²¨£  ¢ ±«³· ¥­ ¬®¬¥­² ­  ¢°¥¬¥²® { §  ² §¨ ª®­ª°¥²­  ¢¥°¨£ 
° §¯°¥¤¥«¥­¨¥²® ¬³ ¥ £¥®¬¥²°¨·­®.

�º±²®¿­¨¥²® 1 ¢ ²®§¨ ¯°¨¬¥° ¯ºª ¥ ² ª®¢ , ·¥ ¢¥¤­º¦ ­ ¯³±­ ²® ²® ­¥ ¬®¦¥ ¤ 
¡º¤¥ ¤®±²¨£­ ²® ­¨ª®£ . �º±²®¿­¨¥ (¨«¨ ª« ± ±º±²®¿­¨¿) ± ²®¢  ±¢®©±²¢® ­ °¨· ¬¥
­¥¢º§¢° ²­¨.

�°¨ ¬ ²°¨¶ ²  P2 ¯¥°¨®¤¨·­® ±¥ ±¬¥­¿² ²°¨ ±º±²®¿­¨¿ ¢ °¥¤ :

1; 2; 3; 1; 2; 3; ::

2; 3; 1; 2; 3; 1; ::

3; 1; 2; 3; 1; 2; ::

¨ ¢±º¹­®±² ¶¿« ²  ¢¥°®¿²­®±²­  ¬¿°ª  ¥ ±º±°¥¤®²®·¥­  ¢º°µ³ ²°¨ ²° ¥ª²®°¨¨, § ¯®·¢ Ó
¹¨ ®² ° §«¨·­¨ ­ · «­¨ ±º±²®¿­¨¿ ¢ § ¢¨±¨¬®±² ®² ¢¥ª²®°  ­  ­ · «­¨²¥ ¢¥°®¿²­®±²¨
�0. �º¤¥¹®²® ¯®¢¥¤¥­¨¥ ­  ² ª ¢  ¢¥°¨£  ±² ¢  ­ ¯º«­® ¯°¥¤±ª §³¥¬® | ²® ¤¥²¥°¬¨Ó
­¨° ­® ±¥ ®¯°¥¤¥«¿ ®² ­¥©­®²® ­ ±²®¿¹¥. �º±²®¿­¨¥ ®² ²®§¨ ²¨¯ ±¥ ­ °¨·  ¯¥°¨®¤¨·­®.
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�±²¥±²¢¥­® ¥, ·¥ ±º±²®¿­¨¿² , ¯°¥§ ª®¨²® ¯°¥¬¨­ ¢  ²°¥ ª²®°¨¿²  ¯°¨ ±¢®¥²® ¯¥°¨®Ó
¤¨·­® ¤¢¨¦¥­¨¥, ®¡° §³¢ ² ¯¥°¨®¤¨·¥­ ª« ± ±º±²®¿­¨¿. � ªº¢ ª« ± ¥ ¢¨­ £¨ ¯®£«º¹ ¹,
­® ¬®¦¥, ° §¡¨°  ±¥, ¤  ¡º¤¥ ¤®±²¨£­ ² ¢ ±«³· ¥­ ¬®¬¥­² ­  ¢°¥¬¥²®. �º±²®¿­¨¥, ª®¥²®
­¥ ¯°¨­ ¤«¥¦¨ ­  ­¨ª®© ¯¥°¨®¤¨·¥­ ª« ± ±¥ ­ °¨·   ¯¥°¨®¤¨·­®.

�§®¡¹® ª § ­® ±º±²®¿­¨¿²  ­  ¢¥°¨£ ²  ¬®£ ² ¤  ¡º¤ ² · ±²¨·­® ­ °¥¤¥­¨: ª §¢ ¬¥
·¥ ±º±²®¿­¨¥²® i � j,  ª® pni;j > 0 §  ­¿ª®¥ n. �±­® ¥, ·¥ ¥ª¢¨¢ «¥­²­¨²¥ ±º±²®¿­¨¿ ¢ ² §¨
­ °¥¤¡  ®¡° §³¢ ² ª« ±. �®£ ²® ®² ª« ±  ­¥ ¬®¦¥ ¤  ±¥ ¨§«¥§¥, ª« ±º² ¥ ¬ ª±¨¬ «¥­ ¢
³ª § ­ ²  · ±²¨·­  ­ °¥¤¡ . �¤­  ¢¥°¨£  ¬®¦¥ ¤  ¨¬  ­¿ª®«ª® ² ª¨¢  ª« ± . � ªº¢
ª« ± ¹¥ ­ °¨· ¬¥ ¥°£®¤¨·¥­,   ±º±²®¿­¨¿²  ¢ ­¥£® ¥°£®¤¨·­¨.

�« ±¨´¨ª ¶¨¿²  ­  ±º±²®¿­¨¿ ¯°¥¤±² ¢«¿¢  ®±®¡¥­ ¨­²¥°¥± ¢ ²¥®°¨¿²  ­  ¬ °ª®¢±Ó
ª¨²¥ ¢¥°¨£¨ ¯®° ¤¨ ±«¥¤­¨²¥ ²¥®°¥¬¨:

�¥®°¥¬  16.4 �º§¢° ²­ ²   ¯¥°¨®¤¨·­  ¬ °ª®¢±ª  ¢¥°¨£  ¥ ¥°£®¤¨·­ .

�±º¹­®±² ­¥ ¥ ²°³¤­® ¤  ±¥ ±º®¡° §¨, ·¥ ²¥®°¥¬ ²  ­  � °ª®¢ ±«¥¤¢  ®² ² §¨ ²¥®°¥Ó
¬  | ¯¥°¨®¤¨·­®±²²  ¨ ­¥¢º§¢° ²­®±²²  ¢¨­ £¨ ±  ±¢º°§ ­¨ ± ­ «¨·¨¥²® ­  ­³«¥¢¨
¢¥°®¿²­®±²¨. � ª  ­¥£®¢ ²  ¬ ²°¨¶  ± ¯®«®¦¨²¥«­¨ ¥«¥¬¥­²¨ ¥ ¬ ²°¨¶  ­  ¥°£®¤¨·­ 
¢¥°¨£ .

�¥®°¥¬  16.5 �° ­¨·­®²® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ ­  ¥°£®¤¨·­  ¬ °ª®¢±ª  ¢¥°¨£  ¥ ¥¤¨­±²Ó
¢¥­® ¨ ­¥ § ¢¨±¨ ®² ­ · «­®²® ±º±²®¿­¨¥.

16.4 �°¨¬¥°¨ ¨ § ¤ ·¨

�°¨¬¥° 16.2 \� ­ « ± ¸³¬\ ¨«¨ ¬ °ª®¢±ª  ¢¥°¨£  ± ¤¢¥ ±¨¬¥²°¨·­¨ ±º±²®¿­¨¿.

�¨±²¥¬ ²  ±¬¥­¿ ±º±²®¿­¨¥²® ±¨ ± ¢¥°®¿²­®±² p < 1=2 ¨«¨ ®±² ¢  ¢ ±º¹®²® ±º±²®¿­¨¥ ±
¢¥°®¿²­®±² q = 1�p. �®£ ¢  ¯°¥µ®¤­ ²  ¬ ²°¨¶  P ¥ ±¨¬¥²°¨·­ . �¥©­ ²  n-²  ±²¥¯¥­
P n ¥ ±º¹® ±¨¬¥²°¨·­  ¨ ¤¢¥²¥ ±º®²¢¥²­® ¨¬ ² ¢¨¤ :

P =

 
q p
p q

!
; P n =

 
1� pn pn
pn 1� pn

!
:

�° ¢­¥­¨¿²  ­  � °ª®¢ ¢ ²®§¨ ±«³· © ±¥ § ¯¨±¢ ² ¯°®±²®:

1� pn = (1� p)(1 � pn�1) + ppn�1 (16.6)

pn = p(1 � pn�1) + (1� p)pn�1:

�°¥§ ¨§¢ ¦¤ ­¥ ­  ¢²®°®²® ³° ¢­¥­¨¥ ®² ¯º°¢®²® ¯®«³· ¢ ¬¥:

1 � 2pn = (1� 2p)(1 � 2pn�1)

1 � 2pn = (1 � 2p)n

�«¥¤®¢ ²¥«­® ¯®«³· ¢ ¬¥, ·¥ pn ! 1
2. � ª  ¢ ²®§¨ · ±²¥­ ±«³· © £° ­¨·­®²® ° §¯°¥¤¥Ó

«¥­¨¥ ¥ ° ¢­®¬¥°­®²®. Q.E.D.
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�°¨¬¥° 16.3 �¥¥°£®¤¨·­  ¢¥°¨£ .

�  ° §£«¥¤ ¬¥ ¢¥°¨£ ²  ±º± ±¨¬¥²°¨·­  ¯°¥µ®¤­  ¬ ²°¨¶ :

P =

0
B@ 1 0 0

0 q p
0 p q

1
CA :

�  ®§­ ·¨¬ ± � ¢¥ª²®°  ®² ­ · «­¨ ¢¥°®¿²­®±²¨. �®ª ¦¥²¥, ·¥ £° ­¨·­®²® ° §¯°¥¤¥«¥Ó
­¨¥ (§ ¢¨±¥¹® ®² ­ · «­®²®) ¥

�1; (�2 + �3)=2; (�2 + �3)=2:



�¥ª¶¨¿ 17

�°¨«®¦¥­¨¿

17.1 �¥®°¥¬  ­  � ° ²¥®¤®°¨

�³ª ¹¥ ¤®ª ¦¥¬ ² §¨ §­ ¬¥­¨²  ²¥®°¥¬  (1.1). �º°¢® ¹¥ ¤®ª ¦¥¬ ¥¤­  «¥¬ , ª®¿²® ¨¬ 
± ¬®±²®¿²¥«­® §­ ·¥­¨¥.

�¥¬  17.1 �¥ª  ¢¥°®¿²­®±²²  P ¥ § ¤ ¤¥­  ¢º°µ³ ¡³«®¢ ²   «£¥¡°  F ¨ ¥  ¤¨Ó
²¨¢­ . �®£ ¢ , ­¥®¡µ®¤¨¬® ¨ ¤®±² ²º·­® ³±«®¢¨¥ ¤  ¥ ­¥¯°¥ªº±­ ²  ¢ ;, ¥ ²¿ ¤  ¥
�- ¤¨²¨¢­  ¢º°µ³ F :

�®ª § ²¥«±²¢®: �¥®¡µ®¤¨¬®±². �¥ª  A =
P1

n=1An ¨ A;An 2 F . �²  ¤¨²¨¢­®±²²  ­ 
P §  8n ±«¥¤¢  ° ¢¥­±²¢®²®

P (A) = P (A1) +P (A2) + : : :+P (An) +P (
1X

i=n+1

Ai): (17.1)

�² ­¥¯°¥ªº±­ ²®±²²  ±«¥¤¢ , ·¥ P (
P1

i=n+1 Ai)! 0. �«¥¤®¢ ²¥«­®, P ¥ �- ¤¨²¨¢­  ¢º°Ó
µ³ F :

�®±² ²º·­®±². �¥ª  Bn+1 � Bn 2 F ¨
T
Bn = ;: �  ¯®«®¦¨¬ An = Bn nBn+1. �º©

ª ²® 8n;Bn =
P1

i=nAi ¨ P ¥ �- ¤¨²¨¢­  ¢º°µ³ F , ¯®«³· ¢ ¬¥, ·¥

P (Bn) =
1X
i=n

P (Ai) �! 0

ª ²® ®±² ²ºª ­  ±µ®¤¿¹ ±¥ °¥¤. �­ ·¨ P ¥ ­¥¯°¥ªº±­ ² . Q.E.D.

�¥®°¥¬  17.1 �ª® ¥¤­  ¢¥°®¿²­®±² P , § ¤ ¤¥­  ¢º°µ³ ¡³«®¢ ²   «£¥¡°  F , ¥ ­¥¯Ó
°¥ªº±­ ²  ¢ ;, ²® ²¿ ¥ ¯°®¤º«¦¨¬  ¥¤­®§­ ·­® ¢º°µ³ �(F):

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 17.1 �¥ª  ®¯°¥¤¥«¨¬ ¢º°µ³ ¢±¨·ª¨ ¯®¤¬­®¦¥±²¢  ­  
 ´³­ª¶¨¿² 
£®°­  ¬¿°ª :

�(A) = inffP (B) : B 2 F ; A � Bg:

�®°­ ²  ¬¿°ª  � ¯°¨²¥¦ ¢  ±«¥¤­¨²¥ ¢ ¦­¨ ¨ ¯®·²¨ ®·¥¢¨¤­¨ ±¢®©±²¢ :

85
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1. ¬®­®²®­­®±² - �(B) � �(A);8B � A;

2. ¨§·¨±«¨¬®±² - 8� > 0;9B 2 F : A � B;�(B)� �(A) < �;

3. ¯®«³ ¤¨²¨¢­®±² (ª° ©­  ¨«¨ ¨§¡°®¨¬ )- �(
S
iAi) �P

i �(Ai);

4. ­  F £®°­ ²  ¬¿°ª  � ±º¢¯ ¤  ± P ¨ ¥ �- ¤¨²¨¢­  (¨ ­¥¯°¥ªº±­ ²  ¢ ;).

�®ª ¦¥²¥ ± ¬¨ ²¥§¨ ±¢®©±²¢ .

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 17.2 �  ®§­ ·¨¬ ± R ª« ±  ®² ¯®¤¬­®¦¥±²¢  B � 
, §  ª®¨²® ¥
¨§¯º«­¥­® ° ¢¥­±²¢®²®

1 = �(B) + �(B):

�±­® ¥, ·¥ R � F ¨ �(B) = P (B), ª®£ ²® B 2 F .

�¥¬  17.2 �  ¤  ¯°¨­ ¤«¥¦¨ ¬­®¦¥±²¢®²® B ­  R ¥ ­¥®¡µ®¤¨¬® ¨ ¤®±² ²º·­® ¤ 
¡º¤¥ \ ¯°®ª±¨¬¨°³¥¬®\, ².¥. ¤  ±º¹¥±²¢³¢ ² °¥¤¨¶¨²¥ fB+

n g; fB�
n g 2 F ² ª¨¢ , ·¥:

B�
n � B�

n+1 � B � B+
n+1 � B+

n ; �(B+
n )� �(B�

n ) = P (B+
n nB�

n )! 0:

�®ª § ²¥«±²¢®: �¥®¡µ®¤¨¬®±². �  ¢±¿ª® B ¯® ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ (17.1) ±º¹¥±²¢³¢  °¥¤¨¶ 
Bn 2 F ² ª ¢ , ·¥ Bn � B ¨ �(B) = limnP (Bn). �  ®§­ ·¨¬ ± B+

n = \n
i=1Bi. �®£ ¢ 

�(B) = limnP (B+
n ). �º¹®²® ¥ ¢ «¨¤­® ¨ §  B - 9Bn 2 F : �(B) = limnP (Bn); Bn � B.

�¥ª  ®§­ ·¨¬ ± B�
n = \n

i=1Bi. � ª  ¯®«³· ¢ ¬¥, ·¥ B�
n � B � B+

n . �º© ª ²® B 2 R, ²®
�(B) = 1� �(B) ¨ P (B�

n ) " �(B), P (B+
n ) # �(B).

�®±² ²º·­®±²²  ¥ ®·¥¢¨¤­ :

1 � �(B) + �(B) � P (B+
n ) + 1 �P (B�

n )! 1:Q.E.D.

�®ª § ²¥«±²¢®: (�¥®°¥¬  17.1.)
1.�  ¯®ª ¦¥¬, ·¥ R ¥  «£¥¡° . R ®·¥¢¨¤­® ±º¤º°¦  
; ;, ª ª²® ¨ ¤®¯º«­¥­¨¥²® ­  ¢±¿ª®
¬­®¦¥±²¢® B 2 R. �¥ª  A;B 2 R. �  ®§­ ·¨¬ ± A+

n ; B
+
n ; A

�
n ; B

�
n ­¿ª®¨  ¯°®ª±¨¬¨° ¹¨

°¥¤¨¶¨ ­  ¤¢¥²¥ ¬­®¦¥±²¢ . �¬ ¬¥ ®·¥¢¨¤­®²® ¢ª«¾·¢ ­¥: A�
n \B�

n � A\B � A+
n \B+

n .

P (A+
n \B+

n )�P (A�
n \B�

n ) =

P (A+
n \B+

n )�P (A�
n \B+

n ) +P (A�
n \B+

n )�P (A�
n \B�

n ) =

P ((A+
n nA�

n ) \B+
n ) +P ((B+

n nB�
n ) \A�

n ) �
P (A+

n nA�
n ) +P (B+

n nB�
n )! 0

� ª  ¬­®¦¥±²¢®²® A \ B ¥ \ ¯°®ª±¨¬¨°³¥¬®\ ¨ ±º£« ±­® «¥¬¬  17.2 A \ B 2 R,  
±«¥¤®¢ ²¥«­®, ¨ ¬­®¦¥±²¢ ²  A [ B;A+B;A n B 2 R. R ¥ ¡³«®¢   «£¥¡° . �² ±º¹¨²¥
 ¯°®ª±¨¬ ¶¨®­­¨ ±¬¥²ª¨ ±«¥¤¢ , ·¥ � ¥  ¤¨²¨¢­  ´³­ª¶¨¿ ­  R:

P (A�
n ) +P (B�

n ) � �(A+B) � �(A) + �(B) � P (A+
n ) +P (B+

n ):
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2. �  ¯®ª ¦¥¬ ±¥£ , ·¥ R ¥ ¨ �- «£¥¡° . �¥ª  fBn 2 R; Bn � Bn+1g ¥ ­ ¬ «¿¢ ¹ 
°¥¤¨¶ . �  ®§­ ·¨¬ ± An = Bn n Bn+1. �  ®§­ ·¨¬ ± B = \Bn. �² ¬®­®²®­­®±²² 
±«¥¤¢ , ·¥ ±º¹¥±²¢³¢  £° ­¨¶  ­  ­ ¬ «¿¢ ¹ ²  °¥¤¨¶  �(Bn) ¨ �(B) � limn �(Bn). �²
¯®«³ ¤¨²¨¢­®±²²  ±«¥¤¢ , ·¥ �(B) + �(B) � 1. �² ¤°³£  ±²° ­ , ®² ¤®ª § ­ ²  ¢¥·¥
 ¤¨²¨¢­®±² ¯®«³· ¢ ¬¥ (§  ¢±¿ª® n):

nX
i=1

�(Ai) = �(B1)� �(Bn+1); ².¥.
1X
i=1

�(Ai) = �(B1)� lim
n
�(Bn):

�º© ª ²® B = B1+
P1

n=1An ¹¥ ¯®«³·¨¬: �(B) � 1��(B1)+
P1

n=1 �(An) = 1�limn �(Bn).
� ²® ±º¡¥°¥¬ ¤¢¥²¥ ­¥° ¢¥­±²¢  ¯®«³· ¢ ¬¥: �(B) + �(B) � 1. �­ ·¨ B 2 R.

3. �  ¤  ¯®ª ¦¥¬, ·¥ � ¥ �- ¤¨²¨¢­ , ¹¥ ¯®ª ¦¥¬, ·¥ ¥ ­¥¯°¥ªº±­ ²  ¢ ; ¨ ¹¥
¨§¯®«§³¢ ¬¥ «¥¬  17.1. �¥ª  fBn 2 R; Bn+1 � Bng ¥ ­ ¬ «¿¢ ¹  °¥¤¨¶  ² ª ¢ , ·¥
\Bn = ;. � ª²® ¨ ¢ ¯°¥¤­ ²  · ±² ¯®«³· ¢ ¬¥, ·¥ �(B) � limn �(B+

n ) = limn �(B�
n ). �®

\B�
n � \Bn = ;. �º© ª ²® B�

n 2 F ¨ � = P , ª®¿²® ¥ ­¥¯°¥ªº±­ ²  ¢ ;, ¯®«³· ¢ ¬¥
�(B) � limnP (B�

n ) = 0.

�º© ª ²® F � R, ²® ¨ �(F) � R. �¤¨­±²¢¥­­®±²  ­  ² ª  ¯®±²°®¥­ ²  ¬¿°ª  ¢º°µ³
�(F) ±«¥¤¢  ®² ­¥©­ ²  ¨§·¨±«¨¬®±² ®² P . �¥±­® ±¥ ¯®«³· ¢  ¨, ·¥ R ¥ ¯º«­ , ².¥.
±º¤º°¦  ¯®¤¬­®¦¥±²¢ ²  ­  ¬­®¦¥±²¢  ± ­³«¥¢  £®°­  ¬¿°ª . Q.E.D.

17.2 �°®¥ª²®°¨. �¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¨ ±¢®©±²¢ 

� ² §¨ ±¥ª¶¨¿ ¹¥ ° §£«¥¤ ¬¥ ¯°®¥ª²®°¨²¥ - ­ ©-¯°®±²¨²¥ ¨ ­ ©-¨§¯®«§³¢ ­¨ ¢ ¬ ²¥¬ Ó
²¨ª ²  ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 17.3 �¥ª  P ¥ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥ ­  ¬­®¦¥±²¢®²® X ¢ ±¥¡¥ ±¨. � §¢ ¬¥,
·¥ P ¥ ¯°®¥ª²®°,  ª® P 2 = P . �®­¿ª®£  ²®¢  ±¢®©±²¢® ±¥ ­ °¨·  ¨¤¥¬¯®²¥­²­®±².

�² ²®¢  ±«¥¤¢ ² ±«¥¤­¨²¥ ±¢®©±²¢ :

� �­®¦¥±²¢®²® X ±¥ ° §¯ ¤  ­  ¤¢¥ ­¥¯°¥±¨· ¹¨ ±¥ ¯®¤¬­®¦¥±²¢ : X = PX +PX;

� PX 6= ;;

�  ª® PX = ;, ².¥. (PX = X), ²® P = I;

� ²°¥ ª²®°¨¨²¥ ­  P ±º¤º°¦ ² ­ ©-¬­®£® ¤¢  ° §«¨·­¨ ¥«¥¬¥­²  - ¥¤¨­¨¿² ¥ ¢¨­ £¨
¢ PX, ¤°³£¨¿² - ¢ PX ;

�¥®°¥¬  17.2 �ª® P ¨ Q ±  ª®¬³²¨° ¹¨ ¯°®¥ª²®°¨ (PQ = QP ), ²®

1. PQ ¥ ¯°®¥ª²®°;

2. (PQ)X = QX
T
PX.
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�®ª § ²¥«±²¢®: 1.(PQ)(PQ) = PQ2P = PQP = P 2Q = PQ:
2. �«¥¤®¢ ²¥«­®, 8x 2 X ¥ ¨§¯º«­¥­®: QPx 2 QX;PQx 2 Px. �.¥. PQX � PX

T
QX.

�¥ª  ±¥£  p 2 PX
T
QX. �®£ ¢  Pp = p;Qp = p. �® ²®£ ¢  PQp = p, §­ ·¨ p 2 PQX.

�­ ·¨ QX
T
PX � PQX. Q.E.D.

�¥®°¥¬  17.3 �¥ª  ±¥£  X ¥ ¢¥ª²®°­® ¯°®±²° ­±²¢® ¨ P ¥ «¨­¥¥­ ®¯¥° ²®° (P (ax) =
aPx; P (x+ y) = Px+ Py) ¨ ¯°®¥ª²®°. �®£ ¢ :

1. �¡° §º² PX ¥ «¨­¥©­® ¯®¤¯°®±²° ­±²¢®;

2. ¿¤°®²® NP = fx : Px = 0g ¥ «¨­¥©­® ¯®¤¯°®±²° ­±²¢®;
3. Q = I � P ¥ ¯°®¥ª²®°, QP = PQ = 0, QX = NP ;

4. §  ¢±¥ª¨ ª®¬³²¨° ¹ ± P ¯°®¥ª²®° Q ¨¬ ¬¥, ·¥ P �QP ,Q�QP ±  ¯°®¥ª²®°¨.

�®ª § ²¥«±²¢®: 1. �¥ª  x; y 2 PX. �®£ ¢  P (ax+ bx) = aPx+ bPy = ax+ by.
2. �¥ª  x; y 2 NP . �®£ ¢  P (ax+ bx) = aPx+ bPy = 0.
3. �¥ª  Qx = x� Px = (I � P )x,P (I � P ) = P � P 2 = 0. �®£ ¢  Q2 = (I � P )(I � P ) =
I � 2 � P + P = I � P .
4. �ª® QP = PQ, ²® (I � P )Q = Q(I � P ), (I � Q)P = P (I � Q), (I � P )(I � Q) =
(I �Q)(I � P ). Q.E.D.

�¥ª  ±¥£  X ¥ µ¨«¡¥°²®¢® ¯°®±²° ­±²¢® ¨ ± (x; y) ±¬¥ ®§­ ·¨«¨ ±ª « °­®²® ¯°®¨§¢¥Ó
¤¥­¨¥ ¢ X.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 17.4 �¨­¥¥­ ± ¬®±¯°¥£­ ² ((Px; y) = (x; Py)) ¯°®¥ª²®° ±¥ ­ °¨·  ®°Ó
²®£®­ «¥­.

�¥®°¥¬  17.4 �  ¤  ¡º¤¥ «¨­¥¥­ ¯°®¥ª²®° P ¢ µ¨«¡¥°²®¢®²® ¯°®±²° ­±²¢® X ± Ó
¬®±¯°¥£­ ² ¥ ­¥®¡µ®¤¨¬® ¨ ¤®±² ²º·­® PX ¨ (I � P )X = NP ¤  ±  ®°²®£®­ «­¨
«¨­¥©­¨ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢ : (Px; (I � P )y) = 0;

�®ª § ²¥«±²¢®: �¥®¡µ®¤¨¬®±². (Px; (I � P )y) = (x; P (I � P )y) = 0;

�®±² ²º·­®±². �¥ª  y 2 X. �®¦¥¬ ¤  £® § ¯¨¸¥¬ ¢º¢ ¢¨¤  y = y1 + y2, ªº¤¥²®
y1 2 NP ; y2 2 PX. �¥ª  H = P �. �¬ ¬¥:

((P �H)x; y) = ((P �H)x; y1) + ((P �H)x; y2) =

(Px; y1)� (x; Py1) + (Px; y2)� (x; Py2) = ((P � I)x; y2) = 0:

�«¥¤®¢ ²¥«­®, jjP �Hjj2 = supjjyjj�1((P �H)x; y) = 0. Q.E.D.

�°¨¬¥° 17.1 �¥ ®°²®£®­ «¥­ ¯°®¥ª²®°.

�  ° §£«¥¤ ¬¥ ¬ ²°¨¶ ² 

Z =

 
1 1
0 0

!
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ª ²® «¨­¥¥­ ®¯¥° ²®° ¢ X = R2. �·¥¢¨¤­® ¥, ·¥ Z2 = Z. �®

ZX =

 
x
0

!
; NP =

 
x
�x

!

¨ ²¥§¨ ¤¢¥ ¥¤­®¬¥°­¨ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢  ­¥ ±  ®°²®£®­ «­¨.

�¥®°¥¬  17.5 �¥ª  Z ¥ «¨­¥©­® ¯®¤¯°®±²° ­±²¢® ­  X. �  ¢±¿ª® x 2 X ¤  ®§­ ·¨¬
± H : X ! Z ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥²®

x �! argmin
z2Z

jjz � xjj:

H ¥ ®°²®£®­ «¥­ ¯°®¥ª²®°.

�®ª § ²¥«±²¢®: �·¥¢¨¤­® ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥²® H ¥ ¯°®¥ª²®°. �°¿¡¢  ¤  ¯®ª ¦¥¬, ·¥ ¥
° ¢¥­ ­  ±¢®¿ ±¯°¥£­ ² H�, ª®©²® ±¥ ®¯°¥¤¥«¿ ² ª : 8x; y 2 X; (Hx; y) = (x;H�y). �®¢ 
±«¥¤¢  ®² ° ¢¥­±²¢®²® (Hx; (I �H)y) = 0 §  ®°²®£®­ «­®±²:

jjHx� xjj2 + jjHxjj2 = jjxjj2

Q.E.D.
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�§­ ·¥­¨¿

(
;A;P ) - �¥°®¿²­®±²­® ¯°®±²° ­±²¢®;

 - �­®¦¥±²¢® ®² ¥«¥¬¥­² °­¨ ±º¡¨²¨¿;

¤®±²®¢¥°­® ±º¡¨²¨¥;
A - �- «£¥¡°  ®² ¯®¤¬­®¦¥±²¢  ­  
;
P (:) - �¥°®¿²­®±² ®¯°¥¤¥«¥­  ­  A;
P (:) - �¥°®¿²­®±² ®¯°¥¤¥«¥­  ­  A;
A;B; : : : ; Z - �­®¦¥±²¢ ,±º¡¨²¨¿ (¥«¥¬¥­²¨ ­  A)

¨«¨ ¬ ²°¨¶¨;
A - �®¯º«­¥­¨¥ ­  ¬­®¦¥±²¢®²®;

¯°®²¨¢®¯®«®¦­® ±º¡¨²¨¥;
�; �; : : : ; � - ±«³· ©­¨ ¢¥«¨·¨­¨ (±«.¢.);

; � - ¨§¬¥°¨¬¨ ° §¤¥«¿­¨¿;

¯º«­¨ £°³¯¨ ®² ±º¡¨²¨¿;
; - �° §­® ¬­®¦¥±²¢®; ­¥¢º§¬®¦­® ±º¡¨²¨¥;
A
T
B - ±¥·¥­¨¥ ­  ¬­®¦¥±²¢ ²  A ¨ B;

±¡º¤¢ ² ±¥ ¨ ¤¢¥²¥ ±º¡¨²¨¿;
A
S
B - ®¡¥¤¨­¥­¨¥ ­  ¬­®¦¥±²¢ ²  A ¨ B;

±¡º¤¢  ±¥ ¯®­¥ ¥¤­®²® ±º¡¨²¨¥;
A+B - ®¡¥¤¨­¥­¨¥ ­  ­¥±º¢¬¥±²¨¬¨ ±º¡¨²¨¿;

±³¬  ­  ¬ ²°¨¶¨;
AB - ±¥·¥­¨¥ ­  ¬­®¦¥±²¢ ²  A ¨ B;

¯°¨§¢¥¤¥­¨¥ ­  ¬ ²°¨¶¨;
A?B; �?� - ­¥§ ¢¨±¨¬¨ ±º¡¨²¨¿ ¨ ±«.¢.;
E ;D - � ²¥¬ ²¨·¥±ª® ®· ª¢ ­¥ ¨ ¤¨±¯¥°±¨¿;
f(�) : A �! B - �³­ª¶¨¿, ¤¥´¨­¨° ­  ¢ ¬­®¦¥±²¢®²®

A ±º± ±²®©­®±²¨ ¢ ¬­®¦¥±²¢®²® B;
R = R1 - �¥ «­ ²  ·¨±«®¢  ¯° ¢ ;
R+ - �¥®²°¨¶ ²¥«­¨²¥ °¥ «­¨ ·¨±« ;
A�B - �¥ª °²®¢® ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ ­  ¬­®¦¥±²¢ ;
x = (x1; : : : ; xn)0 - n-¬¥°¥­ ¢¥ª²®° (²®·ª  ¢) Rn;
jjxjj - �®°¬  ­  x 2 Rn;
x0y - �ª « °­® ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ ­  ¢¥ª²®°¨;
9 - �­ ª ®§­ · ¢ ¹ \±º¹¥±²¢³¢ \;
8 - �­ ª ®§­ · ¢ ¹ \§  ¢±¿ª®\.



�¯¨±ºª ­  �¨£³°¨²¥

1.1 �£« ²  ­  �¾´®­ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2.1 � µ¬ ²­  ¤º±ª  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

5.1 � §«¨·­¨ ¤¨±¯¥°±¨¨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

5.2 �®«®¦¨²¥«­   ±¨¬¥²°¨¿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

5.3 �®«®¦¨²¥«¥­ ¥ª±¶¥± . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

6.1 �¨­®¬­® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

7.1 �² ­¤ °²­® ­®°¬ «­® . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

7.2 �®°¬ «­   ¯°®ª±¨¬ ¶¨¿ ­  ¡¨­®¬­® . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

11.1 �®°¬ «­® N(0; I) ¢ R2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

11.2 � ¬  ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

11.3 � §«¨·­¨ ¡¥²  ° §¯°¥¤¥«¥­¨¿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

12.1 �µ®¤¨¬®±²¨ ­  °¥¤¨¶¨ ±«.¢. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

92



�­¤¥ª±

�- «£¥¡° , 7
�®°¥«®¢ , 21

�¥² , 55
�®°¥«-� ­²¥«¨, 63
�¾´®­, 5

�¨­¥°®¢ ¯°®¶¥±, 75

� ¬ , 55

�®«¬®£®°®¢, 81

�¨­¤¥¡¥°£, 68

� °ª®¢, 79
� °ª®¢±ª ¢¥°¨£ , 78
� °ª®¢±ª¨ ¯°®¶¥±, 78

�® ±®­, 32

�¥¡¨¸®¢, 27

 ª±¨®¬ ²¨ª , 4, 6
 ±¨¬¥²°¨¿, 25

¡¨­®¬­® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥, 30
¡³«®¢   «£¥¡° , 7

¢¥°®¿²­®±², 7
£¥®¬¥²°¨·­ , 6
ª« ±¨·¥±ª , 5
³±«®¢­ , 10
·¥±²®²­ , 4

£¥®¬¥²°¨·­® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥, 31
£° ­¨·­  ²¥®°¥¬ , 67

¤¨±¯¥°±¨¿, 24
¤®¢¥°¨²¥«¥­ ¨­²¥°¢ «, 39

¥ª±¶¥±, 26
¥­²°®¯¨¿, 43

§ ª®­¨ §  £®«¥¬¨²¥ ·¨±« , 62

¨§®¬®°´¨§º¬, 41
¨­²¥£° «

­  �¥¡¥£-�²¨«²¥±, 45
­  �¨¬ ­, 46

¨­²¥°ª¢ °²¨«¥­ ° §¬ µ, 25
¨­´®°¬ ¶¨¿, 42

ª¢ ­²¨«, 24
ª®¢ °¨ ¶¨®­­  ¬ ²°¨¶ , 51
ª®¥´¨¶¨¥­² ­  ª®°¥« ¶¨¿, 50
ª®­¢®«¾¶¨¿, 54

«¥¡¥£®¢ ²  ¬¿°ª , 41

¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª® ®· ª¢ ­¥ (¬.®.), 23
¬¥¤¨ ­ , 24
¬®¤ , 24
¬®¬¥­²¨, 24

­¥§ ¢¨±¨¬®±², 15
¢ ±º¢ª³¯­®±², 16
­  �- «£¥¡°¨, 17
­  ±«.¢., 20

­¥®¯°¥¤¥«¥­®±², 42
­¥¯°¥ªº±­ ²  ±«.¢., 21
­¥° ¢¥­±²¢®

§  ¬®¬¥­²¨²¥, 27
­  �®«¬®£®°®¢, 63
­  �¥¡¨¸®¢, 27

­®°¬ «­® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥, 53, 54

®£° ­¨·¥­  ¢ °¨ ¶¨¿ (´.®.¢.), 45

¯®° ¦¤ ¹  ´³­ª¶¨¿, 29
¯°¥­¥¡°¥¦¨¬®±², 68
¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥ ­  � ¯« ±, 46
¯°®¥ª²®°, 86
¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ ­  ¢.¯., 16
¯°®±²° ­±²¢®

¢¥°®¿²­®±²­®, 7
¨§¬¥°¨¬®, 7

¯°®¶¥±

93



94 ������

¥¤­®°®¤¥­ (¥.¯.­.­.), 72
± ­¥§ ¢¨±¨¬¨ ­ ° ±²¢ ­¨¿ (¯.­.­.), 72
±«³· ¥­, 72

¯º«­  £°³¯  ±º¡¨²¨¿, 43

°¥¸¥²ª , 14

±¨«¥­ § ª®­ (����), 64
±«.¢., 20

®£° ­¨·¥­¨, 20
¯°®±²¨, 19
³°¿§ ­¨, 65

±« ¡ § ª®­, 62
±«³· ©­  ¢¥«¨·¨­  (±«.¢.), 19
±² ­¤ °²­® ®²ª«®­¥­¨¥, 25
±µ¥¬  ­  �¥°­³«¨, 40
±µ®¤¨¬®±², 57

¢ ±°¥¤­®, 58
­  ° §¯°¥¤¥«¥­¨¿, 57
­  ±«.¢., 58
­  µ ° ª²¥°¨±²¨·­¨ ´³­ª¶¨¨, 57
¯.±., 58
¯® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥, 58
±« ¡ , 57

±º¡¨²¨¥
¤®¯º«­¨²¥«­®, 6
¤®±²®¢¥°­®, 6
¥«¥¬¥­² °­®, 6
­¥¢º§¬®¦­®, 6
±«³· ©­®, 6

±º¡¨²¨¿
­¥§ ¢¨±¨¬¨, 16
­¥±º¢¬¥±²¨¬¨, 7
¯º«­  £°³¯ , 10

²¥®°¥¬ 
­  � ° ²¥®¤®°¨, 8, 84
­  �³ ¢º°-� ¯« ± , 37

²° ­±´®°¬ ¶¨¿, 53

³±«®¢­® ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥, 50

´®°¬³« 
§  ³¬­®¦¥­¨¥, 11
­  �¥©±, 12
­  ¯º«­ ²  ¢¥°®¿²­®±², 10

´³­ª¶¨¿
¡®°¥«®¢ , 22
­  ° §¯°¥¤¥«¥­¨¥, 21
¯«º²­®±² ­  ±«.¢., 21

µ ° ª²¥°¨±²¨·­  ­  ±«.¢., 47

¶¥«®·¨±«¥­¨ ±«.¢., 29

¿ª®¡¨ ­, 53


