
(ïî Êîíêðåòíà ìàòåìàòèêà, Ð. Ãðåúì, Ä. Êíóò, Î. Ïàòàøíèê)
Ïðàâèëíè çàðîâå: P0 : P (1) = P (2) = P (3) = P (4) = P (5) = P (6) =

1/6, P00 =?
Íåïðàâèëíè çàðîâå: P1 : P (1) = P (6) = 1/4, P (2) = P (3) = P (4) =

P (5) = 1/8, P11 =?
Ñëó÷àéíè âåëè÷èíè: S1(ω) - �áðîé òî÷êè íà ïúðâèÿ çàð�, S2(ω) - �áðîé

òî÷êè íà âòîðèÿ çàð�, S(ω) - �ñóìà îò òî÷êèòå íà äâàòà çàðà�, Pr(ω) -
�ïðîèçâåäåíèå îò òî÷êèòå íà äâàòà çàðà�. Íàìåðåòå ðàçïðåäåëåíèåòî íà
òåçè ñëó÷àéíè âåëè÷èíè çà ïðàâèëíè è íåïðàâèëíè çàðîâå.

• Íåçàâèñèìîñò: P (X = x, Y = y) = P (X = x)P (Y = y). Íåçàâèñèìè
ëè ñà S1 è S2? À S1 è S? S è Pr?

• Ñðåäíà ñòîéíîñò:

� çà ðåäèöè: ñðåäíî àðèòìåòè÷íî, ìåäèàíà (ðàçäåëÿ ñòîéíîñòèòå
ïîðàâíî - êîëêîòî ïî-ãîëåìè, òîëêîâà è ïî-ìàëêè îò íåÿ), ìîäà
(íàé-÷åñòî ñðåùàíà ñòîéíîñò);

� çà ñëó÷àéíè âåëè÷èíè, ñúîòâåòíî:
∑

x∈X(ω)
xP (X = x); P (X ≤

x) ≥ 1/2, P (X ≥ x) ≥ 1/2; P (X = x) ≥ P (X = x1).

• Ìàòåìàòè÷åñêî î÷àêâàíå: EX = µ =
∑

ω∈Ω
X(ω)P (ω)

� E(X + Y ) = E(X) + E(Y )

� E(aX) = aE(X)

� çà íåçàâèñèìè ñëó÷àéíè âåëè÷èíè E(XY ) = E(X)E(Y )

Êàêâî å î÷àêâàíåòî íà S1, S2, S, Pr, SPr?

• Äèñïåðñèÿ: V ar(X) = V (X) = D(X) = σ2 = E((X − E(X))2) =
E(X − µ)2 = EX2 − (EX)2

� çà íåçàâèñèìè ñë. âåëè÷èíè V (X + Y ) = V X + V Y

�
√

V X = σ ñå íàðè÷à ñòàíäàðòíî îòêëîíåíèå

Èìàòå âàó÷úð çà äâà áèëåòà â ñëåäíàòà ëîòàðèÿ: âñÿêà ñåäìèöà
ñå ïðîäàâàò 100 áèëåòà, îò êîèòî ñå òåãëè åäèí, êîéòî ïå÷åëè 100
ìèëèîíà. Ñ òîçè âàó÷úð ìîæåòå äà êóïèòå áèëåòè îò åäèí èëè îò
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äâà ðàçëè÷íè òèðàæà. Êîÿ ñòðàòåãèÿ áèõòå èçáðàëè? (Ïðåñìåòíåòå
ðàçïðåäåëåíèÿòà, î÷àêâàíåòî è äèñïåðñèÿòà (ñòàíäàðòíîòî îòêëî-
íåíèå) íà ïå÷àëáàòà â äâàòà ñëó÷àÿ è íàïðàâåòå àíàëèç.)

• Íåðàâåíñòâî íà ×åáèøîâ: P ((X − EX)2 ≥ a) ≤ V X
a

, a > 0

Àêî çàìåñòèì a = c2V X, ïîëó÷àâàìå P (|X −µ| ≥ cσ) ≤ 1/c2, êîåòî
îçíà÷àâà, ÷å ïîíå 75% îò ñòîéíîñòèòå íà åäíà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà
ñå íàìèðàò â èíòåðâàëà (µ− 2σ, µ + 2σ) è ïîíå 99% îò ñòîéíîñòèòå
ñå íàìèðàò â èíòåðâàëà (µ − 10σ, µ + 10σ), ñúîòâåòíî çà c = 2 è
c = 10.

Àêî õâúðëÿìå äâîéêà çàðîâå n ïúòè (ïðè ãîëåìè n) îáùàòà ñóìà
îò òî÷êèòå ùå å ïðèáëèçèòåëíî 7n. Ïî-òî÷íî îò íåðàâåíñòâîòî íà
×åáèøîâ èìàìå, ÷å çà 99% îò õâúðëÿíèÿòà òàçè ñóìà å â èíòåð-

âàëà (7n − 10
√

35
6
n, 7n + 10

√
35
6
n), êîåòî çà 1 000 000 õâúðëÿíèÿ å

(6976000, 7024000).

• Åìïèðè÷íî ñðåäíî è äèñïåðñèÿ: ÊX = X1+X2+...+Xn

n
,

V̂ X =
X2

1+X2
2+...+X2

n

n−1
− (X1+X2+...+Xn)2

n(n−1)
(E(V̂ X) = V X)

Îöåíêà íà X: µ̂± σ̂√
n
.

Ïðè õâúðëÿíå íà äâà çàðà å ïîëó÷åíà ñëåäíàòà ïîñëåäîâàòåëíîñò:
(4, 3), (5, 3), (3, 1), (6, 4), (2, 6), (5, 6), (4, 1), (5, 1), (2, 6), (4, 3). Îöåíêà-
òà çà S å µ̂ = 7, 4, σ̂ ≈ 2, 1, S : 7, 4± 0, 7.

• Ñðåäíî è äèñïåðñèÿ íà áðîÿ íåïîäâèæíè òî÷êè íà ïåðìóòàöèÿ: íåêà
îçíà÷èì ñ Fn(π) áðîÿ íåïîäâèæíè òî÷êè â ïåðìóòàöèÿòà π. Òîãàâà
Fn(π) = Fn,1(π) + Fn,2(π) + . . . + Fn,n(π), êúäåòî Fn,k(π) = 1, àêî
k å íåïîäâèæíà òî÷êà çà π è 0 â ïðîòèâåí ñëó÷àé. Çà î÷àêâàíåòî
ïîëó÷àâàìå

EFn = EFn,1 + . . . + EFn,n = nP (Fn,k = 1) = n
(n− 1)!

n!
= n/n = 1

Çà äèñïåðñèÿòà (Fn,k íå ñà íåçàâèñèìè!) èìàìå

E(F 2
n) = E(

n∑
k=1

Fn,k)
2 = E(

n∑
j=1

n∑
k=1

Fn,jFn,k) =

∑
j

∑
k

E(Fn,jFn,k) =
∑

1≤k≤n

E(F 2
n,k) + 2

∑
1≤j<k≤n

E(Fn,jFn,k),
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F 2
n,k = Fn,k, ñëåäîâàòåëíî E(F 2

n,k) = E(Fn,k) = 1/n, çà j < k:

E(Fn,jFn,k) = P (j i k sa nepod. t.) = (n−2)!
n!

= 1/n(n− 1). Òî-

ãàâà E(F 2
n) = n

n
+

(
n
2

)
2

n(n−1)
= 2, n ≥ 2. Ñëåäîâàòåëíî V (Fn) =

2− 12 = 1 è σ = 1.

• Ïîðàæäàùè ôóíêöèè: GX(z) =
∑
k≥0

P (X = k)zk =
∑

ω∈Ω
P (ω)zX(ω) =

E(zX)

Ñâîéñòâà:

� GX(1) = 1

� G′
X(1) = EX

� G′′
X(1) + G′

X(1)− (G′
X(1))2 = V X

Ïðèìåð: (äèñêðåòíî) ðàâíîìåðíî ðàçïðåäåëåíèå îò ðåä n: ñëó-
÷àéíàòà âåëè÷èíà ïðèåìà ñòîéíîñòè 0, 1, 2, . . . n − 1 ñ ðàâíà
âåðîÿòíîñò 1/n. Òîãàâà ï.ô. å

Un(z) =
1

n
(1 + z + z2 + . . . + zn−1) =

1

n

1− zn

1− z
, n ≥ 1

Äà ñå îïðåäåëÿò ìîìåíòèòå å ïî-ëåñíî, àêî èçïîëçâàìå ðàçâè-
òèåòî â ðåä íà Òåéëúð îêîëî 1-òà:

G(1 + t) = G(1) +
G′(1)

1!
t +

G′′(1)

2!
t2 +

G′′′(1)

3!
t3 + . . .

Èçïîëçâàéêè òîâà ðàçëàãàìå Un ïî ñòåïåíèòå íà t è ïîëó÷àâàìå
Un(t + 1) = 1

n

(
n
1

)
+ 1

n

(
n
2

)
t + 1

n

(
n
3

)
t2 + . . . + 1

n

(
n
n

)
tn−1, îòêúäåòî

Un(1) = 1, U ′
n(1) = n−1

2
= EX, U ′′

n(1) = (n−1)(n−2)
3

è V X = n2−1
12

� àêî X è Y ñà íåçàâèñèìè GX+Y (z) = GX(z)GY (z). Îòòóê ëåñíî
ñëåäâàò ðàâåíñòâàòà çà ñðåäíî è äèñïåðñèÿ íà ñóìà îò (íåçà-
âèñèìè) ñëó÷àéíè âåëè÷èíè.

Ïîðàæäàùè ôóíêöèè çà çàðîâå: G1(z) = 1
6
(z+z2+z3+z4+z5+z6) =

zU6(z) è G2(z) = 1
36

(z2 +2z3 +3z4 +4z5 +5z6 +6z7 +5z8 +4z9 +3z10 +
2z11+z12) = z2(U6(z))2. Íàìåðåòå äèðåêòíî ìîìåíòèòå, èçïîëçâàéêè
ïîëó÷åíîòî çà Un.
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• �Õâúðëÿíå íà ìîíåòè�. Ðàçãëåæäàìå ïðîöåñè ñ äâà âúçìîæíè èçõî-
äà ñ âåðîÿòíîñòè ñúîòâåòíî p (�óñïåõ�) è q (�íåóñïåõ�), êàòî p+q = 1.
Òîãàâà ïîðàæàùàòà ôóíêöèÿ íà ñë. â. �óñïåõ� å H(z) = q + pz
(ðàçïðåäåëåíèå íà Áåðíóëè). Ï. ô. íà �áðîé óñïåõè îò n ïîâòî-

ðåíèÿ� å H(z)n = (q + pz)n =
∑
k≥0

(
n
k

)
pkqn−kzk (áèíîìíî ðàçïðåäå-

ëåíèå) (EX = np, V X = nqp). Ðàçïðåäåëåíèåòî íà �íåîáõîäèìèÿ
áðîé îïèòè äî ïúðâèÿ óñïåõ� (ãåîìåòðè÷íî) èìà ï. ô. pz + qpz2 +
q2pz3 + . . . = pz

1−qz
(EX = 1/p, V X = q/p2). (Îòðèöàòåëíî áèíîìíî)

ðàçïðåäåëåíèå íà �íåîáõîäèì áðîé îïèòè äî n óñïåõà� -
(

p
1−qz

)n
=∑

k

(
n+k−1

k

)
pnqkzk =

∑
k

(
−n
k

)
pn(−q)kzk (EX = n/p, V X = nq/p2).

Êîëêî ïúòè å íåîáõîäèìî äà ñå õâúðëè ìîíåòà, çà äà ñå ïàäíå �ëèöå�
äâà ïúòè ïîðåä?

Êîëêî ïúòè å íåîáõîäèìî äà ñå õâúðëè ìîíåòà äî ïúðâîòî ñðåùàíå
íà ïîñëåäîâàòåëíîñòòà ÃËÃÃË?

ÇÀÄÀ×È:

1. Ñòóäåíòè îò äâå ãðóïè õâúðëÿëè ìîíåòà äîêàòî ñå ïàäíå �ëèöå� äâà
ïúòè ïîðåä. Ñòóäåíòèòå îò ïúðâàòà ãðóïà ïîëó÷èëè ñëåäíèòå ðåçóë-
òàòè: 3, 2, 3, 5, 10, 2, 6, 6, 9, 2, à òåçè îò âòîðàòà: 10, 2, 10, 7, 5, 2, 10, 6, 10, 2.
Îöåíåòå ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå è äèñïåðñèÿòà, îñíîâàâàéêè ñå
(à) íà äàííèòå îò ïúðâàòà ãðóïà; (á) íà äàííèòå îò âòîðàòà ãðóïà.
Îòã. 4.8, 8.6; 6.4, 12.5

2. Íåêà H(z) = F (z)/G(z) è F (1) = G(1) = 1. Îçíà÷àâàìå Mean(G) =
G′(1), V ar(G) = G′′(1) + G′(1)− (G′(1))2. Äîêàæåòå, ÷å Mean(H) =
Mean(F )−Mean(G), V ar(H) = V ar(F )− V ar(G)

3. Íåêà F (z) è G(z) ñà ï. ô. íà ñë. â. è H(z) = pF (z) + qG(z), êúäåòî
p+q = 1 (ñìåñ). Èçðàçåòå î÷àêâàíåòî è äèñïåðñèÿòà íà H ÷ðåç p, q è
î÷àêâàíåòî è äèñïåðñèÿòà íà F è G. Îòã. Mean(H) = pMean(F )+
qMean(G); V ar(H) = pV ar(F )+qV ar(G)+pq(Mean(F )−Mean(G))2

4. Íåêà F (z) è G(z) ñà ï. ô. íà ñë. â. è H(z) = F (G(z)) (êîìïîçèöèÿ).
Èçðàçåòå î÷àêâàíåòî è äèñïåðñèÿòà íà H ÷ðåç î÷àêâàíåòî è äèñ-
ïåðñèÿòà íà F è G. Îòã. Mean(H) = Mean(F )Mean(G); V ar(H) =
V ar(F )(Mean(G))2 + Mean(F )V ar(G)
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5. Íåêà Xn,p è Yn,p èìàò ñúîòâåòíî áèíîìíî è îòðèöàòåëíî áèíîì-
íî ðàçïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðè (n, p). Äîêàæåòå, ÷å P (Yn,p ≤ m) =
P (Xm+n,p ≥ n). Êàêâî òúæäåñòâî çà áèíîìíèòå êîåôèöèåíòè ñëåä-
âà îòòóê?

6. X èìà Ïîàñîíîâî ðàçïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòúð λ, àêî P (X = k) =
e−λλk

k!
, k = 0, 1, 2, . . .. Íàìåðåòå ïîðàæäàùàòà ôóíêöèÿ íà X, î÷àê-

âàíåòî è äèñïåðñèÿòà. Íåêà Y èìà ðàçïðåäåëåíèå íà Ïîàñîí ñ ïà-
ðàìåòúð µ. Êàêâà å âåðîÿòíîñòòà X + Y = n? Êàêâè ñà ñðåäíîòî è
äèñïåðñèÿòà íà 2X + 3Y ?

7. Àíà è Áèë ñå íàìèðàò âúâ âîéñêîâè ÷àñòè, äèñëîöèðàíè â åäèí
îò ïåòòå ùàòà: Êàíçàñ, Íåáðàñêà, Ìèñóðè, Îêëàõîìà è Êîëîðàäî.
Ïúðâîíà÷àëíî Àíà ñå íàìèðà â Íåáðàñêà, à Áîðèñ â Îêëàõîìà.
Âñåêè ìåñåö âñåêè îò òÿõ áèâà ïðåìåñòåí â ñúñåäåí ùàò (ñ ðàâíà
âåðîÿòíîñò).

����Íåáðàñêà

����Îêëàõîìàd d

dÊîëîðàäî

d Ìèñóðè

dÊàíçàñ#
#

#
#

#
#

#
#

#
#c

c
c

c
c

c
c

c
c

c

c
c

c
c

c
c

c
c

c
c

#
#

#
#

#
#

#
#

#
#

Íàìåðåòå î÷àêâàíåòî è äèñïåðñèÿòà íà áðîÿ ìåñåöè, íåîáõîäèìè
äâàìàòà äà ñå ñðåùíàò.

8. Ñòåôàí Áàíàõ èìàë íàâèêà äà íîñè â äæîáà ñè äâå êóòèè êèáðèò,
â êîèòî ïúðâîíà÷àëíî å èìàëî ïî n êëå÷êè. Êîãàòî èìà íóæäà îò
îãúí÷å, òîé ñëó÷àéíî è ðàâíîâåðîÿòíî âàäè åäíàòà êóòèÿ, âçåìà îò
íåÿ êëå÷êà è ÿ âðúùà â äæîáà ñè (äîðè àêî òÿ âå÷å å ïðàçíà). Àêî
èçáðàíàòà êóòèÿ å ïðàçíà, òîé ÿ èçõâúðëÿ è âçåìà äðóãàòà. Åäèí
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äåí, êîãàòî èçõâúðëÿ ïúðâàòà êóòèÿ, òîé îòêðèâà, ÷å è äðóãàòà êó-
òèÿ å ïðàçíà. Êàêâà å âåðîÿòíîñòòà íà òàêîâà ñúáèòèå? Êàêâà å
âåðîÿòíîñòòà â ìîìåíòà, êîãàòî ñå èçõâúðëè åäíàòà êóòèÿ, â äðóãà-
òà äà èìà òî÷íî k êëå÷êè? Êàêâî å î÷àêâàíåòî íà òîçè áðîé? Îòã.

2k−2n
(

2n−k
n

)
; 2n+1

22n

(
2n
n

)
− 1
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