
Òî÷êîâè è èíòåðâàëíè îöåíêè. Ïðîâåðêà íà õèïîòåçè.

• Òî÷êîâà îöåíêà íà θ: θ̂ - ôóíêöèÿ îò äàííèòå/íàáëþäåíèÿòà (ñòà-
òèñòèêà). Äîáðè ñâîéñòâà íà θ̂: 1. íåèçìåñòåíîñò: E(θ̂) = θ; 2. θ̂ äà
èìà ìàëêà äèñïåðñèÿ çà ãîëåìè èçâàäêè.

Ïðèìåð: äà ñå äîêàæå íåèçìåñòåíîñò íà X̄ = X1+...Xn)
n

è S2 =
n∑

i=1

(Xi−X̄)2

n−1
;

V arX̄ = σ2

n

• Ìåòîä íà ìîìåíòèòå çà íàìèðàíå íà òî÷êîâè îöåíêè: Mk =
n∑

i=1

Xk
i

n
å

îöåíêà íà E(Xk), ò.å. ñúñòàâÿò ñå òîëêîâà óðàâíåíèÿ, êîëêîòî ïà-
ðàìåòúðà èìà çà îöåíÿâàíå.
Ïðèìåð: Çàñàäåíè ñà 5 ðåäà ïî 20 äúðâåòà è íà ñëåäâàùàòà ãîäèíà
ñå ïðåáðîÿâàò îöåëåëèòå äðúâ÷åòà âúâ âñåêè ðåä (18, 17, 15, 19, 20).
Çà îöåíêàòà íà âåðîÿòíîñòòà çà îöåëÿâàíå íà åäíî äðúâ÷å ïîëó÷à-
âàìå p̂ = X̄/20 = 17.8/20 = 0.89.

• Ìåòîä íà ìàêñèìàëíîòî ïðàâäîïîäîáèå: ôóíêöèÿ íà ïðàâäîïîäî-

áèå L(θ) =
n∏

i=1
f(xi), f(x) å ïëúòíîñòòà íà X. θ̂ å ñòîéíîñòòà, êîÿòî

ìàêñèìèçèðà L(θ) (èëè ln L(θ)).
Ïðèìåð: Âçåòè ñà n ïðîáè îò âîäàòà íà åäíà ðåêà è ñà ïðåáðîåíè
êîëè áàêòåðèèòå âúâ âñÿêà îò òÿõ - ïîàñîíîâî ðàçïðåäåëåíè ñ ïà-
ðàìåòúð k. Äà ñå íàìåðè ÌÏÎ íà k.
Ïðèìåð: Äà ñå íàìåðè ÌÏÎ çà µ è σ2 íà èçâàäêà îò íîðìàëíî
ðàçïðåäåëåíèå.

• Àêî X1, . . . Xn å ñëó÷àéíà èçâàäêà îò N(µ, σ2), òî X̄ ∼ N(µ, σ2/n)

• Èíòåðâàëíà îöåíêà: [L1, L2], òàêúâ, ÷å P (L1 ≤ θ ≤ L2) = 1 − α ñå
íàðè÷à 100(1− α)%-åí äîâåðèòåëåí èíòåðâàë çà ïàðàìåòúðà θ.

• Äîâåðèòåëåí èíòåðâàë çà µ ïðè èçâåñòíî σ2: èçïîëçâàìå, ÷å X̄−µ
σ/
√

n
∼

N(0, 1). Îòòóê X̄±zα/2σ/
√

n å 100(1−α)%-åí äîâåðèòåëåí èíòåðâàë
çà ïàðàìåòúðà µ (êîãàòî X å íîðìàëíî ðàçïðåäåëåíà èëè çà ãîëÿìî
n îò ÖÃÒ).
Ïðèìåð: Ïðè îöåíêà íà äåéñòâèåòî íà äàäåí ìåäèêàìåíò çà ëå÷åíèå
íà ëåâêåìèÿ å èçìåðåíî ñðåäíî âðåìå íà ïðåæèâÿåìîñò íà ïàöèåí-
òèòå ñëåä ïîñòàâÿíå íà äèàãíîçàòà 13 ìåñåöà è äèñïåðñèÿ 9. Çà
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95%-åí äîâåðèòåëåí èíòåðâàë íà ñðåäíîòî âðåìå íà ïðåæèâÿåìîñò
íà ïàöèåíòèòå âçåìàëè äàäåíîòî ëåêàðñòâî ïîëó÷àâàìå P ((̄X) −
1.96σ/

√
n ≤ µ ≤ (̄X) + 1.96σ/

√
n) = 0.95. Àêî çà n = 16 ïàöèåíòà

å èçìåðåíî ñðåäíî x̄ = 13.88, òî ïîëó÷àâàìå ñëåäíèÿ äîâåðèòåëåí
èíòåðâàë [12.41, 15.35].

• Èíòåðâàëíà îöåíêà íà äèñïåðñèÿòà: Àêî X1, . . . Xn å ñëó÷àéíà èç-

âàäêà îò N(µ, σ2), òî (n − 1)S2/σ2 =
n∑

i=1
(Xi − X̄)2/σ2 ∼ χ2

n−1, îò-

êúäåòî 100(1 − α)%-åí äîâåðèòåëåí èíòåðâàë çà ïàðàìåòúðà σ2 å
[(n− 1)S2/χ2

α/2, (n− 1)S2/χ2
1−α/2].

Ïðèìåð: Äåôèíèðàíà å ðåëàòèâíà ìÿðêà çà íàòîâàðâàíå íà êîì-
ïþòúðíà ñèñòåìà (1 çà äàäåíà ñèñòåìà), ñïîðåä êîÿòî ñà íàïðàâåíè
èçìåðâàíèÿ íà êðúãúë ÷àñ íà ñèñòåìàòà â ãîëÿìà êîíñóëòàíòñêà
ôèðìà è òå ñà:

3.4 3.6 4.0 0.4 2.0
3.0 3.1 4.1 1.4 2.5
1.4 2.0 3.1 1.8 1.6
3.5 2.5 1.7 5.1 0.7
4.2 1.5 3.0 3.9 3.0

Çà äà ïîñòðîèì 95%-åí äîâåðèòåëåí èíòåðâàë çà äèñïåðñèÿòà, íè å
íåîáõîäèìî äà çíàåì s2 = 1.4075, χ2

0.025 = 39.4, χ2
0.075 = 12.4 (n−1 =

24). Îòòóê L1 = 24(1.408)/39.4 = 0.858, L2 = 24(1.408)/12.4 = 2.725.

• T-ðàçïðåäåëåíèå ñ n ñòåïåíè íà ñâîáîäà: T = Z√
χ2

n/n
,

f(t) =
Γ(n+1

2
)

Γ(n
2
)
√

πn

(
1 + t2

n

)−(n+1)/2
.

• Äîâåðèòåëåí èíòåðâàë çà µ ïðè íåèçâåñòíî σ2: èçïîëçâàìå, ÷å X̄−µ
S/
√

n
∼

Tn−1. Îòòóê X̄ ± tα/2S/
√

n å 100(1 − α)%-åí äîâåðèòåëåí èíòåðâàë
çà ïàðàìåòúðà µ.
Ïðèìåð: Íàïðàâåíè ñà ñëåäíèòå èçìåðâàíèÿ â ìêã/ê.ì. íà ñåðåí
äèîêñèä â äàäåíà ãîðà, ïîðàçåíà îò êèñåëèíåí äúæä:

52.7 43.9 41.7 71.5 47.6 55.1
62.2 56.5 33.4 61.8 54.3 50.0
45.3 63.4 53.9 65.5 66.6 70.0
52.4 38.6 46.1 44.4 60.7 56.4
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Íàìèðàìå x̄ = 53.92, s = 10.07, s2 = 101.480. Çà n − 1 = 23,
t0.025 = 2.069 è äîâåðèòåëíèÿò èíòåðâàë å 53.92 ± 2.069(10.07)/

√
24

èëè [49.67, 58.17].

• Ïðîâåðêà íà õèïîòåçè: H0 - íóëåâà õèïîòåçà, H1 - àëòåðíàòèâíà õè-
ïîòåçà. Îòõâúðëÿìå èëè íå H0, â çàâèñèìîñò îò ñòîéíîñòèòå íà äà-
äåíà ñòàòèñòèêà îò ïàðàìåòúðà. Âåðîÿòíîñòòà íàáëþäàâàíàòà ñòîé-
íîñò íà òàçè ñòàòèñòèêà äà ïîïàäíå â ò.íàð. êðèòè÷íà îáëàñò (â
êîÿòî íóëåâàòà õèïîòåçà ñå îòõâúðëÿ), âúïðåêè ÷å å èçïúëíåíà H0,
ñå íàðè÷à íèâî íà äîâåðèå è ñå îçíà÷àâà ñ α. Òî ñå èçáèðà ïðåä-
âàðèòåëíî. Âåðîÿòíîñòòà ñòîéíîñòòà íà íàáëþäàâàíàòà ñòàòèñòèêà
íå ïîïàäíå â êðèòè÷íàòà îáëàñò, âúïðåêè ÷å íóëåâàòà õèïîòåçà íå
å âÿðíà ñå îçíà÷àâà ñ β.

H0 å âÿðíà H1 å âÿðíà

îòõâúðëÿ ñå H0 ãðåøêà îò òèï I (ñ âåðîÿòíîñò α) âÿðíî ðåøåíèå

íå ñå îòõâúðëÿ H0 âÿðíî ðåøåíèå ãðåøêà îò òèï II (ñ âåðîÿòíîñò β)

Ïðèìåð: Â ïðîó÷âàíå íà åôåêòà îò ñâåòëîîòðàçÿâàùè òàáåëè ïî ïú-
òèùàòà, ñå å ñòèãíàëî äî ïðåäïîëîæåíèå, ÷å ôàðîâåòå íà ïîâå÷å îò
ïîëîâèíàòà îò àâòîìîáèëèòå íå ñà íàñòðîåíè ïðàâèëíî. Çà ïðîâåð-
êà íà òîâà òâúðäåíèå ñúñòàâÿìå H1 : p > 0.5, H0 : p ≤ 0.5(p = 0.5).
Ïðîâåðåíà å íàñòðîéêàòà íà ôàðîâåòå íà 20 àâòîìîáèëà, êàòî áðîÿ
íà òåçè ñ íåïðàâèëíà íàñòîéêà å X. Íåêà α = 0.05, òîãàâà, àêî å èç-
ïúëíåíà íóëåâàòà õèïîòåçà, X èìà áèíîìíî ðàçïðåäåëåíèå ñ n = 20,
p = 0.5, EX = np = 10, ò.å. àêî å èçïúëíåíî, ÷å ñòîéíîñòòà íà X
å â îïðåäåëåíà ñòåïåí ïî-ãîëÿìà îò 10, ùå îòõâúðëèì íóëåâàòà õè-
ïîòåçà. Èìàìå, ÷å P (X ≥ 14|p = 0.5) = 1 − P (X ≤ 13|p = 0.5) =
1−0.9423 = 0.0577 ≈ α, ò.å. ìîæåì äà îòõâúðëèì H0, àêî ñòîéíîñò-
òà íà X å â ìíîæåñòâîòî C = {14, 15, 16, 17, 18, 19, 20} - êðèòè÷íà
îáëàñò, è íå ìîæåì äà ÿ îòõâúðëèì, àêî X ∈ C ′ = {0, 1, . . . 13}.
Â òîçè ñëó÷àé, àêî èñòèíñêàòà ñòîéíîñò íà ïàðàìåòúðà å p = 0.7,
ìîæåì äà íàìåðèì β = P (X ≤ 13|p = 0.7) = 0.3920, ò.å. íàøèÿ òåñò
íå ïðàâè äîáðî ðàçãðàíè÷åíèå ìåæäó p = 0.5 è p = 0.7. Çà p = 0.8,
β = 0.0867.

• P-value: ìîæå α äà íå áúäå ôèêñèðàíî ïðåäâàðèòåëíî, à äà ñå âçåìå
ðåøåíèå, â çàâèñèìîñò âåðîÿòíîñòòà äà áúäå íàáëþäàâàíà ñòîéíîñò
íà òåñò ñòàòèñòèêàòà ïîíå êîëêîòî å ñòîéíîñòòà è, àêî å âÿðíî H0 :

3



θ = θ0. Òàçè âåðîÿòíîñò ÷åñòî ñå íàðè÷à p-value (òàêà îòõâúðëÿìå
íóëåâàòà õèïîòåçà çà ìàëêè ñòîéíîñòè íà p-value).

• Òåñò çà ñðåäíîòî (t-òåñò): äâóñòðàíåí - H0 : µ = µ0, H1 : µ 6= µ0,
åäíîñòðàíåí - H0 : µ = µ0, H1 : µ > (<)µ0

Ïðèìåð: Êîìïþòúðíà ñèñòåìà ñå ñúñòîè îò 10 êîìïþòúðà è åäèí
ïðèíòåð, êàòî ñðåäíîòî âðåìå çà ñòàðòèðàíå íà ñèñòåìàòà å 15 ìè-
íóòè. Äîáàâåíè ñà îùå 10 êîìïþòúðà è åäèí ïðèíòåð è òðÿáâà äà ñå
ïðîâåðè äàëè ñðåäíîòî âðåìå ñå å ïðîìåíèëî, ò.å. H0 : µ = 15 ñðåùó
H1 : µ 6= 15. Èìàìå x̄ = 14.0, s = 3, n = 30. (x̄−15)/(s

√
30) = −1.83,

P (T29 ≤ −1.699) = 0.05, P (T29 ≤ −2.045) = 0.025 è ïîíåæå íàáëþ-
äàâàíàòà ñòîéíîñò íà T-ñòàòèñòèêàòà å ìåæäó òåçè äâå ñòîéíîñòè,
ìîæåì äà çàêëþ÷èì, ÷å âåðîÿòíîñòòà äà ñå íàáëþäàâà ñòîéíîñò
ïîíå òîëêîâà ãîëÿìà, êîëêîòî íàáëþäàâàíàòà (â ïîëîæèòåëåí èëè
îòðèöàòåëåí ñìèñúë - äâóñòðàíåí òåñò) å ìåæäó 0.05 è 0.1, êîåòî å
äîñòàòú÷íî ìàëêî, çà äà ìîæåì äà îòõâúðëèì íóëåâàòà õèïîòåçà.

• Íåïàðàìåòðè÷íè ìåòîäè:

� Òåñò íà çíàöèòå: Íåêà X1, X2, . . . Xn ∼ X. Íåêà M å ìåäèàíà-
òà è H0 : M = M0, H1 : M < M0(> M0, 6= M0). Ðàçãëåæäàìå
Xi −M0 è Q+ å áðîÿ íà ïîëîæèòåëíèòå ðàçëèêè. Àêî å âÿðíà
H0, òî Q+ å áèíîìíî ðàçïðåäåëåíà ñ ïàðàìåòðè 1/2 è n è î÷àê-
âàíåòî è å n/2. Àêî P (Q+ ≤ Qobs

+ |n, p = 1/2) å òâúðäå ìàëêà,
îòõâúðëÿìå H0.
Ïðèìåð: Îïðåäåëåí åòàï îò ïðîèçâîäñòâîòî íà ìàøèííà ÷àñò
ñå èçïúëíÿâà ñðåäíî çà 55 ñåêóíäè. Ïóñíàòà å íîâà òåõíîëîãèÿ,
çà êîÿòî ñå òâúðäè, ÷å íàìàëÿâà òîâà âðåìå. Èçìåðåíè ñà ñëåä-
íèòå âðåìåíà çà íîâàòà òåõíîëîãèÿ: 35, 65, 48, 40, 70, 50, 58, 36,
47, 41, 49, 39, 34, 33, 31. P (Q+ ≤ 3|n = 15, p = 1/2) = 0.0176,
ñëåäîâàòåëíî õèïîòåçàòà çà ðàâåíñòâî ñå îòõâúðëÿ è ìîæåì äà
òâúðäèì, ÷å M < 55.

� Òåñò íà Óèëêîêñúí: Êàòî ãîðíîòî, íî ñå âçåìàò ïðåäâèä ãî-
ëåìèíèòå íà |Xi − M0| è èì ñå äàâà ðàíã R1, . . . Rn, êàòî íà
íàé-ìàëêàòà ðàçëèêà ñå äàâà íàé-ìàëêèÿ ðàíã - 1. Ñëåä òî-
âà íà ðàíãîâåòå ñå ïîñòàâÿ çàíê, ñúâïàäàù ñúñ çíàêà íà ñú-
îòâåòíàòà ðàçëèêà. Òîãàâà ïðè èçïúëíåíà H0, ñòàòèñòèêèòå
W+ =

∑
pozitive

Ri è |W−| =
∑

negative
|Ri| ùå áúäàò ïðèáëèçèòåëíî
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ðàâíè. Çà W = min(W+, W−) èìà òàáëèöè è íóëåâàòà õèïîòåçà
ñå îòõâúðëÿ, êîãàòî ïîëó÷åíàòà ñòîéíîñò íà W å ïî-ìàëêà èëè
ðàâíà íà ñúîòâåòíàòà êðèòè÷íà ñòîéíîñò â òàáëèöàòà.
Ïðèìåð: Òåñòâà ñå òî÷êàòà íà òîïåíå íà íîâ ìàòåðèàë çà èí-
òåðèîð íà àâòîìîáèëè, êàòî ñå ñ÷èòà, ÷å ìåäèàíàòà å 120oC.
Ïîëó÷åíè ñà ñëåäíèòå äàííè: 115.1, 117.8, 116.5, 121.0, 120.3,
119.0, 119.8, 118.5. Ïîòâúðæäàâàò ëè òå õèïîòåçàòà? W = 5.5,
îò òàáëèöàòà çà α = 0.05, n = 8, êðèòè÷íàòà òî÷êà å 6, à çà
α = 0.025, n = 8, êðèòè÷íàòà òî÷êà å 4, ò.å. ìîæåì äà îòõâúð-
ëèì íóëåâàòà õèïîòåçà è äà ïðèåìåì, ÷å òî÷êàòà íà òîïåíå å
ïîä 120.
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