6. ЛИНЕЙНИ ДИФЕРЕНЧНИ УРАВНЕНИЯ С ПОСТОЯННИ КОЕФИЦИЕНТИ. СВОЙСТВА, УСТОЙЧИВОСТ.

За да изследваме устойчивостта на диференчните методи ще са ни необходими някои свойства на линейните диференчни уравнения с постоянни коефициенти, каквото е уравнението
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Линейно диференчно уравнение с постоянни коефициенти от 
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Решение на уравненията (1) или (2) е всяка редица от числа 
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 от нея да заместим в (1) или (2), те се превръщат в равенства.

Решението 
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 на редицата (начални данни за уравнението (1) или (2)).

Свойства на хомогенното уравнение .

Свойство 1. Ако 
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 решения на уравнение (2), то редицата 
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Решенията 
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 са линейно независими, ако са линейно независими съответните редици, т.е. ако от 
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Свойство 2. Решенията 
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 са линейно независими тогава и само тогава, когато детерминантата
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е различна от нула.

Доказателство:

а) Нека 
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(3)
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където 
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 са решения на (2). Тогава 
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б) Нека 
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 са линейно независими решения на (2) и да допуснем, че 
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като сме използвали, че 
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 са решения на (2). Следователно тези решения са линейно зависими, което противоречи на предположението.

Свойство 3. Ако 
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 линейно независими решения на (2), то всяко друго решение 
[image: image34.wmf]{

}

¥

=

0

n

n

y

 на (2) може да се представи като тяхна линейна комбинация, т.е. 
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Доказателство: Щом 
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 са линейно независими, то 
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има и то единствено ненулево решение 
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(5) и аналогично за 
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Свойство (3) ни гарантира, че ако намерим 
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 линейно независими частни решения на (1), ще знаем и общото му решение. Частните решения на (2) ще търсим във вида 
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и като разделим на 
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 (търсим нетривиални решения), получаваме характеристичното уравнение на уравнение (2):
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Да разгледаме различните възможности за корените на (5).

а) Уравнението (5) има реални различни корени 
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Тя е различна от нула като детерминанта на Вандермонд. Следователно 
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 са линейно независими решения и общото решение на (2) е 
[image: image54.wmf]{

}

n

k

k

n

n

n

n

n

z

c

z

c

z

c

y

y

+

+

+

=

¥

=

L

2

2

1

1

0

,

.

б) Уравнението (5) има комплексен корен 
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И така, на двойката комплексни корени можем да поставим в съответствие две частни реални решения:
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в) Уравнението (5) има 
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-кратен корен 
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Да заместим 
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Диференцираме горното равенство и преобразуваме
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Умножаваме по 
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По същия начин установяваме, че на 
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Свойство 4. Общото решение 
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 на нехомогенното уравнение (1) е сума от общото решение на хомогенното уравнение (2) и едно частно решение 
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(8) Частно решение на нехомогенното уравнение може да се намери например, ако дясната част 
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Тогава частното решение е
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ако 
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Устойчивост на диференчните уравнения.

Когато използваме диференчните уравнения за числено решаване на диференциални уравнения, ние пресмятаме всеки член на редицата 
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Началните стойности 
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Пример. Диференчното уравнение



[image: image89.wmf]0

5

.

2

1

2

=

+

-

+

+

n

n

n

y

y

y
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Ако началните данни са
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(8) и при достатъчно големи 
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 се дължи на компонентата, съответстваща на корена 
[image: image101.wmf]2

=

z

 на характеристичното уравнение.

(9) Хомогенното диференчно уравнение (2) е устойчиво (по начални данни), ако съществува константа 
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В сила е следната

Теорема. Необходимо и достатъчно условие за устойчивост на хомогенното диференчно уравнение е простите корени на характеристичното му уравнение да са по модул по-малки или равни на единица, а кратните да са по модул по-малки от единица.

Доказателство: Необходимостта е очевидна. Ако характеристичното уравнение има прост корен 
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 ще растат неограничено с 
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. И в двата случая оценка от вида (8) е невъзможна за всяко 
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Няма да доказваме достатъчността.
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