Глава 1.
ЧИСЛЕНИ МЕТОДИ ЗА ЗАДАЧАТА НА КОШИ ЗА ОБИКНОВЕНО ДИФЕРЕНЦИАЛНО УРАВНЕНИЕ ОТ ПЪРВИ РЕД

1.  ПОСТАНОВКА НА ЗАДАЧАТА. МРЕЖОВИ (ДИФЕРЕНЧНИ) МЕТОДИ.

МЕТОДИ НА ОЙЛЕР.


[image: image1.wmf]Постановка на диференциалната задача, съществуване и единственост на 

решението, устойчивост по начални данни.
Търси се диференцируема функция 
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Тази задача има следната геометрична интерпретация: търси се крива 
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В курса по числени методи ще предполагаме винаги, че диференциалната задача има и то единствено решение. За да бъде изпълнено това, на входните данни на задачата се налагат някакви условия. Тези условия имат съществено значение при конструирането и изследването на методите за приближено решаване на задачата. За задачата на Коши (1),(2) тези условия се формулират така ((1(, стр.43):
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Забележка. Ако 
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От свойствата на функцията 
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Да изследваме как зависи устойчивостта по начални данни от свойствата на 
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За разликата 
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Умножаваме двете страни на уравнението (6) със 
[image: image40.wmf]z

:

(8)

[image: image41.wmf]2

2

)

,

(

)

(

2

1

z

z

x

z

x

d

d

z

z

a

=

=

¢

.
Да разгледаме два случая:
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то задачата (9) е приета за моделна при изследване устойчивостта на числените методи за задача (1),(2). Нейното точно решение е 
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Ако численият метод за решаване на задачата (1),(2), приложен към моделната задача (9) при 
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Приближено решаване на задачата (1),(2) 

Преди да систематизираме видовете числени методи, разработени за задачата (1),(2), ще се опитаме с елементарни разсъждения да изведем някои от тях.

1. Като използваме геометричната интерпретация и една от основните идеи на числените методи - в достатъчно малък интервал дадена непрекъсната функция може да се приближи с линейна - идваме до най-стария метод - метода на Ойлер (1768). В точката 
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Ако продължим този процес, правейки последователно стъпки 
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2. В уравнението (1) полагаме 
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Пренебрегваме остатъчния член 
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3. Интегрираме двете страни на уравнението (1) в интервал 
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и за пресмятане на интеграла вдясно използваме някоя от известните прости формули за числено интегриране:

· формулата на левите правоъгълници:
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· формулата на десните правоъгълници:


[image: image104.wmf])

(

)

,

(

2

1

1

0

1

h

O

u

x

f

h

u

u

+

=

-


(16) 
[image: image105.wmf])

~

,

(

~

1

1

0

1

u

x

f

h

u

u

=

-


· формулата на трапеците:
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И така, по формулите (15), (16), (17) можем да намерим приближените стойности 
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. Тези формули са частни случаи на мрежовите (диференчните) методи за решаване на диференциални уравнения.

Мрежови (диференчни) методи

· В интервала 
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· равномерна: 
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Да означим с 
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Дефинираме следните мрежови функции:
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Това са функции на дискретен аргумент с дефиниционна област 
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се нарича грешка на апроксимацията на оператора 
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Диференчният метод, дефиниран чрез (22), се нарича явен метод на Ойлер, този чрез (23) - неявен метод на Ойлер, а този чрез (24) - подобрен метод на Ойлер. Разликата
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се нарича грешка на апроксимацията на диференциалното уравнение (1) с диференчното уравнение (21) във възела 
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(локална грешка на апроксимацията).

Дефинираме мрежова функция 
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 EMBED Equation.3  [image: image149.wmf] - грешка на апроксимацията върху мрежата и аналог на равномерната норма 
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която наричаме мрежова C - норма.

1. Апроксимация, устойчивост по начални данни, монотонност и сходимост на явния метод на Ойлер.

2. Грешка на апроксимацията.

По (25) и (22) имаме:


[image: image152.wmf]=

-

-

=

-

=

+

)

,

(

))

(

(

)

(

1

i

i

i

i

i

h

h

i

h

h

i

u

x

f

h

u

u

u

u

L

q

y



[image: image153.wmf]=

¢

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

¢

¢

+

¢

+

=

i

i

i

i

i

u

u

h

x

u

h

u

h

u

h

)

(

2

1

2

q



 EMBED Equation.3  [image: image154.wmf]1

0

,

)

(

2

£

£

+

¢

¢

q

q

h

x

u

h

i

,

ако 
[image: image155.wmf]]

,

[

)

(

0

2

X

x

C

x

u

Î

. Нека 
[image: image156.wmf][

]

2

,

)

(

max

0

M

x

u

X

x

x

=

¢

¢

Î

. Тогава

(26)

[image: image157.wmf])

(

2

max

2

0

h

O

M

h

i

n

i

h

=

=

=

£

£

y

y

.

3. Следователно локалната грешка на апроксимация и грешката на апроксимация върху мрежата са от първи ред по отношение на 
[image: image158.wmf]h

.

4. Устойчивост по начални данни и монотонност.

Изследваме ги върху моделната задача 
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За да бъде изпълнено неравенство, аналогично на (10)
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Дясното неравенство е изпълнено за всяко 
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, а лявото - при следното условие за стъпката 
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Казва се, че явният метод на Ойлер е условно абсолютно устойчив ( абсолютно устойчив при изпълнение на условието (28).

За да бъдат изпълнени неравенства, аналогични на (12):
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5. Казва се, че явният метод на Ойлер е условно монотонен - монотонен при изпълнение на условието (29). Да отбележим, че условието за монотонност (29) е по-силно от условието за устойчивост.

6. Сходимост и оценка на грешката.

Дефинираме мрежова функция:
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която се нарича грешка на диференчния метод.
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казва се, че диференчният метод е сходящ - има сходимост на приближеното решение към точното. Ако 
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Да изследваме сходимостта на явния метод на Ойлер. Приближеното решение удовлетворява (22), а поради грешката на апроксимация 
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Изваждаме уравнението (22) от (31) и за грешката 
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 получаваме диференчната задача:
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Като използваме условието на Липшиц (3) за 
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, последователно получаваме



[image: image191.wmf]i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

h

h

A

h

h

y

x

f

u

x

f

h

z

z

d

y

d

y

+

=

+

+

-

+

=

+

,

)]

,

(

)

,

(

[

1

,



[image: image192.wmf]=

=

+

+

+

+

=

+

+

=

+

+

£

-

-

+

L

i

i

i

i

i

i

i

i

i

A

A

K

h

z

K

h

A

z

K

h

A

z

K

h

z

z

1

1

2

1

)

1

(

)

1

(

)

1

(



[image: image193.wmf]=



 EMBED Equation.3  [image: image194.wmf]j

i

i

j

j

i

A

K

h

z

K

h

-

=

+

å

+

+

+

0

0

1

)

1

(

)

1

(

.
Нека 
[image: image195.wmf]y

y

£

i

, 
[image: image196.wmf]d

d

£

i

 , 
[image: image197.wmf]n

i

,

,

1

,

0

K

=

, и да използваме неравенството 
[image: image198.wmf]x

e

x

£

+

1

:



[image: image199.wmf](

)

K

e

z

e

Kh

K

h

h

z

e

z

x

x

K

x

x

K

i

i

h

K

i

i

i

1

)

(

1

1

1

)

1

(

)

(

)

(

0

)

(

1

0

1

1

0

1

0

1

-

+

+

£

-

+

-

+

+

+

£

-

-

+

+

+

+

+

d

y

d

y

.
Следователно

(34)
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И така, ако функцията 
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 и ако предположим, че грешката на началните данни е нула и не се правят грешки от закръглаване, то имаме сходимост на приближеното решение към точното и сходимостта е от първи ред. Да обърнем внимание обаче, че константата 
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Както всяка теоретична оценка, оценките (34) и (35) са завишени и съдържат предварително неизвестна информация за търсеното решение. Те обаче дават информация за източниците на реалната грешка в числените резултати. По-нататък ще се запознаем с метода на Рунге за практическа оценка на грешката.

Грешка на апроксимацията на подобрения метод на Ойлер
От (24) и (25) получаваме:
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Да отбележим, че и тук, както при явния метод на Ойлер, грешката на апроксимация

на диференциалния оператор 
[image: image226.wmf]x
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 с диференчния е от първи ред по 
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. По-високият ред на апроксимация на диференциалното уравнение с диференчното се постига благодарение на различната апроксимация на дясната част 
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.

Методите на Ойлер - явен, неявен и подобрен се получават и като частни случаи на двата основни класа диференчни методи за решаване на задачата (1),(2) - едностъпкови и многостъпкови. Както едните, така и другите биват явни и неявни. Едностъпковите методи имат вида
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Ще изучим явните методи на Рунге - Кута. Съществуват още неявни и полуявни методи на Рунге - Кута [2], метод на Розенброк [3], които остават извън рамките на този курс.

Линейните многостъпкови методи имат вида
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и в литературата са свързани с името на Обрешков.

От многостъпковите методи ще изучим явните и неявни линейни методи.










4

_960193111.unknown

_960194734.unknown

_960359898.unknown

_960359929.unknown

_960359935.unknown

_960359918.unknown

_960194741.unknown

_960193260.unknown

_960193633.unknown

_958397261.unknown

_958401654.unknown

_960192251.unknown

_960192425.unknown

_960192616.unknown

_960192804.unknown

_960192904.unknown

_960193055.unknown

_960192891.unknown

_960192743.unknown

_960192483.unknown

_960192363.unknown

_960192400.unknown

_960192348.unknown

_958482623.unknown

_960192228.unknown

_960192229.unknown

_960191521.unknown

_960191592.unknown

_960191894.unknown

_960192138.unknown

_960192171.unknown

_960192204.unknown

_960191980.unknown

_960191875.unknown

_960191559.unknown

_960191581.unknown

_960191548.unknown

_960191125.unknown

_960191470.unknown

_958482672.unknown

_958402325.unknown

_958482422.unknown

_958482540.unknown

_958482576.unknown

_958482464.unknown

_958402546.unknown

_958402710.unknown

_958402759.unknown

_958402835.unknown

_958402565.unknown

_958402423.unknown

_958402063.unknown

_958402147.unknown

_958402209.unknown

_958402120.unknown

_958401769.unknown

_958401961.unknown

_958401750.unknown

_958398424.unknown

_958400480.unknown

_958401140.unknown

_958401395.unknown

_958401453.unknown

_958401615.unknown

_958401434.unknown

_958401174.unknown

_958401362.unknown

_958401158.unknown

_958400919.unknown

_958401099.unknown

_958401122.unknown

_958401011.unknown

_958400600.unknown

_958400691.unknown

_958400538.unknown

_958399033.unknown

_958400208.unknown

_958400312.unknown

_958400344.unknown

_958400303.unknown

_958399946.unknown

_958400045.unknown

_958399187.unknown

_958398671.unknown

_958398734.unknown

_958398947.unknown

_958398873.unknown

_958398705.unknown

_958398578.unknown

_958398603.unknown

_958398531.unknown

_958397759.unknown

_958398089.unknown

_958398218.unknown

_958398275.unknown

_958398392.unknown

_958398248.unknown

_958398120.unknown

_958398152.unknown

_958398100.unknown

_958397995.unknown

_958398033.unknown

_958398045.unknown

_958398016.unknown

_958397835.unknown

_958397857.unknown

_958397770.unknown

_958397503.unknown

_958397551.unknown

_958397713.unknown

_958397725.unknown

_958397693.unknown

_958397528.unknown

_958397540.unknown

_958397517.unknown

_958397384.unknown

_958397470.unknown

_958397483.unknown

_958397419.unknown

_958397302.unknown

_958397359.unknown

_958397278.unknown

_952341847.unknown

_952783116.unknown

_958396167.unknown

_958396452.unknown

_958396674.unknown

_958397196.unknown

_958397250.unknown

_958396696.unknown

_958396594.unknown

_958396621.unknown

_958396473.unknown

_958396369.unknown

_958396403.unknown

_958396424.unknown

_958396391.unknown

_958396264.unknown

_958396352.unknown

_958396218.unknown

_952785016.unknown

_958395956.unknown

_958396094.unknown

_958396115.unknown

_958396157.unknown

_958396009.unknown

_958396038.unknown

_958396051.unknown

_958395978.unknown

_952785229.unknown

_958395857.unknown

_958395878.unknown

_958395750.unknown

_952785496.unknown

_952785093.unknown

_952785110.unknown

_952785047.unknown

_952784248.unknown

_952784291.unknown

_952784990.unknown

_952784267.unknown

_952783319.unknown

_952784187.unknown

_952783294.unknown

_952699387.unknown

_952700063.unknown

_952701764.unknown

_952702411.unknown

_952703207.unknown

_952703331.unknown

_952703402.unknown

_952703452.unknown

_952703363.unknown

_952703300.unknown

_952702607.unknown

_952703000.unknown

_952702441.unknown

_952701832.unknown

_952702392.unknown

_952701815.unknown

_952701053.unknown

_952701715.unknown

_952701728.unknown

_952701076.unknown

_952700267.unknown

_952700889.unknown

_952700083.unknown

_952699797.unknown

_952699983.unknown

_952700003.unknown

_952699948.unknown

_952699484.unknown

_952699670.unknown

_952699451.unknown

_952698444.unknown

_952698900.unknown

_952699304.unknown

_952699326.unknown

_952699060.unknown

_952698675.unknown

_952698717.unknown

_952343548.unknown

_952343699.unknown

_952344068.unknown

_952698083.unknown

_952343680.unknown

_952342343.unknown

_952342941.unknown

_952342316.unknown

_952264948.unknown

_952267595.unknown

_952338780.unknown

_952338965.unknown

_952339250.unknown

_952339384.unknown

_952339404.unknown

_952339444.unknown

_952339265.unknown

_952339070.unknown

_952338867.unknown

_952338889.unknown

_952338833.unknown

_952337680.unknown

_952338401.unknown

_952338507.unknown

_952337862.unknown

_952336145.unknown

_952337660.unknown

_952267627.unknown

_952266162.unknown

_952266839.unknown

_952267358.unknown

_952267571.unknown

_952266973.unknown

_952266726.unknown

_952266816.unknown

_952266245.unknown

_952266020.unknown

_952266084.unknown

_952266152.unknown

_952265706.unknown

_952265887.unknown

_952265965.unknown

_952265260.unknown

_951032059.unknown

_952264355.unknown

_952264565.unknown

_952264622.unknown

_952264491.unknown

_952261400.unknown

_952261477.unknown

_952261289.unknown

_951032049.unknown

_951032054.unknown

_951032058.unknown

_951032050.unknown

_951032045.unknown

_951032047.unknown

_951032037.unknown

_951032043.unknown

_951032036.unknown

_951032026.unknown

