
�10. Äèñêðåòíî îïòèìèðàíå

�10.1. Ïîñòàíîâêà íà çàäà÷àòà è îïòèìèçàöèîííè ìîäåëè

Àêî ðàçãëåäàìå îïòèìèçàöèîííèòå çàäà÷è îò ëåêî ôèëîñîôñêè úãúë,
ÿñíî ùå çàáåëåæèì, ÷å êîãàòî îáåêòúò íà èçñëåäâàíå å ïðèðîäíî ÿâëå-
íèå (ò.å. èìà åñòåñòâåí ïðîèçõîä), òî çàäà÷èòå ñà íåïðåêúñíàòè. Êîãàòî
îïòèìèçèðàìå ñòðóêòóðè, ñúçäàäåíè îò ÷îâåêà, ïî÷òè âèíàãè âúçíèê-
âà äèñêðåòíîñò. Òîâà å ðåçóëòàò îò ìíîãî ôàêòîðè � ñòàíäèðòèçàöèÿ
è óíèôèêàöèÿ, ñåðèéíîñò â ïðîèçâîäñòâîòî è óïðàâëåíèåòî, ñúçäàâàíå
íà ãîëåìè ñòðóêòóðè, â êîèòî ïðîöåñèòå ñà ïðåêúñíàòè è êâàíòóâàíè è
êàòî òàêèâà ñè âçàèìîäåéñòâàò � òðàíñïîðòíè, êîìóíèêàöèè, ðàçëè÷íè
ìðåæîâè îáðàçóâàíèÿ è ò.í. è ò.í.

Â òåçè ñëó÷àè âúçíèêâàò ò.íàð. äèñêðåòíè (â ÷àñòíîñò öåëî÷èñëåíè)
îïòèìèçàöèîííè çàäà÷è, ÷èéòî íàé-îáù ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåë å:

max /min {f(x) : x ∈ D},

êúäåòî D å êðàéíî èëè èçáðîèìî ìíîæåñòâî.
Íàé-÷åñòî äèñêðåòíîñòòà å âúðõó îòäåëíèòå ïðîìåíëèâè:

max {f(x1, . . . , xn) : gi(x1, . . . , xn)6bi, i=1, . . . , m, xj∈Dj , j=1, . . . , n}

è àêî f, gi, i = 1, . . . , m, ñà ëèíåéíè ôóíêöèè íà n ïðîìåíëèâè, à Dj ,
j = 1, . . . , n, ñà ìíîæåñòâà îò öåëè ÷èñëà ïîëó÷àâàìå ò.íàð. ëèíåéíà
öåëî÷èñëåíà îïòèìèçàöèîííà çàäà÷à

max
{
cTx : aT

i x 6 bi, i = 1, . . . , m, 0 6 xj 6 dj − öåëè, j = 1, . . . , n
}

.

Åñòåñòâåíî (è íàé-÷åñòî) ÷àñò îò ïðîìåíëèâèòå ïðèåìàò íåïðåêúñ-
íàòè ñòîéíîñòè � òîãàâà ãîâîðèì çà ñìåñåíî-öåëî÷èñëåíà çàäà÷à. Òÿ
âúçíèêâà íàé-÷åñòî ïðè îïòèìèçàöèÿ íà èêîíîìè÷åñêè è ïðîèçâîäñòâå-
íè ïðîöåñè, íî ìíîãî èíòåðåñíè ñà è ðåäèöà åêçîòè÷íè è êëàñè÷åñêè
ìîäåëè, êîèòî (êàêòî ïî-êúñíî ùå âèäèì) ñà âàæíè è îò òåîðåòè÷íà
ãëåäíà òî÷êà.

Çàäà÷à çà ðàíèöàòà

max





n∑

j=1

cjxj :
n∑

j=1

ajxj 6 b, 0 6 xj − öåëè, j = 1, . . . , n





íîñè èìåòî ñè îò æåëàíèåòî íà êðàäåöà äà ìàêñèìèçèðà ïå÷àëáàòà ñè
êàòî ðåøè êîè ïðåäìåòè ñ öåíè cj è îáåì aj äà îòêðàäíå, à ðàçïîëàãà
ñ ðàíèöà ñ îáåì b. Ïðè ãîðíàòà ôîðìóëèðîâêà ãîâîðèì çà öåëî÷èñëåíà
çàäà÷à çà ðàíèöàòà. Àêî xj ∈ {0, 1} � çà äâîè÷íà çàäà÷à. Àêî èìàìå
ïîâå÷å îãðàíè÷åíèÿ � ïî òåãëî íà ïðåäìåòèòå è ò.í. � çà ìíîãîìåðíà
çàäà÷à çà ðàíèöàòà.
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Ïîêðèòèå íà ãðàô. Íåêà G(V, E) å ãðàô ñ âúðõîâå vi ∈ V , i =
1, . . . n è ðåáðà ej ∈ E, j = 1, . . . ,m è ìàòðèöà íà èíöèäåíòíîñò ñ åëåìåí-
òè
aij =

{
1, àêî ðåáðîòî j å èíöèäåíòíî ñ âúðõà i,
0, àêî ðåáðîòî j íå å èíöèäåíòíî ñ âúðõà i.

Íàìèðàíåòî íà íàé-ìàëêèÿ áðîé ðåáðà (ìèíèìàëíîòî ïîêðèòèå),
òàêèâà ÷å âñåêè âðúõ äà å èíöèäåíòåí ñ ïîíå åäíî îò òÿõ, ìîæå äà ñå
ôîðìóëèðà òàêà:

min





m∑

j=1

xj :
m∑

j=1

aijxj > 1, i = 1, . . . , n, xj ∈ {0, 1}


 .

Òîãàâà òåçè xj , êîèòî â ðåøåíèåòî ùå èìàò ñòîéíîñò 1 îáðàçóâàò
òúðñåíîòî ïîêðèòèå.

Çàäà÷à çà ÷åòèðèòå öâÿòà. Ñëåä îòêðèòèåòî íà Ãóòåíáåðã çàïî÷-
âàò äà ñå ïå÷àòàò è ïîëèòè÷åñêè êàðòè � âñÿêà äúðæàâà ñå îöâåòÿâà ñ
îòäåëåí öâÿò. Âåäíàãà çàáåëÿçàëè, ÷å êàêâàòî è äà å êàðòàòà ÷åòèðè
öâÿòà ñà äîñòàòú÷íè, çà äà íÿìà ñúñåäíè äúðæàâè, îöâåòåíè ñ åäíàêâè
öâåòîâå. Òîçè ôàêò áå äîêàçàí åäâà â íàøå âðåìå, êàòî äîêàçàòåëñòâîòî
ìó è äîñåãà íå å íàïúëíî ïðèåòî êàòî ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêî, çàùîòî ïðè
íåãî ñå èçïîëçâà êîìïþòúðíà ïðîâåðêà íà âàðèàíòè.

Íåêà ïîëèòè÷åñêàòà êàðòà ïðåäñòàâèì êàòî ãðàô G(X, A), êúäåòî
âúðõîâåòå xi ∈ X, i = 1, . . . n íà ãðàôà ñà äúðæàâèòå, à A = {aij} å
ìàòðèöàòà íà ñúñåäñòâî íà ãðàôà, ò.å. aij = 1, àêî xi è xj ñà ñâúðçàíè
ñ ðåáðî (ò.å. äúðæàâèòå xi è xj èìàò îáùà ãðàíèöà) çà i, j = 1, . . . n.
Âúâåæäàìå ïðîìåíëèâèòå

zik =
{

0, âúðõúò xi íå å îöâåòåí ñ öâåòà k,
1, âúðõúò xi å îöâåòåí ñ öâåòà k.

Òîãàâà îãðàíè÷åíèÿòà ñà
t∑

k=1

zik = 1, i = 1, . . . , n � åäèíñòâåí öâÿò çà âðúõ,

L(1− zik)−
n∑

j=1

aijzkj > 0, i = 1, . . . , n, k = 1 . . . , t,

êúäåòî L å ÷èñëî ïî-ãîëÿìî îò áðîÿ íà ñúñåäíèòå âúðõîâå íà âðúõ ñ
íàé-ãîëÿì áðîé òàêèâà, ò.å. L > max

i

∑

j

aij .

Ïðè òåçè îãðàíè÷åíèÿ òúðñèì

min
t∑

k=1

nk
n∑

i=1

zik.

Òðÿáâà äà îòáåëåæèì, ÷å ïîëèòè÷åñêàòà êàðòà ïîðàæäà ïëîñúê ãðàô,
ò.å. ðåáðàòà íå ñå ïðåñè÷àò. Â ïðîòèâåí ñëó÷àé òâúðäåíèåòî çà ÷åòèðèòå
öâÿòà íå å âÿðíî.
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Çàäà÷à çà òúðãîâñêèÿ ïúòíèê. Èìàìå ïúëåí ãðàô ñ n âúðõà
è cij , i, j = 1, . . . , n å ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó âðúõ i è âðúõ j. Òúðñè ñå
õàìèëòîíîâ öèêúë â ãðàôà, êîéòî èìà ìèíèìàëíà ñóìà îò ðàçñòîÿíèÿòà
íà ðåáðàòà ñè. Ñ äðóãè äóìè, òúðãîâñêèÿò ïúòíèê òðúãâà îò âðúõ 1 è
ïðåìèíàâàéêè ïðåç âñåêè âðúõ ïî âåäíúæ òðÿáâà äà ñå âúðíå â 1 êàòî
ïðè òîâà èçìèíå íàé-êðàòúê ïúò. Âúâåæäàìå

xij =
{

1, îò âðúõ i îòèâà âúâ âðúõ j,
0, îò âðúõ i íå îòèâà âúâ âðúõ j.

Òúðñèì

min
x

n∑

i,j=1

cijxij

n∑

i=1

xij = 1, j = 1, . . . , n âúâ âñåêè âðúõ ñå âëèçà âåäíúæ,

n∑

j=1

xij = 1, i = 1, . . . , n îò âñåêè âðúõ ñå èçëèçà âåäíúæ.

Äîòóê îãðàíè÷åíèÿòà íå ñà äîñòàòú÷íè, çà äà ãàðàíòèðàò, ÷å ïúòÿò íà
òúðãîâñêèÿ ïúòíèê ùå ïðåäñòàâëÿâà åäèíñòâåí öèêúë � òîé ìîæå äà ñå
ñúñòîè îò íÿêîëêî íåñâúðçàíè öèêëè. Çà äà èçáåãíåì òîâà âúâåæäàìå
îùå n öåëè ïðîìåíëèâè ui > 0, i = 1, . . . , n è îãðàíè÷åíèÿ

ui − uj + nxij 6 n− 1, i, j = 2, . . . , n.

Àêî èìà ïîäöèêúë, íåñúäúðæàù âúðõà 1, òî êàòî ñúáåðåì ïîðåäíè-
òå îãðàíè÷åíèÿ ïî íåãîâèòå ðåáðà ui è uj ùå ñå óíèùîæàò è ùå ñòèãíåì
äî ïðîòèâîðå÷èå n 6 n− 1, òàêà ÷å íå ìîæå â ðåøåíèåòî äà èìà öèêúë
íåìèíàâàù ïðåç âúðõà 1. Çà öèêúë ïðåç âðúõ 1 èçáèðàìå ïîñëåäîâàòåë-
íî ñòîéíîñòè çà ui è uj ïî íåãî (ui−uj = −1) è ñëåä êàòî èìàìå ïðåäâèä,
÷å âúðõúò 1 íå âëèçà â òåçè îãðàíè÷åíèÿ íå ñòèãàìå äî ïðîòèâîðå÷èå.

Çàäà÷à çà îïòèìàëåí ðàçêðîé. Íåêà ðàçïîëàãàìå ñ ìåòàëíè ïðú-
òè ñ äúëæèíè b1, . . . , bk è îò òÿõ òðÿáâà äà ñå îòðåæàò åëåìåíòè ñ äúë-
æèíè a1, . . . ap ñúîòâåòíî n1, . . . np áðîÿ. Âúâåæäàìå ïðîìåíëèâèòå xij �
áðîé åëåìåíòè îò âèä i = 1, . . . , p, êîèòî ùå îòðåæåì îò ïðúò j = 1, . . . , k
è yj ∈ {0, 1}, j = 1, . . . , k.

Òúðñèì

min
y

k∑

j=1

yj

p∑

i=1

aixij 6 yjlj , j = 1, . . . , k,

k∑

j=1

xij = ni, i = 1, . . . , p.
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Ïúðâàòà ãðóïà îãðàíè÷åíèÿ îñèãóðÿâà, ÷å ùå ðåæåì îò ìèíèìàëåí áðîé
ïðúòè (ò.å. îñòàòúêúò ùå ñå ñúáåðå â öåëè ïðúòè) è íÿìà äà ðåæåì ïî-
âå÷å îò äúëæèíàòà íà ïðúòà. Âòîðàòà ãðóïà ãàðàíòèðà áðîÿ íà åëåìåí-
òèòå.

Òîçè ìîäåë çà ïúðâè ïúò å ôîðìóëèðàí îò ðóñêèÿ ìàòåìàòèê àêàä.
Ëåâ Êàíòîðîâè÷ ïðåç 1937-38 ã. Òîé ïðåäëàãà è ìåòîä çà ðåøàâàíå �
âàðèàíò íà ñèìïëåêñ ìåòîäà. Ïî-êúñíî ñèìïëåêñ ìåòîäúò å ðàçðàáîòåí
îò Äæ. Äàíöèã. Ïðåç 80-òå ãîäèíè äâàìàòà ïîëó÷àâàò Íîáåëîâà íàãðàäà
çà èêîíîìèêà.

Îïòèìèçàöèÿ íà ìàðøðóòè. Äî åäèí ñúáèðàòåëåí öåíòúð S (çà-
âîä, ãðàä) òðÿáâà äà ñå ïðåâîçâàò ïúòíèöè îò íÿêîëêî ìåñòà, êàòî âñè÷-
êè òå ñà ñâúðçàíè ñ äîñòàòú÷íî ãúñòà ìðåæà îò ïúòèùà. Íåêà ai, i =
1, . . . , n å áðîÿò ïúòíèöè îò ïóíêò i äî S, à b å áðîÿò ìåñòà â àâòîáóñà.
Åäèí îò âúçìîæíèòå íà÷èíè çà ïîñòðîÿâàíå íà îïòèìèçàöèîíåí ìî-
äåë ñå çàêëþ÷àâà â îïðåäåëÿíå íà ìíîæåñòâî îò âúçìîæíè (äîïóñòèìè)
ìàðøðóòè, êîåòî èìà íà íÿêîëêî ïîðÿäúêà ïî-ãîëÿì áðîé ìàðøðóòè
îò äåéñòâèòåëíî íåîáõîäèìèòå è äà ñå îïòèìèçèðà â òîâà ìíîæåñòâî.
Îòäåëåí âúïðîñ å êàêâî çíà÷è ”äîïóñòèì“. Íàïðèìåð, ïñèõîëîãè÷åñêî
èçñëåäâàíå å óñòàíîâèëî, ÷å êîãàòî ÷îâåê ïúòóâà äî ðàáîòíîòî ñè ìÿñòî
ïîâå÷å îò 45 ìèí. òîé ðÿçêî ñå äåìîòèâèðà è ò.í.

Íåêà xij å áðîÿò íà ïúòíèöèòå îò ïóíêò i = 1, . . . , n ïî ìàðøðóò
j = 1, . . . , m. Íåêà Yi å èíäåêñíîòî ìíîæåñòâî íà âñè÷êè ìàðøðóòè,
ìèíàâàùè ïðåç ïóíêò i, à Ij å èíäåêñíîòî ìíîæåñòâî íà âñè÷êè ïóíêòîâå
ïî ìàðøðóò j; yj ∈ {0, 1}, j = 1, . . . , m.

Îãðàíè÷åíèÿòà
∑

j∈Ij

xij = ai, i = 1, . . . , n ãàðàíòèðàò, ÷å ìàðøðóòèòå

ïðàç ïóíêò i ùå ïîåìàò ai ïúòíèöè, à
∑

i∈Ij

xij 6 yjb, j = 1, . . . , m ãàðàí-

òèðàò, ÷å àêî ìàðøðóòúò ñå ðåàëèçèðà (yj = 1) àâòîáóñúò íÿìà äà ñå
ïðåïúëíè. Òúðñèì min

∑
yj , êîåòî ñî÷è, ÷å ùå èçïîëçâàìå ìèíèìàëåí

áðîé àâòîáóñè.
Â ñëó÷àé, ÷å ñå ðàçïîëàãà ñ íÿêîëêî âèäà àâòîáóñè (äà ðå÷åì äâà)

b1 < b è èñêàìå ïðè íåïúëåí ãîëÿì àâòîáóñ äà èçïîëçâàìå ïî-ìàëêèÿ,
ïðàâèì ñëåäíîòî: âúâåæäàìå yj ∈ {0, 1}, j = 1, . . . m è âúâ îãðàíè÷åíè-
ÿòà íåðàâåíñòâà ïðîìåíÿìå äåñíèòå ñòðàíè íà 6 yjb + yjb1 è äîáàâÿìå
îãðàíè÷åíèÿ yj + yj 6 1, j = 1, . . . m êàòî òúðñèì min

∑

j

(yj + cyj),

0 < c < 1.
Äîêàçâà ñå, ÷å ìàòðèöàòà íà îãðàíè÷åíèÿòà ïðèòåæàâà ñâîéñòâîòî

”óíèìîäóëÿðíîñò“, êîåòî ãàðàíòèðà, ÷å ïðè öåëè ÷èñëà îò äÿñíî âúðõî-
âåòå íà ìíîãîñòåíà ñúùî ñà öåëè, òàêà ÷å èçèñêâàíåòî çà öåëî÷èñëåíîñò
íà xij ìîæå äà îòïàäíå. Çàáåëåæåòå, ÷å ñúùîòî ñâîéñòâî ïðèòåæàâà è
êëàñè÷åñêàòà òðàíñïîðòíà çàäà÷à.

Ðàçíè õèòðîñòè. Çàäà÷è ñ ôèêñèðàíè äîáàâêè ñå ñðåùàò â ñëó÷àè-
òå, êîãàòî â öåëåâàòà ôóíêöèÿ ñå äîáàâÿ ôèêñèðàíà ñòîéíîñò, â ñëó÷àé
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÷å äàäåíà ïðîìåíëèâà å ðàçëè÷íà îò íóëà, íåçàâèñèìî îò ñòîéíîñòòà
�è (íàé-÷åñòèÿò ïðèìåð å òàêñóâàíåòî â òàêñèòà). Â öåëåâàòà ôóíêöèÿ
òîâà ìîæå äà ñå îòðàçè òàêà:

min





n∑

j=1

cjxj +
n∑

j=1

djzj



 ,

0 6 xj 6 Uzj , j = 1, . . . , n, zj ∈ {0, 1}, U � äîñòàòú÷íî ãîëÿìî ÷èñëî.
Òîâà ãàðàíòèðà, ÷å êîãàòî xj > 0, òî zj = 1 è ôèêñèðàíàòà äîáàâêà

dj âëèçà â öåëåâàòà ôóíêöèÿ, àêî xj = 0, òî çàäúëæèòåëíî zj = 0
ïîíåæå òúðñèì ìèíèìóì, à è dj > 0.

Ðàçëè÷íè ëîãè÷åñêè îãðàíè÷åíèÿ âîäÿò äî çàäà÷è îò òèï èëè-èëè.
Íàïðèìåð óñëîâèåòî å, àêî åäíà îò ïðîìåíëèâèòå å ïîëîæåòåëíà äðóãà-
òà äà å çàäúëæèòåëíî 0. Òîãàâà èçáèðàìå äîñòàòú÷íî ãîëÿìî ÷èñëî U
è äâîè÷íà ïðîìåíëèâà z ∈ {0, 1} è îãðàíè÷åíèÿ

0 6 x1 6 Uz

0 6 x2 6 U(1− z).

Àêî öåëåâàòà ôóíêöèÿ èìà âèäà

min
∑

j

cjxj1xj2 . . . xjkj
x ∈ {0, 1},

òî ìîæåì äà ÿ çàìåíèì ñ ëèíåéíà êàòî çà âñÿêî ñúáèðàåìî îò íåÿ ïðè-
áàâèì îãðàíè÷åíèå

xj1 + xj2 + · · ·+ xjk

k
= zk + yk, zk ∈ {0, 1}, 0 6 yk 6 1− 1

k

è íîâàòà öåëåâà ôóíêöèÿ å min
∑

j

cjzj .

Ïîäîáíè ïðèìåðè ïîñòîÿííî âúçíèêâàò â ïðàêòè÷åñêè çàäà÷è, âî-
äåùè äî ïðåêúñíàòè öåëåâè ôóíêöèè, íåñâúðçàíè è íåèçïúêíàëè äî-
ïóñòèìè ìíîæåñòâà è äð.



�11. Ìåòîä íà îòñè÷àùèòå ðàâíèíè

Òîâà å èñòîðè÷åñêè ïúðâèÿ àëãîðèòúì çà ðåøàâàíå íà øèðîê êëàñ
äèñêðåòíè îïòèìèçàöèîííè çàäà÷è. Ðàçðàáîòåí å îò Ãîìîðè ïðåç 1957-
58 ãîä. êàòî ìåòîä çà ðåøàâàíå íà ëèíåéíèòå öåëî÷èñëåíè çàäà÷è. Íàé-
îáùî èäåÿòà å ñëåäíàòà: íåêà òúðñèì

max
{
cTx : aT

i x = bi, i = 1, . . . , k, 0 6 xj − öåëè, j = 1, . . . , n
}

.

Çíàåì, ÷å îãðàíè÷åíèÿòà aT
i x = bi, i = 1, . . . , k, 0 6 xj , j = 1, . . . , n

(áåç öåëî÷èñëåíîñò) ïðåäñòàâëÿâàò ìíîæåñòâîòî îò òî÷êè íà èçïúêíàë
ìíîãîñòåí. Â òîâà ìíîæåñòâî ñà è òî÷êèòå ñ öåëè ñòîéíîñòè Ω. Àêî îçíà-
÷èì ñ Ω′ èçïúêíàëàòà îáâèâêà íà Ω, òÿ ñúùî ùå ïðåäñòàâëÿâà èçïúêíàë
ìíîãîñòåí è

max
{
cTx : x ∈ Ω′

}

ïðåäñòàâëÿâà ëèíåéíà îïòèìèçàöèîííà çàäà÷à, êîÿòî ìîæåì äà ðåøèì
ñ íÿêîè îò ïîçíàòèòå íè ìåòîäè. Îêàçâà ñå, ÷å íàìèðàíåòî íà èçïúêíà-
ëàòà îáâèâêà å èçêëþ÷èòåëíî ñëîæíà çàäà÷à � ïî-ñëîæíà îò èçõîäíà-
òà. Èäåÿòà íà Ãîìîðè ñå ñúñòîè â òîâà, ÷å íå å íåîáõîäèìî äà òúðñèì
öÿëàòà Ω′, à ñàìî ÷àñòòà îò íåÿ ”îêîëî“ íåïðåêúñíàòîòî ðåøåíèå íà
ëèíåéíàòà çàäà÷à. Òîâà ñå ïîñòèãà ÷ðåç ïîñëåäîâàòåëíè ”îòñè÷àíèÿ“îò ëèíåéíèÿ ìíîãîñòåí ÷ðåç ò.íàð. ïðàâèëíè îòñè÷àùè ðàâíèíè. Òîâà
îçíà÷àâà ïðèáàâÿíå íà íîâî ëèíåéíî îãðàíè÷åíèå, êîåòî íå ñå óäîâëåò-
âîðÿâà îò íåïðåêúñíàòîòî ðåøåíèå (ò.å. îòñè÷à ãî), íî íå îòñè÷à òî÷êà ñ
öåëè êîîðäèíàòè. Âñåêè ïúò ñå ðåøàâà ïîëó÷åíàòà íîâà ëèíåéíà çàäà÷à
è ñå ïðåäïîëàãà, ÷å â êðàÿ íà ïðîöåñà ïîðåäíîòî ðåøåíèå ùå ñå îêàæå
öåëî÷èñëåíî, ñ êîåòî ùå ñìå ðåøèëè èçõîäíàòà çàäà÷à.

Ùå îïèøåì (áåç äîêàçàòåëñòâî) ïîñòðîÿâàíåòî íà ïðàâèëíî îòñè-
÷àíå. Íåêà

(11.1)
n∑

j=1

ajxj = b

å åäíî îò îãðàíè÷åíèÿòà íà çàäà÷àòà â áàçèñíîòî ïðåäñòàâÿíå ñïðÿìî
îïòèìàëíèÿ áàçèñ, çà êîåòî b íå å öÿëî � ò.å. òåêóùîòî ðåøåíèå íå å
öåëî÷èñëåíî. Îçíà÷àâàìå

aj = [aj ] + fj , b = [b] + f öÿëà ÷àñò ïëþñ äðîáíà ÷àñò.

Ïîíåæå èñêàìå xj äà èìàò öåëè ñòîéíîñòè
∑

j

[aj ]xj 6 b è
∑

j

[aj ]xj 6 [b]

è ðàçëèêàòà ìåæäó äÿñíàòà è ëÿâàòà ÷àñò íà ïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî å
öÿëî ÷èñëî.

6
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Äîáàâÿìå íîâà öåëî÷èñëåíà ïðîìåíëèâà x

(11.2)
n∑

j=1

[aj ]xj + x = [b]

è ñëåä êàòî îò (11.2) èçâàäèì (11.1) ïîëó÷àâàìå òúðñåíîòî ïðàâèëíî
îòñè÷àíå ∑

j

(−fj)xj + x = −f,

êàòî x ñòàâà áàçèñíà ïðîìåíëèâà â íîâàòà çàäà÷à.
Ïî-äåòàéëíî çàïèñàíî: íåêà x∗ = (b1, b2, . . . , bk, 0, . . . , 0) å òåêóùîòî

îïòèìàëíî ðåøåíèå è íåêà bk íå å öÿëî ÷èñëî. Âçåìàìå îãðàíè÷åíèåòî

xk +
n∑

j=k+1

akjxj = bk

è ãî çàìåñòâàìå ñ ”ïðàâèëíîòî“ îòñè÷àíå
n∑

j=k+1

(−fkj)xj + x = −fk,

êàòî x ñòàâà áàçèñíà ïðîìåíëèâà âìåñòî xk.
Ïðèìåð.

max {21x1 + 11x2 : 7x1 + 4x2 + x3 = 13, 0 6 xj-öåëè, j = 1, 2, 3}
çàïèñâàìå êàòî

max x0

∣∣∣∣∣∣

x0 −21x1 −11x2 = 0

7x1 + 4x2 +x3 = 13.

Ñëåä ðåøàâàíå èìàìå
∣∣∣∣∣∣∣

x0 +x2 +3x3 = 39

x1 +
4
7
x2 +

1
3
x3 = 1

6
7
,

äîáàâÿìå
−4

7
x2 − 1

3
x3 + x4 = −6

7
è ðåøàâàìå ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x0 +2
3
4
x3 +1

3
4
x4 = 37

1
2

x1 + x4 = 1

x2 +
1
4
x3 −1

3
4
x4 = 1

1
2
,
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äîáàâÿìå
−3

4
x3 +

1
4
x4 + x5 = −1

2
è ïàê ðåøàâàìå

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x0 +x1 +11x5 = 33

−x1 +x3 − x5 = 1

2x1 +x2 + x5 = 3

x1 +x4 = 1,

çà äà ïîëó÷èì îêîí÷àòåëíî öåëî÷èñëåíîòî ðåøåíèå x∗ = (0, 3, 1) è îï-
òèìàëíàòà ñòîéíîñò íà öåëåâàòà ôóíêöèÿ z(x∗) = x0 = 33.

Òîçè ìåòîä íå ìîæà äà ïîëó÷è øèðîêî ðàçïðîñòðàíåíèå ïîðàäè ïðè-
÷èíè, êîèòî ïðîçèðàò è îò íàøåòî êðàòêî îïèñàíèå � ìíîãî äúëúã èç÷èñ-
ëèòåëåí ïðîöåñ, ïðè êîéòî íåìèíóåìî ñå ãóáè òî÷íîñò, íÿìà ãàðàíöèÿ
çà ñõîäèìîñò íà ïðîöåñà â îáùèÿ ñëó÷àé è ò.í.



�12. Ìåòîä íà ðàçêëîíÿâàíå è ãðàíèöè

Ñòàâà äóìà çà åäèí óíèâåðñàëåí ïîäõîä çà ðåøàâàíå íà ïî÷òè âñè÷-
êè âèäîâå äèñêðåòíè îïòèìèçàöèîííè çàäà÷è. Èäåÿòà çà ñúçäàâàíåòî ìó
âúçíèêâà ïðåç 1963 ãîä. ñëåä åäíà çàáàâíà èñòîðèÿ, ïðè êîÿòî ôèðìà
ïóáëèêóâà ñ ðåêëàìíà öåë çàäà÷àòà çà òúðãîâñêèÿ ïúòíèê áåç äà çíàå
ðåøåíèåòî è êàê ñå ðåøàâàò ïîäîáíè çàäà÷è. Ñëåä íàðàñòâàù ñêàíäàë
îò ñòðàíà íà êëèåíòèòå äà ïîëó÷àò íàãðàäàòà çà òîâà, ÷å ñà èçïðàòè-
ëè âåðåí îòãîâîð, ôèðìàòà ñå îáðúùà êúì ïðîôåñèîíàëíè ìàòåìàòèöè,
êîèòî ðåøàâàò âúïðîñíèÿ ïðèìåð è ïðåäëàãàò íîâèÿ ìåòîä.

Íåêà òúðñèì
max

x
{f(x) : x ∈ Ω} ,

êúäåòî Ω å êðàéíî äèñêðåòíî ìíîæåñòâî, à âúðõó ôóíêöèÿòà f(x) íå ñå
íàëàãàò íèêàêâè îãðàíè÷åíèÿ. Íåêà Ω ìîæå äà ñå ðàçáèå íà êðàåí áðîé
íåïðåñè÷àùè ñå ïîäìíîæåñòâà

Ω =
⋃

i

Ωi, Ωk

⋂
Ωj = ∅.

Íåêà íàðè÷àìå Ωi, Ωi ⊂ Ωi ðàçøèðåíèå íà Ωi è âúâåäåì îçíà÷åíèÿòà

max
x
{f(x) : x ∈ Ωi} � çàäà÷à Ai;

max
x

{
f(x) : x ∈ Ωi

}
� çàäà÷à Ai.

Ñúùåñòâåíî å, ÷å max
x

{
f(x) : x ∈ Ωi

}
> max

x
{f(x) : x ∈ Ωi}, ò.å.

îïòèìàëíàòà ñòîéíîñò íà ò.í. îöåíú÷íà çàäà÷à Ai å ïî-ãîëÿìà îò òàçè
íà Ai. Òîâà åñòåñòâåíî ïðîèçëèçà îò ðåëàöèÿòà ìåæäó Ωi è Ωi.

Íà÷èíúò çà êîíñòðóèðàíå íà îöåíú÷íàòà çàäà÷à å ñïåöèôè÷åí çà
âñåêè âèä äèñêðåòíè çàäà÷è, íî îáùîòî å, ÷å òÿ ñå ðåøàâà ëåñíî, çà
ðàçëèêà îò èçõîäíàòà çàäà÷à. Âúðõó òîâà êàêâî çíà÷è ”ëåñíî“ ùå ôè-
ëîñîôñòâàìå ïî-êúñíî.

Âúâåæäàìå è ñëåäíèòå îçíà÷åíèÿ:
R � ðåêîðä; R = max{f(x∗),−∞}, êúäåòî x∗ å äîïóñòèìî ðåøåíèå

íà èçõîäíàòà çàäà÷à A;
S � ñïèñúê îò çàäà÷è, ïîëó÷åíè ïðè ðàçáèâàíåòî íà A íà A1, A2, . . . , Ak,

åâåíòóàëíî ðàçáèâàíåòî íà Aj íà Aj1 , Aj2 , . . . , Ajp è ò.í.
Ñúùíîñòòà íà àëãîðèòúìà å îïèñàíà ÷ðåç äàäåíàòà íà ôèãóðà 12.1

áëîê-ñõåìà.
Íÿêîè îáÿñíåíèÿ, êîèòî ïðè âíèìàòåëíî ðàçãëåæäàíå íà áëîê-ñõåìàòà

ñà î÷åâèäíè:

• àêî Ai íÿìà ðåøåíèå, òî è Ai íÿìà ðåøåíèå;

• àêî f(x∗i ) < R, òî áåç äà ïðîâåðÿâàìå äàëè x∗i å ðåøåíèå è íà Ai

ñìå ñèãóðíè, ÷å è íåãîâàòà ñòîéíîñò å ïîä ðåêîðäà;

9
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• ïðè ”êðàé“, àêî R = −∞, òî çàäà÷àòà A íÿìà ðåøåíèå, èíà÷å
ðåøåíèå å ïîñëåäíîòî íàìåðåíî.

Òóê âúçíèêâàò ðåäèöà âúïðîñè, ñâúðçàíè ñ åôåêòèâíîñòòà íà àë-
ãîðèòúìà. Êîëêî ”ëåñíî“ ñå ðåøàâàò çàäà÷èòå Ai, êàêâà å ðàçëèêàòà
ìåæäó ñòîéíîñòèòå íà òåõíèòå ðåøåíèÿ è òåçè íà Ai, ò.å. êîëêî òî÷íè
ñà îöåíêèòå, íÿìà ëè S äà ñòàíå ìíîãî ãîëÿì ñïèñúê è ò.í.

Ôèãóðà 12.1.

Ïðèíöèïíèòå îòãîâîðè ñà: êîëêîòî ïî-ãðóáî å ðàçøèðåíèåòî Ωi íà
Ωi, òîëêîâà ïî-ëîøà ùå áúäå îöåíêàòà, íî çà ñìåòêà íà òîâà Ai ùå
ñå ðåøàâà ïî-ëåñíî. Êîìïðîìèñúò òóê ñå ïðàâè ïðè âñåêè îòäåëåí âèä
çàäà÷è â çàâèñèìîñò îò òÿõíàòà ñïåöèôèêà. Ïî-ãðóáî ðàçøèðåíèå � ïî-
ëîøà îöåíêà � ïî-ãîëÿì ñïèñúê S. Â åêñòðåìíèÿ ñëó÷àé àêî ðåøèì
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Ωi = Ω, òî |S| = 1, íî îöåíú÷íàòà íè çàäà÷à âñúùíîñò å èçõîäíàòà!
Àêî çàäà÷à A íÿìà ðåøåíèå àëãîðèòúìúò ñå ïðåâðúùà ïî÷òè â ïúëíî
èç÷åðïâàíå íà âàðèàíòèòå. Ïðè öåëî÷èñëåíàòà ëèíåéíà çàäà÷à å íàé-
åñòåñòâåíî îöåíú÷íàòà äà ñå ïîëó÷àâà ÷ðåç îòïàäàíå íà èçèñêâàíåòî çà
öåëî÷èñëåíîñò.

Äà ïðèëîæèì àëãîðèòúìà çà çàäà÷àòà çà ðàíèöàòà

max
{
cTx : aTx 6 b, xj ∈ {0, 1}, j = 1, . . . , n

} −A,

êàòî c1

a1
6 c2

a2
6 . . . 6 cn

an
, êîåòî íå íàìàëÿâà îáùíîñòòà.

Àêî
k∑

j=1

aj < b, òî x∗ = (1, 1, . . . ,
α︸︷︷︸

k+1
, 0, . . . , 0), êúäåòî α =

b−∑k
j=1 aj

ak+1

å ðåøåíèå íà îöåíú÷íàòà çàäà÷à A (0 6 x 6 1).
Ïðèìåð.

cj 32 32 30 8 13 11

aj 21 22 21 6 10 9,
b = 37.

начало

1

оц.=53.42>R

6

оц.=55.27

2

оц. няма реш. > 37

3

54.85

8

53.42

7

51<R

x  =x  =x  =13 4 5

>37

4 5

R=53

x  =x  =x  =11 4 5

51.7<R

9

51.7<R

10

x  =11 x  =01

x  =12 x  =02

x  =03x  =13

x  =12
x  =02

x  =03x  =13

Ôèãóðà 12.2.

Èç÷èñëèòåëíèÿò ïðîöåñ ñå ñúñòîè â ïîñëåäîâàòåëíî íàìèðàíå íà âñå
ïî-äîáðè äîïóñòèìè öåëè ðåøåíèÿ, ïîñëåäíîòî îò êîèòî å îïòèìàëíîòî,
íî òîçè ôàêò ñå óñòàíîâÿâà åäâà ñëåä èç÷åðïâàíå íà S, ò.å. ÷ðåç äèðåê-
òíà ïðîâåðêà èëè îòñè÷àíå ñ îöåíú÷íàòà çàäà÷à íà âñè÷êè âúçìîæíè
âàðèàíòè. Âòîðàòà ÷àñò íà ïðîöåñà îáèêíîâåíî å ìíîãî ïî-òðóäíà. Î÷å-
âèäíîòî ïðåäèìñòâî íà òîçè ìåòîä ïðåä ìåòîäà íà îòñè÷àùèòå ðàâíèíè
å, ÷å òóê ïîëó÷àâàìå äîáðè äîïóñòèìè ðåøåíèÿ, äîêàòî ïðè äðóãèÿ �
èëè îïòèìóìà (êîåòî å ñâúðçàíî ñ íåÿñíî êîëêî ïðåñìÿòàíèÿ) èëè íè-
ùî.



�13. Äèíàìè÷íî îïòèìèðàíå

Òîçè ìåòîä å ïðåäëîæåí îò Ð. Áåëìàí ïðåç 1950-53 ãîä. è óñïåøíî ñå
ïðèëàãà ïðè ìíîãî øèðîêè êëàñîâå çàäà÷è (äîðè è íå ñàìî äèñêðåòíè),
íî ñ îáùîòî ñâîéñòâî, ÷å ïðîöåñúò íà îïòèìèçàöèÿ ìîæå äà ñå ðàçáèå
íà ïîñëåäîâàòåëíè ñòúïêè ñ îáùà ðåêóðåíòíà âðúçêà ìåæäó òÿõ.

Íåêà òúðñèì

max
x



z(x) =

n∑

j=1

fj(xj) :
n∑

j=1

ajxj 6 b, 0 6 xj � öåëè, j = 1, . . . , n



 .

Öåëåâàòà ôóíêöèÿ, â êîÿòî âñÿêî ñúáèðàåìî çàâèñè ñàìî îò åäíà
ïðîìåíëèâà, ñå íàðè÷à àäèòèâíà, êàòî íà fj íå ñà íàëîæåíè íèêàêâè
îãðàíè÷åíèÿ.

Íåêà êàòî ïúðâà ñòúïêà îòäåëèì xn è òúðñèì

max
x1,...,xn−1





n∑

j=1

fj(xj) = max
xn

fn(xn)+

+ max
x1,...,xn−1




n−1∑

1

fj(xj) :
n−1∑

j=1

ajxj 6 b− anxn






 .

fn(xn) èìà êðàåí áðîé ñòîéíîñòè è àêî çíàåõìå ñòîéíîñòòà íà âòî-
ðîòî ñúáèðàåìî, çàäà÷àòà å ðåøåíà. Ïðîäúëæàâàìå ïî ñúùèÿ íà÷èí

max
x1,...,xn−2





n−1∑

j=1

fj(xj) = max
xn−1

fn−1(xn−1)+

+ max
x1,...,xn−2




n−2∑

1

fj(xj) :
n−2∑

j=1

ajxj 6 b− anxn − an−1xn−1






 .

Àêî b−
n−k∑

j=n

ajxj îçíà÷èì ñ bk, k = 0, 1, 2, . . . n−2, òî ïîëó÷àâàìå ñëåäíàòà

ðåêóðåíòíà çàâèñèìîñò

(13.1)
max

x1,...,xn−k−1





n−k∑

j=1

fj(xj) = max
xn−k

fn−k(xn−k)+

+ max
x1,...,xn−k−1




n−k−1∑

1

fj(xj) :
n−k−1∑

j=1

ajxj 6 bk








12
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çà k = 0, 1, 2, . . . n−2. Åñòåñòâåíî bk = bk(xn−k, . . . , xn) è àêî âòîðîòî ñú-
áèðàåìî â ãîðíàòà ðåêóðåíòíà çàâèñèìîñò (13.1) îçíà÷èì ñ Fn−k−1(bk−1)
ìîæåì äà ÿ çàïèøåì ïî-êîìïàêòíî

max
x1,...,xn−k−1





n−k∑

j=1

fj(xj) = max
xn−k

fn−k(xn−k) + Fn−k−1(bk−1)



 .

Íàêðàÿ ñòèãàìå äî

max
x1

{
f1(x1) + f2(x2) = max

x2

f2(x2) + max
x1

[f1(x1) : a1x1 6 bn−2]
}

è
max

x1

{f1(x1), a1x1 6 bn−2} ,

êîåòî ìîæåì äà ïðåñìåòíåì äèðåêòíî. Âñúùíîñò ïðåñìÿòàìå f1(x1) à
âñè÷êè âúçìîæíè ñòîéíîñòè íà x1 è çàïîìíÿìå ðåçóëòàòèòå â òàáëèöà,
òúé êàòî òå ùå áúäàò íåîáõîäèìè ïðè ò.íàð. îáðàòåí õîä - ïðåñìÿòàìå
ïî ðåêóðåíòíàòà çàâèñèìîñò f2(x2) è ò.í. äî

max
x1,...,xn−1

{
max
xn

fn(xn) + Fn−1(bn−1)
}

,

ïðè êîåòî íàìèðàìå îïòèìàëíàòà ñòîéíîñò x∗n. Òîâà âå÷å ìîæåì äà íàï-
ðàâèì, ïîíåæå çíàåì (èìàìå ïðåñìåòíàòè â òàáëèöà ïðè ïðåäèøíèÿ
õîä) ñòîéíîñòè íà âòîðîòî ñúáèðàåìî çà âñÿêà âúçìîæíà ñòîéíîñò íà
xn. Ñëåä òîâà ïî ñúùèÿ íà÷èí ïðåñìÿòàìå x∗n−1 è ò.í. äî x∗1.

Ïîñëåäîâàòåëíèòå òàáëèöè èìàò ñëåäíèÿ âèä
b1 F1(b1) x1

0 F1(0) x1(0)
1 F1(1) x1(1)
... ... ...
b

b2 F2(b2) x2

0 F2(0) x2(0)
1 F2(1) x2(1)
... ... ...
b . . .

bn Fn(bn) xn

0 Fn(0) xn(0)
1 Fn(1) xn(1)
... ... ...
b

è x∗n−1 = xn−1(b− anx∗n), x∗n−2 = xn−2(b− anx∗n − an−1x
∗
n−1) è ò.í.

Âåäíàãà èçíèêâà âúïðîñúò êîëêî ãîëåìè ñà òàçè òàáëèöà. Íàïðèìåð,
ïðè b = 20 è n = 5 áðîÿò íà âñè÷êè âúçìîæíè âàðèàíòè å

(n + b− 1)!
b!(n− 1)!

= C4
24 = 10 626

è íàøèòå òàáëèöè ùå ñúäúðæàò

(b + 1)[(n− 1)(b + 2) + 2]
2

= 945

÷èñëà, ò.å. äîêàòî áðîÿò íà âàðèàíòèòå ðàñòå åêñïîíåíöèàëíî ñ n è b,
òî ðàçìåðúò íà ïðåñìÿòàíèÿòà â íàøèÿ ñëó÷àé ðàñòå ñ êâàäðàòà íà b è
ëèíåéíî ïî n.



14 Èçñëåäâàíå íà îïåðàöèèòå � äîö. É. Ìèòåâ

Íåêà ðåøèì ïî îïèñàíèÿ ìåòîä çàäà÷àòà

max
x
{3x1 + 7x2 + 15x3, x1 + 2x2 + 3x3 6 4, 0 6 xj − öåëè}

êàòî ïîïúëíèì òðèòå òàáëèöè
b1 F1 x1

0 0 0
1 3 1
2 6 2
3 9 3
4 12 4

b2 F2 x2

0 0 0
1 3 0
2 7 1
3 10 1
4 14 2

b3 F3 x3

0 0 0
1 3 0
2 7 0
3 15 1
4 18 1

è x∗3 = 1, x∗2 = x2(4− 3) = x2(1) = 0, x∗1 = x1(4− 3.1− 2.0) = x1(1) = 1 è
ìàêñèìóìúò å 18.

Îñíîâíàòà èäåÿ â äèíàìè÷íîòî îïòèìèðàíå ñå áàçèðà íà ò.íàð. ïðèí-
öèï íà Áåëìàí, êîéòî ãëàñè, ÷å îïòèìàëíàòà òðåàêòîðèÿ íà äàäåíà ñèñ-
òåìà îò ñúñòîÿíèå A äî ñúñòîÿíèå B íå çàâèñè îò òîâà êàê òÿ å ïîïàä-
íàëà â ñúñòîÿíèå A. Ñèñòåìè ñ òàêîâà ñâîéñòâî ñå íàðè÷àò Ìàðêîâñêè
ñèñòåìè. Ïðè ïî-âíèìàòåëíî âãëåæäàíå ùå îòêðèåòå, ÷å òî÷íî íà òîâà
ñå îñíîâàâàò è ãîðíèòå ðåêóðåíòíè îòíîøåíèÿ.

Âñå ïàê èäåÿòà íà äèíàìè÷íîòî îïòèìèðàíå ùå ñòàíå ÿñíà îò ñëåä-
íèÿ ïðèìåð: Ëåòàòåëåí àïàðàò (ñàìîëåò, ðàêåòà) òðÿáâà äà äîñòèãíå îò
ò. A äî ò. B, îòäàëå÷åíè ïî ðàçñòîÿíèå è âèñî÷èíà ñ ìèíèìàëåí ðàçõîä
íà ãîðèâî.

Ôèãóðà 13.3.

Õîðèçîíòàëíîòî è âåðòèêàëíîòî ðàçñòîÿíèå ñà ðàçäåëåíè íà ÷àñòè
êàòî ðàçõîäúò íà ãîðèâî çà âñÿêà îòñå÷êà å äàäåí. Â êðàéíàòà òî÷êà B
ïîñòàâÿìå îöåíêà 0. Â òî÷êà B ìîæå äà ñå äîñòèãíå ïî õîðèçîíòàëíàòà



�13 15

îòñå÷êà èëè ïî âåðòèêàëíàòà. Â ïúðâèÿ ñëó÷àé ðàçõîäúò å 6, à âúâ
âòîðèÿ 13, òàêà ÷å â ñúîòâåòíèòå âúçëè ïîñòàâÿìå 6 è 13. Â ñúñåäíèÿ
íà âå÷å îöåíåíèòå âúçëè ïîñòàâÿìå min{6 + 13, 13 + 4} = 17 � òîâà
å ìèíèìàëíîòî êîëè÷åñòâî ãîðèâî çà âñè÷êè âúçìîæíè íà÷èíè äà ñå
ñòèãíå îò òîçè âúçåë äî B (à òå ñà äâà).

Ïî òîçè íà÷èí îöåíÿâàìå ïîñëåäîâàòåëíî âñè÷êè âúçëè è çà A ïîëó-
÷àâàìå îöåíêà 73, êîåòî å è ñòîéíîñòòà â îïòèìàëíîòî ðåøåíèå. Ñàìîòî
îïòèìàëíî ðåøåíèå âúçñòàíîâÿâàìå ïî îáðàòåí ïúò.



�14. Ñëîæíîñò íà àëãîðèòìèòå

Ïúðâîòî âïå÷àòëåíèå ïðè ñðàâíÿâàíå íà äèñêðåòíèòå ñ íåïðåêúñíà-
òèòå îïòèìèçàöèîííè çàäà÷è å, ÷å ïîðàäè êðàéíèÿ áðîé íà äîïóñòèìèòå
ñè ðåøåíèÿ òå áè òðÿáâàëî äà ñå ðåøàâàò ïî-ëåñíî. Òîâà íå å âÿðíî ïî-
ðàäè äâå îñíîâíè ïðè÷èíè � òå ñà êðàåí áðîé, íî ìíîãî ãîëÿì � áðîÿò èì
ðàñòå åêñïîíåíöèàëíî ñ ðàçìåðà íà çàäà÷àòà è äîñòèãà ”íåâúîáðàçèìè“ñòîéíîñòè. Âòîðàòà ïðè÷èíà å, ÷å â àðñåíàëà çà ðåøàâàíå íà íåïðåêúñ-
íàòèòå çàäà÷è å öÿëàòà êëàñè÷åñêà ìàòåìàòèêà ñ âñè÷êèòå ñè ìåòîäè çà
ëîêàëíî èçñëåäâàíå, äîêàòî â äèñêðåòíàòà îïòèìèçàöèÿ ïðèíöèïúò çà
ëîêàëíîñò íå âàæè.

Òîâà ïîäòèêâà èçñëåäâàíèÿòà âúðõó êà÷åñòâàòà è êëàñèôèêàöèÿòà
íà àëãîðèòìèòå ïî îòíîøåíèå íà åôåêòèâíîñòòà èì. Òàêà ñå ðàæäàò
òåîðèèòå çà ñëîæíîñò è èç÷èñëèìîñò, ñâîäèìîñò, NP -ïúëíîòà è ò.í.

Íàêðàòêî è ñúâñåì íåôîðìàëíî ùå ðàçãëåäàìå íÿêîè îò òåçè íåùà.
Îòíà÷àëî ñà äåôèíèöèèòå.

Çàäà÷à èëè ìàñîâà çàäà÷à � íàáîð îò ïàðàìåòðè è ïðîìåíëèâè, îò-
íîøåíèÿòà ìåæäó òÿõ è îáù âúïðîñ, íà êîéòî òðÿáâà äà ñå îòãîâîðè.

Èíäèâèäóàëíà çàäà÷à � ìàñîâà çàäà÷à ñ êîíêðåòíè ñòîéíîñòè íà
ïàðàìåòðèòå.

Àëãîðèòúì � ïðîöåäóðà, îïèñàíà âúðõó ñòðóêòóðàòà íà ìàñîâà çà-
äà÷à, âîäåùà äî îòãîâîð íà âúïðîñà â íåÿ.

Àëãîðèòúìúò ðåøàâà ìàñîâàòà çàäà÷à, àêî ìîæå äà ðåøè âñÿêà èí-
äèâèäóàëíà çàäà÷à.

Âðåìåòî çà ðåøàâàíå íà äàäåíà èíäèâèäóàëíà çàäà÷à å ôóíêöèÿ íà
ðàçìåðà �è, íî ïîíåæå òîâà ïîíÿòèå íå å òî÷íî äåôèíèðàíî � íà äúë-
æèíàòà íà âõîäíèòå äàííè (äúëæèíà íà âõîäà) áåç äà êîíêðåòèçèðàìå
íà÷èíà íà êîäèðàíå è áúðçèíàòà íà èç÷èñëèòåëíîòî óñòðîéñòâî.

Ïîëèíîìèàëåí àëãîðèòúì � êîéòî ðåøàâà âñÿêà èíäèâèäóàëíà çàäà-
÷à çà âðåìå íå ïî-ãîëÿìî îò ïîëèíîì îò äúëæèíàòà íà âõîäà. Íàïðèìåð,
âðåìåòî çà ðåøàâàíå íà ñèñòåìà ëèíåéíè óðàâíåíèÿ îò ðåä n å íå ïîâå÷å
îò Cn2 (â ñëó÷àÿ n å ïðîïîðöèîíàëíî íà äúëæèíàòà íà âõîäà).

Àëãîðèòúì, êîéòî íå ñå ïîääàâà íà òàêàâà îöåíêà ñå íàðè÷à åêñïî-
íåíöèàëåí.

Ñâîäèìîñò íà åäíà çàäà÷à êúì äðóãà èìàìå, êîãàòî ñúùåñòâóâà ïî-
ëèíîìèàëåí àëãîðèòúì, ñ êîéòî åäíàòà çàäà÷à ìîæå äà ñå ïðåîáðàçóâà
â äðóãàòà.

Çà ðåøàâàíåòî íà ìíîãî êëàñîâå çàäà÷è ñúùåñòâóâàò ïîëèíîìèàëíè
àëãîðèòìè � çàäà÷è îò ëèíåéíàòà àëãåáðà, ëèíåéíàòà îïòèìèçàöèîííà
çàäà÷à, ðåäèöà îò çàäà÷è âúðõó ãðàôè è äð. Ìíîæåñòâîòî îò òåçè çàäà÷è
îáðàçóâàò ò.íàð. êëàñ P (polinomial).

Çàäà÷èòå, çà êîèòî íå ñà íàìåðåíè ïîëèíîìèàëíè àëãîðèòìè, îá-
ðàçóâàò êëàñà NP . Òàêèâà ñà âñè÷êè çàäà÷è, íà êîèòî ïðàâèõìå ìî-
äåëè â íà÷àëîòî � çàäà÷è çà ðàíèöàòà, òúðãîâñêèÿ ïúòíèê, ðàçêðîé è

16
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ìíîãî äðóãè. Çà òÿõ, êàêòî îòáåëÿçàõìå íÿìà íàìåðåíè ïîëèíîìèàë-
íè àëãîðèòìè, íî íå çíà÷è, ÷å òàêèâà èçîáùî íå ñúùåñòâóâàò � òîâà
íå å äîêàçàíî. Ìíîãî ëþáîïèòåí ôàêò å, ÷å íÿêîè çàäà÷è îò êëàñà NP
èìàò ñâîéñòâîòî, ÷å âñÿêà äðóãà çàäà÷à îò NP å ïîëèíîìèàëíî ñâîäèìà
êúì òÿõ. Òàêèâà ñà çàäà÷èòå çà òúðãîâñêèÿ ïúòíèê, çà ðàíèöàòà è äð.
Íàðè÷àò ãè NP -ïúëíè çàäà÷è. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å àêî ñå íàìåðè ïîëèíî-
ìèàëåí àëãîðèòúì çà íÿêîÿ îò òÿõ, òî ùå ñúùåñòâóâàò ïîëèíîìèàëíè
àëãîðèòìè çà âñÿêà îò çàäà÷èòå îò NP , ò.å. P = NP è ùå íàñòúïè
âñåîáùî ùàñòèå � âñè÷êè çàäà÷è ñå ðàøàâàò çà ïîëèíîìèàëíî âðåìå!
Çàñåãà, âúïðåêè ìíîãîòî óñèëèÿ, òîçè ôàêò íå å óñòàíîâåí.

Âñå ïàê ïúëíèÿò ïåñèìèçúì íå å óìåñòåí, çàùîòî íà ïðàêòèêà ðå-
äèöà çàäà÷è îò NP ñå ðåøàâàò çà ðàçóìíî âðåìå è ñàìî íàé-ëîøèòå
(the worst) ïðèìåðè èñêàò åêñïîíåíöèàëíî âðåìå çà ðåøàâàíå.



�15. Ïðèáëèæåíè àëãîðèòìè

Àëãîðèòúì, ÷èÿòî öåë å íàìèðàíå íà äîïóñòèìî ðåøåíèå (êîëêîòî
ìîæå ïî-äîáðî) íà äàäåíà çàäà÷à, íàðè÷àìå ïðèáëèæåí àëãîðèòúì çà
ðåøàâàíå íà çàäà÷àòà. Íàìèðàíåòî íà îïòèìàëíîòî ðåøåíèå íå å îñíîâ-
íàòà öåë íà íèêîé ïðèáëèæåí àëãîðèòúì è äîðè àêî òî áúäå íàìåðåíî
íå ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å å îïòèìàëíî, íî öåííè ñà òåçè îò òÿõ, êîèòî
ìîãàò äà ãàðàíòèðàò êà÷åñòâîòî íà íàìåðåíîòî äîïóñòèìî ðåøåíèå, ò.å.
îòíîøåíèåòî ìó êúì îïòèìóìà. Òàêèâà àëãîðèòìè íàðè÷àìå ïðèáëè-
æåíè àëãîðèòìè ñ ãàðàíòèðàíà òî÷íîñò.

Íåêà D å ìàñîâà çàäà÷à çà ìèíèìèçàöèÿ, A � ïðèáëèæåí àëãîðèòúì
çà íåÿ, I ∈ D å èíäèâèäóàëíà çàäà÷à, A(I) � ðåøåíèå íà I ñ àëãîðèòúìà
A è OPT (I) å îïòèìàëíîòî ðåøåíèå íà I.

Àêî RA(I) =
A(I)

OPT (I)
å îòíîñèòåëíàòà ãðåøêà çà I, òî

RA = inf{r > 1;RA(I) 6 r çà âñÿêà I ∈ D}

íàðè÷àìå ãðåøêà íà àëãîðèòúìà A, à

R∞
A = inf{r > 1; è ñúùåñòâóâà öÿëî N, òàêîâà ÷å çà âñÿêàI,

çà êîÿòî OPT (I) > N, RA(I) 6 r}
� àñèìïòîòè÷íà ãðåøêà.

Ðàçëèêàòà ìåæäó äâåòå å, ÷å R∞
A íå âçèìà ïðåäâèä ãðåøêàòà ïðè

çàäà÷è ñ ìàëêè ðàçìåðè, êîèòî íå ñà äîñòàòú÷íî ïðåäñòâàâèòåëíè çà
öåëèÿ êëàñ çàäà÷è.

Äà èëþñòðèðàìå êàçàíîòî âúðõó êëàñà çàäà÷è, íàðå÷åíè ”îïàêîâêàâ êîíòåéíåðè“ � Bin Packing Problem. Èìàìå n ïðåäìåòà ui ñ òåãëà
0 < s(ui) < 1, i = 1, . . . , n, êîèòî ñà ðàöèîíàëíè ÷èñëà. Çàäà÷àòà å äà ñå
ðàçïðåäåëÿò â íàé-ìàëúê áðîé êîíòåéíåðè ñ îáåìè 1.

Äîêàçàíî å, ÷å òàçè çàäà÷à å NP -ïúëíà è íå å èçâåñòåí ïîëèíîìè-
àëåí àëãîðèòúì çà ðåøàâàíåòî �è.

Äà ðàçãëåäàìå àëãîðèòúìà, íàðå÷åí FF � First Fit, ò.å. ïîðåäíèÿ
ïðåäìåò ñå ïîñòàâÿ â ïúðâèÿ êîíòåéíåð, â êîéòî å âúçìîæíî. Íåêà çà
çàäà÷àòà I, FF (I) è OPT (I) ñà íàìåðåíîòî ñ íåãî è îïòèìàëíîòî ðåøå-
íèå, ñúîòâåòíî.

Ïîíåæå ñëåä çàâúðøâàíå ðàáîòàòà íà FF íå å âúçìîæíî äà îñòàíàò

äâà êîíòåéíåðà, çàïúëíåíè ïî-ìàëêî îò 1/2, FF (I) 6 [2
n∑

i=1

s(ui)], íî
n∑

i=1

[s(ui)] 6 OPT (I), òî FF (I) 6 2OPT (I).

Ñëåäîâàòåëíî, FF äàâà ðåøåíèå, êîåòî íàäâèøàâà îïòèìàëíîòî íå
ïîâå÷å îò äâà ïúòè. Îêàçâà ñå, ÷å ìîæå äà ñå ïîëó÷è ïî-äîáðà îöåíêà,
êîÿòî ïðè òîâà å òî÷íà, ò.å. íå ìîæå äà ñå ïîäîáðè.

18
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Òåîðåìà 15.1. Çà âñÿêà çàäà÷à I ∈ BIN ,

FF (I) 6 17
10

(OPT (I) + 2)

è ñúùåñòâóâàò çàäà÷è ñ ïðîèçâîëíî ãîëåìè ðàçìåðè, çà êîèòî

FF (I) >
17
10

(OPT (I)− 1).

Åòî åäèí ëþáîïèòåí ïðèìåð, èëþñòðèðàù òåîðåìàòà: èìàìå {ui},
i = 1, . . . 18m ïðè m = 1, 2, 3, . . . çàäà÷àòà å ñ ïðîèçâîëíà ãîëåìèíà è

s(ui) =





1
7 + ε, i = 1, . . . 6m

1
3 + ε, i = 6m + 1, . . . , 12m

1
2 + ε, i = 12m + 1, . . . , 18m,

êúäåòî ε > 0 å äîñòàòú÷íî ìàëêî ÷èñëî.
Ïðèëàãàéêè FF ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî ðàçïðåäåëåíèå:

FF (I) →

1/7 + ε

1/7 + ε

1/7 + ε

1/7 + ε

1/7 + ε

1/7 + ε

m áðîÿ

1/3 + ε

1/3 + ε

3m áðîÿ
1/2 + ε

6m áðîÿ
ò.å. ïðåäìåòèòå ñå ðàçïîëàãàò â 10m êîíòåéíåðà, à OPT (I) çàåìà 6m
êîíòåéíåðà, êàòî
OPT (I) →

1/7 + ε

1/3 + ε

1/2 + ε

6m áðîÿ
è ñëåäîâàòåëíî

10m

6m
OPT (I) <

17
10

OPT (I).

Êîíñòðóèðàíè ñà ïðèìåðè, êîèòî óäîâëåòâîðÿâàò è äîëíàòà ãðàíè-
öà, íî òå ñà äîñòà ïî-îáåìèñòè.

Äà ðàçãëåäàìå óñúâúðøåíñòâàíèÿ àëãîðèòúì FFD � First Fit Decreasing
� ïðîöåäèðà ñå êàêòî ïðè FF, íî ïðåäìåòèòå ñà ïîäðåäåíè ïî íàìàëÿâàù
îáåì.

Òåîðåìà 15.2. Çà âñÿêà çàäà÷à I ∈ BIN ,

FFD(I) 6 11
9

(OPT (I) + 4)
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è ñúùåñòâóâàò çàäà÷è ñ ïðîèçâîëíî ãîëåìè ðàçìåðè, çà êîèòî

FFD(I) > 17
10

OPT (I).

Ñëåäâàùèÿò ïðèìåð óäîâëåòâîðÿâà è äâåòå íåðàâåíñòâà, à è äâàòà
ïðèìåðà íè ïîêàçâàò çàùî áå íåîáõîäèìî äà äåôèíèðàìå è ïîíÿòèåòî
àñèìïòîòè÷åñêà òî÷íîñò íà àëãîðèòúìà.

Íåêà {ui}, i = 1, . . . 30m ïðè m = 1, 2, 3, . . . è

s(ui) =





1
2 + ε, i = 1, . . . 6m

1
4 + 2ε, i = 6m + 1, . . . , 12m

1
4 + ε, i = 12m + 1, . . . , 18m

1
4 − 2ε, i = 18m + 1, . . . 30m.

OPT (I) →

1/4− 2ε

1/4 + ε

1/2 + ε

6m áðîÿ

1/4− 2ε

1/4− 2ε

1/4 + 2ε
1/4 + 2ε
3m áðîÿ OPT (I) = 9m;

Ïðèëàãàéêè FFD ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî ðàçïðåäåëåíèå:
FFD(I) →

1/4 + 2ε

1/2 + ε

6m áðîÿ

1/4 + ε

1/4 + ε

1/4 + ε

2m áðîÿ

1/4− 2ε

1/4− 2ε

1/4− 2ε

1/4− 2ε

3m áðîÿ FFD(I) = 11m.
Íåêà ñå âúðíåì êúì çàäà÷àòà çà òúðãîâñêèÿ ïúòíèê è ïîòúðñèì

îöåíêè çà íÿêîè ïðèáëèæåíè àëãîðèòìè. Íàé-åñòåñòâåíèÿò ïîäõîä å
àêî ñå íàìèðàòå â äàäåí ãðàä äà îòèäåòå â íàé-áëèçêèÿ (àêî èìà íÿ-
êîëêî òàêèâà � â òîçè ñ íàé-ìàëúê íîìåð). Äîïúëíèòåëíî èçèñêâàíå çà
ðàçñòîÿíèÿòà äà áúäå èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî íà òðèúãúëíèêà

d(a, c) 6 d(a, b) + d(b, c)

êàòî çàäà÷àòà îñòàâà ïàê NP -ïúëíà. Òîçè àëãîðèòúì å íàðå÷åí NN �
Nearest Neighbour.

Òåîðåìà 15.3. Çà âñè÷êè èíäèâèäóàëíè çàäà÷è ñ m ãðàäà è èçïúëíåíî
íåðàâåíñòâî íà òðèúãúëíèêà çà ðàçñòîÿíèÿòà ìåæäó òÿõ èìàìå

NN(I) 6 1
2

([log2 m] + 1)OPT (I)

è çà ïðîèçâîëíî ãîëåìè m ñúùåñòâóâàò çàäà÷è, çà êîèòî

NN(I) >
1
3

(
log2(m + 1) +

4
3

)
OPT (I).
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Âòîðàòà îöåíêà â òåîðåìàòà ïîêàçâà, ÷å RNN = ∞ è òîçè ”íàé-åñòåñòâåí“ àëãîðèòúì ñúâñåì íå å ïåðñïåêòèâåí. Åòî ïðèìåð ïðè m =
15.

c
1

c
12

c13

c
11

c
14

c
9

c10

c
8

c
15

c
5

c
6

c
4

c
7

c
2

c
3

1

1

1 1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

5

1

2

2

1

3

1

2

2

1

3

Ôèãóðà 15.4.

Â ñëó÷àÿ NN(I) = 27, à OPT (I) = 15 è

RNN (I) =
27
15

>
16
9

=
1
3

(
log2(m + 1) +

4
3

)
.

Èçîáùî, çàäà÷àòà çà òúðãîâñêèÿ ïúòíèê å ìíîãî ”íåáëàãîäàðíà“ è
çà òî÷íî è çà ïðèáëèæåíî ðåøàâàíå, íî è çà íåÿ ñà íàìåðåíè àëãîðèòìè
ñ îöåíêà 2 è äîðè 3/2, îñíîâàíè ñúîòâåòíî íà ”ìèíèìàëíî îáõâàùàùî
äúðâî“ è ”äèõîòîìèÿ“ â ãðàôà.

Ïî âúïðîñèòå, êîèòî òâúðäå áåãëî ñïîìåíàõìå ïî-ãîðå ìîæå ïîäðîá-
íî äà ñå îñâåäîìèòå â óâëåêàòåëíàòà êíèãà â ïðåâîä íà ðóñêè: Ì. Ãýðè,
Ä. Äæîíñîí, Âû÷èñëèòåëüíûå ìàøèíû è òðîäíîðåøàåìûå çàäà÷è, Ìèð,
1982.


