5. Принадлежност на точка към многоъгълник и кръг. Пресмятане на лица и обеми.
Лице на триъгълник

Ако имаме триъгълник в две измерения, много лесно може да му намерим лицето. Например, с детерминанта. Координатите му са 
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, тогава лицето му е:     [image: image2.png](x2.y2)
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Защо това е така? С една дума: Алгебра.
Като се разпише, например, Хероновата формула за лице, използваща само страните на триъгълника, се получава някакво дъълго уравнение. След заместване с координатите, съкращване и ритуално жертвоприношение на два асистента по математика, се получава точно израза, даден от детерминантата. Тоест, това не е някаква безкрайна математическа истина. Няма гаранция, че в този вид ще работи за нещо различно от триъгълници в нещо различно от двуизмерно евклидово пространство. Който иска да разбере как стават по-сложните неща, да учи повече Аналитична геометрия, полезно е. Забележи, че това лице въобще не е казано, че е положително. Това е насочено лице. Дълга история. Като абсолютна стойност е толкова, колкото ни трябва, но може да е със знак минус. Насоченото лице на триъгълник, т.е. детерминантата на точките му зависи от реда, в който са взети точките. Т.е. насоченото лице на точките [image: image3.png]PrspP2.pPa



е същото по големина, но различно по знак от насоченото лице на [image: image4.png]PrsPa.p2



. Това е защото има значение дали вземаме точките по часовниковата стрелка или обратно. Свойство на детерминантите, какво да се прави. Като следствие може да се изведе следната теорема:

Теорема 1

Дадена е отсечка (a,b), която разделя равнината на две полуравнини
Две точки [image: image5.png]


и [image: image6.png]


са в различни полуравнини тогава и само тогава, когато детерминантите [image: image7.png]


и [image: image8.png]


са с различен знак.
Доказателството следва директно.

Оттук може да се изведе лесен критерий дали две отсечки се пресичат. С [image: image9.png]det(a,b,c)



означаваме насоченото лице на триъгълника определен от точките a, b и c.
Дадени са две отсечки, [a,b] и [c,d]. Те се пресичат, когато са изпълнени следните
условия:
[image: image10.png]det(a,b,c) * det(a,b,d)
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Или, изказано с думи - двата края на (a,b) са от различни страни на (c,d) и двата края на (c,d) са от различни страни на (a,b).
За домашно - изведи условие, при което една права/отсечка пресича отсечка точно в нейния край. Почти същото както досега е.
Лице на трапец

За момента ще разглеждаме лице на трапец с основи успоредни на една от координатните оси. Силно се надявам да няма човек, който чете това и да не знае как става. Но все пак, при основи a и b и височина h, лицето на трапеца е:
[image: image11.png]



Лице на многоъгълник

Как става?
Трябват ни точките от многоъгълника. За всеки две съседни от тях (т.е. за [image: image12.png](pr.p2). (pa.pa) - (Pn.p1)



) намираме лицето на трапеца образуван от двете точки и техните проекции върху оста Ox.
Тоест, ако точките са (3,5) и (5,7), основите на трапеца са 3 и 5, а височината му е 7-5 = 2. Лицето е [image: image13.png](3+5)*2



. Важно е да се забележи нещо. Абсолютно Нищо не ограничава лицето тук да е по-малко от 0. В една част от случаите то ще е по-малко от 0 и това е добре. Там е работата, че всеки трапец все едно "слага" или "маха" към и от цялата фигура. Ако лицето е > 0, то слагаме този трапец, иначе го махаме. В крайна сметка лицето е точно толкова, колкото ни трябва. Трудно се обяснява. Една картина казва толкова, колкото хиляда думи. Не че в момента има картинка, де - нарисувай си го :) Впрочем, формулата в крайна сметка се получава:
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Проверка дали точка принадлежи на многоъгълник

Това е много лесно. Да кажем, че търсим дали точката A е в многоъгълника M или не. Основното, което трябва да се забележи е, че многоъгълникът е затворена крива. Т.е. разделя цялата равнина на две части - вътре и вън. Разликата между вътре и вън е от коя страна на линията си. Лесна работа, особено за изпъкнали многоъгълници. Обаче има и още! Това важи и за всякакви други многоъгълници. Така де, ако си вътре и пресечеш линията, значи вече си вън. Ако си вън и пресечеш, влизаш вътре. Ако си вътре и пресечеш линията четен брой пъти, оставаш вътре. Тук вече се заражда алгоритъм.
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Вземаме произволна права, минаваща през точката. Гледаме дали правата минава през някой от върховете на многоъгълника. Ако е така, вземаме нова права. След малко ще стане ясно защо алгоритъмът не работи когато правата минава през ъгли. Ако не е някаква много важна работа и не ти пука за 1/10000 шанса за грешка, карай с текущата права. Ама все пак ще е по-хубаво да не минава през върхове. Грозно е.

Така, като казах произволна права имах предвид произволен лъч. Т.е. от едната страна е безкраен, от другата страна свършва в A. И гледаме колко пъти пресича някоя от страните на многоъгълника. Как става това? Пробвай с всички страни и виж колко от тях пресича. Ако сборът е четно число, значи тръгвайки от A когато отидем в безкрайността, сме пресекли линията на многоъгълника четен брой пъти. Тъй като в безкрайността няма многоъгълник, то значи и в началото сме тръгнали извън него.Ако е нечетен брой пъти, например 1 (но може и 3, даже 5) това означава, че сме били вътре и сме излезли вън.

Супер, алгоритъмът работи и даже получава верния отговор.
Освен когато правата минава през връх. Тогава излиза, че пресича две отсечки, а всъщност минава през линията само веднъж. Затова избираме да не минава през връх. Друго решение е да се гледа отсечката [image: image15.png]


, вместо [image: image16.png]


. Но, в крайна сметка, идеята е тази.
Проверка дали точка принадлежи на кръг
Еми тук ще има повече картинки, от които би трябвало да стане ясно какво става. Виждаме кръгът и три точки избрани от него, както и точката P(x,y) за която трябва да се определи дали е в кръга или не е.
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Сега да видим как можем да сметнем дали дадена точка е в или извън окръжността при даден радиус на окръжността.

Основното, което ще използваме, е разстояние от точка до окръжност, което се свежда до разстояние между 2 точки (самата точка и центъра на окръжността). Нека с функцията [image: image19.png]


означим това разстояние. Тогава:
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