4. Изпъкнали множества. Изпъкнали обвивки. Построяване на изпъкнала обвивка на краен брой точки в равнината.
Изпъкналото множество в евклидовата геометрия може да се обясни по следния начин: 

Нека C е множество в реално или комплексно векторно пространство.C е изпъкнало ако за всяко x и  y в C и всяко t в интервала [0,1], точката (1 − t ) x + t y е в C. С други думи, всяка точка на линията съединяваша x и y е в C.

[image: image9.png]b



                                                   [image: image2.png]A non-convex (. concave) set. &1




[image: image1.png]A convex set.



Всеки многоъгълник може да се представи като множество от изпъкнали фигури.
Изпъкнала обвивка на многоъгълник

Изпъкналата обвивка на множество от точки е такъв многоъгълник, който е изпъкнал и съдържа в себе си оригиналния многоъгълник. Минималната изпъкнала обвивка е тази с най-малко лице.
Намира се по един заплетен, но не много сложен алгоритъм.
Нарича се Сканиране на Греъм (Graham Scan).

Лесно се вижда, че минималната обвивка е подмножество на върховете на многоъгълника. Мисли си за цялата операция като за опаковане на многоъгълника. За да опаковаш един кашон здраво, не ти трябва първо да го слагаш в друг, по-голям кашон, нали? Освен ако не е пълен с полу-вкиснали праскови, тогава може да е добра идея. За целите на компютърната геометрия, обаче, приемаме, че разглежданите многоъгълници не са пълни с полу-вкиснали праскови.

Също толкова лесно се вижда, че мин. изп. обв. на един многоъгълник с точки [image: image3.png]


е същата като мин. изпъкнала обвивка на всеки друг многоъгълник със същите точки [image: image4.png]


. Тоест, обвивката не е на даден многоъгълник, а на точките от този многоъгълник. Помисли малко върху тази част.

Това означава, че можем да си нагласяме точките както си искаме. Това и ще направим. Ще си ги нагласим така, че да са ни удобни.
Да приемем за момент, че точките на многоъгълника са сортирани по часовниковата стрелка.
Какво означава това? Виж долу, там е обяснено. Та, приемаме го.
Какъв е критерият за изпъкнал многоъгълник? В него няма ъгъл по-голям от 180 градуса. Т.е. всички ъгли са изпъкнали (да, оттам идва името). Т.е. ако вземем кои да е три поредни точки от изпъкналата обвивка, ъгълът образуван от тях е по-малък или равен на 180 градуса. Ако това не е така, то значи точката на върха на ъгъла просто не принадлежи на обвивката (защото ако я махнем, този ъгъл изчезва). И вече започва да става ясно накъде отива работата.
Вземаме точките подред, започвайки от първата и вървим напред. Ако в някой красив момент се окаже, че ъгълът [image: image5.png]


е по-голям от 180 градуса, то махаме точката [image: image6.png]


и пак проверяваме за [image: image7.png]


, защото този ъгъл вече може да е станал и той по-голям от 180. Ако е така, махаме още една точка и така дотогава, докато условието продължава да е изпълнено. След това пак вървим напред.
Така проверяваме докато стигнем и минем [image: image8.png]


, или докато останат само 3 върха (всеки триъгълник е изпъкнал).
Това, което остане, е изпъкнал многоъгълник, като освен това е и минимална изпъкнала обвивка на началния многоъгълник.

Pseudocode
Първо дефинираме

// Три точки са обратно на часовниковата стрелка ако ccw > 0, по

// часовниковата стрелка ако ccw < 0 и колинеарни ако ccw = 0 понеже ccw е // детерминантата която показва насоченото лице формирано от p1, p2 и p3.
function ccw(p1, p2, p3):

    return (p2.x - p1.x)*(p3.y - p1.y) - (p2.y - p1.y)*(p3.x - p1.x)

// И нека резулататът се записва в масив от точки.

let N           = number of points

let points[N+1] = the array of points

swap points[1] with the point with the lowest y-coordinate

sort points by polar angle with points[1]

// искаме points[0] да бъде точката която ще спре цикъла.
let points[0] = points[N]

// M ще декрементира броя на точките.
let M = 2

for i = 3 to N:

// намираме следващата валидна точка.
    while ccw(points[M-1], points[M], points[i]) <= 0:

       M -= 1
// Разменяме points[i] с коректното място и променяме M.
    M += 1

    swap points[M] with points[i]

First, select a base point po, normally this is the point with minimum y-coordinate. We select leftmost point in the set in case of the tie. Next, sort the points of Q lexicographically by polar angle, measured in radians. Interior points on the ray cannot be a convex hull points and remove these points during sort. Sort remaining points in counterclockwise order with respect to po. Push each point of set Q onto the stack once and the points that are not of CH(Q) are eventually popped from the stack.
GRAHAM_SCAN(Q)
1. Let po be the point in given set Q with the minimum y-coordinate or leftmost point.
2. Let <p1, p2, …, pm> be the remaining points in Q, sorted by polar angle in counterclockwise order with respect to po.
3. TOP [S] = 0
4. PUSH (po, S)
5. PUSH (p1, S)
6. PUSH (p2, S)
7. for i = 3 to m do
i. while {angle between NEXT_TO_TOP[S], TOP[S], and pi makes a nonleft turn} do
ii. PUSH (S, pi)
8. return S
