16. Криви на Безие в равнината. Повърхнини на Безие.
Криви на Безие
Формална дефиниция

Нека е дадено множество от 
 INCLUDEPICTURE "http://fmi.wikidot.com/local--math/inline/488968c8363007fe20e033f70ad0b931.png" \* MERGEFORMATINET 


точки . Дефинираме следната функция:

(1) 

[image: image2.png]o =Y )en -0




Та, Кривата на Безие (за [image: image3.png]n+1



точки) се получава, като заместите във формулата [image: image4.png]


с всяко [image: image5.png]te0.1]



.

Свойства

· Кривата започва от [image: image6.png]


и завършва в [image: image7.png]


.

Просто заместете във формулата с [image: image8.png]


и [image: image9.png]


и ще получите точно това.

· Кривата е непрекъсната

Функцията е непрекъсната по всяка от координатите, следователно е непрекъсната самата крива. 

· Кривата принадлежи на изпъкналата обвивка на точките които я съставят

Както виждате във формулата участва сума на точките [image: image10.png]


умножени по някакъв коефициент [image: image11.png]A= (M-t



. Умножаването и сбора на точка по коефициент е както си го знаем от алгебрата (т.е по координатно).
Тези коефициенти притежават интересното свойство, че сумата им е 1, т.е

(2) 

[image: image12.png]



Използвахме формулата за развитие на бином от [image: image13.png]


-та степен с биномни коефициенти.

T.e [image: image14.png]


е линейна комбинация на точките, сбора от коефициентите пред които е точно 1. Ако си припомните какво е изпъкнала обвивка, ще видите, че точно това е дефиницията точка да принадлежи на изпъклата обвивка на дадени точки. Така получихме, че всички точки [image: image15.png]


принадлежат на изпъкналата обвивка на даденото множество.

· Допирателната към кривата в началото е колинеарна на вектора [image: image16.png]b1



. Допирателната към кривата в края е колинеарна на вектора [image: image17.png]Dn_1Pn



. Да разпишем производната на функцията [image: image18.png]



(3) 
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Сега остава да заместите в производната при [image: image20.png]0/1



:

(4) 

[image: image21.png]—npy +np1 = npop1

P
MPn — MPr—1 = NPn—1Pn




· Кривите на Безие могат да се изчисляват и рекурентно (de Casteljau's algorithm):

Да разгледаме уравнението на крива на Безие на [image: image22.png]n+1



точки.

(5) 
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Което, какво виждате, е коефициент, умножен по формулата за крива на Безие на първите [image: image24.png]


точки + коефициент по уравнението на кривата за последните [image: image25.png]


точки.
Linear curves
	



	Animation of a linear Bézier curve, t in [0,1]


The t in the function for a linear Bézier curve can be thought of as describing how far B(t) is from P0 to P1. For example when t=0.25, B(t) is one quarter of the way from point P0 to P1. As t varies from 0 to 1, B(t) describes a curved line from P0 to P1.

[edit] Quadratic curves
For quadratic Bézier curves one can construct intermediate points Q0 and Q1 such that as t varies from 0 to 1:

· Point Q0 varies from P0 to P1 and describes a linear Bézier curve.

· Point Q1 varies from P1 to P2 and describes a linear Bézier curve.

· Point B(t) varies from Q0 to Q1 and describes a quadratic Bézier curve.

	


	
	



	Construction of a quadratic Bézier curve
	
	Animation of a quadratic Bézier curve, t in [0,1]


[edit] Higher-order curves
For higher-order curves one needs correspondingly more intermediate points. For cubic curves one can construct intermediate points Q0, Q1 & Q2 that describe linear Bézier curves, and points R0 & R1 that describe quadratic Bézier curves:

	


	
	



	Construction of a cubic Bézier curve
	
	Animation of a cubic Bézier curve, t in [0,1]


For fourth-order curves one can construct intermediate points Q0, Q1, Q2 & Q3 that describe linear Bézier curves, points R0, R1 & R2 that describe quadratic Bézier curves, and points S0 & S1 that describe cubic Bézier curves:

	


	
	



	Construction of a quartic Bézier curve
	
	Animation of a quartic Bézier curve, t in [0,1]


(See also a construction of a fifth-order Bézier curve.)

Bézier surfaces are a species of mathematical spline used in computer graphics, computer-aided design, and finite element modelling. As with the Bézier curve, a Bézier surface is defined by a set of control points. Similar to interpolation in many respects, a key difference is that the surface does not, in general, pass through the central control points; rather, it is "stretched" toward them as though each were an attractive force. They are visually intuitive, and for many applications, mathematically convenient.
A given Bézier surface of order (n, m) is defined by a set of (n + 1)(m + 1) control points ki,j. It maps the unit square into a smooth-continuous surface embedded within a space of the same dimensionality as { ki,j }. For example, if k are all points in a four-dimensional space, then the surface will be within a four-dimensional space.

A two-dimensional Bézier surface can be defined as a parametric surface where the position of a point p as a function of the parametric coordinates u, v is given by:

[image: image33.png]p(r,0) = 3° > Br(w) By ki,
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evaluated over the unit square, where

[image: image34.png]Br(u) = (?) wi(1 —u)n




is a Bernstein polynomial, and

[image: image35.png]



is the binomial coefficient.

Some properties of Bézier surfaces:

· A Bézier surface will transform in the same way as its control points under all linear transformations and translations.

· All u = constant and v = constant lines in the (u, v) space, and, in particular, all four edges of the deformed (u, v) unit square are Bézier curves.

· A Bézier surface will lie completely within the convex hull of its control points, and therefore also completely within the bounding box of its control points in any given Cartesian coordinate system.

· The points in the patch corresponding to the corners of the deformed unit square coincide with four of the control points.

· However, a Bézier surface does not generally pass through its other control points.

Generally, the most common use of Bézier surfaces is as nets of bicubic patches (where m = n = 3). The geometry of a single bicubic patch is thus completely defined by a set of 16 control points. These are typically linked up to form a B-spline surface in a similar way to the way Bézier curves are linked up to form a B-spline curve.

