14. Триангулация на многоъгълник. Задача за картинната галерия.
Дефиниция. Триангулация на един многоъгълник M се нар. представянето на многоъгълника  като обединение на триъгълници без общи вътрешни точки, чиито страни са или страните на многоъгълника, или отсечки вътрешни за многоъгълника (
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). Триангулацията се нар.правилна, ако участващите триъгълници или имат общ връх, или имат обща страна, или нямат общи точки.

Тиангулацията на изпъкнал многоъгълник не може да бъде по-лесна и интуитивна. Ако имаме многоъгълник 
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, и той е изпъкнал многоъгълник, то ако вземем 
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 и го свържем с всички върхове на многоъгълника от 
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, ще получим многоъгълника разделен на непресичащи се триъгълници. Чудесно! Точно това и искахме. 
Триангулацията на произволен многоъгълнк(не е задължтелно да е изпъкнал), можем да получим по множество алгоритми, някой от които сложни... други по-прости и сега ще разгледаме един от тях. 

Алгоритъма за триангулация който ще разгледаме е рязане на уши (ear removal)
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Този алгоритъм важи за всеки многоъгълник без дупки в него, който има поне две така наречени „уши”(логично, няма какво да триангулираме на триъгълник). Ухо е триъгълник от многоъгълника, на който две страни са страни на многоъгълника а третата е напълно във вътрешността му. Алгоритъмът тогава представлява намиране на такова ухо, премахването му от многоъгълника(което дава резултат отново многоъгълник който отново отговаря на условието) и повтарянето на това действие докато остане само един триъгълник.
Този алгоритъм е лесен за имплементация, но не е оптимален и работи само за многоъгълници без дупки. Имплементацията която пази отделни списъци за изпъкнали и вдлъбнати върхове ще се изпълни за време O(n2).
Проблемът за картинната Галерия
Въведение: Какво е проблемътза картинната галерия?
Вие сте притежател на картинна галерия и искате да сложите камери, така че цялата галерия да бъде охранявана.

Къде ще сложите камерите по такъв начин, че цялата галерия да бъде предпазена?
Колко камери са ви необходими?
Какъв е минимума от камери които трябва да купите за да си запазите ценната колекция?
Сега ще отговорим на всички тези въпроси. 

Задачата :Галерията ще бъде представена от прост многоъгълник. Камерите се предполага да виждат на 360 градуса. Те могат да виждат докато нещо не им се изпречи на пътя, т.е. докато се изпречи стена. Ще игнорираме размера на камерите и ще забравим за тяхното вертикално позициониране. Камерите ще бъдат представени от точки в регион заключен от многоъгълника. 



Алгоритъмът: обяснения и анализ.
Колко камери ще са необходими за квадратна галерия ?

Отговорът е една. Може да бъде поставена на произволно място в многоъгълника. Впрочем всеки изпъкнал многоъгълник може да бъде охраняван от една камера. Това следва от дефиницията за изпъкнал многоъгълник. Проблема става интересен когато многоъгълника е с по-сложна структура.

Алгоритъмът който ще демонстрираме включва разделянето на многоъгълника на не пресичащи се триъгълници и поставянето на камера във всеки един от тези триъгълници. Това се нарича триангулация на многоъгълник. Защо бихме искали да триангулираме многоъгълника? Знаем че една камера може да охранява всеки изпъкнал многоъгълник. Триъгълника е изпъкнал многоъгълник, така че ако триангулираме многоъгълника на n триъгълника, можем да бъдем сигурни, че той ще бъде охраняван от n камери. Разбира се многоъгълника може да бъде охраняван от по-малко от n камери(например квадрата, n=2, но може да се охранява от 1 камера), но като знаем това ни дава горна граница на броя камери.
За да използваме тази техника трябва да сме сигурни, че вски прост многоъгълник може да бъде трианулиран. Ще докажем, че това е вярно. 
Теорема: Всеки многоъгълник може да бъде триангулиран
Това доказателство използва друга теорема за многоъгълници която е наречена теорема на двете уши. Тази теорема казва че всеки прост многоъгълник трябва да има поне две уши.
Теорема: Всеки прост многоъгълник има поне две уши.
Разбира се трябва да бъде ясно какво е ухо на многоъгълник. Казваме ще многоъгълник P има ухо във връх V ако триъгълника образуван от V и съседните му върхове лежи във P и съдържа щаст от многоъгълника.

Пример:
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Няма да доказваме тази теорема, за любопитните това може да стане по индукция. Забележка: Това важи за всеки многоъгълник с повече от 3 върха. Триъгълника има само едно ухо.

Доказателство, че всеки прост многоъгълник може да бъде триангулиран:
Следва от предната теорема, че винаги можем да намерим ухо в прост многоъгълник P. Това ни дава метод да триангулираме P. 

Намираме връх, да кажем V където има ухо в P. Премахваме V и слагаме връзка между най-близките съседи на V – V1 и V2.  

Сега имаме нов многоъгълник Pnew. Намираме ухо в Pnew , да кажем връх X и правим същото като по-горе, запазваки съседните върхове и премахвайки X от Pnew. Правим това докато останем самос  триъгълник.

Запазените върхове да сиагоналите които триангулират P.

Край на доказателството.
Сега показахме, че всеки многоъгълник може да бъде триангулиран и както казахме преди малко това доказва, че многоъгълника може да бъде предпазван с n камери. Ако се замислим можем да аранжираме камерите така, че една камера да охранява два триъгълника. Ако се замислим даже още малко можем да намалим още броя на камерите. Този факт се нарича теорема на картинната галерияw.

Теорема на картинната галерия: Aвсеки прост многогъгълник може да бъде охраняван от  floor (n/3) камери.
Доказателството тук става чрез 3-оцветяване на ацикличен граф (което повечето от нас които са взимали числа на Рамзи знаят как става). И да не знаете как точно се прави.... не ви и трябва.
Въпросът е можем ли да се справим по-добре? Отговорът - не винаги. Ето пример където сме принудени да използваме n/3 камери (12/3 = 4). Така, че в най-лошия случай можем да охраняваме прост многоъгълник с floor(n/3) камери.
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Показахме че многоъгълник може да бъде трианулиран като покзахме, че всеки прост пологон има поне 2 уши. Обаче нямаме гаранция че това ше се осъществи в добро време. 

 Пълен алгоритъм 

Guard-Gallery(P)
{
Triangulation of P = Triangulate(P)
Colored Triangulation = ThreeColor(T(P))
Pick Smallest Color Class
Return Vertices in that Color Class
} 

Не е ли просто?
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