Елементи от комплексния анализ (използвани в курса по диференциални уравнения и приложения)

Писани са от мен, Иван Димитров Георгиев (вече завършил) студент по информатика, електронната ми поща е ivandg@yahoo.com.

За този материал професор Недю Попиванов отдели две лекции.

Използвал съм мои записки от тези лекции и някои стари руски учебници по комплексен анализ (за съжаление не помня авторите).
Добре е да имате инсталиран MathType, за да нямате проблеми при разчитането. От този линк http://www.dessci.com/en/dl/MTW6.exe може да изтеглете trial версия за един месец.

Граница на редица от комплексни числа

нека { zn } е редица от комплексни числа; казваме, че комплексното число A е граница на редицата { zn}, ако за всяко ( > 0 съществува

индекс N = N ((), такъв че за всяко n > N е изпълнено: |zn – A| < (;

записваме това по следния начин: 
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ясно е, че 
[image: image2.wmf]n

n

limz=A

®¥

 ( 
[image: image3.wmf]n

n

limz-A=0

®¥

;

Теорема: Границата 
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, A = a + i.b, съществува тогава и само тогава, когато 
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с помощта на тази теорема и свойствата на сходящи редици от реални числа можем да изведем основните свойства на сходящите редици от комплексни числа: ако 
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в сила е критерия на Коши за сходимост;

една редица { zn} от комплексни наричаме ограничена, ако съществува R ( 0, така че |zn| < R;

ясно е, че всяка сходяща редица от комплексни числа е ограничена;

в сила е следната:
Теорема (на Болцано-Вайерщрас): От всяка ограничена редица от комплексни числа може да се избере сходяща подредица;

Комплекснозначни функции на реална променлива
нека е дадена функция z = ( (t), дефинирана върху интервал [a, b] и приемаща за стойности комплексни числа; всяка такава функция може да се представи във вида ( (t) = ( (t) + i.( (t), където
( (t) = Re ( (t), ( (t) = Im ( (t) и функциите ( (t) и ( (t) са реални;

казваме, че функцията ( (t) има граница числото A ( C при

t ( t0, ако за всяко ( > 0 съществува ( > 0, такова че
за всяко t : 0 < |t – t0| < ( имаме: |( (t) – A| < (;

както и в реалния случай, това определение е еквивалентно на следното:
функцията ( (t) има граница числото A ( C при t ( t0, ако за всяка редица { tn }, tn ( t0, 
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отбелязваме 
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ясно е, че ако A = ( + i.(, то 
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ясно е, че са в сила основните свойства на границите на функции:

ако 
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функцията ( (t) наричаме непрекъсната в точката t0, ако

за всяко ( > 0 съществува ( > 0, такова че за всяко t : |t – t0| < ( имаме: |( (t) – ( (t0)| < (;
както и в реалния случай, това определение е еквивалентно на следното:
функцията ( (t) е непрекъсната в точката t0, ако за всяка редица 

{ tn }, 
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ясно е, че функцията ( (t) е непрекъсната тогава и само тогава, когато са непрекъснати функциите ( (t) и ( (t);

сума, разлика, произведение на непрекъснати функции е непрекъсната функция, а също и частно на непрекъснати функции е непрекъсната функция при условие, че знаменателят не се анулира;

в сила е следната
Теорема (на Вайерщрас): Ако ( (t) е непрекъсната в [a, b], то ( (t) е ограничена в [a, b];

ще отбележим, че теоремата на Вайерщрас за достигане на максимална и минимална стойност не може да се пренесе в комплексния случай, тъй като комплексните числа не се сравняват;

функцията ( (t) наричаме диференцируема в точката t0, ако съществува границата 
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; тази граница наричаме производна на функцията ( (t) в точката t0, бележим
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ясно е, че ( (t) е диференцируема в точката t0 тогава и само тогава, когато ( (t) и ( (t) са диференцируеми в t0 и 
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очевидно е, че са в сила правилата за диференциране на сума, разлика, произведение и частно (за композиция не можем да говорим);
теоремите на Рол, Лагранж, Коши са невярни в общия случай за комплекснозначни функции на реална променлива;
казваме, че функцията ( (t) е интегруема в интервала [a, b], ако

римановите суми 
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 имат граница I, когато диаметърът на разделянето a = t0 < t1 < …< tn = b клони към 0, независимо от избора на междинните точки (k ( [tk-1, tk]; 
отбелязваме: 
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ясно е, че ( (t) е интегруема в [a, b] тогава и само тогава, когато

( (t) и ( (t) са интегруеми в [a, b] и 
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вече е очевидно, че ако ( (t) е непрекъсната в [a, b], то тя е интегруема в [a, b]; в сила са елементарните свойства на определените интеграли;
в сила е следната
Теорема (Лайбниц – Нютон): 
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 = ( (b) - ( (a), където

Ф (t) е примитивна функция на ( (t), т.е. Ф( (t) = ( (t) или
Re Ф( (t) = ( (t), Im Ф( (t) = ( (t);
в общия случай, теоремата за средните стойности е невярна за комплекснозначни функции на реална променлива;

ще покажем следната оценка: 
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първо ще отбележим, че ако ( (t) = ( (t) + i.( (t) е интегруема, то

|( (t)| = 
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 също е интегруема; при това положение, като извършим граничен преход в неравенството
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 при диаметърът на разделянето, клонящ към 0, получаваме исканата оценка;

ще покажем едно следствие от тази оценка:
ако функцията f е дефинирана и има непрекъсната производна в интервала [a, b], то от теоремата на Лайбниц-Нютон получаваме:
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, където
M = 
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Комплекснозначни функции на комплексна променлива

нека E ( C; дадена е функция ( = f (z), дефинирана в E и приемаща комплексни стойности, т.е. за всяко z ( E е съпоставено точно едно число ( ( C; нека z = x + i.y;
функцията f (z) можем да представим във вида:
f (z) = f (x + i.y) = u (x, y) + i.v (x, y), където u (x, y) = Re f (x + i.y),
v (x, y) = Im f (x + i.y); тук u (x, y) и v (x, y) са реални функции на две независими променливи;
казваме, че функцията f (z) има граница числото A ( C при 
z ( z0 ( 
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, ако за всяко ( > 0 съществува ( > 0, такова че 
за z : 0 < |z – z0| < ( имаме: |f (z) – A| < (; 
това определение е еквивалентно на следното:
функцията f (z) има границата числото A ( C при z ( z0 ( 
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за всяка редица { zn}, zn ( z0, 
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отбелязваме: 
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от теорема за сходимост на реалните и имагинерните части получаваме, че ако z0 = ( + i.(, то 
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границата на функции на комплексна променлива имат същите свойства като при функциите на реална променлива – границата на сума, разлика, произведение и частно на функции е сума, разлика, произведение, частно от съответните граници, при това за частно границата на знаменателя трябва да е различна от 0;
казваме, че функцията f (z) е непрекъсната в точката z0 ( E, ако за всяко ( > 0 съществува ( > 0, такова че за z : |z – z0| < ( имаме: 

|f (z) – f (z0)| < (; определението, естествено, има еквивалентно с редици: функцията f (z) е непрекъсната в точката z0 ( E, ако
за всяка редица { zn}, 
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съвсем аналогично, непрекъснатостта на f (z) в точката z0 = ( + i.( е еквивалентна на непрекъснатостта на функциите u (x, y) и v (x, y) в точката ((, (); ясно е, че сума, разлика, произведение, частно на непрекъснати функции е непрекъсната функция, за частно знаменателят трябва да е различен от 0 в точката z0; също така е ясно, че композиция на непрекъснати функции е непрекъсната функция;
Диференцируемост на функции на комплексна променлива

нека f (z) е комплекснозначна функция, дефинирана в околност на точката z0 ( C; казваме, че f е диференцируема в точката z0, ако съществува границата 
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; тази граница наричаме производна на функцията f в точката z0, бележим
f( (z0) = 
[image: image52.wmf]0

0

zz

0

f (z)-f (z)

lim

z-z

®

;

ще отбележим, че тази граница не зависи от начина по който z клони към z0 и това предполага, че диференцируемост на функция на комплексна променлива е доста по-голямо изискване отколкото диференцируемост на функция на реална променлива;
може да се докаже, например, че ако една комплексна функция е диференцируема в някаква област, то тя притежава производни от произволно висок ред в тази област;
непрекъснатостта на функцията f (z) беше еквивалентна на непрекъснатостта на функциите u (x, y) и v (x, y), но при диференцируемост се изисква доста по-силно условие за функциите u и v; ще докажем следната
Теорема (условия на Коши-Риман за диференцируемост на комплексна функция): Функцията f (z) = u (x, y) + i.v (x, y) е диференцируема в точката z = x + i.y тогава и само тогава, когато:

1. функциите u (x, y) и v (x, y) са диференцируеми в точката (x, y);

2. в точката (x, y) е изпълнено: 
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Доказателство:
нека функцията f (z) е диференцируема в точката z;
нека f( (z) = A + i.B; имаме:
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фиксираме ( > 0; тогава за достатъчно малки h1, h2 имаме:
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 < ( ( функцията u (x, y) е диференцируема в точката (x, y); също така е ясно, че
A = 
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аналогично
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v (x, y) е диференцируема в точката (x, y); също така е ясно, че

A = 
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и така условията са необходими; междувременно показахме, че
f( (x + i.y) = 
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нека са изпълнени условията на Коши-Риман;
нека A = 
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фиксираме ( > 0; тъй като u (x, y) и v (x, y) са диференцируеми, то за достатъчно малки h1, h2 имаме:
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тогава 
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функцията f (z) = f (x + i.y) = u (x, y) + i.v (x, y) е диференцируема

в точката z и f( (z) = A + i.B;

казваме, че комплексната функция f : G ( C, G ( C е хомоморфна в
G, ако тя е диференцируема във всяка точка z ( G;
Теорема: Нека функцията f е диференцируема в околност на точката

z0 и f( (z0) ( 0; нека (1 : z = (1 (t), t ( [a, b], (2 : z = (2 (t), t ( [c, d] са произволни гладки криви, (1 (t1) = z0, (1( (t1) ( 0, (2 (t2) = z0, (2( (t2) ( 0;

тогава функцията f запазва ъгъла между кривите (1 и (2 в точката z0;

Доказателство:
от правилото за диференциране на съставни функции получаваме:

(f ((1 (t1)))( = f( ((1 (t1)).(1( (t1) = f( (z0).(1( (t1);
(f ((2 (t2)))( = f( ((2 (t2)).(2( (t2) = f( (z0).(2( (t2);

тъй като f( (z0) ( 0, (1( (t1) ( 0, (2( (t2) ( 0, то
аргументите на всички числа са определени и
Arg (f ((1 (t1)))( = Arg f( (z0) + Arg (1( (t1)

Arg (f ((2 (t2)))( = Arg f( (z0) + Arg (2( (t2), така че
Arg (f ((1 (t1)))( - Arg (f ((2 (t2)))( = Arg (1( (t1) - Arg (2( (t2), т.е.

f запазва ъгъла между (1 и (2 в точката z0;

изображение на комплексната равнина в себе си, което запазва ъглите между кривите се нарича конформно изображение; така всяка диференцируема функция с производна различна от нула поражда конформно изображение на комплексната равнина върху себе си;

Интегриране на комплекснозначни функции
дадена е непрекъсната крива ( : z = ( (t), t ( [a, b] и нека f е комплекснозначна функция, дефинирана върху (;
считаме, че кривата е ректифицируема, т.е. че има дължина;

параметричното задаване определя посока върху кривата ( - считаме, че ( (a) е начало на кривата и ( (b) е край;
избираме точки z0 = ( (a), z1 = ( (t1), z2 = ( (t2), …, zn = ( (b),

a < t1 < t2 …< b върху кривата (; нека (k е дъгата от zk-1 до zk и

lk е нейната дължина; под диаметър l на разбиването на ( ще разбираме l = 
[image: image77.wmf]k
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; върху всяка дъга (k избираме междинна точка

(k = ( ((k), tk-1 ( (k ( tk; сумата 
[image: image78.wmf]n
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 наричаме риманова интегрална сума за функцията f, отговаряща на съответното разделяне на ( и избора на междинните точки; казваме, че функцията f е интегруема върху кривата (, ако римановите суми имат граница I при l ( 0 независимо от избора на междинните точки; означаваме I = 
[image: image79.wmf]f (z) dz
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;

нека z = x + i.y, f (z) = u (x, y) + i.v (x, y); нека zk = xk + i.yk,

(k = (k + i.(k; тогава 
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; извършваме граничен 
преход при l ( 0 и получаваме:

[image: image83.wmf]f (z) dz
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 = 
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 + i.
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; така съществуването на интеграла 
[image: image86.wmf]f (z) dz
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 е равносилно на съществуването на двата криволинейни интеграла 
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 и 
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;

нека ( (t) = ( (t) + i.( (t);
имаме 
[image: image89.wmf]f (z) dz
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 = 
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 + i.
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= 
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Редове от комплексни числа
символът 
[image: image95.wmf]k
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 се нарича ред от комплексни числа;
сумата Sn = 
[image: image96.wmf]n
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 се нарича парциална сума на реда;
казваме, че този ред е сходящ, ако съществува границата 

[image: image97.wmf]n
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; в такъв случай, числото S наричаме сума на реда и бележим 
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= S; ако границата не съществува, казваме че редът е разходящ;
комплексният ред 
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 се нарича абсолютно сходящ, ако е сходящ реалният ред 
[image: image100.wmf]k
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; 
основни свойства:
· ако zk = xk + i.yk, то редът 
[image: image101.wmf]k

k=1

z

¥

å

 е сходящ тогава и само тогава, когато са сходящи редовете 
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 и 
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, при това
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+ 
[image: image106.wmf]k

k=1

y

i.

¥

å

;
това е очевидно от първата теорема за сходимост на редица от комплексни числа;
· ако редът 
[image: image107.wmf]k
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е сходящ, то редът 
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, a ( C, е сходящ и
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· ако редовете 
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 и 
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са сходящи, то редът 
[image: image112.wmf]kk

k=1

zu

¥

+

å

е сходящ и 
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 = 
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 + 
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· (критерий на Коши) редът 
[image: image116.wmf]k
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 е сходящ тогава и само тогава, когато за всяко ( > 0 съществува индекс N = N ((), такъв че за всеки m > n > N имаме: 
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· ако редът 
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 е сходящ, то 
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;
· ако редът 
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 е абсолютно сходящ, то този ред е сходящ;

Комплексни степенни редове

степенен ред наричаме ред от вида 
[image: image121.wmf]n
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, където
a, cn ( C са дадени и z е комплексна променлива;
при a = 0 редът приема вида
[image: image122.wmf]n
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и очевидно всички свойства на този степенен ред са в сила и за горния степенен ред;

област на сходимост на степенния ред наричаме множеството от всички z ( C, за които редът 
[image: image123.wmf]n
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 е сходящ; точката z = 0 винаги принадлежи на този област; примери:

редът 
[image: image124.wmf]n

n=0

z

¥

å

 е абсолютно сходящ при |z| < 1 и е разходящ 

за всяко z: |z| ( 1;
редът 
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 е абсолютно сходящ за всяко z;
редът 
[image: image126.wmf]nn
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е сходящ само за z = 0;
редът 
[image: image127.wmf]n
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 е сходящ при |z| < 1 и е разходящ при |z| > 1; върху

|z| = 1 той има различно поведение – например при z = -1 е сходящ,

при z = 1 е разходящ;
редът 
[image: image128.wmf]n
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 е сходящ при |z| ( 1 и е разходящ при |z| > 1;

Теорема (на Абел): Ако степенния ред 
[image: image129.wmf]n

n

n=0

cz

¥

å

 е сходящ в

точката z = z0 ( 0, то той е абсолютно сходящ за всяко z,
такова че |z| < |z0|;
Доказателство:
тъй като 
[image: image130.wmf]n
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 е сходящ ред, то 
[image: image131.wmf]n
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 ( съществува положителна константа M, такава че |cn.z0n| ( M за всяко n ( N;

тогава 
[image: image132.wmf]nn
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но 
[image: image133.wmf]0
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 < 1 ( редът 
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е сходящ; от критерия за сравняване на реални редове получаваме, че редът 
[image: image135.wmf]n
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е абсолютно сходящ;

Теорема: за всеки степенен ред 
[image: image136.wmf]n
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съществува число R ( R, което се нарича радиус на сходимост за този ред, такова че за всяко z : |z| < R редът е сходящ и за всяко z : |z| > R редът е разходящ; възможно е R = 0 и R = (;
Доказателство:
нека М е множеството от всички r ( R 
за които редът 
[image: image137.wmf]n
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е сходящ; 

ако M = { 0 }, то R = 0; действително, ако допуснем, че редът е сходящ за някое z1 : |z1| > 0, то редът 
[image: image138.wmf]n
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е сходящ за всяко r, такова че
0 < r < |z1|, което е противоречие;
ако M е неограничено, то R = (, т.е. редът е сходящ за всяко z;

да допуснем, че съществува z1, такова че редът 
[image: image139.wmf]n
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 е разходящ;
тъй като М е неограничено, то съществува r1 ( M, такова че
r1 > |z1| и от теоремата на Абел редът 
[image: image140.wmf]n
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е абсолютно сходящ за всяко z : |z| < r1, включително и за z = z1, което е противоречие;
ако М е ограничено, то избираме R = sup M;

нека z : |z| < R; тогава съществува r ( M, такова че |z| < r < R (
редът 
[image: image141.wmf]n
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е абсолютно сходящ;

нека z : |z| > R и да допуснем, че редът 
[image: image142.wmf]n
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е сходящ;
нека r ( R : R < r < |z|; тогава 
[image: image143.wmf]n
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е абсолютно сходящ, което е противоречие с избора на R;
примери:
редът 
[image: image144.wmf]n
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 има радиус на сходимост R = 1;
редът 
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 има радиус на сходимост R = (;
редът 
[image: image146.wmf]nn
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има радиус на сходимост R = 0;
Теорема (Коши – Адамар): Радиусът на степенния ред 
[image: image147.wmf]n
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 се определя по формулата на Коши-Адамар по следния начин:

R = 
[image: image148.wmf]1
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, където 
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нека е даден степенният ред
[image: image150.wmf]n
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с радиус на сходимост R ( 0;

този ред определя функция f (z) : A ( C, където A: |z| < R;
Теорема: Степенните редове 
[image: image151.wmf]n
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, 
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имат еднакъв радиус на сходимост;
Доказателство: нека R1 е радиусът на сходимост на реда 
[image: image153.wmf]n
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,

нека R2 е радиусът на сходимост на реда 
[image: image154.wmf]n-1
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;

нека z : 0 < |z| < R1 и z0 : |z| < |z0| < R1;

тогава редът 
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е сходящ ( 
[image: image156.wmf]n
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 ( съществува положителна константа M, такава че |cn.z0n| ( M за всяко n ( N;

имаме 
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; последният ред има радиус на сходимост 1 (например по критерий на Даламбер) и също |z| < |z0|, така че от критерия за сравняване на реални редове получаваме, че редът 
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е абсолютно сходящ; така R1 ( R2;

нека z : |z| < R2;

имаме 
[image: image159.wmf]nn-1
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 и от критерия за сравняване на реални редове получаваме, че 
[image: image160.wmf]n
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е абсолютно сходящ;
тогава R2 ( R1; окончателно R1 = R2;

редицата от комплексни функции { fn (z) } наричаме равномерно сходяща в областта Е, ако за всяко ( > 0 съществува N ( N, така че

при n > N имаме |fn (z) – f (z)| < ( за всяко z ( E;

редът 
[image: image161.wmf]n
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 е равномерно сходящ в Е, ако редицата от парциалните му суми е равномерно сходяща; както и в реалния случай, ако редът 
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 е равномерно сходящ и функциите

gn (z) са непрекъснати, то сумата на реда е непрекъсната фунцкия;

в сила е критерия на Вайерщрас:

ако съществуват константи cn ( R, така че |gn (z)| ( cn за всяко n ( N и всяко z ( E и редът 
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е сходящ, то редът
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 е равномерно сходящ;
Теорема: Нека 
[image: image165.wmf]n
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има радиус на сходимост R ( 0; тогава функцията f : A ( C, A : |z| < R, f (z) = 
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е 
диференцируема в А и f( (z) = 
[image: image167.wmf]n-1
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;
Доказателство:
нека z0 ( A, т.е. |z0| < R; нека C ( R, |z0| < C < R;

фиксираме ( > 0; редовете 
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, 
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са равномерно

сходящи в |z| ( C и можем да изберем N ( N, така че при

n > N да имаме 
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;

можем да считаме, че N е толкова голямо, че съществува поне едно

cn, n ( N, такова че cn ( 0;
функцията zn е диференцируема и (zn)( = n.zn-1;

избираме ( > 0, така че при |z – z0| < ( да имаме
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; считаме, че ( е достатъчно малко, че

от |z – z0| < ( да имаме |z| < C; сега последователно получаваме:
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сега използваме оценката |zn – z0n| ( n.Cn-1.|z – z0|, която е в сила, тъй като zn има непрекъсната първа производна и n.Cn-1 е супремумът на |(zn)(| = n.|z|n-1 в кръга |z| ( C; 
така за |z – z0| < ( получаваме:
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така функцията f (z) е диференцируема в точката z0 и

f( (z0) = 
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;
ясно е, че можем да приложим отново теоремата за реда 
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и така получаваме, че f (z) има втора производна;
продължавайки по същия начин ще получим, че f (z) е безкрайно диференцируема функция във всяка точка от A;
дефинираме експоненциалната функция ez, където e е Неперовото число, по следния начин: ez = 
[image: image176.wmf]n
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; функцията ez е дефинирана върху цялата комплексна равнина, тъй като редът е сходящ за всяко

z ( C; ясно е, че ex, където x ( R съвпада с реалната експонента;

нека z = i.x, x ( R; тогава 
[image: image177.wmf]n23452435
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т.е. eix = cos x + i.sin x – формула на Ойлер;
от дефиницията за ez и от теоремата за диференциране на степенни редове получаваме: (ez)( = ez;
Лема: Ако f : G ( C, където G ( C е диференцируема в G и

f( (z) = 0 за всяко z ( G, то f (z) = const;
Доказателство: нека f (z) = f (x + i.y) = u (x, y) + i.v (x, y);

от условията на Коши-Риман за диференцируемост получаваме
0 = f( (x + i.y) = 
[image: image178.wmf]..
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( u (x, y) = const, v (x, y) = const ( f (z) = const;
ще покажем, че за произволни комплексни числа z1, z2 е изпълнено:

[image: image180.wmf]122
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; разглеждаме функцията ez.ec-z, където c ( C е произволна константа; имаме (ez.ec-z)( = ez.ec-z – ez.ec-z = 0 ( 

ez.ec-z = const; при z = 0 получаваме e0.ec = 1.ec = ec ( за всяко z ( C и за всяко c ( C е изпълнено: ez.ec-z = ec; като положим z = z1, c = z1 + z2 получаваме исканото тъждество;
нека z = a + i.b; тогава ez = ea+i.b = ea.ei.b = ea.(cos b + i.sin b);

и така |ez| = ea, Arg ez = b + 2.k.(, k ( Z;
сега е ясно, че функцията ez не е еднозначна;
действително, за всяко k ( Z e изпълнено:
ez = ez + 2.k.(.i, т.е. ez е периодична с период 2(i;
функцията ez приема за стойности всички комплексни числа, с изключение на 0, т.е. уравнението ez = A при A ( 0 има решения;

действително, ако z = a + i.b, то ea = |A|, b = Arg A + 2.k.(, т.е.

z = ln |A| + i.(Arg A + 2.k.(); комплексното число z се нарича логаритъм на A бележим ln A = ln |A| + i.(Arg A + 2.k.();

така логаритмичната функция не е еднозначно определена;

ако приемем, че ln z = ln |z| + i.Arg z, където 0 < Arg z < 2.(, тогава логаритмичната функция е взаимноеднозначна и може да се покаже, че (ln z)( = 
[image: image181.wmf]1
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да разгледаме следния интерграл 
[image: image182.wmf]dz
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, където ( е окръжността

|z – a| = R; z = a + R.cos t + i.R.sin t = a + R.ei.t, t ( [0, 2(] е

едно параметрично представяне на тази окръжност;

тогава 
[image: image183.wmf]2
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;
казваме, че функцията F (z) е примитивна функция на f (z), ако

F( (z) = f (z); ако f (z) притежава примитивна функция и ( = ( (t), 

t ( [(, (] е параметрично представяне на (, то

[image: image184.wmf](
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т.е. интегралът не зависи от кривата, а само от началото и края;
така, ако ( е затворена крива и f (z) има примитивна функция, то

[image: image185.wmf]f (z) dz0
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;

изискването за примитивна функция в комплексния случай е доста силно; например функцията 
[image: image186.wmf]1

z

 няма примитивна функция в никоя област, която съдържа окръжност около 0, тъй като
[image: image187.wmf]z|=R
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 = 2.(.i ( 0, въпреки че тя е диференцируема върху тази окръжност;

Теорема (интегрална теорема на Коши): Ако f (z) притежава непрекъсната първа производна в едносвързана област D, то
за всяка затворена крива ( имаме: 
[image: image188.wmf]f (z) dz0
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;
Доказателство: нека f (z) = u (x, y) + i.v (x, y);
от по-горе имаме 
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, където I1 = 
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,

I2 = 
[image: image191.wmf]v dx + u dy
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; тъй като f (z) има непрекъсната първа производна, то всички частни производни 
[image: image192.wmf]uuvv
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 са непрекъснати и са в сила условията на Коши – Риман 
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; тъй като D е едносвързана област, то изразите u dx – v dy и v dx + u dy са пълни диференциали и тогава, както знаем, I1 = 0, I2 = 0

( 
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