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1. Евклидови пространства.
Нека V е линейно пространство над полето R;

нека на всеки два вектора x, y ( V е съпоставено число
(x, y) ( R; то се нарича скаларно произведение на векторите x, y;

V е евклидово пространство, ако скаларното произведение удоволетворява аксиомите:
(x, y, z ( V)

1. (x, y) = (y, x);

2. (x+y, z) = (x, z) + (y, z);

3. ((.x, y) = (.(x, y), ( ( R;

4. (x, x) > 0 за всеки вектор x ( (;

аксиоми 2, 3 изразяват линейност на скаларното произведение относно първия аргумент;
Примери:
от Аналитичната Геометрия: свободните вектори със скаларно произведение: 
[image: image1.wmf]urururururururur
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(x,y)=x.y.cos(x,y),(x,y)=0, 

ако 
[image: image2.wmf]urur

x=0

 или
[image: image3.wmf]urur

y=0

;

нека V = Rn; въвеждаме скаларно произведение:
за всеки два вектора x ((1, (2, …, (n) ( V и y ((1, (2, …, (n) ( V,

(x, y) = (1.(1 + (2.(2 + …+ (n.(n; аксиомите очевидно са изпълнени, например аксиома 4 – (x, x) =  (12 + (22 + …+ (n2 > 0, ако
x ( (0, 0, …, 0) и (x, x) = 0, ако x = (0, 0, …, 0);
нека V = C[a, b] – множеството от всички функции на една реална променлива t дефинирани и непрекъснати в интервала [a, b]; дефинираме скаларно произведение – на всеки две функции f (t) и g(t) съпоставяме ( f (t), g (t)) = 
[image: image4.wmf]ò
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f(t).g(t)dt

; аксиомите очевидно са изпълнени;
Следствия от аксиомите:
1. ((, y) = 0 за всяко y ( V; в частност ((, () = 0;

Доказателство: от аксиома 3 при ( = 0 получаваме:

(0.x, y) = 0.(x, y), т.е. ((, y) = 0;

2. (x, y+z) = (x, y) + (x, z);
Доказателство: от аксиоми 1 и 2: (x, y+z) = (y+z, x) = (y, x) + (z, x) = (x, y) + (x, z);

3. (x, (.y) = (.(x, y), ( ( R;

Доказателство: от аксиоми 1 и 3: (x, (.y) = ((.y, x) = (.(y, x) = 

= (.(x, y);

следствия 2 и 3 изразяват линейност на скаларното произведение относно втория аргумент;
4. 
[image: image5.wmf],
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(

λ.xμ.y)=λ.μ.(x,y)

, (i, (j ( R – от следствия 2, 3 и аксиоми 2, 3;

Нека V е евклидово пространство; нека x ( V;

означаваме |x| = 
[image: image6.wmf](x,x)

( R (от аксиома 4) – дължина на вектора x;

Свойство:

за всяко x ( V и всяко ( ( R, |(.x| = |(|.|x|;

Доказателство:
|(.x| = 
[image: image7.wmf].

=

2

(

λ.x,λ.x)=λ.(x,x)=λ.(x,x)λx

;

ако x ( V и |x|=1, казваме че x е единичен вектор;
ако x ( (, то x0 = 
[image: image8.wmf]1
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( V е единичен вектор; действително
|x0| = 
[image: image9.wmf]1

.x

x

 = 1 (по горното свойство);
този процес се нарича нормиране на вектора x;

нека x, y ( V; x, y се наричат ортогонални вектори, ако (x, y) = 0;

означаваме: x ( y или y ( x; ясно е, че ( ( y за всяко y ( V;

при това ( е единственият вектор от V с това свойство;

наистина, ако x е вектор, който е ортогонален на всеки вектор от V ( x е ортогонален на себе си ( (x, x) = 0 ( x = (;

нека a1, a2, …, ak ( V ( k ( 1) е произволна система вектори;
системата вектори се нарича ортогонална, ако (ai, aj) = 0 за всеки

i ( j ( { 1, 2, …, k}; ако k = 1 приемаме, че системата е ортогонална;

системата вектори се нарича ортонормирана, ако тя е ортогонална и освен това |ai|= 1 за всяко i = 1, 2, …, k, т.е. (ai, aj) = (ij за всеки

i, j ( { 1, 2, …, k };
Твърдение: Всяка ортогонална система от ненулеви вектори е линейно независима;
Доказателство: нека a1, a2, …, ak ( V е ортогонална система вектори,

ai ( ( за всяко i = 1, 2, …, k;

нека (1.a1 + …+ (i.ai + … + (k.ak = (, (i ( R;

за i = 1, 2, … k:
умножаваме скаларно двете страни с вектор ai; получаваме:

((1.a1 + …+ (i.ai + … + (k.ak, ai) = ((, ai) (
(1.(a1, ai) + … + (i.(ai, ai) + … + (k.(ak, ai) = 0; използваме, че системата е ортогонална и получаваме: (i.(ai, ai) = 0, но ai ( ( ( (ai, ai) ( 0 ( (i = 0;

и така всички коефициенти се нулират ( системата е линейно независима;
ако a1, a2, …, ak ( V е ортогонална система вектори имаме следното равенство (теорема на Питагор):
|a1 + a2 + … + ak|2 = |a1|2 + |a2|2 + … + |ak|2;

ако V е евклидово пространство, размерност на V е размерността на V като линейно пространство над полето R; означаваме dimV;

ако dimV = n ( N, един базис e1, e2, …, en се нарича ортонормиран, ако (ei, ej) = (ij за всеки i, j ( { 1, 2, …, n};
всяка ортогонална система от n ненулеви вектора е базис на V; действително от горното твърдение, тя е линейно независима и се състои от n = dimV на брой вектора ( тя е базис;

Нека e1, e2, …, en е ортонормиран базис на V и
x, y ( V, x = (1.e1 + (2.e2 + … + (n.en, y = (1.e1 + (2.e2 + … + (n.en;

тогава от следствие 4 получаваме:

(x, y) = 
[image: image10.wmf]ååååååå
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ξ.e,η.e)=ξ.η.(e,e)=ξ.η.δ=ξ.η

, т.е
(x, y) = (1.(1 + (2.(2 + …+ (n.(n; 
в частност |x|
[image: image11.wmf]222
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=(x,x)=

ξ+ξ+...+ξ

;

Твърдение (неравенство на Коши – Буняковски): за всеки два вектора x, y ( V е в сила: |(x, y)| ( |x|.|y|; като при това равенство се достига, ако x, y са линейно зависими (колинеарни);

Доказателство: при y = ( получаваме тривиалното неравенство 0 ( 0;

нека y ( (, ( ( R;

имаме: (x - (.y, x - (.y) ( 0 ( (x, x) - (.(x, y) - (.(y, x) + (2.(y, y) ( 0 (
(y, y).(2 – 2.(x, y).( + (x, x) ( 0; тъй като (y, y) > 0 ( y ( (), това неравенство е квадратно със старши коефициент по-голям от 0,
изпълнено е за всяко ( ( R ( дискриминантата (x, y)2 – (x, x).(y, y) ( 0

( (x, y)2 ( |x|2.|y|2 ( |(x, y)| ( |x|.|y|; равенство се достига при

x - (.y = (, т.е. (1 ( 0) когато векторите x, y са линейно зависими;
нека x, y ( V, x ( (, y ( (; неравенството на Коши-Буняковски дава:
|(x, y)| ( |x|.|y| ( 
[image: image12.wmf]£
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(
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 ( 
съществува единствен ъгъл ( ( [0, (], такъв че cos ( = 
[image: image14.wmf](x,y)

x.y

;

( ще наричаме ъгъл между двата вектора x, y;

остава в сила равенството от Аналитичната Геометрия:

(x, y) = |x|.|y|.cos (;
нека V = Rn, x ((1, (2, …, (n) ( V, y ((1, (2, …, (n) ( V;

неравенството на Коши – Буняковски дава (x, y)2 ( |x|2.|y|2, т.е. ((1.(1 + (2.(2 + …+ (n.(n)2 ( ((12 + (22 + …+ (n2).((12 + (22 + …+ (n2);

това неравенство е изпълнено за произволни реални числа

(1, (2, …, (n, (1, (2, …, (n; равенство имаме когато (i = (.(i за всяко 
i = 1, 2, …, n, ( ( R; в този вид неравенството е известно като неравенство на Коши;
нека V = C[a, b]; f (t), g (t) ( V;
неравенството на Коши – Буняковски дава:

[image: image15.wmf]£
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(f(t).g(t)dt)f(t)dt.g(t)dt

; в този неравенството е известно като неравенство на Буняковски;
Неравенство на триъгълника: за всеки x, y ( V е в сила:

|x + y| ( |x|+|y|;

имаме: |x + y|2 = (x + y, x + y) = (x, x) + 2.(x, y) + (y, y) = 

= |x|2 + 2.(x, y) + |y|2 ( |x|2 + 2.|x|.|y| + |y|2 = (|x|+|y|)2 (
|x + y| ( |x| + |y|; използвали сме неравенство на Коши - Буняковски; също е изпълнено |x – y| ( |x|-|y|; освен това

за всеки x1, x2, …, xk ( V е в сила:
|x1 + x2 + … + xk| ( |x1| + |x2| + … + |xk| - индукция по k;

2. Метод на Грам-Шмид.
Нека V е евклидово пространство;

Теорема (метод на Грам-Шмид за ортогонализация): 
нека a1, a2, …, an (n ( 1) са линейно независими; тогава съществува система вектори e1, e2, …, en, изпълняваща условията:

1. ei ( ( за всяко i = 1, 2, …, n;

2. e1, e2, …, en образуват ортогонална система вектори
(от 1, 2 – e1, e2, …, en също са линейно независими);
3. за k = 1, 2, …, n: ek = ak + (1.e1 + (2.e2 + … + (k-1.ek-1, (i ( R;

4. ℓ (a1, a2, …, an) = ℓ (e1, e2, …, en);

5. ако за някое k (1 ( k ( n) a1, a2, …, ak е ортогонална система вектори, то e1 = a1, e2 = a2, …, ek = ak;

Доказателство:
Избираме e1 = a1; 
1 е изпълнено, тъй като системата не може да съдържа нулев вектор; 2 е изпълнено, тъй като система от един вектор е ортогонална;

3, 4, 5 очевидно са изпълнени;
търсим e2 във вида e2 = a2 + (.e1, т.е. e2 = a2 + (.a1;

2 е изпълнено ( (e2, e1) = 0, т.е. (a2 + (.a1, a1) = 0 (
(a2, a1) + (.(a1, a1) = 0 ( ( = 
[image: image16.wmf]12
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(a,a)

-

(a,a)

, тъй като a1 ( (;

1 е изпълнено – ако e2 = ( ( a2 + (.a1 = ( ( a1, a2 са линейно зависими (1 ( 0) – противоречие;
3 е изпълнено – е2 = a2 + (.e1;

4 е изпълнено – e2 = a2 + (.a1, a2 = e2 - (.e1, e1 = a1 ( ℓ (a1, a2) = ℓ (e1, e2);

5 e изпълнено – ако a1 и a2 са ортогонални, тогава (a1, a2) = 0 ( ( = 0, т.е. e2 = a2;
да предположим, че вече сме избрали векторите e1, e2, …, ek-1, 

3 ( k ( n-1 и те удоволетворяват всичките 5 условия;

търсим ek във вида ek = ak + (1.e1 + (2.e2 + … + (k-1.ek-1;

1 e изпълнено – тъй като ℓ (a1, a2, …, ak-1) = ℓ (e1, e2, …, ek-1) (
ek = ak + линейна комбинация на a1, a2, …, ak-1, т.е. ek е нетривиална комбинация на линейно независими вектори ( ek ( (;
3 e изпълнено - ek = ak + (1.e1 + (2.e2 + … + (k-1.ek-1;
4 е изпълнено - ℓ (a1, a2, …, ak-1) = ℓ (e1, e2, …, ek-1) и 
ek ( ℓ (a1, a2, …, ak), ak ( ℓ (e1, e2, …, ek) (
ℓ (a1, a2, …, ak) = ℓ (e1, e2, …, ek);

от 2 определяме (1, (2, …, (k-1 – за i = 1, 2, …, k-1, (i определяме от
(ei, ek) = 0, т.е. (ak, ei) + (1.(e1, ei) + … + (i.(ei, ei) + … + (k-1.(ek-1, ei), тъй като e1, e2, …, ek-1 са ортогонални и ei ( (, т.е. (ei, ei) ( 0 ( (i = 
[image: image17.wmf]ki

ii

(a,e)

-

(e,e)

;

5 e изпълнено – нека a1, a2, …, ak-1, ak са ортогонална система вектори ( a1, a2, …, ak-1 са ортогонална система вектори ( e1 = a1, e2 = a2, …,

ek-1 = ak-1; в такъв случай за i = 1, 2, …, k-1 имаме: (ak, ei) = (ak, ai) = 0 ( (i = 0 ( ek = ak;
така по индуктивни съображения след изчерпване на всичките вектори a1, a2, …, an ще получим вектори e1, e2, …, en, които удоволетворяват условията 1 – 5;
Твърдение: Всяка ортогонална система от ненулеви вектори в крайномерно евклидово пространство V може да се допълни до ортогонален базис на V; в частност V има ортонормиран базис;

Доказателство:
Нека n = dimV, n ( N; нека a1, a2, …, am ( V е ортогонална система от ненулеви вектори ( те са линейно независими и m ( n;

от Линейна Алгебра знаем, че съществуват вектори am+1, am+2, …, an, такива че a1, a2, …, am, am+1, …, an образуват базис на V;

ако m < n по горната теорема получаваме ортогоналната система от ненулеви вектори e1, e2, …, en ( тя е линейно независима и се състои от n вектора, т.е. тя е базис на V;
освен това по пето условие от горната теорема получаваме, че
e1 = a1, e2 = a2, …, em = am;

така векторите a1, …, am, em+1, …, en образуват ортогонален базис на V; като нормираме тези вектори получаваме ортонормиран базис на V;
нека V и V( са евклидови пространства; нека ( : V ( V( e изображение; ( е изоморфизъм на V върху V(, ако:
· ( е изоморфизъм на V върху V( като линейни пространства над полето R;

· за всеки два вектора x, y ( V да е изпълнено: (( (x), ( (y)) = (x, y);

ако съществува такъв изоморфизъм, казваме че V и V( са изоморфни; бележим V ( V(;
ако ( е изоморфизъм ( (-1 също е изоморфизъм, т.е. V( ( V;

Твърдение: Две крайномерни евклидови пространства V и V( са изоморфни ( dimV = dimV(;
Доказателство: нека V ( V(; тогава V ( V( като линейни пространства над полето R; от Линейната Алгебра знаем, че dimV = dimV(;

нека dimV = dimV( = n; избираме ортонормиран базис 
e1, e2, …, en на V и ортонормиран базис e1(, e2(, …, en( на V( и разглеждаме изображението ( : V ( V(, дефинирано с
( ((1.e1 + (2.e2 + … + (n.en) = (1.e1( + (2.e2( + … + (n.en(;
от Линейна Алгебра знаем, че ( е изоморфизъм на V върху V( като линейни пространства над полето R; нека 
x = (1.e1 + (2.e2 + … + (n.en; y = (1.e1 + (2.e2 + … + (n.en;

тъй като e1, e2, …, en е ортонормиран базис имаме:
(x, y) = (1.(1 + (2.(2 + … + (n.(n;

тъй като e1(, e2(, …, en( е ортонормиран базис имаме:
(( (x), ( (y)) = (1.(1 + (2.(2 + … + (n.(n;

( (( (x), ( (y)) = (x, y) ( ( е изоморфизъм на V върху V( като евклидови пространства ( V ( V(;
нека V е евклидово пространство; U ( V;

разглеждаме U( = { x ( V | (x, u) = 0 за всяко u ( U};

U( ( V; действително, ако x, y ( U(, (, ( ( R, за всяко u ( U,

((.x + (.y,u) = (.(x, u) + (.(y, u) = (.0 + (.0 = 0 ( (.x + (.y ( U(;

Дефиниция: Подпространството U( се нарича ортогонално допълнение на U; ако U = { (}, U( = V; ако U = V, U( = { (};

Теорема: Нека V е крайномерно евклидово пространство и U ( V; тогава V = U ( U(;
Доказателство: Можем да считаме, че U е нетривиално подпространство; нека dimV = n, dimU = k; имаме 1 ( k ( n-1;
избираме ортогонален базис e1, e2, …, ek на U; от по-горе – съществуват вектори ek+1, ek+2, …, en, такива че e1, …, en образуват ортогонален базис на V; от Линейна Алгебра (
V = ℓ (e1, e2, …, ek) ( ℓ (ek+1, ek+2, …, en); имаме U = ℓ (e1, e2, …, ek), ще докажем, че U( = ℓ (ek+1, ek+2, …, en);
имаме, че e1, e2, …, en е ортогонална система вектори (
векторите ek+1, ek+2, …, en са ортогонални на e1, e2, …, ek (
ek+1, ek+2, …, en са ортогонални на всяка линейна комбинация на e1, e2, …, ek, т.е. на всеки вектор от U ( ek+1, ek+2, …, en ( U( (
ℓ (ek+1, ek+2, …, en) ( U;
нека x ( U( ( V; x = (1.e1 + (2.e2 + … + (n.en; (i ( R;
за всяко i = 1, 2, …, k имаме:
(x, ei) = 0 ( ((1.e1 + (2.e2 + … + (n.en, ei) = 0 ( (1.(e1, ei) + (2.(e2, ei) + …

 + (i.(ei, ei) + … + (n.(en, ei) = 0 ( (i.(ei, ei) = 0, но ei ( (, т.е. (ei, ei) ( 0 (
(i = 0 за i = 1, 2, …, k ( x = (k+1.ek+1 + (k+2.ek+2 + … + (n.en (
U ( ℓ (ek+1, ek+2, …, en);
и така U = ℓ (ek+1, ek+2, …, en) ( V = U ( U(;
Следствие: Нека V е крайномерно евклидово пространство и U ( V; тогава (U()( = U;
Доказателство: От определението за ортогонално допълнение имаме:

за всеки вектор x ( U, x е ортогонален на U(, но (U()( е множество от всички вектори, ортогонални на U( ( U ( (U()(; (1)
нека x ( (U()(; от теоремата имаме: V = U ( U( ( съществуват единствени вектори y ( U и z ( U(, такива че x = y + z; умножаваме скаларно това равенсво по z; получаваме:
(x, z) = (y, z) + (z, z), но (y, z) = 0, тъй като y ( U и z ( U(, (x, z) = 0, тъй като z ( U( и x ( (U()( ( (z, z) = 0 ( z = ( ( x = y; 

и така за всяко x ( (U()( имаме x ( U, т.е. (U()( ( U; (2)

от (1) и (2) ( (U()( = U;

3. Симетрични линейни оператори на евклидови пространства.
Дефиниция: Нека A = ((ij) ( Rnxn; A е симетрична матрица, ако
At = A, т.е. (ij = (ji за всеки i, j ( { 1, 2, …, n};

Дефиниция: А ( Rnxn е ортогонална матрица, ако е изпълнено равенството: A.At = E ( A е обратима и A-1 = At;

Твърдение: Ако A е ортогонална матрица, то A-1 също е ортогонална матрица;
Доказателство: имаме A-1.(A-1)t = At.(A-1)t = (A-1.A)t = Et = E ( A-1 е ортогонална матрица;
Твърдение: Ако A, B са ортогонални матрици, то A.B също е ортогонална матрица;
Доказателство: имаме (A.B).(A.B)t = A.B.Bt.At = A.E.At = A.At = E (
A.B е ортогонална матрица;
Твърдение: А ( Rnxn – ортогонална матрица ( векторите-редове (векторите-стълбове) на А са ортонормирана система вектори в Rn;
Доказателство: нека A = ((ij) ( Rnxn;
А.At = E ( (i1.(j1 + (i2.(j2 + … + (in.(jn = (ij за всеки i, j ( { 1, 2, …, n };

ако a1 = ((11, (12, …, (1n), a2 = ((21, (22, …, (2n), …, an = ((n1, (n2, …, (nn) са векторите-редове на матрицата A, тези равенства показват, че
(ai, aj) = (ij за всеки i, j ( { 1, 2, …, n } , т.е. системата вектори 
a1, a2, …, an е ортонормирана; аналогично като използваме, че
A.At = E ( At.(At)t = E, получаваме, че векторите-стълбове на A са ортонормирана система вектори;
Твърдение: Ако А е ортогонална матрица, то detA = (1;

Доказателство: A.At = E ( detA.detAt = detE ( (detA)2 = 1 ( detA = (1;

нека V е евклидово пространство, n = dimV; 

нека E = (e1, e2, …, en) е един базис на V и F = (f1, f2, …, fn) е друг базис на V; нека T = ((ij) ( Rnxn e матрицата на прехода от E към F, т.е.
fi = (1i.e1 + (2i.e2 + … + (ni.en = 
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å

n

kik

k=1

.e

;
разглеждаме (fi, fj) = 
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i, j ( { 1, 2, …, n};

нека базисът Е е ортонормиран ( (ek, em) = (km за всеки 
k, m ( { 1, 2, …, n};

тогава (fi, fj) = 
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за i, j ( { 1, 2, …, n };

1. ако базисът F е ортонормиран, тогава (fi, fj)= (ij за i, j ( { 1, 2, …, n} и в такъв случай
[image: image21.wmf]tt=d
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( Tt.T = E ( T е ортогонална матрица; и така матрицата на прехода между два ортонормирани базиса е ортогонална;

2. ако матрицата T е ортогонална, тогава 
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за i, j ( { 1, 2, …, n } ( (fi, fj) = (ij ( F е система от n на брой ненулеви ортонормирани вектори ( F е ортонормиран базис;

и така всяка ортогонална матрица е матрица на прехода от един ортонормиран базис към друг ортонормиран базис;
Нека V е евклидово пространство и нека ( ( Hom (V);
Дефиниция: ( се нарича симетричен линеен оператор, ако

за всеки два вектора x, y ( V имаме (( (x), y) = (x, ( (y));
ясно е, че ако e1, e2, …, en е базис на V достатъчно е 
(( (ei), ej) = (ei, ( (ej)) за всеки i, j ( { 1, 2, …, n};

Твърдение: V е евклидово пространство, dimV = n ( N;

e1, e2, …, en е ортонормиран базис на V; ( ( Hom (V) и ( има матрица A спрямо този базис; тогава ( е симетричен линеен оператор ( А е симетрична матрица;
Доказателство: Нека A = ((ij) ( Rnxn; 
тогава ( (ei) = (1i.e1 + (2i.e2 + … + (ni.en;

операторът ( е симетричен ( (( (ei), ej) = (ei, ( (ej)) за всеки 
i, j ( { 1, 2, …, n} (
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( (ji = (ij за всеки i, j ( { 1, 2, …, n } ( 
A – симетрична матрица;
Твърдение: V е евклидово пространство, dimV = n ( N; ( е симетричен линеен оператор на V; тогава всичките n характеристични корени на ( са реални числа, т.е. ( има n собствени стойности (не непременно различни);
Доказателство: Нека e1, e2, …, en е ортонормиран базис на V и А е матрицата на ( спрямо този базис; съгласно предното твърдение А е симетрична матрица; от Линейна Алгебра ( всичките характеристични корени (1, (2, …, (n са реални ( всичките са собствени стойности на оператора (;
Твърдение: V е евклидово пространство, dimV = n ( N; 
( е симетричен линеен оператор на V; ако x, y са собствени вектори отговарящи на различни собствени стойности (, ( на (, то x и y са ортогонални;
Доказателство: имаме ( (x) = (.x, ( (y) = (.y, x, y ( (; ( e симетричен оператор ( (( (x), y) = (x, ( (y)) ( (.(x, y) = (. (x, y) ( (( - (). (x, y) = 0, тъй като ( ( ( ( (x, y) = 0 ( x и y са ортогонални вектори;
Дефиниция: Нека V е линейно пространство над поле F, U ( V;

( ( Hom (V); казваме, че подпространството U е (-инвариантно, ако
за всеки вектор x ( U имаме: ( (x) ( U;
Теорема: Нека V е крайномерно (ненулево) евклидово пространство и ( е симетричен линеен оператор на V; тогава съществува ортонормиран базис f1, f2, …, fn на V в който матрицата на ( е диагонална, т.е. от вида
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Доказателство: Нека n = dimV, n ( N;
провеждаме индукция по n;
База: при n = 1 в кой да е базис матрицата на ( e (()1x1, т.е. тя е диагонална;
Стъпка: нека твърдението е вярно за n-1 (n ( 2); нека (1 е собствена стойност на ( и е1 е собствен вектор, отговарящ на тази собствена стойност; нека f1 = 
[image: image27.wmf]1
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.e1; тогава очевидно ( (f1) = (.f1 (( - линейно изображение);
нека U = ℓ (f1); тогава U ( V и dimU = 1; разглеждаме U(; 
от въпрос №2 ( U( ( V и V = U ( U( ( dimU + dimU( = dimV, т.е.

dimU( = n – 1;
ще покажем, че U( е (-инвариантно подпространство на V;
действително за всяко x ( U( имаме: (x, f1) = 0; използваме, че ( e симетричен оператор: (( (x), f1) = (x, ( (f1)) = (x, (1.f1) = (1.(x, f1) = 0 (
( (x) ( U(;
разглеждаме ( като линеен оператор на евклидовото пространство

U( (разглеждаме ограничението на ( върху U(); очевидно ( e симетричен оператор в U(; по индукционното предположение ( твърдението е вярно за оператора (: U( ( U(, т.е. съществува ортонормиран базис f2, f3, …, fn на U(, в който операторът ( има матрица
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разглеждаме векторите f1, f2, …, fn; имаме f2, …, fn ( U( ( f2, …, fn са ортогонални на f1 ( f1, f2, …, fn са ортонормирана система от n вектори ( те образуват ортонормиран базис на V; 

за всяко i = 1, 2, …, n имаме ( (fi) = (i.fi (
матрицата на ( в този базис е точно
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Следствие: За всяка симетрична матрица A( Rnxn съществува ортогонална матрица T( Rnxn, такава че T-1.A.T = 
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Доказателство: нека V е евклидово пространство с размерност n (например V = Rn); нека E = (e1, e2, …, en) е ортонормиран базис на V; тогава съществува единствен линеен оператор ( ( Hom (V), такъв че в базиса E матрицата на ( e A; тъй като A е симетрична матрица (
( e симетричен линеен оператор на V; по теоремата съществува ортонормиран базис F = (f1, f2, …, fn) на V, спрямо който матрицата на ( e D = 
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; нека T е матрицата на прехода от базиса E към базиса F ( (от по-горе) Т е ортогонална матрица; от Линейна Алгебра имаме, че D = T-1.A.T;
V – евклидово пространство, dimV = n; e1, e2, …, en – ортонормиран базис на V; зададен е линеен оператор на V със симетрична 
матрица A; задачата е да се намери базис на V, в който матрицата на
( е диагонална;
алгоритъм:
· намираме характеристичните корени на матрицата А (те са n на брой);

· нека (1, (2, …, (k са различните характеристични корени на (,  1 ( k ( n; за всяко i = 1, 2, …, k разглеждаме 
Vi = { x ( V | ( (x) = (i.x}, т.е. множеството от всички собствени

вектори на оператора (, съответстващи на собствена стойност (i и нулевият вектор; ясно е, че Vi ( V, нека dimVi = ni; може да се докаже, че ni е точно кратността на корена (i; намираме базис на Vi (като ФСР на (A - (i.E).X = O); нека този базис е
ei1, ei2, …, eini; ортонормираме тези вектори по метода на 
Грам-Шмид и получаваме векторите fi1, fi2, …, fini, които са ортонормирана система и също са базис на Vi, тъй като
ℓ (ei1, ei2, …, eini) = ℓ (fi1, fi2, …, fini);
разглеждаме системата вектори
F = { f11, f12, …, f1n1, f21, f22, …, f2n2, ..., fk1, fk2, …, fknk };

всяка група от тези вектори (за едно i) е ортонормирана, освен това (от твърдение по-горе) всеки два вектора от различни групи са ортогонални ((i ( (j) ( F е ортонормирана система вектори; освен това n = n1 + n2 + … + nk ( F е ортонормиран базис на V; в този базис ( има матрица 
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4. Групи.
G е множество, G ( (;

в G е въведена бинарна операция . (или +), ако на всяка наредена двойка елементи a, b ( G е съпоставен единствен елемент a . b (a + b) от G; множеството G наричаме група, ако за операцията са в сила следните аксиоми:
1. (a . b) . c = a . (b . c) за всеки a, b, c ( G (асоциативност на операцията);
2. съществува e ( G, такъв че a . e = e . a = a за всяко a ( G;

e се нарича единичен елемент;
3. за всяко a ( G същестува a-1 ( G, такъв че a-1 . a = a . a-1 = e;

a-1 се нарича обратен елемент на елемента а;

ако операцията е означена с . говорим за мултипликативен запис,

ако е означена с +, говорим за адитивен запис;

при адитивен запис аксиомите изглеждат така:

1. (a + b) + c = a + (b + c) за всеки a, b, c ( G;
2.  съществува o ( G, такъв че a + o = o + a = a за всяко a ( G;

o се нарича нулев елемент;
3. за всяко a ( G същестува -a ( G, такъв че (-a) + a = a + (-a) = o;

-a се нарича противоположен елемент на елемента а;
ако допълнително е изпълнено:
4. a . b = b . a за всеки a, b ( G (комутативност на операцията),

казваме че групата G е комутативна (абелева);
казваме, че G е крайна (безкрайна) група, ако множеството G е крайно (безкрайно);
ред на групата G е броят на елементите в групата G, означаваме |G|;

1. примери:
2. Z, Q, R, C са абелеви, безкрайни групи относно събирането на числа; множеството N не е група (аксиоми 2, 3); изобщо всяко числово поле F е група относно събирането на числа;

3. F е числово поле; означаваме F* = F \ { 0 }; тогава F* е безкрайна, абелева група относно операцията умножение на числа;

4. R+ (реални положителни числа) е абелева, безкрайна група относно операцията умножение на числа;

5. n ( N; означаваме Cn = { z ( C| zn = 1}, |Cn| = n (това са n-тите корени на единицата); Cn е група относно умножението на комплексни числа; действително:

ако z1, z2 ( Cn, то (z1.z2)n = z1n.z2n = 1.1 = 1 ( z1.z2 ( Cn;

първа аксиома очевидно е изпълнена;
единичният елемент e = 1 (1n =1 за всяко n ( N);

ако z ( Cn, то (z-1)n = (zn)-1 = 1-1 = 1 ( z-1 ( Cn и играе роля на обратен елемент на z;

и така Cn е абелева, крайна група относно умножението на комплексни числа;
6. F – числово поле, n ( N; 
означаваме GLn(F) = { A ( Rnxn|detA ( 0 };

означаваме SLn(F) = { A ( Rnxn |detA = 1};

тези две множества са групи относно умножението на матрици:
ако A, B ( GLn(F), то det (A.B) = detA.detB ( 0 ( A.B ( GLn(F);

ако A, B ( SLn(F), то det (A.B) = detA.detB = 1.1 = 1 ( 

A.B ( SLn(F);
единичен елемент в GLn(F) и в SLn(F) е единичната матрица E;

обратен елемент за всяка матрица A ( GLn(F) е A-1 (A – неособена), A-1 – неособена ( A-1 ( GLn(F);
обратен елемент за всяка матрица A ( SLn(F) е A-1 (A – неособена), det(A-1) = 
[image: image33.wmf]1
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 = 1 ( A-1 ( SLn(F);
при n ( 2 тези две групи са неабелеви;
GLn(F) се нарича обща (пълна) линейна група;
SLn(F) се нарича специална линейна група;
7. n ( N, On (R) = { A ( Rnxn|A.At = E }; On (R) е група относно умножението на матрици:

ако A, B ( On (R), то A.B ( On (R) (от въпрос №3);
E – единичен елемент; ако A ( On (R), А – неособена, 
A-1 ( On (R) (от въпрос №3) и играе роля на обратен елемент;
On (R) се нарича ортогонална група; при n ( 2 е неабелева;
8. ( - множество; S( = { f | f : ( ( (, f – биекция} ;

дефинираме бинарна операция . : ако f, g ( S(, то f . g : ( ( ( е дефинирано с (f . g)(x) = f (g (x)) за всяко x ( (; (. е композиция на изображения); S( е група:
аксиома 1 очевидно е изпълнена;
изображението e = id : ( ( (, дефинирано с id (x) = x за всяко

x ( ( играе роля на единичен елемент;

за всяко f ( S( обратното изображение f-1 съществува (тъй като f е биекция) и също е биекция, т.е. f-1 ( S(; то играе роля на обратен елемент;
S( се нарича симетрична група на множеството (;
нека |(| < (, |(| = n ( N; без ограничение можем да считаме, че ( = { 1, 2, …, n }; тогава S( означаваме с Sn и наричаме симетрична група от степен n;

нека f ( Sn, за всяко k ( ( означаваме ik = f (k); всеки елемент 
f ( Sn наричаме пермутация и записваме по следния начин:

[image: image35.wmf](

)

12n

12n

f=

iii

L

L

; i1, i2, …, in е произволна пермутация на 
1, 2, …, n ( |Sn| = n!;

при n ( 3 Sn е неабелева група;
например: 
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 ( f . g ( g . f и групата S3 наистина не е абелева;
следствия от аксиомите:
1. единичният елемент е от аксиома 2 е единствен:

нека е( ( G и a . e( = e( . a = a за всяко a ( G;

тогава e . e( = e( . e = e, но e – единичен елемент ( 

е( . е = е . е( = е( ( е = е( ;
2. за всеки елемент a ( G, обратният елемент a-1 от аксиома 3 е единствен:

нека a( ( G и a . a( = a( . a = e ( a-1 = a-1 . e = a-1 . (a . a() =

= (a-1 . a) . a( = e . a( = a(;
следствия от аксиома 1:
3. за всеки a1, a2, …, ak ( G, а1 . а2 . ... . аk (без скоби) е еднозначно определен елемент от G;

4. ако a ( G, n ( N, дефинираме an = 
[image: image41.wmf]n

пъти

a  a  ...  a

...
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, 
аn наричаме степен на a (еднозначно определена); 
в сила са: an . am = an+m, (an)m = an.m за всеки m, n ( N;

при адитивен запис:
n.a = 
[image: image42.wmf]n

пъти

a  a  ...  a

+++
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наричаме кратно на а;
в сила са: n.a + m.a = (n+m).a, m.(n.a) = (m.n).a 

за всеки m, n ( N;

дефинираме a0 = e; ако n ( N, дефинираме 
a-n = (an)-1 = (a-1)n (имаме (a . b)-1 = b-1 . a-1);

тогава свойствата an . am = an+m, (an)m = an.m за в сила за

всеки m, n ( Z;

оттук нататък означаваме e = 1;

нека G и G( са групи и ( : G ( G( е изображение;
казваме, че ( e хомоморфизъм, ако ( (a . b) = ( (a) . ( (b) за 
всеки a, b ( G;
свойства на хомоморфизмите:
1. ( (1) = 1( (1( е единичният елемент на G();

2. ( (a-1) = (( (a))-1 за всяко a ( G;

казваме, че ( е изоморфизъм, ако ( e хомоморфизъм и биекция
на G върху G(; ако съществува изоморфизъм ( : G ( G(, казваме че

G и G( са изоморфни групи, бележим G ( G(; изоморфните групи се отъждествяват (те имат еднакви алгебрични свойства);
пример за изоморфизъм:
нека G = R+ (относно умножението на числа), G( = R (относно събирането на числа); питаме се дали съществува изоморфизъм
( : R+ ( R; имаме: ( (a . b) = ( (a) + ( (b) за всеки a, b ( R+; ясно е, че
( = lg, т.е ( (a) = lg a за всяко a ( R+ изпълнява всички условия за изоморфизъм; и така G ( G(;
G е група, H ( G (H ( (); H е подгрупа на G, ако за всеки елемент
a ( H, a-1 ( H и за всеки два елемента a, b ( H, a . b ( H; 
означаваме H ( G ( H < G, ако H ( G);
a ( H ( a-1 ( H ( a.a-1 ( H ( 1 ( H, т.е. всяка подгрупа съдържа единичния елемент ( H също е група, относно операцията в G;
Примери:
{ 1} ( G, G ( G – наричат се тривиални подгрупи на G;
нетривиални подгрупи:
R < C, SLn(F) < GLn(F);
Свойство: Нека H е подгрупа на G; нека a, b ( G; ако a . b ( H и
a ( H, то b ( H;
Доказателство: имаме: a ( H ( a-1 ( H, a . b ( H ( a-1 . (a . b) ( H, т.е.

b ( H;
Теорема на Кейли: Всяка крайна група от ред n е изоморфна на подгрупа на Sn;
Доказателство:
Нека G е група, |G| = n ( N; за всяко a ( G разглеждаме изображението La : G ( G, дефинирано с La (x) = a . x за всяко x ( G;

ще проверим, че La е биекция на G върху себе си;
нека y ( G и x = a-1 . y ( G; тогава La (x) = a . x = a . a-1 . y = y (
La е сюрекция; (1)
нека x1, x2 ( G и La (x1) = La (x2) ( a . x1 = a . x2 ( 
a-1 . a . x1 = a-1 . a . x2 ( x1 = x2 ( La е инекция; (2)
от (1) и (2) ( La е биекция на G върху себе си, 
т.е. La ( SG за всяко a ( G;
нека G( = { La|a ( G} ( SG; 
ако a ( G, то (La)-1 = 
[image: image43.wmf]-1
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; действително за всяко x ( G,

(La . 
[image: image44.wmf]-1
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) (x) = a . a-1 . x = x ( La . 
[image: image45.wmf]-1
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= id, т.е. (La)-1 = 
[image: image46.wmf]-1

a
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;

ако a, b ( G, то La . Lb = La . b; действително за всяко x ( G, 
(La . Lb) (x) = a . (b . x) = (a . b) . x = La . b (x), т.е. La . Lb = La . b;

оттук G( ( SG, тъй като за всяко La ( G(, (La)-1 = 
[image: image47.wmf]-1
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 ( G(, 
за всеки La, Lb ( G(, La . Lb = La . b ( G(;

ще докажем, че G ( G(; разглеждаме изображението ( : G ( G(, дефинирано с ( (a) = La за всяко a ( G;

за всеки a, b ( G, ( (a . b) = La . b = La . Lb = ( (a) . ( (b) ( ( e хоморфизъм;
очевидно за всяко La ( G(, La = ( (a), а ( G ( ( е сюрекция; (1)
нека a, b ( G и ( (a) = ( (b) ( La = Lb ( La (1) = Lb (1) ( a . 1 = b . 1 (
a = b ( ( e инекция; (2)
от (1) и (2) ( ( e биекция, но ( е хомоморфизъм ( ( е изоморфизъм на G върху G(;

ако G = { g1, g2, …, gn }, отъждествяваме SG и Sn;
и така получаваме: G – група от ред n, съществува група G(, която е подгрупа на Sn и G ( G(;
5. Циклични групи.
G – произволна група, a ( G;
разглеждаме < a > = { an | n ( Z } ( G; ще проверим, че < a > e подгрупа на G и то абелева;
нека an ( < a >, n ( Z; тогава (an)-1 = a-n ( < a >, тъй като -n ( Z;
нека an, am ( < a >, m, n ( Z; тогава an . am = an+m ( < a >, тъй като

n+m ( Z; също така, an . am = am . an = am+n, т.е. < a > е абелева подгрупа на G;
< a > се нарича циклична подгрупа на G, породена от елемента a;

ако < a > = G за някое a ( G, казваме че G е циклична група;

при адитивен запис - < a > = { n.a | n ( Z } ;
Примери: 
Z е циклична група относно събирането на числа, 
например Z = < 1 >, Z = < -1 >;
n ( N; Cn = { z ( C, zn = 1} е циклична група относно умножението на комплексни числа, |Cn| = n;
нека ( = 
[image: image48.wmf]22
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( i2 = -1); от формула на Моавър Cn се изчерпва с 
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 = (k, k = 0, 1, …, n-1 ( 

Cn = { (0 = 1, (1, (2, …,(n-1 }, т.е. Cn e циклична група, породена от (,

Cn = < ( >;
G – група, a ( G, разглеждаме < a >;
случай 1: ak ( al за всяко k, l ( Z, k ( l (т.е. не съществува r ( N, такова че ar = 1); в такъв случай < a > е безкрайна група;

случай 2: същестуват k, l ( Z, такива че k ( l и ak = al;
нека например k > l ( ak-l = 1 и k – l ( N; нека r е най-малкото естествено число, такова че ar = 1;
разглеждаме a0 = 1, a, a2, …, ar-1; 
те са две по две различни: ако ai = aj, 0 ( i < j ( r-1 ( ai-j = 1 и 

1 ( i – j < r – противоречие с избора на r;
нека g ( < a >, т.е. g = an, n ( N; делим с частно и остатък n на r:
n = r.t + s, t, s ( Z, 0 ( s ( r-1; тогава g = an = ar.t + s = (ar)t . as = 1t . as = 

= as ( g е измежду a0, a1, …, ar-1 и така < a > = { a0, a1, …, ar-1} ( 
|< a >| = r;
Дефинираме:
случай 1: елементът a ( G има ред ( (не съществува r ( N, такова че ar = 1);
случай 2: елементът a ( G има ред r, т.е. r е най-малкото естествено число, такова че ar = 1; бележим r = |a|;
Твърдение: за всяко a ( G имаме: подгрупата < a > има ред равен на реда на елемента a, т.е. |< a >| = |a|;
Доказателство: от разсъжденията по-горе;
Пример:
в група C* - елементът 1 има ред 1, елементът -1 има ред 2,

елементът i има ред 4, елементът 3 има ред (;
Твърдение: G – група, а ( G и |a| = r, r < (; 
ако m ( Z, то am = 1 ( r/m;
Доказателство: нека r/m, т.е. m = r.t, t ( Z; имаме: ar = 1 (
(ar)t = 1, т.е. ar.t = 1 ( am = 1;
нека am = 1; делим с частно и остатък m на r: m = r.t + s, t, s ( Z,

0 ( s < r; тогава 1 = am = ar.t+s = (ar)t . as = as; и така as = 1, 0 ( s < r ( 

s = 0 ( m = r.t ( r/m;
Теорема: 
1. Всяка безкрайна циклична група е изоморфна на Z (т.е. с точност до изоморфизъм, Z е единствената безкрайна циклична група);

2. Всяка крайна циклична група от ред n ( N е изоморфна на

Cn (т.е. с точност до изоморфизъм, Cn е единствената циклична група от ред n);

Доказателство:
1. Нека G е безкрайна циклична група, G = < a >, a ( G; всеки елемент g ( G се записва еднозначно във вида ak, k ( Z;

разглеждаме изображението ( : G ( Z дефинирано с ( (ak) = k;

ще докажем, че ( е изоморфизъм на G върху Z ( G ( Z;

( (ak . al) = ( (ak+l) = k + l = ( (ak) + ( (al) ( ( е хомоморфизъм;

за всяко m ( Z, m = ( (am), am ( G, т.е. m е образ на елемент от G ( ( е сюрекция;
нека ak, al ( G и ( (ak) = ( (al) ( k = l ( ak = al ( ( е инекция;

и така ( е биекция и хомоморфизъм ( ( е изоморфизъм на G върху Z;
2. Нека G е циклична група от ред n, n ( N, G = < a >,
G = { a0 = 1, a, a2, …, an-1 }; както знаем, 
Cn = < ( > = { (0 = 1, (, (2, …, (n-1 }; разглеждаме изображението
( : G ( Cn, дефинирано с ( (ak) = (k за k = 0, 1, …, n-1; 
очевидно е, че ( е изоморфизъм на G върху Cn ( G ( Cn;
разглеждаме групата Z; за всяко m ( Z дефинираме:
mZ = { m.z | z ( Z }; mZ е подгрупа на Z: ако m.z ( mZ, то -m.z = 
= m.(- z) ( mZ; ако m.z1, m.z2 ( Z, то m.z1 + m.z2 = m.(z1 + z2) ( mZ;
при m = 0, mZ = { 0 }; при m = 1, mZ = Z;
нека n ( N, разглеждаме групата Cn; ако d ( N и d/n, то Cd е подгрупа на Cn: ако z ( Cd, т.е. zd = 1 и d/n ( zn = 1, т.е. z ( Cn (
(Cd е група) Cd ( Cn;

Теорема: 
1. Всяка подгрупа на циклична група също е циклична;

2. Подгрупите на Z се изчерпват с mZ за m = 0, 1, 2, …;
3. Подгрупите на Cn се изчерпват с Cd, където d/n, d ( N;
Доказателство:
1. Нека G е произволна циклична група, G = < a >, H ( G;

ако H = { 1}, то H очевидно е циклична група;
нека H ( { 1}; тогава H съдържа елемент ak, k ( Z, k ( 0, също така (ak)-1 = a-k ( H; k или –k ( N; нека m е най-малкото естествено число, такова че am ( H (такива числа съществуват);

очевидно < am > ( H; (1)

нека h ( H; тогава h = an за n ( Z; делим с частно и остатък 
n на m: n = m.t + r, 0 ( r < m; тогава h = an = am.t+r = (am)t . ar, но

h ( H, (am)t ( H ( (свойство) ar ( H, но 0 ( r < m ( r = 0 ( 

n = m.t ( h = (am)t ( < am > ( H ( < am >; (2)

от (1) и (2) ( H = < am >, т.е. H е циклична група, породена от елемента am, където m е най-малкото естествено число за което
am ( H;
2. Нека H е подгрупа на Z; ако H = { 0}, то H = mZ при m = 0;

нека H ( { 0}; тъй като Z = < 1 > ( (1.) H = < m.1 >, където m е най-малкото естествено число, такова че m.1 ( H; 
така H = < m >, т.е. H = { z.m | z ( Z } = mZ;
3. Нека H е подгрупа на Cn; ако H = { 1}, то H = C1 (и 1/n);

нека H ( { 1}; тъй като Cn = < ( > ( (1.) H = < (m >, където m е най-малкото естествено число, такова че (m ( H; делим с частно и остатък n на m: n = m.d + r, 0 ( r < m; имаме: (n = 1 (
(m.d+r = 1 ( ((m)d . (r = 1, но ((m)d ( H, 1 ( H ( (r ( H, но
0 ( r < m ( r = 0, т.е. n = m.d ( d/n ( Cd ( Cn;

имаме: ((m)d = (m.d = (n = 1 ( (m ( Cd ( H ( Cd; (1)
ако ((m)k = 1, k < d ( (k.m =1 и k.m < d.m = n, което е невъзможно, тъй като елементът ( има ред n; и така получихме, че d е най-малкото естествено число, такова че

((m)d = 1 ( елементът (m има ред d ( |H| = d = |Cd|; (2)

от (1) и (2) ( H = Cd, d/n;

Примери: 
разглеждаме Cp, p – просто; тогава единствените подгрупи на Cp са тривиалните – C1 и Cp;

подгрупите на C12 се изчерпват с групите Cd, 
където d = 1, 2, 3, 4, 6, 12;

6. Теорема на Лагранж.
Нека G е група, H ( G;

Дефиниция: Нека x ( G; множеството xH = { x . h | h ( H } ( G се нарича ляв съседен клас на групата G по подгрупата H 

(с представител x); множеството Hx = { h . x |h ( H } ( G се нарича десен съседен клас на групата G по подгрупата H 
(с представител x);
в общия случай xH ( Hx; при x = 1 имаме xH = H = Hx; ако H = G, 

xG = G = Gx; при H = { 1}, xH = { x} = Hx;

Свойства (валидни и за десни съседни класове):
1. Всеки елемент x ( G лежи в някой ляв съседен клас на G по подгрупата H;

Доказателство:
x = x . 1, 1 ( H ( x ( xH;
2. Ако x, y ( G, y ( xH ( xH = yH;

Доказателство:
Ако yH = xH, имаме: (от 1.) y ( yH = xH, т.е. y ( xH;

Нека y ( xH; имаме y = x . h, h ( H, т.е. x = y . h-1;

нека g ( yH; тогава g = y . h1, h1 ( H, т.е. g = (x . h) . h1 =

= x . (h . h1), h . h1 ( H ( g ( xH, т.е. yH ( xH; (1)

нека g ( xH; тогава g = x . h2, h2 ( H, т.е. g = (y . h-1) . h2 =

= x . (h-1 . h2), h-1 . h2 ( H ( g ( yH, т.е. xH ( yH; (2)

от (1) и (2) ( xH = yH;
3. За всяко x ( G, xH = H ( x ( H;

Доказателство:
от 2. ( xH = H ( xH = 1H ( x ( 1H = H;
4. Ако x, y ( G, xH = yH ( x-1 . y ( H (равносилно с y-1 . x ( H, тъй като (x-1 . y)-1 = y-1 . (x-1)-1 = y-1 . x);

Доказателство:
xH = yH ( (от 2.) y ( xH ( y = x . h, h ( H ( x-1 . y = x-1 . (x . h) = (x-1 . x) . h = 1 . h = h ( H, т.е. x-1 . y ( H;

аналогично: Hx = Hy ( x . y-1 ( H (равносилно с y . x-1 ( H);

5. За всеки x, y ( G, имаме xH ( yH = ( или xH = yH;

Доказателство:
Ако xH ( yH = (, твърдението е доказано;
Нека xH ( yH ( (, нека z ( xH ( yH; тъй като z ( xH, от 2. получаваме zH = xH; тъй като z ( yH, от 2. получаваме zH = yH;

и така xH = zH = yH;
Следствие: Ако x ( G и xH ( H, то съгласно 5. ( xH ( H = ( (
1 ( xH, т.е. xH не може да бъде подгрупа; и така xH е подгрупа
( x ( H (и тя съвпада с подгрупата H);
6. За всяко x ( G, |xH| = |H| = |Hx|;

Доказателство:
Разглеждаме изображението ( : H ( xH, дефинирано с 

( (h) = x . h за всяко h ( H; ще докажем, че ( е биекция;
ако y ( xH ( y = x . h, h ( H ( y = ( (h) ( ( е сюрекция;

нека h1, h2 ( H и ( (h1) = ( (h2), т.е. x . h1 = x . h2 ( h1 = h2 ( ( е инекция; и така ( е инекция и сюрекция, т.е. биекция (
множествата H и xH са равномощни, т.е. |H| = |xH|;

съвсем аналогично |H| = |Hx| ( |xH| = |H| = |Hx|;

7. Множеството L от всички леви съседни класове на G по H е равномощно на множеството R от всички десни съседни класове на G по H;

Доказателство:
Разглеждаме изображението ( : L ( R, дефинирано с

( (xH) = Hx-1 за всяко x ( G; ще докажем, че ( е биекция;

ако Hy ( R имаме: ( (y-1H) = H(y-1)-1 = Hy ( ( е сюрекция;

нека xH, yH ( L и ( (xH) = ( (yH), т.е. Hx-1 = Hy-1 ( (от 4.)

x-1 . (y-1)-1 ( H, т.е. x-1 . y ( H ( xH = yH ( ( е инекция;

и така ( е биекция ( множествата L и R са равномощни, т.е.

|L| = |R|;
Дефиниция: Числото |L| = |R| се нарича индекс на подгрупата H в групата G; oзначение: |G : H|;

от 1. |G : H| = 1 ( H = G, |G : H| = |G| ( H = { 1};

Примери:
нека G = Z и H = mZ, m = 0, 1, 2, …; при m = 0, съседните класове на G по H са x+H за всяко x ( G (те са два по два различни); при m ( 0,

съседните класове на G по H имат вида x+H, където x ( G;
имаме x+H = y+H ( y – x ( H, т.е. y ( x (mod m); и така всички съседни класове на Z по mZ са: 0+H, 1+H, 2+H, …, (m-1)+H ( 

|G : H| = m при m ( 0 и |G : H| = ( при m = 0;

нека G = GLn(F) и H = SLn(F); левите съседните класове на G по H имат вида xH, където x ( G; имаме xH = yH ( x-1 . y ( H ( det (x-1 . y) = 1 ( det (x-1).det (y) = 1 ( det x = det y; и така за всяко x ( G, левият съседен клас xH = { g ( G|det g = det x }; съвсем аналогично,
Hx = { g ( G|det g = det x}; и така за всяко x ( G имаме xH = Hx, макар че групата G не е абелева; получихме, че |G : H| = |F*| = (;
G е крайна група, H ( G;
Нека k = |G : H| (k < () и нека левите съседни класове на G по H са
x1H = H, x2H, …, xkH; от 1. ( 
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; от 5. ( xiH ( xjH = ( за
i ( j ( { 1, 2, …, k }; и така |G| = |x1H| + |x2H| + … + |xkH|;

от 6. ( |xiH| = |H| за всяко i ( { 1, 2, …, k } ( |G| = k.|H|, т.е.

|G| = |G : H|.|H|;

Теорема (на Лагранж): Ако G е крайна група и H ( G, 

то |G| = |G : H|.|H|;

Следствия:
1. Ако G e крайна група и H ( G, то |H|/|G| (и |G : H|/|G|);
2. Ако G е крайна група и g ( G, то |g|/|G|; в частност g|G| = 1;
Доказателство: имаме |g| = |< g >| и от следствие 1. ( |g|/|G|; от въпрос №5, g|G| = 1;
Пример: нека |G| = 15, g ( G, тогава |g| = 1, 3, 5, 15 и във всички случаи, g15 = 1;
3. Ако G е група и |G| = p, където p е просто число, то G ( Cp;

Доказателство: Нека g ( G, g ( 1 (p > 1); от следствие 2. ( |g|/p, но |g| ( 1 ( |g| = p; в такъв случай |< g >| = p = |G| и
< g > ( G ( |< g >| =  G ( G е циклична група;
от въпрос №5, G ( Cp;
4. Ако G е неединична група, която няма нетривиални подгрупи, то G ( Cp, където p е просто число;

Доказателство: Нека a ( G, a ( 1; тогава < a > ( { 1} ( < a > = G;

и така G е циклична група; ако G е безкрайна група, то G ( Z и
тогава G има нетривиални подгрупи (например 2Z) – противоречие ( G е крайна група, нека |G| = p, p ( N; тогава
G ( Cp; ако p не е просто число, т.е. съществува d ( N, такова че

1 < d < p, d/p ( G има нетривиална подгрупа Cd – противоречие ( p – просто число и G ( Cp;
7. Нормални подгрупи. Факторгрупи.
Нека G е група, H ( G;
Дефиниция: Казваме, че H е нормална подгрупа на G, ако е изпълнено gH = Hg за всяко g ( G; означаваме H ( G 
( H ( G, ако H ( G);
Примери: { 1} ( G, G ( G; от въпрос №6, SLn (F) ( GLn (F); 
ако G е абелева група, то всяка подгрупа H на G е нормална; 
ако H < G и |G : H| = 2, то H ( G;
Доказателство: ако g ( H, gH = H = Hg; нека g ( H; тогава
gH ( H = ( и G = gH ( H ( gH = G\H; аналогично Hg = G\H;
и така gH = Hg за всяко g ( G ( H ( G;
Твърдение: Нека G е група, H ( G; тогава H ( G ( за всяко h ( H и всяко g ( G, g-1 . h . g ( H;
Доказателство:
Нека H ( G; нека h ( H, g ( G; gH = Hg, h . g ( Hg ( h . g ( gH (
h . g = g . h1, h1 ( H; тогава g-1 . h . g = g-1 . g . h1 = h1 ( H, т.е.

g-1 . h . g ( H;
Нека g-1 . h . g ( H за всяко h ( H и за всяко g ( G;
нека g ( G; 
за всяко h ( H, g-1 . h . g = h1 ( H ( h . g = g . h1 ( 
h . g ( gH, т. е. Hg ( gH; (1)
за всяко h ( H имаме: g-1 ( G ( (g-1)-1 . h . g-1 = h2 ( H ( g . h = h2 . g ( g . h ( Hg, т.е. gH ( Hg; (2)
от (1) и (2) ( gH = Hg за всяко g ( G, т.е. H ( G;
Твърдение: Сечението на фамилия от нормални подгрупи на G също е нормална подгрупа на G;
Доказателство: нека H1 ( G, H2 ( G; нека h ( H1 ( H2; 
тъй като h ( H1 и H1 ( G, то за всяко g ( G, g-1 . h . g ( H1;
тъй като h ( H2 и H2 ( G, то за всяко g ( G, g-1 . h . g ( H2;
и така за всяко g ( G, g-1 . h . g ( H1 ( H2 ( H1 ( H2 е нормална подгрупа на G;
G е група и H ( G; разглеждаме множеството G/H = { gH | g ( G}, т.е. множеството от всички леви (десни) съседни класове на G по H;
дефинираме бинарна операция умножение (.) по следния начин:
aH . bH = (a . b)H за всеки a, b ( H;

ще проверим, че дефинираната операция е коректна:
нека a1H = aH и b1H = bH; за да е коректна операцията трябва да имаме (a1 . b1)H = (a . b)H; 
a1H = aH ( a1 ( aH, нека a1 = a . h1; 

b1H = bH ( b1 ( bH, нека b1 = b . h2;

тогава (a . b)-1 . (a1 . b1) = b-1 . a-1 . a1 . b1 = b-1 . a-1 . a . h1 . b . h2 =

= b-1 . h1 . b . h2; тъй като H ( G, h1 ( H, то b-1 . h1 . b ( H, h2 ( H (
b-1 . h1 . b . h2 ( H, т.е. (a . b)-1 . (a1 . b1) ( H ( (a . b)H = (a1 . b1)H;

спрямо дефинираната операция множеството G/H е група:

1. (aH . bH) . cH = aH . (bH . cH) за всеки a, b, c ( G – това следва от асоциативността в G, т.е. от (a . b) . c = a . (b . c);

2. единичен елемент e класът 1H = H; за всяко a ( G имаме:
aH . 1H = (a . 1)H = aH; 1H . aH = (1 . a)H = aH;

3. обратен елемент на класа aH е класът a-1H; наистина:

aH . a-1H = (a . a-1)H = 1H = H; a-1H . aH = (a-1 . a)H = 1H = H;

Дефиниция: Групата G/H се нарича факторгрупа на групата G по нормалната и подгрупа H;
Примери: Ако H = { 1}, G/H ( G; ако H = G, G/H ( { 1};

ако G е абелева група, то G/H също е абелева група;
ако G е циклична група, то G/H също е циклична група; действително, ако G = < a >, то G/H = < aH >;

ако групата G е крайна, |G/H| = броят на съседните класове на G по подгрупата H = |G : H|; по теорема на Лагранж, |G/H| = 
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 и в частност |G/H|/|G|;
нека G, G( са групи; както знаем, ( : G ( G( e хомоморфизъм, ако

( (a . b) = ( (a) . ( (b) за всеки a, b ( G;

Дефиниция: Множеството Im ( = { ( (g) | g ( G } ( G( се нарича образ на хомоморфизма (;
ще покажем, че Im ( ( G(; 
нека g(, h( ( Im (; тогава, ако g( = ( (g), h( = ( (h), g, h ( G, то

g( . h( = ( (g) . ( (h) = ( (g . h) ( Im (, тъй като g . h ( G;

нека g( ( Im (; тогава, ако g( = ( (g), то g(-1 = ( (g)-1 = ( (g-1) ( Im (, тъй като g-1 ( G;
Дефиниция: Множеството Ker ( = { g ( G | ( (g) = 1(}, където 1( е единичният елемент в G(, се нарича ядро на хомоморфизма (;

ще покажем, че Ker ( ( G, дори Ker ( ( G;

нека a, b ( Ker (, тогава ( (a . b) = ( (a) . ( (b) = 1( . 1( = 1( ( 

a . b ( Ker (; нека a ( Ker (, тогава ( (a-1) = (( (a))-1 = 1(-1 = 1( (
a-1 ( Ker (; и така Ker ( ( G;

нека h ( Ker (, g ( G;
тогава ( (g-1 . h . g) = ( (g-1) . ( (h) . ( (g) = ( (g-1) . 1( . ( (g) = ( (g)-1 . ( (g) = 1( ( g-1 . h . g ( Ker (; и така по горното твърдение Ker ( ( G;
Теорема (за хомоморфизмите): Нека ( : G ( G( е хомоморфизъм; тогава Ker ( ( G и G/Ker ( ( Im (;
Доказателство: означаваме H = Ker (;

разглеждаме изображението f : G/H ( Im ( дефинирано с
f (gH) = ( (g) за всяко gH ( G/H, т.е. за всяко g ( G;

ще проверим, че това изображение е коректно дефинирано:

ако gH = g(H, т.е. g( ( gH, то трябва f (gH) = f (g(H);

g( ( gH ( g( = g . h, където h ( H; тогава
f (g(H) = ( (g()= ( (g . h)= ( (g) . ( (h) = ( (g) . 1( = ( (g) = f (gH);

f е хомоморфизъм:
нека aH, bH ( G/H, (a, b ( G); тогава f (aH . bH) = f ( (a . b)H) =

= ( (a . b) = ( (a) . ( (b) = f (aH) . f (bH);

f е биекция на G/H върху Im (:

всеки елемент от Im ( има вида ( (g) за някой g ( G и

( (g) = f (gH), където gH ( G/H; и така f е сюрекция; (1)

ако aH, bH ( G/H (a, b ( G) и f (aH) = f (bH), то ( (a) = ( (b);

имаме ( (a . b-1) = ( (a) . ( (b)-1 = ( (b) . ( (b)-1 = 1( ( a . b-1 ( H;

от свойства на съседните класове ( Ha = Hb ( aH = bH ( H ( G)

( f е инекция; (2)
от (1) и (2) ( f е биекция;
и така f е биекция и хомоморфизъм ( f е изоморфизъм (
G/Ker ( ( Im (;
Пример: GLn(R)/SLn(R) ( R*; разглеждаме изображението 
( : GLn(R) ( R* дефинирано с ( (A) = detA за всяко A ( GLn(R);

за всеки A, B ( GLn(R), ( (A.B) = det (A.B) = detA.detB = ( (A) . ( (B) (
( е хомоморфизъм; ясно е, че Ker ( = SLn(R) (1( в случая е самото число 1), също така Im ( = R*, действително за всяко r ( R*, имаме
r = ( (A) = det A, където A = E + (r – 1).Enn; остава да приложим теоремата за хомоморфизмите и получаваме GLn(R)/SLn(R) ( R*;
Твърдение: Нека G е група и H ( G; изображението ( : G ( G/H, дефинирано с ( (g) = gH за всяко g ( G е хомоморфизъм на G върху
G/H (т.е. Im ( = G/H) и Ker ( = H; ( се нарича естествен хоморфизъм; в частност, за всяка нормална подгрупа H на G, съществува хомоморфизъм (, такъв че Ker ( = H;

Доказателство:
ясно е, че ( е коректно дефинирано изображение;

за всеки a, b ( G имаме: ( (a . b) = (a . b)H = aH . bH = ( (a) . ( (b) (
( е хомоморфизъм;
също така, за всеки съседен клас gH ( G/H (g ( G) имаме: ( (g) = gH;

и така Im ( = G/H;

ако g ( G, то g ( Ker ( ( ( (g) = единичният елемент в G/H (
gH = H ( g ( H; и така Ker ( = H;

8. Пръстени и полета.
Нека R е множество, R ( (; в R са въведени две бинарни операции –

събиране (+) и умножение (.), т.е. на всяка наредена двойка a, b ( R еднозначно се съпоставят елементи a + b ( R и a . b ( R;

казваме, че R e пръстен, ако са изпълнени аксиомите:
I. R трябва да е абелева група относно операцията събиране, т.е.

1. (a + b) + c = a + (b + c) за всеки a, b, c ( R;

2. съществува елемент 0 ( R, такъв че a + 0 = 0 + a = a за всяко a ( R;
3. за всяко a ( R съществува -а ( R, такъв че 

a + (-a) = (-a) + a = 0, -a се нарича противоположен на елемент на a;

4. a + b = b + a за всеки a, b ( R;

II. за умножението в R: 

       5. (a . b) . c = a . (b . c) за всеки a, b, c ( R;

III. дистрибутивност в R, която свързва двете операции:

     6. (a + b) . c = a . c + b . c, c . (a + b) = c . a + c . b за всеки
         a, b, c ( R;
ако допълнително е изпълнено:
a . b = b . a за всеки a, b ( R, казваме че R е комутативен пръстен;

ако в R има елемент 1, такъв че a . 1 = 1 . a = a за всеки елемент 
a ( R, казваме че R е пръстен с единица;
примери:
Z, Q, R, C са комутативни пръстени с единица относно събирането и умножението на числа;
нека m ( N, m > 1, множеството mZ = { m.z | z ( Z } е комутативен пръстен относно събирането и умножението на числа; този пръстен е без единица;
нека F е числово поле; с Fnxn или Mn (F) означаваме множеството на всички квадратни матрици от ред n с елементи от полето F; това множество е пръстен с единица (Е) относно събирането и умножението на матрици; при n > 1 този пръстен е некомутативен;

нека F е числово поле; с F[x] означаваме всички полиноми на една променлива x с коефициенти от полето F; F[x] е комутативен пръстен с единица (полиномът f (x) = 1 за всяко x) относно събирането и умножението на полиноми;
Следствия от аксиомите:
1. Нулевият елемент е единствен; противоположният елемент (-a) на всеки елемент a ( R е единствен;

2. Ако R има единичен елемент, той е единствен;

3. 0 . а = а . 0 = 0 за всяко a ( R;
4. (-a) . b = a . (-b) = - (a . b) за всеки a, b ( R;
5. дефинираме разлика a – b = a + (-b) за всеки a, b ( R; изпълнено е: c . (a – b) = c . a – c . b, (a – b) . c = a . c – b . c за всеки a, b, c ( R;
6. дефинираме m.a = 
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, m ( Z, a ( R – кратно на елемента a; изпълнено е: m.a + n.a = (m+n).a, m.(n.a) = (m.n).a 
за всеки m, n ( Z;
7. за a1, a2, …, ak ( R елементът a1 . a2 . …. ak е еднозначно определен елемент от R;

8. за елемент a ( R и n ( N, дефинираме an = 
[image: image53.wmf]n
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 - степен на елемента a; изпълнено е: an . am = an+m, (an)m = an.m за всеки
m, n ( N; да отбележим, че в общия случай не можем да говорим за отрицателни степени на елемент, тъй като в пръстена няма обратимост на елементите;

R е тяло, ако R е пръстен с единичен елемент и за всяко a ( R, а ( 0 съществува a-1 ( R, такова че a . a-1 = a-1 . a = 1 (a – обратим елемент); поставя се изискване за тяло - |R| ( 2 за да се изключи множеството { 0} от дефиницията;
R е поле, ако R е тяло и умножението в R е комутативно, т.е. ако R е комутативно тяло;
Примери:
Q, R, C и изобщо произволно числово поле F са полета относно умножението и събирането на числа;
множеството Q (
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) = { a + b.
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| a, b ( Q} е поле относно умножението и събирането на числа;
множеството H = { 
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|a, b ( C } е тяло относно събирането и умножението на матрици, но не е поле;

Нека R е пръстен, a, b ( R;

казваме, че a, b са делители на нулата, ако a ( 0, b ( 0 и a . b = 0;

Пример:
в M2 (Q): A = 
[image: image57.wmf](
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 ( O, B = 
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 ( O и A.B = O;

R е област (на цялост), ако R е комутативен пръстен без делители на нулата;
примери: Z, Q, R, C са области;
Ако R е тяло (или поле), то R няма делители на нулата; действително,

нека a, b ( R, a ( 0, b ( 0 и a . b = 0; тогава съществува a-1 ( R (
a-1 . (a . b) = a-1 . 0 ( (a-1 . a) . b = 0 ( 1 . b = 0 ( b = 0 – противоречие;
нека R е пръстен с единица; дефинираме:

R* = { a ( R | съществува a-1 ( R, такова че a-1 . a = a . a-1 = 1 };

очевидно 1 ( R*, тъй като 1-1 = 1, 0 ( R*;

ясно е, че R* е група относно умножението в R; тя се нарича мултипликативна група на пръстена R;

примери:
Z* = { -1, 1}; Mn (F)* = GLn (F), където F е произволно поле;
пръстен R с единица е тяло ( R* = R \ { 0};

пръстен R с единица е поле ( R* = R \ { 0} и R* е абелева група;
нека R е пръстен, S ( R, S ( (; казваме, че S е подпръстен на R, ако за всеки a, b ( S е изпълнено: a – b ( S, a . b ( S;
в такъв случай, a ( S ( a – a ( S, т.е. 0 ( S; 0 ( S и за всяко b ( S имаме: 0 – b = -b ( S ( за всеки a, b ( S, a – (-b) = a + b ( S;
и така S е пръстен относно операциите в R; означаваме S ( R или
(S < R, ако S ( R);
от дефиницията за подпръстен е ясно, че ако Si  ( R за всяко i ( I, където I е произволна фамилия от индекси, то 
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n ( N, n > 1; за r = 0, 1, …, n-1 означаваме с 
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 класът остатъци по модул n с представител числото r, т.е. 
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 = { z ( Z|z ( r (mod n) };

нека Zn = { 
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( Zn дефинираме:
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(събирането е по модул n) и 
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(умножението е по модул n); относно тези две операции, Zn е комутативен пръстен с единица; нулев елемент е 
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Пример: при n = 6, Z6 = { 
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; от последното равенство ( Z6 не е поле, тъй като в него има делители на нулата;
Теорема: 
1. Zn* = { 
[image: image92.wmf]__

r

( Zn|(r, n) = 1}; в частност |Zn*|= ( (n);
2. Zn е поле ( n – просто число;
Доказателство на 1.:
нека 
[image: image93.wmf]__

r

 ( Zn, 
[image: image94.wmf]__

r

( 
[image: image95.wmf]__

0

; нека d = (r, n);

нека d > 1, n = d.n1, r = d.r1, n1, r1 ( N, (n1, r1) = 1;

имаме 0 < n1 < n ( 
[image: image96.wmf]___

1

n

( 
[image: image97.wmf]__

0

, 
[image: image98.wmf]__

r

( 
[image: image99.wmf]__

0

, но 
[image: image100.wmf]__

r

.
[image: image101.wmf]___

1

n

 = 
[image: image102.wmf]__________

11

d.r.n

 = 
[image: image103.wmf]______

1

r.n

 = 
[image: image104.wmf]__

0

 ( 


[image: image105.wmf]__

r

 не е обратим елемент в Zn;

нека d = 1, т.е. (r, n) = 1; по тъждество на Безу съществуват u, v ( Z, такива че u.r + v.n = 1; имаме u.r ( 1 (mod n) ( 
[image: image106.wmf]_____

u.r

= 
[image: image107.wmf]__

1

, но


[image: image108.wmf]_____

u.r

 = 
[image: image109.wmf]__

u

.
[image: image110.wmf]__

r

 = 
[image: image111.wmf]__

1

 ( 
[image: image112.wmf]__

r

 е обратим елемент и (
[image: image113.wmf]__

r

)-1 = 
[image: image114.wmf]__

u

;

и така 
[image: image115.wmf]__

r

 е обратим елемент ( (r, n) = 1 ( Zn* = { 
[image: image116.wmf]__

r

( Zn|(r, n) = 1} и
|Zn*| = ( (n);

Доказателство на 2.:
Zn е поле ( Zn* = Zn/{ 0} ( ( (n) = n – 1 ( n – просто число;

и така, ако p е просто число, Zp е поле с p на брой елементи;

за a, b ( Z, a ( b (mod n) ( 
[image: image117.wmf]__

a

 = 
[image: image118.wmf]__

b

 в Zn;

за групата Zn* прилагаме следствие 2 от теоремата на Лагранж:

за всяко 
[image: image119.wmf]__

a

 ( Zn* е в сила 
[image: image120.wmf] (n)

__

a

j

= 
[image: image121.wmf]__

1

; 
[image: image122.wmf]__

a

( Zn ( (a, n) = 1 и следователно

за всеки a ( Z, n ( N, (a, n) = 1 е в сила сравнението: 
[image: image123.wmf] (n)

a

j

 ( 1 (mod n) – теорема на Ойлер;
в частност, ако n = p е просто число и p / a, то 
[image: image124.wmf]p-1

a

( 1 (mod p) – теорема на Ферма; еквивалентен запис е 
[image: image125.wmf]p

a

( a (mod p) за всеки

a ( Z, p – просто;
Теорема на Уилсън: p е просто число ( (p-1)! + 1 ( 0 (mod p);
Доказателство:
нека е изпълнено сравнението (p-1)! + 1 ( 0 (mod p); оттук имаме:

(p-1)! + 1 = k.p, k ( N; нека d ( N, 1 < d < p и d/p; в такъв случай

d/(p-1)!, d/p ( d/1 – противоречие; и така p е просто число;

нека p е просто число;
ако p = 2, 1! + 1 = 2 ( 0 (mod 2) – изпълнено е;
ако p = 3, 2! + 1 = 3 ( 0 (mod 3) – изпълнено е;
нека p ( 5; ще докажем, че в Zp е изпълнено: 
[image: image126.wmf]_________

(p-1)!

 = 
[image: image127.wmf]___

-1

;

разглеждаме елементите в мултипликативната група Zp*:


[image: image128.wmf]__

1

,
[image: image129.wmf]__

2

, …, 
[image: image130.wmf]______

p-2

, 
[image: image131.wmf]_______

p-1

;

нека 
[image: image132.wmf]__

r

( Zp*, тогава
[image: image133.wmf]1

__

r

-

( Zp* и 
[image: image134.wmf]__

r

.
[image: image135.wmf]1

__

r

-

= 
[image: image136.wmf]__

1

; имаме

[image: image137.wmf]__

r

 = 
[image: image138.wmf]1

__

r

-

( 
[image: image139.wmf]2

__

r

= 1 ( (
[image: image140.wmf]__

r

- 
[image: image141.wmf]__

1

) . (
[image: image142.wmf]__

r

+
[image: image143.wmf]__

1

) = 0 ( (Zp е поле ( област)

[image: image144.wmf]__

r

 = 
[image: image145.wmf]__

1

 или 
[image: image146.wmf]__

r

 = 
[image: image147.wmf]_______

p-1

;

и така елементите в групата Zp* се разбиват на:


[image: image148.wmf]__

1

, 
[image: image149.wmf]_______

p-1

, и 
[image: image150.wmf]p-3

2

 двойки от вида (
[image: image151.wmf]__

r

,
[image: image152.wmf]1

__

r

-

), където 
[image: image153.wmf]__

r

 ( 
[image: image154.wmf]1

__

r

-

;
в такъв случай 
[image: image155.wmf]__

1

.
[image: image156.wmf]__

2

. ….
[image: image157.wmf]_______

p-1

 = 
[image: image158.wmf]__

1

.
[image: image159.wmf]_______

p-1

.
[image: image160.wmf] = 
[image: image161.wmf]_______

p-1

 = 
[image: image162.wmf]___

-1

;
от друга страна 
[image: image163.wmf]__

1

.
[image: image164.wmf]__

2

. ….
[image: image165.wmf]_______

p-1

 = 
[image: image166.wmf]_________

(p-1)!

 и така: 
[image: image167.wmf]_________

(p-1)!

 = 
[image: image168.wmf]___

-1

 (
(p-1)! ( -1 (mod p);
9. Прости полета.
F е поле; 1 ( F е единичният елемент, с n.1 за n ( Z означаваме кратно на елемента 1;
1 случай: ако m.1 ( n.1 за всеки m, n ( Z, m ( n, т.е. не съществува
p ( N, такова че p.1 = 0, казваме че полето F има характеристика 0;
2 случай: ако съществуват m, n ( Z, m > n и m.1 = n.1, тогава

(m-n).1 = 0 и m-n ( N; нека p е най-малкото естествено число, такова че p.1 = 0; в такъв случай, казваме че полето F има характеристика числото p; това число p е просто: действително, ако допуснем, че

p = r.s, r, s ( N, r < p, s < p, то p.1 = 0 ( (r.s).1 = 0 ( (r.1) . (s.1) = 0 и

F е поле ( r.1 = 0 или s.1 = 0 – противоречие с избора на p;

означаваме характеристиката на полето F с char F (char F = 0 или

char F = p, където p е просто число);
Примери: Q, R, C и всяко числово поле F имат характеристика 0, т.е.
char F = 0; char Zp = p: действително p.
[image: image169.wmf]__

1

 = 
[image: image170.wmf]___

p

 = 
[image: image171.wmf]__

0

 и за всяко k ( N,

k < p, k.
[image: image172.wmf]__

1

 = 
[image: image173.wmf]___

k

 ( 
[image: image174.wmf]__

0

, тъй като p / k;

Свойство: нека F е поле, a ( F, n ( Z, a ( 0; тогава:
1. ако char F = 0, то n.a = 0 ( n = 0;

2. ако char F = p, то n.a = 0 ( p/n;
Свойство: ако char F = p – просто число, то за всеки a, b ( F е в сила:
(a + b)p = ap + bp (по-общо 
[image: image175.wmf]mmm

ppp

(ab)=ab

++

, m ( N, с индукция по m);
Доказателство:
(a + b)p = ap + 
[image: image176.wmf](

)

p

1

.ap-1 . b + 
[image: image177.wmf](

)

p

2

.ap-2 . b2 + … + 
[image: image178.wmf](

)

p

p-1

.a . bp-1 + bp (използвали сме комутативност на събирането и умножението и дистрибутивност);
тъй като p е просто, то p/
[image: image179.wmf](

)

p

k

 за всяко k = 1, 2, …, p-1; от друга страна char F = p и по горното свойство, получаваме че

[image: image180.wmf](

)

p

k

.ap-k . bk = 0 за k = 1, 2, …, p-1 ( (a + b)p = ap + bp;

F е поле; K ( F, |K|( 2; K e подполе на F, ако за всеки a, b ( K,

a ( b ( K,  a . b ( K, a . b-1 ( K (b ( 0);

ако a ( K ( a – a = 0 ( K; ако a ( K, a ( 0 ( a . a-1 = 1 ( K;

и така K е поле относно операциите в F; означаваме K ( F; 
също означаваме F ( K и четем F е разширение на полето K;

ако K ( F, то char F = char K; от дефиницията е ясно, че сечение на произволен брой подполета е подполе;
Дефиниция: Казваме, че едно поле F е просто, ако F няма подполета освен самото F;

Твърдение: Полетата Q и Zp (p – просто число) са прости полета;

Доказателство:
нека K ( Q; 0 ( K, 1 ( K, за всяко n ( N, n.1 ( K, т.е. N ( K,

за всяко n ( N ( K, 0 ( K ( 0 – n = -n ( K ( Z ( K; за всеки
m, n ( Z ( K, n ( 0 имаме m.n-1 ( K, т.е. 
[image: image181.wmf]m

n

( K ( Q ( K; и така

K = Q, т.е. Q няма собствени подполета ( Q е просто поле;
нека K ( Zp; тогава 
[image: image182.wmf]__

0

( K, 
[image: image183.wmf]__

1

( K ( за всяко r = 1, 2, …, p-1


[image: image184.wmf]______

r

пъти

1+1+...+1

1442443

 = 
[image: image185.wmf]__

r

 ( K ( Zp ( K; и така K = Zp, т.е. Zp няма собствени подполета ( Zp е просто поле;
Твърдение: Всяко поле F има единствено просто подполе F0;

Доказателство:
нека F0 = 
[image: image186.wmf]£

KF

K

I

, има такива подполета, например K = F;

F0 е подполе на F, тъй като е сечение на подполета; 

F0 e просто поле: ако допуснем, че съществува K ( F0, то K ( F (
F0 ( K ( K = F0, т.е. F0 няма собствени подполета, т.е. F0 е просто подполе;
нека F1 e просто подполе на F; F1 ( F ( F0 ( F1 ( F1 = F0, тъй като

F1 е просто подполе, т.е. F0 е единственото просто подполе на F;

нека R и R( са пръстени и ( : R ( R(  е изображение; казваме, че

( е хомоморфизъм, ако за всеки a, b ( R имаме: 

( (a + b) = ( (a) + ( (b), ( (a . b) = ( (a) . ( (b);

1. ( (0) = 0(, където 0( е нулевият елемент на R( ;

2. ( (-a) = - ( (a) за всяко a ( R;

ако R и R( са полета, тo
3. ( (1) = 1(, където 1( е единичният елемент на R( ;

4. ( (a-1) = (( (a))-1 за всяко a ( R*;

казваме, че ( : R ( R(  е изоморфизъм, ако ( е хомоморфизъм и биекция на R върху R( ; ако съществува такъв изоморфизъм, казваме че R и R( са изоморфни и бележим R (R( ;

Теорема: нека F е просто поле;
1. ако char F = 0, то F ( Q;

2. ако char F = p, където p е просто число, F ( Zp;

Доказателство на 1.:
Забележка:
Ако един пръстен R е област и a, b, c ( R, c ( 0, то a . c = b . c ( a = b;

наистина a . c – b . c = (a – b) . c = 0, c ( 0, R – област ( a – b = 0, 

т.е. a = b;
Нека F е просто поле и char F = 0;
разглеждаме множеството F0 = { (m.1) . (n.1)-1|m, n ( Z, n ( 0}  ( F – дефиницията е коректна, тъй като n ( 0 и char F = 0 ( n.1 ( 0 за всяко n ( Z, т.е. (n.1)-1 съществува;
следните четири свойства са изпълнени: (m, n, k, l ( Z, n ( 0, l ( 0)

1. (m.1) . (n.1)-1 = (k.1) . (l.1)-1 ( 
[image: image187.wmf]mk

=

nl

;

Доказателство:
(m.1) . (n.1)-1 = (k.1) . (l.1)-1 ( (забележката) (m.1) . (n.1)-1 . (l.1) . 

. (n.1) = (k.1) . (l.1)-1 . (l.1) . (n.1) ( (m.1) . (l.1) = (k.1) . (n.1) (
(m.l).1 = (n.k).1 ( m.l = n.k (char F = 0) (
[image: image188.wmf]mk

=

nl

;

2. (m.1) . (n.1)-1 ( (k.1) . (l.1)-1 = [(m.l ( n.k).1] . [ (n.l).1]-1;

Доказателство:
използваме забележката и умножаваме двете страни по

(n.l).1 = (n.1) . (l.1);

3. (m.1) . (n.1)-1 . (k.1) . (l.1)-1 = [(m.k).1] . [(n.l).1]-1;

Доказателство:
групираме множителите (имаме комутативност);

4. [(m.1) . (n.1)-1]-1 = (n.1) . [(m.1)]-1, ако m ( 0;
Доказателство:
очевидно от дефиницията за обратен елемент;

от свойства 2, 3, 4 получаваме, че F0 ( F, но F е просто поле ( F = F0;

разглеждаме изображение ( : F ( Q дефинирано с 
( ( (m.1) . (n.1)-1) = 
[image: image189.wmf]m

n

 за всеки m, n ( Z, n ( 0;

изображението ( е коректно дефинирано – директно следствие от свойство 1;
( е хомоморфизъм – използваме свойства 2, 3:
( ( (m.1) . (n.1)-1 + (k.1) . (l.1)-1) = ( ([(m.l + n.k).1] . [ (n.l).1]-1) =

= 
[image: image190.wmf]m.l+n.kmk

=+

n.lnl

= ( ((m.1) . (n.1)-1) + ( ((k.1) . (l.1)-1);

( ((m.1) . (n.1)-1 . (k.1) . (l.1)-1)) = ( ([(m.k).1] . [(n.l).1]-1) = 
[image: image191.wmf]m.kmk

=.

n.lnl

=

= ( ((m.1) . (n.1)-1) . ( ((k.1) . (l.1)-1)); (m, n, k, l ( Z, n ( 0, l ( 0);

за всяко 
[image: image192.wmf]m

n

 ( Q, m, n ( Z, n ( 0, ( ( (m.1) . (n.1)-1) = 
[image: image193.wmf]m

n

 ( 

( е сюрекция;
ако (m.1) . (n.1)-1, (k.1) . (l.1)-1 ( F и ( ((m.1) . (n.1)-1) = ( ((k.1) . (l.1)-1)

( 
[image: image194.wmf]mk

=

nl

 ( (свойство 1) (m.1) . (n.1)-1 = (k.1) . (l.1)-1 ( ( е инекция;

и така ( е хомоморфизъм и биекция, т.е. изоморфизъм на F върху Q, т.е. F ( Q;

Доказателство на 2.:
Нека F е просто поле и char F = p, p – просто число;

разглеждаме F0 = { 0, 1, 2.1, …, (p-1).1 } (p.1 = 0);
имаме F0 ( F; за всяко n ( Z имаме: n = p.t + r, където t, r ( Z,

0 ( r ( p-1; n.1 = (p.t + r).1 = (p.t).1 + r.1 = r.1, тъй като p/p.t и от свойствата на характеристиката ( (p.t).1 = 0; 
и така n.1 = r.1, 0 ( r ( p-1 ( n.1 ( F0 за всяко n ( Z;

ще проверим, че F0 е подполе на F:

за всеки (k.1), (l.1) ( F0, (k.1) + (l.1) = (k+l).1 ( F0;

за всеки (k.1), (l.1) ( F0, (k.1) . (l.1) = (k.l).1 ( F0;
за всяко (k.1) ( F0, -(k.1) = (-k).1 ( F0;

нека l.1 ( F0, 1 ( l ( p-1; тъй като p e просто ( (l, p) = 1;

по тъждество на Безу: съществуват u, v ( Z, такива че
u.l + v.p = 1; имаме (u.l + v.p).1 = 1 ( (u.l).1 + (v.p).1 = 1 (
(p/v.p ( (v.p).1 = 0) (u.l).1 = 1 ( (u.1) . (l.1) = 1 (
(l.1)-1 = (u.1) ( F0;

и така F0 е подполе на F, но F е просто поле ( F = F0;

разглеждаме изображението ( : F ( Zp дефинирано с
( (r.1) = 
[image: image195.wmf]__

r

за всяко r ( Z, 0 ( r ( p-1;

Забележка:
от свойствата на характеристиката ( m ( n (mod p) ( m.1 = n.1, 
m, n ( Z;
за всеки k.1, l.1 ( F имаме:
( (k.1 + l.1) = ( ( (k+l).1) = 
[image: image196.wmf]_______

k+l

 = 
[image: image197.wmf]__

k

+
[image: image198.wmf]__

l

= ( (k.1) + ( (l.1); 

( (k.1 . l.1) = ( ( (k.l).1) = 
[image: image199.wmf]_____

k.l

 = 
[image: image200.wmf]__

k

.
[image: image201.wmf]__

l

= ( (k.1) . ( (l.1);

( ( е хомоморфизъм;
за всяко 
[image: image202.wmf]__

r

 ( Zp имаме: ( (r.1) = 
[image: image203.wmf]__

r

 ( ( е сюрекция;
ако k.1, l.1 ( F и ( (k.1) = ( (l.1) ( 
[image: image204.wmf]__

k

 = 
[image: image205.wmf]__

l

 ( k ( l (mod p) (
(от забележката) k.1 = l.1 ( ( е инекция;
и така ( е изоморфизъм на F върху Zp, т.е. F ( Zp;

10. Идеали. Факторпръстени.

R е пръстен;
Дефиниция: I  ( R, I ( (; казваме, че I  е ляв идеал на R, ако за всеки a, b ( I, a – b ( I и за всяко a ( I и всяко r ( R, r . a ( I ;
Дефиниция: I  ( R, I ( (; казваме, че I  е десен идеал на R, ако за всеки a, b ( I, a – b ( I и за всяко a ( I и всяко r ( R, a . r ( I ;
ако I  е ляв и десен идеал на R, казваме че I  е (двустранен) идеал на R; означаваме: I ( R (I ( R, ако I ( R);
очевидно всеки идеал е подпръстен на R; в частност, всеки идеал е подгрупа на адитивната група на пръстена R;
ако R е комутативен пръстен, всеки ляв (десен) идеал е и двустранен идеал, т.е. идеал;
Примери:
{ 0} ( R, R ( R – наричат се тривиални идеали на пръстена R;

нека m = 0, 1, 2, …; mZ е идеал на пръстена Z;

нека F е поле, n ( N, n ( 2; R = Mn (F); разглеждаме множествата

I = 
[image: image206.wmf]1
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[image: image207.wmf]12n
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;

I  е ляв идеал на R, но не е десен идеал на R;

J е десен идеал на R, но не е ляв идеал на R;

може да се докаже, че R няма нетривиални идеали;

от дефиницията за идеал е ясно, че сечение на произволна фамилия идеали също е идеал;
нека R е комутативен пръстен с единица, a ( R;
означаваме < a > = { r . a|r ( R };

ще покажем, че < a > е идеал на R, който съдържа елемента a;

нека r1 . a, r2 . a ( < a >; тогава r1 . a - r2 . a = (r1 - r2) . a ( < a >, тъй като r1 - r2 ( R; нека r . a ( < a >, s ( R; тогава s . (r . a) = (s . r) . a (
< a >, тъй като s . r ( R; и така < a > е ляв идеал на R, но R е комутативен пръстен ( < a > е идеал на R; тъй като 1 ( R, то

a . 1 = a ( < a >; < a > се нарича главен идеал на R, породен от елемента a;

разглеждаме пръстена Z;
нека I ( Z ( I е подгрупа на групата Z; от въпрос №5, подгрупите на Z се изчерпват с mZ ( I = mZ за някое m = 0, 1, 2, …; очевидно имаме mZ = < m > ( mZ е главен идеал;
и така, в пръстена Z, идеалите се изчерпват с mZ, m = 0, 1, 2, …и следователно всеки идеал в Z е главен;
Твърдение: Нека R е пръстен с 1, I ( R; ако 1 ( I  или I  съдържа обратим елемент на пръстена R, то I = R;
Доказателство:
ако 1 ( I, то за всяко r ( R, r . 1 = r ( I, т.е. R (I, но I (R ( I = R;

нека a ( I, a – обратим елемент ( съществува a-1 ( R, такова че

a-1 . a = a . a-1 = 1; имаме a ( I, a-1 ( R ( a . a-1 = 1 ( I ( I = R;

ако R е тяло (поле), то R няма нетривиални идеали; действително, ако

I ( R и I ( { 0} ( съществува a ( I, a ( 0 ( a – обратим ( (от горното твърдение) I = R;

Твърдение: Нека R е комутативен пръстен с единица;

R е поле ( R няма нетривиални идеали;

Доказателство:
ако R е поле, от по-горе R няма нетривиални идеали;

нека R няма нетривиални идеали; нека a ( R, a ( 0; разглеждаме

< a > - идеал на R и < a > ( { 0}, тъй като a ( < a > и a ( 0 ( < a > = R;

в такъв случай (1 ( < а >) съществува r ( R, такова че r . a = a . r = 1 ( a е обратим елемент (a-1 = r); и така всеки ненулев елемент в R е обратим ( R е поле;
нека R е пръстен, I  е идеал на R;
адитивната група на пръстена R  е абелева ( I  е нормална подгрупа;

в такъв случай факторгрупата R/I  = { r + I | r ( R } е абелева група относно операция (a + I ) + (b + I ) = (a + b) + I  за всеки a, b ( R;

нулев елемент е съседният клас 0 + I = I ;

в R/I дефинираме умножение на съседни класове:

(a + I ) . (b + I ) = a . b + I  за всеки a, b ( R;

ще проверим, че въведената операция е коректна, т.е. че не зависи от представителите на съседните класове;

нека a1 + I  = a + I , b1 + I  = b + I ; 

тогава трябва да е изпълнено: a1 . b1 + I = a . b + I ;
имаме a1 + I  = a + I  ( a1 ( a + I  ( a1 = a + i1, i1 ( I ;

b1 + I  = b + I  ( b1 ( b + I  ( b1 = b + i2, i2 ( I ;

a1 . b1 – a . b = (a + i1) . (b + i2) – a . b = a . b + a . i2 + i1 . b + i1 . i2 – a . b = a . i2 + i1 . b + i1 . i2 ( I, тъй като I  е идеал; и така a1 . b1 – a . b ( I (
I  + a1 . b1  = I  + a . b ( a1 . b1 + I  = a . b + I ;

с тези две операции R/I  е пръстен:

относно събирането, R/I  е абелева група, тъй като тя е факторгрупа на адитивната група на пръстена R;

( (a + I ) . (b + I ) ) . (c + I ) = (a + I ) . ( (b + I ) . (c + I ) ) за 
всеки a, b, c ( R – следва от асоциативност на умножението в R;

лява и дясна дистрибутивности – следват от съответните дистрибутивности в пръстена R;

R/I  се нарича факторпръстен на пръстена R по идеала I ;

ако R е комутативен пръстен, то R/I  също е комутативен пръстен;

ако R има единица, то 1 + I  ( R/I  е единичен елемент в R/I ;
Пример: R = Z, I = mZ, m ( N, m > 1, тогава R/I = Z/mZ = Zm – пръстенът на класовете остатъци по модул m;

нека R и R( са пръстени, ( : R ( R(  е  хомоморфизъм;

дефинираме: Im ( = { ( (r) | r ( R } ( R( - образ на хомоморфизма (;

лесно се показва, че Im ( ( R( ;
Ker ( = { r ( R|( (r) = 0(} ( R, където 0( е нулевият елемент на R(;

Ker ( се нарича ядро на хомоморфизма (;
Ker ( е идеал на пръстена R: за всеки a, b ( Ker (, имаме

( (а – b) = ( (a) - ( (b) = 0( - 0( = 0( ( a – b ( Ker (;
за всяко a ( Ker (, r ( R, ( (a . r) = ( (a) . ( (r) = 0( . ( (r) = 0( ( 

a . r ( Ker (; аналогично r . a ( Ker (; и така Ker ( ( R;
Твърдение: R е пръстен, I ( R; изображението ( : R ( R/I , дефинирано с ( (r) = r + I  за всяко r ( R е хомоморфизъм (на пръстени) върху R/I ( Im ( = R/I ) и Ker ( = I ; ( се нарича естествен хомоморфизъм;

Доказателство:
от въпрос №7, ( е хомоморфизъм на групата R върху 

факторгрупата R/I  и Ker ( = I , тъй като I  е нормална подгрупа на адитивната група на пръстена R; остава да проверим, че 
( (a . b) = ( (a) . ( (b) за всеки a, b ( R; имаме ( (a . b) = a . b + I  = 

(a + I ) . (b + I ) = ( (a) . ( (b);
и така ( е хомоморфизъм на пръстени;
Теорема (за хомоморфизмите): нека ( : R ( R(  е хомоморфизъм на пръстени; тогава Ker ( ( R и R/Ker ( ( Im (;
Доказателство:
относно събирането, ( е хомоморфизъм на групи; нека Ker ( = I ;

изображението f : R/I ( Im ( дефинирано с f (r + I ) = ( (r) за всяко
r ( R е коректно дефинирано, хомоморфизъм на групи, биекция на
R/I  върху Im (, т.е. f е изоморфизъм на R/I  върху Im ( като групи;
ще покажем, че f е изоморфизъм на R/I  върху Im ( като пръстени, т.е. че f ((a + I ) . (b + I )) = f (a + I ) . f (b + I );

f ((a + I ) . (b + I )) = f (a . b + I ) = ( (a . b) = ( (a) . ( (b) = 

= f (a + I ) . f (b + I );

и така f е хомоморфизъм на пръстени, т.е. R/Ker ( ( Im (;

11. Полиноми на една променлива.
Нека А е комутативен пръстен с единичен елемент;
разглеждаме безкрайни редици от вида f = (f0, f1, f2, …), fi ( A;

ако f = (f0, f1, …) и g = (g0, g1, …), то f = g ( fi = gi за i = 0, 1, 2, …;

казваме, че редицата f е финитна, ако само краен брой членове fi са различни от 0; нека B е множеството от всички финитни редици с елементи от А; в B дефинираме операции събиране и умножение:
f + g = (f0 + g0, f1 + g1, …), f + g ( B;

f.g = h, където h = (h0, h1, …) и за k = 0, 1, 2, …, hk = 
[image: image208.wmf]ij
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, h ( B;

с така въведените операции B се превръща в комутативен пръстен с единица:
асоциативност, комутативност на събирането следват от факта, че А е пръстен;
нулев елемент е редицата (0, 0, 0, …); противоположен елемент на редицата f = (f0, f1, …) е редицата (-f0, -f1, …); единичен елемент е
(1, 0, 0, …); комутативност на умножението: f.g = g.f за всеки f, g ( B, тъй като f и g участват симетрично в израза за умножението;
ще проверим, че умножението в B е асоциативно, т.е.
за всеки f, g, h ( B е в сила: (f.g).h = f.(g.h); 
нека f.g = p = (p0, p1, …), pm = 
[image: image209.wmf]ij
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имаме (f.g).h = p.h = q = (q0, q1, …), където qs = 
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;

също g.h = e = (e0, e1, …), където el = 
[image: image212.wmf]jk
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;
имаме f.(g.h) = f.e = d = (d0, d1, …), където ds = [image: image213.wmf]il
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и така qs = ds за всяко s = 0, 1, 2, …, т.е. (f.g).h = f.(g.h);

нека A0 ( B, А0 се състои от всички редици от вида (a, 0, 0, …), a ( A;

от операциите за събиране и умножение ( А0 е подпръстен на B; разглеждаме изображението ( : A ( A0, дефинирано с 
( (a) = (a, 0, 0 …) за всяко a ( A; очевидно ( е биекция, също така ( е хомоморфизъм ( ( е изоморфизъм на А върху А0; оттук нататък, ще считаме, че А е подпръстен на B, т.е. редицата (a, 0, 0, …) отъждествяваме с елемента a ( A;
нека да означим x = (0, 1, 0, 0, ...); имаме x2 = x.x = (0, 0, 1, 0, 0, …); изобщо xk = (
[image: image215.wmf]k
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, 1, 0, …) за всяко k ( N;
нека a ( A; тогава a.xk = (
[image: image216.wmf]k
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, a, 0, …);
нека f ( B, f ( 0, f = (f0, f1, …); нека n е най-голямото цяло неотрицателно число, такова че fn ( 0; тогава
f = (f0, f1, f2, …, fn, 0, …) = (f0, 0, 0, …) + (0, f1, 0, …) + (0, 0, f2, 0, …) +
+ (
[image: image217.wmf]n
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, fn, 0, …) = f0 + f1.x + f2.x2 + … + fn.xn;
и така всяка редица f ( B, f ( 0 се записва еднозначно във вида
f = f0 + f1.x + f2.x2 + … + fn.xn, n ( N е най-голямото цяло неотрицателно число, такова че fn ( 0;
пръстенът B се означава с A[x] и се нарича пръстен на полиномите на променливата x над А; доказахме, че А[x] е комутативен пръстен с единица, A[x] съдържа изходния пръстен А; елементите на пръстена A[x] се означават с f или f (x) и се наричат полиноми на x над А;
fi се наричат коефициенти на полинома f (x), f0 е свободен член, 
fn ( 0 – старши коефициент; числото n наричаме степен на полинома, използваме означението deg f (x) = n, n ( N0, ако f ( 0;

при f = 0, прието е да се счита, че deg f = - (;

нека f, g ( A[x]; 

f = f0 + f1.x + …+ fn.xn, fn ( 0; g = g0 + g1.x + … + gm.xm, gm ( 0;

тогава deg (f + g) ( max (deg f, deg g); deg (f.g) ( deg f + deg g;

ако A е област, то старшият коефициент fn.gm на f.g е различен от нула и deg (f.g) = deg f + deg g; в частност в този случай A[x] също е област;
всеки полином f (x) определя функция f : A ( A по правилото:
f (a) = f0 + f1.a + …+ fn.an ( A, f (a) се нарича стойност на полинома при
x = a; 
нека g ( A[x], g определя функция g : A ( A;
тогава ако f = g, то f (a) = g (a) за всяко a ( A, т.е. функциите f и g съвпадат;
обратното не е вярно:
нека A = Zp, p – просто число; нека f = xp, g = x, f, g ( Zp[x];

очевидно f ( g, но в Zp за всяко a имаме: ap = a (теорема на Ферма) (
f (a) = g (a) за всяко a ( Zp ( f и g съвпадат като функции от А във А;
ако А е област и то безкрайна ( полинома f, g ( A[x] съвпадат ( f и g съвпадат като функции от А в А;

нека F е поле; разглеждаме F[x];
Теорема (за деление с частно и остатък): За всеки два полинома

f, g ( F[x], g ( 0, съществува единствена двойка полиноми q – частно и r – остатък, q, r ( F[x], такива че f = g.q + r и deg r < deg g;

Доказателство:
нека f = a0.xn + a1.xn-1 + … + an-1.x + an,
g = b0.xm + b1.xm-1 + … + bm-1.x + bm (b0 ( 0), ai, bj ( F;

можем да считаме, че a0 ( 0, т.е. f ( 0, тъй като при f = 0,

0 = 0.g + 0, където q = 0, r = 0 и deg r < deg g;

Съществуване:
провеждаме индукция по n;

База: n = 0 – ако m = 0, то f = a0 = a0.b0-1.b0 + 0, тук q = a0.b0-1, r = 0,

- ( = deg r < deg g, използвали сме че b0 ( 0 е обратим елемент, тъй като F е поле; ако m ( 1, то f = 0.g + f, тук q = 0, r = f, 0 = deg r < deg g;

ако n < m, то f = 0.g + f, където q = 0, r = f и n = deg r < deg g = m;

Стъпка: нека n ( m; 
да предположим, че за всички полиноми f, g ( F[x], deg f < n е изпълнено: съществуват q, r ( F[x], такива че f = g.q + r, deg r < deg g;

разглеждаме полинома f1 = f – a0.b0-1.xn-m.g ( F[x];

старшият едночлен на a0.b0-1.xn-m.g е a0.b0-1.xn-m.b0.xm = a0.xn, но това е старшият едночлен на f; така deg f1 < deg f = n; използваме индукционното предположение за полиномите f1, g ( F[x], 
нека q1, r1 ( F[x] и f1 = g.q1 + r1, deg r1 < deg g;
имаме: f = f1 + a0.b0-1.xn-m.g = g.q1 + r1 + a0.b0-1.xn-m.g =

= g.(q1 + a0.b0-1.xn-m) + r1; тогава ако q = q1 + a0.b0-1.xn-m, r = r1 имаме:

f = g.q + r, deg r = deg r1 < deg g;
и така твърдението е изпълнено за всички полиноми f, g ( F[x];

Единственост:
нека q(, r(, q, r ( F[x] и f = q(.g + r( = q.g + r, deg r < deg g, deg r( < deg g;

имаме q(.g + r( = q.g + r ( g.(q – q() = r( - r;

ако допуснем, че q ( q(, т.е. deg (q - q() ( 0, то deg ( g.(q - q()) = 
= deg g + deg (q - q() ( deg g; използвали сме, че F е област; 

от друга страна deg r < deg g , deg r( < deg g ( deg (r( - r) < deg g;

и така достигнахме до противоречие с факта, че q( ( q; и така

q( = q ( r( = r;

Ясно е, че теоремата е вярна дори когато F е само област, но не е поле, стига елементът b0 ( F*; в частност, теоремата е валидна

при F = Z и b0 = (1; тогава още q, r ( Z[x];

Следствие: Ако F е поле, то всеки идеал в пръстена F[x] е главен;
Доказателство:
Нека I ( F[x]; ако I = { 0}, то I = < 0 >; нека I ( { 0};

нека d е различен от 0 полином с най-ниска степен в I ;

разглеждаме < d > = { d.q | q ( F[x] }; имаме d ( I и I ( F[x] (
( < d > ( I; (1)
нека f ( I ; делим f с частно и остатък на d; нека q, r ( F[x], такива че

f = d.q + r, deg r < deg d; тогава r = f – d.q, f ( I, d.q ( I  ( r = f – d.q ( I (I ( F[x]); и така r ( I и deg r < deg d; от избора на полинома d ( r = 0 ( f = d.q ( < a > ( I  ( < d >; (2)
от (1) и (2) ( I  = < d >, т.е I е главен идеал породен от елемента d;

12. Аритметика в пръстена на полиномите над поле.
нека F е поле; разглеждаме F[x];

нека f, g ( F[x], g ( 0;

Дефиниция: Казваме, че g дели f, ако съществува полином q ( F[x], такъв че f = g.q (т.е. в теоремата за деление с частно и остатък, r = 0);

означаваме g|f;
Свойства на делимостта:
1. ако g|f, то a.g|u.f за всяко a ( F, a ( 0, u ( F[x];

Доказателство:
g|f ( f = g.q, q ( F[x] ( u.f = a.g.q.a-1.u ( a.g|u.f;

2. ако g|f, f|h (h ( F[x]) ( g|h;

Доказателство:
g|f ( f = g.q, q ( F[x]; f|h ( h = f.r, r ( F[x];

тогава h = f.r = g.q.r ( g|h;

3. ако g|f и f|g ( f = c.g, c ( F, c ( 0;

Доказателство:

f = g.q, q ( F[x]; g = r.f, r ( F[x];

тогава f = q.r.f ( (F e поле) deg (q.r) = 0, т.е. q.r ( F;

4. ако g|f1, g|f2, …, g|fk и t1, t2, …, tk ( F[x], 

то g|t1.f1 + t2.f2 + … + tk.fk;

Доказателство:

g|f1 ( f1 = g.q1, g|f2 ( f2 = g.q2, …, g|fk ( fk = g.qk;

тогава t1.f1 + t2.f2 + …tk.fk = t1.q1.g + … + tk.qk.g =

= (t1.q1 + … + tk.qk).g ( g| t1.f1 + t2.f2 + …tk.fk;
нека f, g ( F[x], f и g не са едновременно 0;

полиномът d ( F[x] наричаме най-голям общ делител на f и g, ако

1. d|f, d|g;

2. ако d1 ( F[x] и d1|f, d1|g, то d1|d;

означаваме d = (f, g);
Твърдение: нека f, g ( F[x], f и g не са едновременно 0; тогава f и g имат най-голям общ делител;

Доказателство:

нека I = { u.f + v.g |u, v ( F[x] }; ще покажем, че I ( F[x];

ако u1.f + v1.g, u2.f + v2.g ( I , то u1.f + v1.g – (u2.f + v2.g) =

= (u1 – u2).f + (v1 – v2).g ( I , тъй като u1 – u2 ( F[x], v1 – v2 ( F[x];

ако u.f + v.g ( I , h ( F[x], то h.(u.f + v.g) = h.u.f + h.v.g ( I , тъй като

h.u ( F[x], h.v ( F[x]; имаме f = 1.f + 0.g ( f ( I ; g = 0.f + 1.g ( g ( I ;

от въпрос №11, съществува d ( F[x], такова че I = < d >;

тъй като d ( I  ( d = u.f + v.g за някои u, v ( F[x]; 

тъй като f, g ( I = < d > ( d|f, d|g;

нека d1 ( F[x] и d1|f, d1|g ( d1|u.f + v.g ( d1|d;

и така d е най-големият общ делител на f и g;

Дефиниция: Казваме, че f ( F[x] е унитарен полином, ако

старшият коефициент на F е 1;
ясно е, че ако d и d( са най-големи общи делители на f и g ( 
d|d(, d(|d ( d = a.d(, a ( F*; също така, ако d е най-голям общ делител, то c.d, c ( F* също е най-голям общ делител; ще считаме, че най-големият общ делител е унитарен полином; тогава той е единствен;
в горното доказателство показахме:

Тъждество на Безу: за всеки f, g ( F[x], f и g не са едновременно 0, съществуват u, v ( F[x], такива че (f, g) = u.f + v.g;
Алгоритъм на Евклид: Нека f, g ( F[x], f и g не са едновременно 0;

ако g = 0, то (f, g) = f; ако g|f, то (f, g) = g;
нека g ( 0, g | f; имаме:
f = g.q0 + r0, q0, r0 ( F[x], deg r0 < deg g;
g = r0.q1 + r1, q1, r1 ( F[x], deg r1 < deg r0;
r0 = r1.q2 + r2, q2, r2 ( F[x], deg r2 < deg r1;
…
rk-2 = rk-1.qk + rk, qk, rk ( F[x], deg rk < deg rk-1;
rk-1 = rk.qk+1 + rk+1, rk+1 ( F[x], deg rk+1 < deg rk;

…
имаме deg g > deg r0 > deg r1 > … > deg rk > deg rk+1 > ... ( 0;

това е една строго намаляваща редица от неотрицателни числа, в такъв случай съществува k ( Z, k ( 0 такова че rk+1 = 0 (r0 ( 0);

твърдим, че в такъв случай rk = (f, g);
имаме rk|rk-1 ( rk|rk-1.qk + rk = rk-2, и т.н. rk|r1, rk|r0, rk|g, rk|f; 
и така rk е общ делител на f и g;
нека d1 ( F[x], d1|f, d1|g ( d1|f – g.q0 = r0, d1|g ( d1|g – r0.q1 = r2
и т.н. d1|rk-1, d1|rk; и така rk = (f, g);
Дефиниция: Казваме, че f и g ( F[x] са взаимно прости, ако

(f, g) = a, където a ( F, т.е. можем да считаме, че (f, g) = 1;

ако f, g ( F[x] са взаимно прости, по тъждеството на Безу ( съществуват u, v ( F[x], такива че u.f + v.g = 1;

обратното също е вярно; действително, ако u, v ( F[x] и

u.v + f.g = 1 ( ако d е общ делител на f и g, то d|1 ( d ( F, т.е. f и g са взаимно прости;

Свойства:
1. ако f, g ( F[x], d = (f, g) и f = d.f1, g = d.g1, f1 ( F[x], g1 ( F[x], то

(f1, g1) = 1;
Доказателство: тъждеството на Безу дава: съществуват 
u, v ( F[x], такива че d = u.f + v.g ( d = u.d.f1 + v.d.g1 ( (d ( 0)

u.f1 + v.g1 = 1 ( (f1, g1) = 1;

2. ако f1, f2, g ( F[x], g|f1.f2 и (g, f1) = 1 ( g|f2;

Доказателство: тъждеството на Безу дава: съществуват

u, v ( F[x], такива че u.g + v.f1 = 1; умножаваме това равенство с f2, получаваме: u.g.f2 + v.f1.f2 = f2; тъй като g|u.g.f2, g|v.f1.f2 (
g|u.g.f2 + v.f1.f2 = f2;

3. ако f, g1, g2 ( F[x], g1|f, g2|f, (g1, g2) = 1 ( g1.g2|f;

Доказателство: нека f = g1.q, q ( F[x]; имаме g2|f = g1.q, но

(g1, g2) = 1 и от предишното свойство ( g2|q, т.е. q = g2.t, 

t ( F[x]; тогава f = g1.q = g1.g2.t ( g1.g2|f;
Дефиниция: F е поле, f ( F[x], deg f ( 1; казваме, че f е неразложим полином над F, ако не съществуват g, h ( F[x], deg g ( 1, deg h ( 1, такива че f = g.h; еквивалентна дефиниция е: f няма други делители освен c, c.f, където c ( F*;
например f = x2 + 1 е неразложим полином над R, но е разложим полином над C;
Свойства (продължение):
4. ако f, g ( F[x] и g е неразложим над F, то или (f, g) = 1 или g|f;

Доказателство:
имаме (f, g) ( F[x] и (f, g)/g ( (g – неразложим) (f, g) = 1 или 

(f, g) = g ( g|f;
5. ако f1, f2, g ( F[x], g е неразложим над F и g|f1.f2 ( g|f1 или g|f2;

Доказателство:
ако g|f1 – доказано; нека g | f1; oт свойство 4 имаме (g, f1) = 1 и от свойство 2 ( g|f2;

Теорема: F – поле, f ( F[x], deg f ( 1; тогава f се разлага в произведение на неразложими над f полиноми;

ако f = p1.p2. ….pr и f = q1.q2. ….qs са две такива разлагания, то

s = r и с точност до реда на множителите имаме q1 = c1.p1,

q2 = c2.p2, …, qr = cr.pr, където ci ( F* за i = 1, 2, …, r;

Доказателство:
Съществуване: 
ако f е неразложим над F, то f = f е разлагане на f;
провеждаме индукция по n = deg f, n ( 1;
База: n = 1 – в този случай f е неразложим над F – доказано;

Стъпка: нека n ( 2; можем да считаме, че f е разложим над F, т.е. съществуват g, h ( F[x], deg g ( 1, deg h ( 1, такива че f = g.h;

тъй като F е поле, deg g < n, deg h < n ( по индукционното предположение, g и h се разлагат в произведение на неразложими множители ( f = g.h също е произведение на неразложими множители;
Единственост:
нека f = p1.p2. ….pr, f = q1.q2. ….qs, pi, qj ( F[x] – неразложими над F;

можем да считаме, че s ( r;

имаме p1|q1.q2. ….qs ( p1 дели поне един полином от q1, q2, …, qs, нека например p1|q1; имаме, че q1 е неразложим над F и deg p1 ( 1 (
q1 = c1.p1, където c1 ( F*; имаме p1.p2. ….pr = c1.p1.q2. ….qs ( 
(F е област, p1 ( 0) p2.p3. ….pr = c1.q2.q3. ….qs; аналогично p2 дели например q2 ( (по същите съображения) q2 = c2.p2, c2 ( F*; достигаме до p3.p4. ….pr = c1.c2.q3.q4. ….qs; след r стъпки имаме: qi = ci.pi, ci ( F* за i = 1, 2, …, r и 1 = c1.c2. ….cr.qr+1.qr+2. ….qs; ако допуснем, че s > r, то лявата страна има степен 0, дясната има степен ( 1, което е противоречие; и така s = r и qi = ci.pi, ci ( F* за i = 1, 2, …, r;

нека f = p1.p2. ….ps е разлагане на f на неразложими множители; нека например p1, p2, …, pt са различните (различаващи се най-много с константа) измежду тях; тогава f = c. p1k1.p2k2. ….ptkt се нарича канонично разлагане на полинома f;

13. Корени на полиномите.
F е поле, f ( F[x], deg f ( 1, f = f (x);
ако ( ( F, то f (() ( F наричаме стойност на полинома f при x = (;

Дефиниция: Казваме, че ( ( F е корен на полинома f, ако f (() = 0;

Твърдение: K – поле, f ( K[x], ( ( K;
( е корен на f ( x - ( дели f (в K[x]);

Доказателство:
по теоремата за деление с частно и остатък съществуват q, r ( K[x], такива че f = (x - ().q + r и deg r < deg (x - () = 1 ( r ( F;

имаме f (x) = (x - ().q (x) + r; при x = ( получаваме f (() = r;

и така ( е корен на f (x), т.е. f (() = 0 ( r = 0 ( x - ( | f;

Твърдение: F е поле, f ( F[x], deg f ( 1; F[x]/< f > е поле ( f е неразложим полином над F;

Доказателство:
нека I = < f >, K = F[x]/I ; знаем, че K е комутативен пръстен с единичен елемент 1 + I;

нека f е разложим полином над F, т.е. f = g.h, където g, h ( F[x],

deg g ( 1, deg h ( 1;
ако g + I = I, то g ( I ( f|g, g|f ( deg f = deg g, което е противоречие, тъй като deg h ( 1; и така g + I ( I; аналогично h + I ( I;

имаме g + I ( I, h + I ( I, но (g + I).(h + I) = g.h + I = f + I = I (f ( I) ( в пръстена K има делители на нулата ( K не е поле;

нека f е неразложим полином над F; ще покажем, че K е поле;

нека g + I ( K, g ( I (g + I ( I); в такъв случай f | g ( (f, g) = 1 ( 
по тъждеството на Безу съществуват u, v ( F[x], такива че

u.f + v.g = 1; разглеждаме съседният клас v + I ( K;

имаме: (g + I).(v + I) = g.v + I = u.f + v.g + I, тъй като u.v + v.g – g.v ( I;

и така (g + I).(v + I) = 1 + I ( g + I е обратим елемент на K ( K е поле;

Теорема: нека F е поле, f ( F[x], deg f ( 1; тогава съществуват поле K, K ( F и ( ( K, така че f (() = 0;

Доказателство:
нека p ( F[x] е неразложим множител на f и f = p.q, q ( F[x];

нека I = < p >, K = F[x]/I; от по-горе имаме, че K е поле;
както знаем, естественият хомоморфизъм ( : F[x] ( K действа по правилото ( (g) = g + I за всеки полином g ( F[x]; разглеждаме ограничението ( на ( върху F, т.е. ( : F ( K, ( (a) = a + I, a ( F;

ясно е, че ( е хомоморфизъм ( Ker ( е идеал на F, но F е поле ( няма собствени идеали; ако допуснем, че Ker ( = F ( ( (1) = 1 + I = I ( 1 ( I, което е противоречие, тъй като p | 1; и така Ker ( = { 0};

по теоремата за хомоморфизмите имаме F/Ker ( ( Im ( (
F ( Im ( ( K; оттук нататък отъждествяваме Im ( = F, т.е.
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; и така K = F[x]/I е разширение на F, ( ( K и f (() = 0, т.е. f (x) има корен ( в K;

Следствие: F е поле, f ( F[x], n = deg f ( 1, a0 ( F е старшият коефициент на f; тогава съществува разширение L на полето F и 
(1, (2, …, (n ( L, такива че f (x) = a0.(x - (1).(x - (2). ….(x - (n);

Доказателство:
теоремата дава: съществува разширение K1 на полето F и елемент
(1 ( K1, такъв че f ((1) = 0; от първото твърдение имаме x - (1 | f, т.е.

f = (x - (1).f1, където f1 ( K1[x]; ако deg f1 ( 1, то съгласно теоремата съществува разширение K2 на полето K1 и елемент (2 ( K2, такъв че

f1 ((2) = 0; от първото твърдение имаме x - (2 | f1, т.е. f1 = (x - (2).f2, където f2 ( K2[x]; и така f = (x - (1).(x - (2).f2;
след n стъпки: съществува разширение Kn на полето Kn-1 и елемент 
(n ( Kn, такъв че fn-1 ((n) = 0; от първото твърдение имаме 
x - (n | fn-1, т.е. fn-1 = (x - (n).fn, където fn ( Kn[x]; и така 
f = (x - (1).(x - (2). ….(x - (n).fn; имаме n = deg f = n + deg fn ( deg fn = 0 ( fn ( Kn ( (от принципа за сравняване на коефициенти, приложим в полета) a0 = fn;
нека L = Kn, (1, (2, …, (n ( L и f = a0.(x - (1).(x - (2). ….(x - (n);
нека M е сечението на всички подполета на полето L, които съдържат

F и (1, (2, …, (n ( L; ясно е, че M е подполе на L и M е най-малкото поле, което съдържа F и (1, (2, …, (n; M се нарича поле на разлагане на f над полето F;
може да се покаже, че всеки две полета на разлагане на полином над едно и също поле са изоморфни;

нека f ( F[x], f (x) = a0.xn + a1.xn-1 + … + an-1.x + an, n ( N, a0 ( F*;
в подходящо разширение M ( F имаме:

f (x) = a0.(x - (1).(x - (2). ….(x - (n);
от принципа за сравняване на коефициенти получаваме следните формули на Виет:
(1 + (2 + … + (n = -a1.a0-1
(1.(2 + (1.(3 + … + (n.(n-1 = a2.a0-1
…
(1.(2. ….(k + (1.(2. ….(k+1 + … + (n-k+1.(n-k+2. ….(n = (-1)k.ak.a0-1
…

(1.(2. ….(n = (-1)n.an.a0-1
k-тата формула съдържа 
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 събираеми;
Дефиниция: Казваме, че ( ( M ( F е корен с кратност k на полинома f ( F[x], ако (x - ()k | f, но (x - ()k+1 | f, k ( N, k ( 1;
ако k ( 2, казваме че ( е кратен корен, ако k = 1, казваме че ( е прост корен; ясно е, че ако k1, k2, …, kt са кратностите на всички корени, то n = k1 + k2 + … + kt;

нека f ( F[x], f (x) = a0.xn + a1.xn-1 + … + an-1.x + an, n ( N, a0 ( F*;

за полинома f дефинираме производна
f ((x) = n.a0.xn-1 + (n – 1).a1.xn-2 + (n – 2).a2.xn-3 + … + 2.an-2.x + an-1 ( F[x];

ако char F = 0, то deg f ( = n – 1;

от анализа знаем, че са в сила:
(f + g)( = f( + g(, (f.g)( = f(.g + f.g(
Твърдение: Нека F е поле и char F = 0; ако ( е k-кратен корен на 
f ( F[x], то ( е (k-1)-кратен корен на f(, ( е (k-2)-кратен корен на f((, …
( е (k-r)-кратен корен на f(r), …, ( е прост корен на f(k-1) и ( не е корен на f(k);
Доказателство:
имаме (x - ()k|f (x), (x - ()k+1 | f (x);
нека f (x) = (x - ()k.g (x), g (x) ( F[x]; тук x - ( | g (x) ( (по-горе) g (() ( 0;
от f (x) = (x - ()k.g (x) с почленно диференциране получаваме:
f ((x) = k.(x - ()k-1.g (x) + (x - ()k.g ((x) = (x - ()k-1.(k.g (x) + (x - ().g ((x));
и така f ((x) = (x - ()k-1.h (x) ( (x - ()k-1|f ((x); освен това
h (() = k.g (() ( 0, тъй като g (() ( 0 и char F = 0; тогава x - ( | h (x) (
(x - ()k | f ((x) ( ( e (k-1)-кратен на f ((x);
с аналогични разсъждения получаваме, че ( е (k-2)-кратен 
корен на f((, …, ( е прост корен на f(k-1) и ( не е корен на f(k);

Забележка: за поле с произволна характеристика, можем единствено да твърдим, че ако ( е k-кратен корен на f (x) (k ( 2), 
то ( е корен на f ((x); следва от f ((x) = (x - ()k-1.h (x), k – 1 ( 1;

Следствие: Нека F е поле и char F = 0; ( е k-кратен корен (k ( 2) 
на f ( F[x] ( f (() = f ((() = f (((() = … = f(k-1) (() = 0 и f(k) (() ( 0;

Доказателство:
нека ( е k-кратен корен на f (x); тогава от твърдението (
f (() = f ((() = f (((() = … = f(k-1) (() = 0 и f(k) (() ( 0;
нека е изпълнено f (() = f ((() = f (((() = … = f(k-1) (() = 0 и f(k) (() ( 0, k ( 2;

f (() = 0 ( ( е корен; нека l ( N е кратността на (; от твърдението имаме: f (() = f ((() = f (((() = … = f(l-1) (() = 0 и f(l) (() ( 0;

ако допуснем, че l < k ( f(l) (() = 0 – противоречие;

ако допуснем, че k < l ( f(k) (() = 0 – противоречие;

и така k = l, т.е. ( е k-кратен корен на f (x);

14. Полиноми на много променливи.
нека А е комутативен пръстен с единица;

въпрос №10 ( B = A[x] е комутативен пръстен с единица, също така B > A (A е подпръстен на B); елементите на B се записват еднозначно във вида 
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 (еднозначно);
означаваме C = A[x, y] – пръстен на полиномите на x и y над

пръстена A; елементите f ( A[x, y] наричаме полиноми на променливите x, y с коефициенти от пръстена A;
прилагайки n пъти горните разсъждения получаваме комутативен пръстен с единица A[x1, x2, …, xn], A[x1, x2, …, xn] > A; този пръстен наричаме пръстен на полиномите на n променливи над 
пръстена A; елементите f = f (x1, x2, …, xn) ( A[x1, x2, …, xn] наричаме полиноми на n променливи над пръстена A;

всеки полином f ( A[x1, x2, …, xn] има вида
f = 
[image: image243.wmf]2

1n

12n

12n

i

ii

ii...i12n

i,i,...,i

a.x.x. ... .x

å

, където 
[image: image244.wmf]12n

ii...i

a

 ( A, само краен брой 
[image: image245.wmf]12n

ii...i

a

 са различни от 0;
всяко едно от събираемите K = 
[image: image246.wmf]2

1n

12n

i

ii

ii...i12n

a.x.x. ... .x

на f наричаме едночлен на f;

ще казваме, че едночлените K = 
[image: image247.wmf]2

1n

k

kk

12n

a.x.x. ... .x

и L = 
[image: image248.wmf]2

1n

l

ll

12n

b.x.x. ... .x

,

a, b ( A, a ( 0, b ( 0, са подобни, ако k1 = l1, k2 = l2, …, kn = ln;

ще считаме, че в записа на f няма подобни едночлени; тогава този запис е единствен;
f = f (x1, x2, …, xn) ( A[x1, x2, …, xn], f ( 0, K = 
[image: image249.wmf]2

1n

k

kk

12n

a.x.x. ... .x

 ( f,

a ( A, a ( 0; дефинираме степен на едночлена K – числото

k1 + k2 + … + kn;

под степен на полинома f ще разбираме максималната от степените на едночлените, които участват в записа му, означаваме степен с 
deg f; ако f = 0, дефинираме deg f = - (;

пример (n = 4)

f = x15.x3 + x12.x3.x4 + x15.x2 + x2.x4 + x2.x42 + x15, deg f = 6;

както знаем, ако f е полином на една променлива, старшият едночлен на f е този с най-висока степен; при полином на повече променливи, обаче, може да се случи няколко едночлена да имат максимална степен;
за да дефинираме старши едночлен на полином на n променливи,

в множеството от всички едночлени на тези променливи въвеждаме лексикографска наредба: 
ако K = 
[image: image250.wmf]2

1n

k

kk

12n

a.x.x. ... .x

, L = 
[image: image251.wmf]2

1n

l

ll

12n

b.x.x. ... .x

 са неподобни едночлени, то съществува i, 1 ( i ( n, такова че k1 = l1, …, ki-1 = li-1, ki ( li;

ако ki > li, ще казваме, че K е по-висок от L и ще бележим K 
[image: image252.wmf]f

L;

ако ki < li, казваме че L е по-висок от K и бележим L 
[image: image253.wmf]f

K;

ясно е, че 
[image: image254.wmf]f

 е добра наредба:
1. за всеки два неподобни едночлена K, L е изпълнено:

 K 
[image: image255.wmf]f

L или L 
[image: image256.wmf]f

K;

2. за всеки три едночлена K, L, M, които са два по два неподобни, е изпълнено: ако K 
[image: image257.wmf]f

L, L 
[image: image258.wmf]f

M, то K 
[image: image259.wmf]f

M (транзитивност);
сега множеството от всички едночлени на един полином 
f ( A[x1, x2, …, xn] се подрежда в намаляваща по височина редица относно наредбата 
[image: image260.wmf]f

; за старшия едночлен на f дефинираме 
най-високият от всички едночлени на f относно наредбата 
[image: image261.wmf]f

;

в примера имаме:
x15.x2  
[image: image262.wmf]f

 x15.x3 
[image: image263.wmf]f

 x15 
[image: image264.wmf]f

x12.x3.x4 
[image: image265.wmf]f

 x2.x42 
[image: image266.wmf]f

 x2.x4;

тогава старшият едночлен на f е x15.x2;

ще отбележим, че ако A е област, f, g ( A[x1, x2, …, xn], то

deg f.g = deg f + deg g (в общият случай имаме ();

в частност, ако A е област, то A[x1, x2, …, xn] също е област;

Лема (за старшия едночлен): ако A е област и f, g ( A[x1, x2, …, xn],

f ( 0, g ( 0, то старшият едночлен на f.g е равен на произведение от старшите едночлени на f и g;

Доказателство:
нека f = 
[image: image267.wmf]2
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a.x.x. ... .x

 + … + 
[image: image268.wmf]2
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rr

12n

c.x.x. ... .x

+ …,

K = 
[image: image269.wmf]2

1n

k

kk

12n

a.x.x. ... .x

 е старшият едночлен на f,

R = 
[image: image270.wmf]2

1n

r

rr

12n

c.x.x. ... .x

 е произволен едночлен на f;

нека g = 
[image: image271.wmf]2

1n

l

ll

12n

b.x.x. ... .x

 + … + 
[image: image272.wmf]2

1n

s

ss

12n

d.x.x. ... .x

+ …,

L = 
[image: image273.wmf]2

1n

l

ll

12n

b.x.x. ... .x

 е старшият едночлен на g,

S = 
[image: image274.wmf]2

1n

s

ss

12n

d.x.x. ... .x

 е произволен едночлен на g;

ще покажем, че K.L 
[image: image275.wmf]f

R.S при K ( R или L ( S;

1 случай: нека K ( R и L ( S; тогава K 
[image: image276.wmf]f

 R и L 
[image: image277.wmf]f

 S ( 
съществува i, 1 ( i ( n, такова че k1 = r1, k2 = r2, …, ki-1 = ri-1, ki > ri;

съществува j, 1 ( j ( n, такова че l1 = s1, l2 = s2, …, lj-1 = sj-1, lj > sj;

нека например i ( j; тогава l1 = s1, l2 = s2, …, li-1 = si-1, li ( si;
като съберем почленно, получаваме:

k1 + l1 = r1 + s1, k2 + l2 = r2 + s2, …, ki-1 + li-1 = ri-1 + si-1,
ki + li > ri + si ( K.L 
[image: image278.wmf]f

R.S;
2 случай: нека K = R и L ( S (случаят K ( R, L = S е аналогичен)
тогава L 
[image: image279.wmf]f

 S ( съществува i, 1 ( i ( n, такова че
l1 = s1, l2 = s2, …, li-1 = si-1, li > si; също така k1 = r1, k2 = r2, …, kn = rn;

като съберем почленно, получаваме:
k1 + l1 = r1 + s1, k2 + l2 = r2 + s2, …, ki-1 + li-1 = ri-1 + si-1,
ki + li > ri + si ( K.L 
[image: image280.wmf]f

R.S;

и така K.L е най-високият едночлен в f.g ( K.L е старшият коефициент на f.g;

A – комутативен пръстен с единица;

нека f = f (x1, x2, …, xn) ( A[x1, …, xn]; f е симетричен полином, ако


[image: image281.wmf]12n

iii

f (x,x,...,x)

 = f (x1, x2, …, xn) за произволна пермутация i1, i2, …, in на числата 1, 2, …, n;

пример:
(1 = x1 + x2 + … + xn
(2 = x1.x2 + x1.x3 + … + xn-1.xn
…
(n = x1.x2. ….xn
тези полиноми се наричат елементарни симетрични полиноми, старшите им едночлени са съответно: x1, x1.x2, …, x1.x2. ….xn
ако f (x1, x2, …, xn) е симетричен полином и K = 
[image: image282.wmf]2

1n

k

kk

12n

a.x.x. ... .x

 е едночлен на f, то K( = 
[image: image283.wmf]2

1n

12n

k

kk

iii

a.x.x. ... .x

 също е едночлен на f за всяка пермутация i1, i2, …, in на числата 1, 2, …, n;

действително, щом К е едночлен на f (x1, x2, …, xn), то К( е едночлен

на
[image: image284.wmf]12n

iii

f (x,x,...,x)

, но f (x1, x2, …, xn) = 
[image: image285.wmf]12n

iii

f (x,x,...,x)

 ( K( е едночлен на f (x1, x2, …, xn);

ако f (x1, x2, …, xn) е симетричен полином и K = 
[image: image286.wmf]2

1n

k

kk

12n

a.x.x. ... .x

 е старшият едночлен на f, то k1 ( k2 ( …( kn;

действително, ако допуснем противното, т.е. съществува i, 1 ( i < n, такова че ki < ki+1, то К( = 
[image: image287.wmf]2

1ii+1n

k

kkkk
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a.x.x. ... .x.x. ...  .x

 е едночлен

на f (от по-горе) и K( 
[image: image288.wmf]f

K – противоречие;
ясно е, че ако g е полином на n променливи с коефициенти от А, то

g ((1, (2, …, (n) е симетричен полином на x1, x2, …, xn; обратното също е вярно:
Теорема (основна теорема за симетричните полиноми): 
А – област, f = f (x1, x2, …, xn) ( A[x1, x2, …, xn] е симетричен полином; тогава съществува единствен полином g на n променливи с коефициенти от А, такъв че g ((1, (2, …, (n) = f (x1, x2, …, xn);
Доказателство:
Съществуване: (дава алгоритъм за намиране на полинома g)

нека K = 
[image: image289.wmf]2

1n

k

kk

12n

a.x.x. ... .x

 е старшият едночлен на f; от по-горе имаме k1 ( k2 ( …( kn ( 0; означаваме (1 = 
[image: image290.wmf]1223

n-1nn

k-kk-k

k-kk

12n-1n

a... ... ..

ssss

; имаме ki – ki+1 ( 0 за i = 1, 2, …, n-1 ( (1 е едночлен на (1, (2, …, (n и тогава (1 е симетричен полином, (1 ( A[x1, x2, …, xn]; от лемата за старшия коефициент получаваме, че старшият коефициент на (1 е

[image: image291.wmf]1223
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a.x.(x.x). ... .(x.x. ... . x).(x.x. ...

 . x)

 = 
= 
[image: image292.wmf]2

1n

k

kk

12n

a.x.x. ... .x

 = K; нека f1 = f - (1; тогава f1 ( A[x1, x2, …, xn] е симетричен полином; освен това старшият коефициент на f1 е 

по-нисък от старшия коефициент на f; по същия начин за симетричния полином f1 образуваме симетричен полином (2, който има същия старши едночлен като f1;

тогава f2 = f1 - (2 ( A[x1, x2, …, xn] е симетричен полином със старши коефициент, който е по-нисък от старшия коефициент на f1;

по този начин получаваме:
f1 = f - (1, f2 = f1 - (2, …, fs-1 = fs-2 - (s-1, fs = fs-1 - (s, …
ако M = 
[image: image293.wmf]2

1n

m

mm

12n

c.x.x. ... .x

е кой да е от тези старши коефициенти, то от K 
[image: image294.wmf]f

M и от по-горе ( k1 ( m1 ( m2 … ( mn ( 0; тогава за тези старши коефициенти има краен брой възможности и тъй като редицата от старшите коефициенти на f1, f2, …, fs, … е намаляваща (относно 
[image: image295.wmf]f

), то съществува индекс s ( N, такъв че fs = 0; тогава

f = (1 + f1 = (1 + (2 + f2 = … = (1 + (2 + …+ (s-1 + fs-1 = (1 + (2 + …+ (s;

и така изразихме f като сума от едночлени на елементарните симетрични полиноми, т.е. f се изразява като полином с коефициенти от А на елементарните симетрични полиноми;
Единственост: без доказателство;
Следствие: Нека F е поле, f (x) ( F[x], n = deg f ( 1 и нека (1, (2, …, (n са корените на f (x), (i ( K ( F; ако h (x1, x2, …, xn) е симетричен полином с коефициенти от полето F, то h ((1, (2, …, (n) ( F;

Доказателство:
имаме f (x) = a0.xn + a1.xn-1 + … + an, ai ( F; от основната теорема (
съществува полином g на n променливи с коефициенти от полето F, такъв че h (x1, x2, …, xn) = g ((1, (2, …, (n); за k = 1, 2, …, n имаме:

(k ((1, (2, …, (n) = (-1)k.ak.a0-1 ( F (формули на Виет); тогава

h ((1, (2, …, (n) = g (-a1.a0-1, a2.a0-1, …, (-1)n.an.a0-1) ( F, тъй като g е с коефициенти от полето F;

15. Дискриминанта и резултанта.

F е поле; нека f (x) ( F[x], f (x) = a0.xn + a1.xn-1 + … + an, n ( 1, a0 ( 0;

f (x) има кратен корен ( f (x) и f ((x) имат общ корен ( (f, f() ( 1

тогава с алгоритъма на Евклид можем да проверим дали f (x) има кратни корени;
тук ще разгледаме друг подход;

нека (1, (2, …, (n са корените на f (x), (i ( K ( F, K – поле на разлагане на f (x);

разглеждаме израза D (f) = 
[image: image296.wmf]2.n - 22
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1i  j  n
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£<£
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Õ

( K; 

D (f) наричаме дискриминанта на полинома f (x);

пример при n = 2: f (x) = a0.x2 + a1.x + a2

[image: image297.wmf]2.2 - 2222222

2

1

012012120102

00

a

a

D ( f ) =a.(-)a.(()4..)a.((-)4.)a4.a.a;

aa

aa=a+a-aa=-=-

очевидно е, че полиномът f има кратен корен ( D (f) = 0;

Твърдение: D (f) е полином с коефициенти от полето F на 
a0, a1, …, an; в частност D (f) ( F;

Доказателство:

[image: image298.wmf]2.n - 2222222

012131n232nn-1n

D ( f ) = a.(-).(-).....(-).(-).....(-).

....(-)

aaaaaaaaaaaa

нека g ((1, (2, …, (n) = 
[image: image299.wmf]2

ij

1i  j  n
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; очевидно, g е симетричен полином на (1, (2, …, (n; от въпрос №14 ( g ((1, (2, …, (n) е полином с коефициенти от F на (1, (2, …, (n, (k = (k ((1, (2, …, (n) и по формулите на Виет получаваме: (k = (-1)k.ak.a0-1; също така
g ((1, (2, …, (n) е сума на едночлени от вида 
[image: image300.wmf]1223

n

m-mm-m
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12n

c... ... .

sss

,

c ( F*, m1 ( m2 ( … ( mn ( 0 и k1 ( m1, където k1 е степента на (1 в старшия едночлен на g ((1, (2, …, (n); в случая k1 = 2.(n – 1) = 2.n – 2, т.е. m1 ( 2.n – 2; и така g ((1, (2, …, (n) е сума на едночлени от вида


[image: image301.wmf]1223

n

m-mm-m

m

-1-1n-1

1020n0

c.(-aa).(aa). ... .((-1).aa)

...

;

оттук е ясно, че g ((1, (2, …, (n) е полином на a1, a2, …, an; освен това

a0-1 участва във всеки едночлен със степен 

m1 – m2 + m2 – m3 + … + mn-1 – mn + mn = m1 ( 2.n – 2; в такъв случай


[image: image302.wmf]2.n - 2

0

a

. g ((1, (2, …, (n) е полином и на a0; и така

D (f) = 
[image: image303.wmf]2.n - 2

0

a

. g ((1, (2, …, (n) е полином с коефициенти от полето F на
a0, a1, …, an и D (f) ( F;

Твърдение: D (f) = 
[image: image304.wmf]n.(n-1)

n - 2

2

012n

a.(-1).f ().f (). ... .f ()

¢¢¢

aaa

;

Доказателство:
диференцираме равенството f (x) = a0.(x - (1).(x - (2). ….(x - (n);

получаваме: 
f ((x) = a0.(x - (2).(x - (3). … .(x - (n) + a0.(x - (1).(x - (3). … .(x - (n) +

+ … + a0.(x - (1). ….(x - (i-1).(x - (i+1) … .(x - (n) + a0.(x - (1). ….(x - (n);

за i = 1, 2, …, n заместваме x = (i и получаваме:
f (((i) = a0.((i - (1).((i - (2). ….((i - (i-1).((i - (i+1). ….((i - (n) = 
[image: image305.wmf]0ij

1 ji  n
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; 

тогава  
[image: image306.wmf]n
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 =

= 
[image: image307.wmf]2
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 = 
[image: image308.wmf]n.(n-1)
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 (
D (f) = 
[image: image309.wmf]n.(n-1)

n - 2

2

012n

a.(-1).f ().f (). ... .f ()

¢¢¢

aaa

;

(1, (2, …, (n са корените на f ( F[x]; за всяко k ( N,

дефинираме k-ти степен сбор Sk = (1k + (2k + … + (nk;

считаме, че S0 = n;

Твърдение: D (f) = 
[image: image310.wmf];

Доказателство:
разглеждаме детерминантата на Вандермонд

W ((1, (2, …, (n) = 
[image: image311.wmf]12n

222

12n
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aaa
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; 

знаем, че W ((1, (2, …, (n) = 
[image: image312.wmf]ji

1 i  j  n
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; в такъв случай

D (f) = 
[image: image313.wmf]2.n-2

0

a

. W2 ((1, (2, …, (n);

в детерминантата от твърдението, на (i, j)-то място стои Si+j-2;

умножаваме W ((1, (2, …, (n) на себе си по правилото “ред по ред”;

получаваме детерминанта, която на (i, j)-то място съдържа


[image: image314.wmf]nn
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kkki+j-2
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aaa
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;

тогава W2 ((1, (2, …, (n) 
[image: image315.wmf] и формулата е доказана;

пример при n = 3, f (x) = x3 + p.x + q (p, q ( F); изчисляваме

S0, S1, …, S2.3-2 = S4; S0 = 3, S1 = (1 + (2 + (3 = 0,

S2 = (12 + (22 + (32 = -2.((1.(2 + (2.(3 + (1.(3) = -2.p,

S3 = (13 + (23 + (33 = -p.((1 + (2 + (3) – 3.q = -3.q,

S4 = (14 + (24 + (34 = (1.(-p.(1 – q) + (2.(-p.(2 – q) + (3.(-p.(3 – q) =

= -p.((12 + (22 + (32) – q.((1 + (2 + (3) = 2.p2;

тогава D (f) = 
[image: image316.wmf]012
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 = 
[image: image317.wmf]432

0
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30-2.p
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-2.p-3.q2.p

=

;

F е поле; f, g ( F[x], f (x) = a0.xn + a1.xn-1 + … + an,

g (x) = b0.xs + b1.xs-1 + … + bs, n ( 1, s ( 1, a0 ( 0, b0 ( 0;

f (x) и g (x) имат общ корен ( (f, g) ( 1 и това може да се провери чрез алгоритъм на Евклид;

тук ще разгледаме друг подход;

нека (1, (2, …, (n са корените на f (x), (1, (2, …, (s са корените на g (x),

(i, (j ( K ( F (например K е поле на разлагане на f (x).g (x) над F);

означаваме R (f, g) = 
[image: image318.wmf]ns
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ab
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 - резултанта на f и g;
R (f, g) ( K, очевидно R (f, g) = 0 ( f и g имат общ корен;

имаме: R (f, g) = (-1)n.s.R (g, f); действително
R (g, f) = 
[image: image319.wmf]snns

nssnn.s

00ji00ij

j=1i=1i=1j=1

b.a.(-)a.b.(-1).(-)

ba=ab
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 = (-1)n.s.R (g, f);

Твърдение: R (f, g) = a0s.g ((1).g ((2). ….g ((n) = 
[image: image320.wmf]n

s

0i

i=1

a.g ()

a

Õ

;
(също R (f, g) = 
[image: image321.wmf]s

n

0j

j=1

b.f ()

b

Õ

); в частност R (f, g) е симетричен полином с коефициенти от полето F на a0, a1, …, an, b0, b1, …, bs и R (f, g) ( F;

Доказателство:
имаме g (x) = b0.(x - (1).(x - (2). ….(x - (s) = 
[image: image322.wmf]s

0j

j=1

b.(x- )

b

Õ

;
за i = 1, 2, …, n заместваме при x = (i и получаваме:

g ((i) = 
[image: image323.wmf]s
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; тогава g ((1).g ((2). ….g ((n) = 
[image: image324.wmf]ns
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( R (f, g) = 
[image: image325.wmf]ns
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i=1j=1

a.b.(-)

ab
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 = a0s.g ((1).g ((2). ….g ((n);

сега е ясно, че R (f, g) е симетричен полином на (1, (2, …, (n; тогава
R (f, g) се представя като сума на едночлени от вида 
[image: image326.wmf]1223

n

m-mm-m

m

12n

c... ... .

sss

, c ( F*, m1 ( m2 ( … ( mn ( 0 и k1 ( m1, където
k1 е степента на (1 в старшия едночлен на R (f, g);
в случая k1 = s, т.е. m1 ( s; по формулите на Виет получаваме, че
R (f, g) е сума на едночлени от вида 
[image: image327.wmf]1223

n

m-mm-m

m

-1-1n-1

1020n0

c.(-aa).(aa). ... .((-1).aa)

...

; оттук е ясно, че R (f, g) е полином на a1, a2, …, an, b0, b1, …, bs; освен това a0-1 участва във всеки едночлен със степен m1 – m2 + m2 – m3 + … + mn-1 – mn + mn = m1 ( s; в такъв случай
[image: image328.wmf]s

0

a

. R (f, g) е полином и на a0;

и така R (f, g) = a0s.g ((1).g ((2). ….g ((n) е полином с коефициенти от полето F на a0, a1, …, an, b0, b1, …, bs и R (f, g) ( F;

Твърдение: Ако char F = 0, то R (f, f() = 
[image: image329.wmf]n.(n-1)

2

0

(-1).a.D( f )

;

Доказателство: от твърдение за D (f) имаме:

D (f) = 
[image: image330.wmf]n.(n-1)

n - 2

2

012n

a.(-1).f ().f (). ... .f ()

¢¢¢

aaa

; тъй като char F = 0, то

deg f( = n – 1 ( (от горното твърдение) R (f, f() = 
[image: image331.wmf]n

n-1

0i

i=1
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a

Õ

;
в такъв случай, R (f, f() = 
[image: image332.wmf]n.(n-1)

2

0

(-1).a.D( f )

;

Основни числови полета: C, Q, R;

16. Полиноми над C и над R.
Дефиниция: Казваме, че едно поле F е алгебрически затворено, ако всеки полином f ( F[x], deg f ( 1 има поне един корен в F;

еквивалентна дефиниция е: за всеки полином f ( F[x], n = deg f (x) ( 1, съществуват (1, (2, …, (n ( F, такива че 
f (x) = a0.(x - (1).(x - (2). ….(x - (n), a0 ( F* - старшият коефициент на f;

действително, ако (1 е корен на f (x), то f (x) = (x - (1).g (x), g (x) ( F[x]; по същия начин g (x) = (x - (2).h (x), h (x) ( F[x], …и т.н., докато f не се разложи в линейни множители;

Q, R не са алгебрически затворени – например полиномът

f (x) = x2 + 1 няма корени нито в R, нито в Q;

полето Zp също не е алгебрически затворено – например полиномът

f (x) = xp – x + 
[image: image333.wmf]__

1

 ( Zp[x] и за всяко 
[image: image334.wmf]__

k

 ( Zp, 
[image: image335.wmf]__

p

k

 - 
[image: image336.wmf]__

k

 + 
[image: image337.wmf]__

1

 = 
[image: image338.wmf]__

1

 ( 
[image: image339.wmf]__

0

 за всяко просто p;

Теорема (основна теорема на алгебрата): 

Полето C е алгебрически затворено; доказана от Даламбер и независимо от Гаус;

Доказателство:

ще отбележим, че няма чисто алгебрично доказателство на тази теорема, т.е. което не използва поне малка част от анализа – например f (x) ( R[x] e непрекъсната функция от R в R;
Стъпка 1:
ако f (x) ( R[x], deg f е нечетно число, f (x) има поне един реален корен; n = deg f ( N, a0 ( 0 – старшият коефициент на f;
ако a0 > 0, то 
[image: image340.wmf]x+ 

limf (x)=+ 
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, 
[image: image341.wmf]x- 

limf (x)=- 
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;
ако a0 < 0, то 
[image: image342.wmf]x+ 

limf (x)=- 
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¥

, 
[image: image343.wmf]x- 

limf (x)=+ 
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¥

;
и в двата случая съществуват a, b ( R, a < b, такива че
f (a).f (b) < 0; тогава по теоремата на Болцано-Коши, тъй като f (x) е непрекъсната функция, съществува c ( [a, b], такова че f (c) = 0;

Стъпка 2:
ако f (x) ( R[x] и deg f ( 1, то f (x) има поне един корен в C (доказана от Гаус)
f (x) ( R[x], n = deg f, n ( 1; нека n = 2k.m, k ( 0, m ( 1, 2 | m;
провеждаме индукция по k:
База: k = 0 – тогава n е нечетно и от стъпка 1 ( f има дори реален корен;
Стъпка: нека твърдението е изпълнено за k – 1;
нека (1, (2, …, (n са корените на f (x), (i ( K – поле на разлагане на
f (x) над C; нека r ( R; 
означаваме (ij = (i.(j + r.((i + (j) за всеки i, j, 1 ( i < j ( n; (ij ( K; 
броят на (ij е n1 = 
[image: image344.wmf]kk

k-1k

n.(n-1)2.m.(2.m-1)

==2.m.(2.m-1)

22

 = 2k-1.m(, където m( ( N, 2 | m(; разглеждаме полинома g (x) = 
[image: image345.wmf]ij

1ijn

x-

£<£

b

Õ

,
g (x) ( K[x]; имаме deg g (x) = n1 = 2k-1.m(, 2 | m(;
g (x) = 
[image: image346.wmf]11

1

nn-1

1n

x+b.x+...+b

; за всяко t = 1, 2, …, n1 имаме:
bt = (-1)t.(t (…, (ij, …); при произволна пермутация 
[image: image347.wmf]12n

ppp

, , ... , 

aaa

на
(1, (2, …, (n имаме: (ij = 
[image: image348.wmf]i

p

a

.
[image: image349.wmf]j

p

a

+ r.( 
[image: image350.wmf]i

p

a

+
[image: image351.wmf]j

p

a

) = 
[image: image352.wmf]ij

pp

b

(
(t (…, (ij, …) = (t (…,
[image: image353.wmf]ij

pp

b

, …) ( bt е симетричен полином с реални коефициенти на (1, (2, …, (n ( (въпрос №14) bt ( R за всяко
t = 1, 2, …, n1; и така имаме: g (x) ( R[x], deg g = 2k-1.m(, 2 | m(; по индукционното предположение полиномът g (x) има комплексен корен; дотук: за всяко r ( R съществуват индекси i, j, 1 ( i < j ( n, такива че (ij = (i.(j + r.((i + (j) ( C; но двойките i, j, 1 ( i < j ( n са краен брой, реалните числа са безброй много ( съществуват реални числа r1, r2, r1 ( r2, такива че (i.(j + r1.((i + (j) = c ( C,
(i.(j + r2.((i + (j) = d ( C за една и съща двойка (i, (j, 1 ( i < j ( n;

в такъв случай (i + (j = 
[image: image354.wmf]12
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 = a ( C, (i.(j = 
[image: image355.wmf]12

12

d.r-c.r
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 = b ( C;
така (i, (j са корените на полинома x2 – a.x + b = 0, т.е.
(i, (j = 
[image: image356.wmf]2
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 ( C, тъй като в C е валидна операцията коренуване (например по формула на Моавър);

и така (i, (j ( C, т.е. f наистина има комплексен корен;
Стъпка 3:
ако f (x) ( C[x], deg f ( 1, то f (x) има поне един корен в C;

нека f (x) = a0.xn + a1.xn-1 + … + an, ai ( C, a0 ( C*, n ( 1;

нека 
[image: image357.wmf]___

f

(x) = 
[image: image358.wmf]___
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.xn + 
[image: image359.wmf]____

1
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.xn-1 + … + 
[image: image360.wmf]______
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.x + 
[image: image361.wmf]___

n

a

( C[x];

за всяко ( ( C имаме: 
[image: image362.wmf]___

f

(
[image: image363.wmf]___
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) = 
[image: image364.wmf]_______

f (
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; действително


[image: image365.wmf]___
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[image: image369.wmf]____
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;

разглеждаме h (x) = f (x).
[image: image376.wmf]___

f

(x) ( C[x],

h (x) = c0.x2.n + c1.x2.n-1 + … + c2.n-1.x + c2.n, ct ( C;

за всяко t = 0, 1, 2, …, 2.n имаме: ct = 
[image: image377.wmf]___
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;

тогава 
[image: image378.wmf]___
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 = 
[image: image379.wmf]_________
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 = ct;

получихме, че 
[image: image380.wmf]___

t

c

= ct ( ct ( R; и така, показахме, че

h (x) ( R[x], тогава от стъпка 2 съществува ( ( C, такова че

h (() = 0, т.е. f (().
[image: image381.wmf]___

f

(() = 0; тъй като C е област, то

f (() = 0 ( ( е корен на f, или 
[image: image382.wmf]___

f

(() = 0 (
[image: image383.wmf]_______
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= 0 ( f (
[image: image384.wmf]___
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) = 0 (

[image: image385.wmf]___

a

 е корен на f (x);
и така за всеки полином f (x) ( C[x], n = deg f ( 1, съществуват

(1, (2, …, (n ( C, такива че f (x) = a0.(x - (1).(x - (2). ….(x - (n), 
a0 ( C* - старшият коефициент на f;

неразложими над C полиноми са само полиномите от степен 1, които са неразложими над всяко поле;

Твърдение: нека f (x) ( R[x]; ако ( ( C е корен на f (x), то
[image: image386.wmf]___

a

( C също е корен на f (x), при това със същата кратност;

Доказателство:

ако f (x) ( C[x], разглеждаме


[image: image387.wmf]___

f

(x) = 
[image: image388.wmf]___

0

a

.xn + 
[image: image389.wmf]____

1
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.xn-1 + … + 
[image: image390.wmf]______

n-1

a

.x + 
[image: image391.wmf]___

n

a

( C[x]; по-горе проверихме, че

за всяко ( ( C имаме: 
[image: image392.wmf]___

f

(
[image: image393.wmf]___

a

) = 
[image: image394.wmf]_______

f (

a)

; в частност, ако f (x) ( R[x], то


[image: image395.wmf]___

f

(x) = f (x) и от f (() = 0 ( f (
[image: image396.wmf]___

a

) = 
[image: image397.wmf]___

f

(
[image: image398.wmf]___

a

) = 
[image: image399.wmf]_______

f (

a)

 = 
[image: image400.wmf]___

0

 = 0 (
[image: image401.wmf]___

a

 също е корен на f (x);
ако ( ( R и ( е корен на f (x), то
[image: image402.wmf]___

a

 = ( и очевидно
[image: image403.wmf]___

a

 и ( имат една и съща кратност; нека ( ( C\R, т.е.
[image: image404.wmf]___
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 ( (; имаме (x - (, x - 
[image: image405.wmf]___

a

) = 1,

x - (|f (x), x -
[image: image406.wmf]___

a

|f (x) ( (x - ().(x -
[image: image407.wmf]___

a

)|f (x); нека ( (x) = (x - ().(x -
[image: image408.wmf]___

a

), т.е.

( (x) = x2 – (
[image: image409.wmf]___

a

+ ().x + (.
[image: image410.wmf]___

a

 ( R[x]; нека k е най-голямото естествено число, такова че (( (x))k|f (x), k ( 1; f (x) = (( (x))k.g (x), g (x) ( R[x];

ако g (() = 0 ( g (
[image: image411.wmf]___

a

) = 0 ( ( (x) = (x - ().(x +
[image: image412.wmf]___

a

) | g (x) ( (( (x))k+1|f (x), което е противоречие с избора на k ( g (() ( 0; аналогично g (
[image: image413.wmf]___

a

) ( 0;

тогава x - ( | g (x), x -
[image: image414.wmf]___

a

|g (x) ( ( и
[image: image415.wmf]___

a

са корени на f (x) с една и съща кратност k;
от горното твърдение получаваме, че всеки полином f (x) ( R[x] се записва еднозначно във вида:
f (x) = a0.(x - (1)k1. ….(x - (1)kt.(x2 + p1.x + q1)l1. ….(x2 + ps.x + qs)ls, където

a0 ( R* е старшият коефициент на f (x), (i ( R, pj, qj ( R, pj2 – 4.qj < 0,

t, s ( Z, t ( 0, s ( 0, ki, lj ( N;
и така неразложими полиноми над R са полиномите от степен 1 и полиномите от степен 2 с отрицателна дискриминанта;
17. Полиноми над Q.
f (x) ( Q[x], f (x) = a0.xn + a1.xn-1 + … + an;

записваме ai = 
[image: image416.wmf]i

i

p

q

, pi, qi ( Z, qi ( 0, (pi, qi) = 1;

нека a = [a0, a1, a2, …, an]; тогава f (x) = 
[image: image417.wmf]1

a

. g (x), където g (x) ( Z[x];

в такъв случай е ясно, че f (x) и g (x) са едновременно разложими (или неразложими);
нека f (x) ( Z[x], f (x) = a0.xn + a1.xn-1 + … + an; p е просто число;

означаваме 
[image: image418.wmf]___

f

(x) = 
[image: image419.wmf]___
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.xn + 
[image: image420.wmf]____

1
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[image: image421.wmf]______
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.x + 
[image: image422.wmf]___

n

a

( Zp[x]; 
[image: image423.wmf]___

f

 се нарича редукция на f върху Zp;

f (x), g (x) ( Z[x], p – просто число; 
[image: image424.wmf]___

f

(x), 
[image: image425.wmf]___

g

(x) ( Zp[x] са редукциите на f и g върху Zp; от правилата за събиране и умножение в полето Zp, директно следва, че
[image: image426.wmf]_______________

f (x).g (x)

=
[image: image427.wmf]___

f

(x).
[image: image428.wmf]___

g

(x);

f (x) ( Z[x], f (x) = a0.xn + a1.xn-1 + … + an; f се нарича примитивен полином, ако (a0, a1, …, an) = 1; ясно е, че всеки полином f (x) ( Z[x] се представя еднозначно във вида f (x) = c.g (x), където c ( Z, g (x) ( Z[x] е примитивен полином;
Лема на Гаус: Ако g1 (x) ( Z[x], g2 (x) ( Z[x] са примитивни полиноми, то g1(x).g2(x) е примитивен полином;
Доказателство: допускаме, че g1 (x).g2 (x) не е примитивен полином; тогава съществува просто число p, такова че p дели всички коефициенти на g1(x).g2(x); тогава 
[image: image429.wmf]_________________
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 = 
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2
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(x) = 
[image: image433.wmf]___

0

; тъй като Zp е поле (в частност област) ( Zp[x] също е област ( 
[image: image434.wmf]___

1

g

(x) =
[image: image435.wmf]___

0

или
[image: image436.wmf]___

2

g

(x) =
[image: image437.wmf]___

0

, т.е. g1 (x) не е примитивен или g2 (x) не е примитивен, което е противоречие; и така g1 (x).g2 (x) наистина е примитивен полином;
ако f (x) ( Z[x] е примитивен полином, c ( Q и c.f (x) ( Z[x] ( c ( Z;

действително, нека f (x) = a0.xn + a1.xn-1 + … + an, ai ( Z, c = 
[image: image438.wmf]p

q

, p, q ( Z,

q ( 0, (p, q) = 1; за всяко i = 0, 1, …, n имаме, че c.ai ( Z ( 
[image: image439.wmf]p

q

.ai ( Z (
q|p.ai, (p, q) = 1 ( q|ai за i = 0, 1, …, n ( q|[a0, a1, …, an], но f е примитивен полином ( [a0, a1, …, an] = ( 1 ( q = ( 1, т.е. c = ( p ( Z;

Следствие (от лемата на Гаус): нека f (x) ( Z[x]; тогава
f (x) е разложим над Q ( f (x) е разложим над Z;

очевидно, ако f (x) е разложим над Z, то f (x) е разложим над Q;

нека f (x) е разложим над Q; тогава съществуват полиноми
f1 (x), f2 (x) ( Q[x], deg f1 ( 1, deg f2 ( 1, такива че f (x) = f1 (x).f2 (x);

имаме f1 (x) = 
[image: image440.wmf]a

b

.g1 (x), където g1 (x) е примитивен полином a, b ( Z,

a ( 0, b ( 0; f2 (x) = 
[image: image441.wmf]c

d

.g2 (x), където g2 (x) е примитивен полином 
c, d ( Z, c ( 0, d ( 0; тогава f (x) = 
[image: image442.wmf]a.c

b.d

.g1 (x).g2 (x);

тъй като g1 (x).g2 (x) е примитивен полином,
f (x) ( Z[x], от по-горе ( k = 
[image: image443.wmf]a.c

b.d

 ( Z, k ( 0; тогава f (x) = k.g1 (x).g2 (x);

имаме deg (k.g1) = deg g1 ( 1 (k ( 0), deg g2 ( 1 ( f (x) е разложим над Z;

Твърдение (редукционен критерий за неразложимост): нека

f (x) ( Z[x], a0 ( Z е старшият коефициент на f, p е просто число

p | a0; ако
[image: image444.wmf]___

f

(x) ( Zp[x] е неразложим над Zp, то f (x) е 
неразложим над Q;
Доказателство:
допускаме, че f е разложим над Q; тогава f е разложим над Z, т.е.

съществуват полиноми g (x), h (x) ( Z[x], deg g ( 1, deg h ( 1, такива че f (x) = g (x).h (x); в такъв случай 
[image: image445.wmf]___

f

(x) = 
[image: image446.wmf]________________

g (x).h (x)

=
[image: image447.wmf]___

g

(x).
[image: image448.wmf]___

h

(x);

ако b0, c0 са старшите коефициенти на g (x) и h (x), имаме, че
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( deg
[image: image457.wmf]___

g

(x) = deg g (x) ( 1,
deg
[image: image458.wmf]___

h

(x) = deg h (x) ( 1 и ( 
[image: image459.wmf]___

f

(x) е разложим над Zp, което е противоречие; и така f (x) наистина е неразложим над Q;
Твърдение (критерий на Айзенщайн за неразложимост): 

Нека f (x) ( Z[x], f (x) = a0.xn + a1.xn-1 + … + an; ако съществува просто число p, такова че:

1. p | a0;

2. p|a1, p|a2, …, p|an;

3. p2 | an;

( f (x) е неразложим над Q;
Доказателство: допускаме, че f е разложим над Q; тогава f е разложим над Z и съществуват g (x), h (x) ( Z[x], deg g = k ( 1, deg h = l ( 1,

k + l = n, такива че f (x) = g (x).h (x);

за редукцията
[image: image460.wmf]___

f

(x) на f (x) върху Zp имаме:
[image: image461.wmf]___

f

(x) = 
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0

a

.xn (от условие 2),
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0

a

(
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(от условие 1); сега от
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f

(x) = 
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g
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h

(x) и от еднозначността на разлагането на полином в Zp[x] ( 
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g
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.xk, 
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h

(x) = 
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0

c

.xl, където

b0, c0 ( Z са старшите коефициенти на g (x) и h (x); в такъв случай

g (x) = b0.xk + p.g1 (x), h (x) = c0.xl + p.h1 (x), където h1 (x), g1 (x) ( Z[x];

и така получаваме, че f (x) = g (x).h (x) = (b0.xk + p.g1 (x)).(c0.xl + p.h1 (x));

при x = 0 получаваме: f (0) = p2. g1 (0).g2 (0) (k, l ( 1) (
an = p2.g1 (0).g2 (0), g1 (0).g2 (0) ( Z ( p2|an, което е противоречие с условие 3; и така действително f (x) е неразложим над Q;

пример: f (x) = 2.x5 – 21.x3 + 42.x + 63; при p = 7 условията от критерия на Айзенщайн са изпълнени ( f (x) е неразложим над Q;

Следствие: за всяко n ( N съществува полином от степен n от Q[x], който е неразложим над Q;

Доказателство: действително, полиномът f (x) = xn + p, където p е просто число удоволетворява критерия на Айзенщайн ( f (x) е неразложим над Q за всяко естествено n;

нека f (x) ( Z[x], n = deg f;

при n = 1 – f (x) е неразложим над Q;

при n = 2 – f (x) е разложим над Q ( корените на f са рационални числа;
при n = 3 – f (x) е разложим над Q ( f има рационален корен;

при n = 4 – f (x) е разложим над Q ( f има рационален корен или f се представя като f = g.h, където g, h ( Z[x], deg g = deg h = 2;

18. Крайни полета.
както знаем, за всяко просто число p, Zp е поле с p елемента;

Лема: Ако F е крайно поле и K е подполе на F, то |F| = |K|t за някое

t ( N; в частност, ако F е крайно поле, то |F| = pn, където p е просто, а n е естествено число;

Доказателство:

разглеждаме F като линейно пространство над подполето K:

за всеки a, b ( F, дефинираме сума a + b ( F, за всяко ( ( K, a ( F, дефинираме умножение (.a ( F; очевидно всички аксиоми за линейно пространство са изпълнени; тъй като |F| < (, то

dimK F < (, нека t = dimK F, t ( N; избираме базис e1, e2, …, et на F;

тогава за всяко x ( F съществува единствено изразяване

x = (1.e1 + (2.e2 + … + (t.et, (i ( K; в такъв случай съществува взаимноеднозначно съответствие x <-> ((1, (2, …, (t); възможностите за ((1, (2, …, (t) са точно |K|t и тогава |F| = |K|t;

ако допуснем, че char F = 0 ( F ( Q ( F не е крайно поле, което е противоречие; нека char F = p, p – просто число; тогава F съдържа единствено просто подполе K ( Zp и тогава |F| = pn за някое n ( N;

Теорема: за всяко просто число p и n ( N съществува единствено, с точност до изоморфизъм, поле с pn елемента;

Доказателство:

Съществуване:

p е просто число, n ( N; 
разглеждаме полинома f (x) = 
[image: image472.wmf]n

p

x-x

 ( Zp[x];
нека F е поле на разлагане на f (x) над полето Zp;

нека F1 е множеството от всички корени на f (x); имаме F1 ( F;

f ((x) = 
[image: image473.wmf]n

np1

p.x-1

-

 и тъй като F ( Zp ( char F = char Zp = p (
f ((x) = -1 за всяко x ( F ( f ((x) няма корени в F ( f (x) няма кратни корени; в такъв случай |F1| = deg f (x) = pn;

ще покажем, че F1 е подполе на F;
нека (, ( ( F1, т.е. 
[image: image474.wmf]n

p

=

aa

, 
[image: image475.wmf]n

p

=

bb

; тогава:
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 ( (.( ( F1;
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 ( (.(-1 ( F1;


[image: image478.wmf]nnn

ppp

()
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 (въпрос №9, char F = p) ( ( + ( ( F1;


[image: image479.wmf]nnnn

pppp

()(1)
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(въпрос №9, char F = p);

при p нечетно просто, 
[image: image480.wmf]n

p
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 = -1 ( 
[image: image481.wmf]nnn

ppp
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 (
( - ( ( F1; при p = 2 имаме 
[image: image482.wmf]n

p

(1)

-

= 1 (
[image: image483.wmf]nnn

ppp
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, тъй като char F = 2 и отново ( - ( ( F1;
и така F1 ( F, |F1| = pn, т.е. наистина съществува поле с pn елементи;

всъщност F1 = F; действително, char F1 = char F = p ( F1 съдържа просто подполе K ( Zp ( F ( F1 ( K, но F има единствено просто подполе и то е Zp ( K = Zp; получихме, че F1 съдържа Zp и корените на F и от минималността на полето на разлагане ( F = F1;

Единственост: без доказателство; идва от факта, че всеки две полета с pn елементи се оказват полета на разлагане на полинома 
[image: image484.wmf]n

p

x-x

 над полето Zp и тогава те са изоморфни;
крайно поле с pn елемента се означава GF (pn) и се нарича поле на Галоа (Galois field); показахме, че GF (pn) се състои от корените на полинома 
[image: image485.wmf]n

p

x-x

 ( Zp[x], при n = 1 имаме GF (p) = Zp;

Лема: G – група; a, b ( G, a.b = b.a; |a| = m, |b| = n; тогава в G има елемент от ред [m, n];

Доказателство:

тъй като a и b комутират, то (a.b)k = ak.bk за всяко k ( N;

нека (m, n) = 1 ( [m, n] = m.n; нека d = |a.b|;
имаме (a.b)m.n = am.n.bm.n = (am)n.(bn)m = 1.1 = 1 ( d|m.n; (1)
от (a.b)d = 1 ( ad.bd = 1 ( (ad.bd)m = 1 ( (am)d.bm.d = 1 ( bm.d = 1 (
n|m.d, (n, m) = 1 ( n|d;
от (a.b)d = 1 ( ad.bd = 1 ( (ad.bd)n = 1 ( an.d.(bn)d = 1 ( an.d = 1 (
m|n.d, (m, n) = 1 ( m|d;
от n|d, m|d, (n, m) = 1 ( m.n|d; (2)
от (1) и (2) ( d = m.n, т.е. елементът a.b има ред m.n = [m, n];
в общия случай:
нека m = 
[image: image486.wmf]i
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Õ

, n = 
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са обобщените разлагания на естествените числа m и n, pi са прости, ki ( 0, li ( 0;

в такъв случай, [m, n] = 
[image: image488.wmf]ii
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Õ

; да означим ui = max (ki, li);

ясно е, че елементът 
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 има ред 
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 ( в G има елемент ci от ред 
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;
сега елементът c = c1.c2. ….cs от по-горе има ред 
[image: image497.wmf]i
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= [m, n], тъй като (
[image: image498.wmf]i
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) = 1 за всеки i, j ( { 1, 2, …, s};
Дефиниция: нека G е крайна група; m е най-малкото естествено число, такова че gm = 1 за всеки елемент g ( G; такива естествени числа има – например |G|; m се нарича показател на групата G;

Свойства на показателя (G е крайна група, |G| = n)

1. m е най-малкото общо кратно на редовете на 
елементите на G и m|n;

Доказателство:
нека r1, r2, …, rn са редовете на елементите g1, g2, …, gn ( G;

за всяко i = 1, 2, …, n имаме: gi[r1, r2, …, rn] = 1, тъй като 
ri|[r1, r2, …, rn]; в такъв случай, [r1, r2, …, rn] ( m;

от друга страна gim = 1 ( ri|m за всяко i = 1, 2, …, n ( 
[r1, r2, …, rn]|m ( [r1, r2, …, rn] ( m и тогава m = [r1, r2, …, rn];
от следствие на теоремата на Лагранж имаме, че ri|n за всяко 

i = 1, 2, …, n ( [r1, r2, …, rn]|n, т.е. m|n;

2. aко G е абелева група, то в G има елемент от ред m;

Доказателство:
нека r1, r2, …, rn са редовете на елементите на групата G;

от горната лема (G е абелева група) и от равенството 
m = [r1, r2, …, rn] = [ [r1, r2, …, rn-1], rn] по индуктивни съображения получаваме, че в G има елемент от ред m;

3. ако G е абелева група, то G е циклична ( m = n;
Доказателство:
ако G е циклична група, то в G има елемент от ред n (
n|m, тъй като m е най-малкото общо кратно на редовете на елементите на G; от друга страна от свойство 1 имаме m|n (
m = n;

ако m = n, то от свойство 2 (G е абелева група) получаваме, че в

G има елемент от ред m = n ( G е циклична група;

Теорема: Ако F е поле и G е крайна подгрупа на F*, то G е циклична група; в частност, GF (pn)* е циклична група, т.е. всяко крайно поле има циклична мултипликативна група;
Доказателство:

G ( F*, |G| = n < (; G e абелева, тъй като F* е абелева;

нека m е показателят на групата G; тогава всеки елемент от G е корен на полинома xm – 1 ( F[x], но f (x) има не повече от deg f (x) = m корена ( m ( n = |G|; от друга страна от свойство 1 на показателя,
m|n ( m ( n; и така m = n и от свойство 3 на показателя ( G е циклична група;
пример: GF (24) = { 0, a, a2, …, a14, a15 } за някой елемент a ( GF (24)*;

Теорема: нека p е просто число, n ( N; ако K ( GF (pn), то

K ( GF (pm) за някое m ( N, m|n; за всяко m ( N, m|n, GF (pn) има единствено подполе K ( GF (pm);
Доказателство: означаваме F = GF (pn);

нека K ( F; от първата лема във въпроса, |F| = |K|t за някое t ( N;

тогава pn = |K|t ( |K| = pm за някое m ( N; имаме pn = pm.t ( n = m.t ( m|n;
Забележка: ще използваме, че ако p ( N, p > 1, m, n ( N, то 

pm – 1|pn – 1 ( m|n;
нека m ( N, m|n;
нека K = { a ( F |
[image: image500.wmf]m
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} ; K е подполе на F:
нека (, ( ( F, т.е. 
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; тогава:
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 (въпрос №9, char F = p) ( ( + ( ( F;
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(въпрос №9, char F = p);
при p нечетно просто, 
[image: image507.wmf]n
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( - ( ( F; при p = 2 имаме 
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, тъй като char F = 2 и отново ( - ( ( F; и така K ( F;
имаме 0 ( K, ако a ( F, a ( 0, тогава a ( K ( 
[image: image511.wmf]m
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[image: image512.wmf]m
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;
от горната теорема имаме, че F* е циклична група, |F*| = pn – 1,
pm – 1|pn – 1 (от забележката); тогава F* има подгрупа H (при това единствена) от ред pm – 1 и тя се състои от всички елементи g ( F*, такива че 
[image: image513.wmf]m

p1

g=1

-

; ако a ( 0, имаме a ( H ( a ( K; тогава K = H ( { 0}
( |K| = pm – 1 + 1 = pm; и така за всяко m ( N, m|n, въпросното поле K е подполе на F с pm елемента и K ( GF (pm);

нека K и L са подполета на F и |K| = |L| = pm, m|n; тогава

K* и L* са подгрупи на F* от един и същи ред pm – 1, но F* е циклична група и ( тя има единствена подгрупа от ред pm – 1,

така че K* = L* ( K = L;
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